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Feuille d’exercices : Calcul différentiel (2) 

Exercice n°1 (oraux de concours) 

 

Exercice n°2 

Soit l’application f définie sur ℝ2 par : {
𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝑥²𝑦

𝑥4+𝑦²
 𝑠𝑖 (𝑥, 𝑦)𝜖ℝ2 \{(0,0)}

𝑓(0,0) = 0
 

1) Pour tout (u,v) 𝜖ℝ2, montrer l’existence et calculer 𝐷(𝑢,𝑣)𝑓(0,0) 

2) Pour t𝜖 ℝ∗, calculer f(t,t²) 

3) La fonction f est-elle continue ? 

Exercice n°3 

Soit f : ℝ2 \{(0,0)} →  ℝ, (x,y) →
𝑥4+𝑦4

𝑥2+𝑦²
, montrer que f admet un prolongement de classe C1 sur ℝ2 

Exercice n°4 

Soit f : ℝ2 →  ℝ, (u,v) →f(u,v) une fonction de classe C1 

On pose g(x,y) = f(x+y,xy) 

Calculer en tout point (x,y) les dérivées partielles de g en fonction de celles de f. 

 

Exercice n°5 (oraux de concours) 

 

Exercice n°6 (oraux de concours) 

 

Exercice n°7 

La fonction f : ℝ2 → ℝ, (x,y) → +𝑥2 + 𝑦3 − 𝑥𝑦 possède-t-elle un extremum en (0,0) ? 

 

Exercice n°8 

Soit (S) la surface d’équation cartésienne z=
2𝑥𝑦

𝑥2+𝑦²
 

Déterminer l’équation du plan tangent à (S) au point A(1,√3,
√3

2
) 
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Exercice n°9 

On définit sur ℝ2 \{(0,0)}, les fonctions : P(x,y) = - 
𝑦

𝑥2+𝑦²
 et Q(x,y) = 

𝑥

𝑥2+𝑦²
 

1) Vérifier que 
𝜕𝑃

𝜕𝑦
 = 

𝜕𝑄

𝜕𝑥
 

2) On suppose qu’il existe une fonction f : ℝ2 \{(0,0)} →  ℝ de classe C1 telle que : 

∀(𝑥, 𝑦)𝜖ℝ2 \{(0,0)},
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(x,y) = P(x,y) et 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(x,y) = Q(x,y) 

Calculer de deux façons différentes ∫
𝑑

𝑑𝑡
(𝑓(cos(𝑡) , sin(𝑡))𝑑𝑡

2𝜋

0
 et aboutir à une 

contradiction. 

 

Exercice n°10 :  

Soit 𝜑 : M→ 𝑀−1 sur GLn(ℝ) 

1) Montrer que GLn(ℝ) est un ouvert de ℳ𝑛(ℝ) 

2) Montrer que 𝜑 est 𝐶1 sur GLn(ℝ) 

3) a) Soit t ∈ ℝ, montrer que (𝐼𝑛 + 𝑡𝐸𝑖𝑗)−1 =  𝐼𝑛 − 𝑡𝐸𝑖𝑗  

b) En déduire que : d𝜑(𝐼𝑛)( 𝐸𝑖𝑗)= - 𝐸𝑖𝑗  

c) En déduire que : d𝜑(𝐼𝑛)(A)=-A 

4) Déterminer la différentielle de 𝜑 en M∈ GLn(ℝ) 

Exercice n°11 

On pose U={(x,y) ∈ ℝ2, 𝑥 < 𝑦} et f :U→ ℝ2, (x,y) →(x²-y²-2xy,y) 

1) Montrer que U est un ouvert. 

2) Montrer que f est injective 

3) Soit V=f(U), préciser V et montrer que V est un ouvert. 

4) Montrer que f est bijective de U sur V 

5) Montrer que f est C1 sur U et que sa bijection réciproque g est C1 sur V. 

6) Donner la différentielle de g au point (u,v) de V 

 

Exercice n°12 

Soit U={(x,y) ∈ ℝ2, 𝑥 < 𝑦}, déterminer toutes les fonctions f de classe 𝐶1 sur U telles que : 

∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈, 𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) − 𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦², en utilisant le changement de variables u=x+y et 

v=xy 

 

Exercice n°13 

Soit 𝛼 un réel, et E l’ensemble des fonctions de ℝ2 dans ℝ de classe 𝐶2 solutions de : 

 
𝜕²𝑓

𝜕𝑥²
(𝑥, 𝑦) − 4

𝜕²𝑓

𝜕𝑦²
(𝑥, 𝑦) = 𝛼, en utilisant le changement de variables u=2x+y et v=2x-y 
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Exercice n°14  

On note Ω = ℝ ×]0, +∞[, déterminer toutes les fonctions f : Ω →  ℝ de classe 𝐶1 telles que : 

 𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) − 𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) = 0, avec le changement de variables x=u𝑒𝑣 et y=𝑒−𝑣 avec (u,v) ∈ ℝ2 

 

Exercice n°15 

Soit U={(u,v) ∈ ℝ2, 𝑢 − 𝑣 > 0} et 𝜑: 𝑈 → ℝ2, (u,v) →(u²+v²,u+v) 

Montrer que 𝜑 est un 𝐶1-difféomorphisme de l’ouvert U sur un ouvert V à préciser. 

 

Exercice n°16  

Soit 𝜑: (ℝ∗+)3 → ℝ3, (x,y,z) →(u,v,w) avec (u,v,w) =(x+z²,y+x²,z+y²) 

1) Montrer que 𝜑 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 𝐶2 − 𝑑𝑖𝑓𝑓é𝑜𝑚𝑜𝑟𝑝ℎ𝑖𝑠𝑚𝑒 𝑑𝑒 (ℝ∗+)3 sur Im(𝜑), préciser Im(𝜑) 

2) On note x, y, z les composantes de 𝜑−1 

a) Calculer 
𝜕𝑥

𝜕𝑢
 

b) Calculer 
𝜕𝑥

𝜕𝑣
 

Exercice n°17 (oraux de concours) 

 

Exercice n°18 (oraux de concours) 

 

 

Exercice n°19 (oraux concours) 
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Exercice n°20 

Soit f : U→V une fonction définie sur un ouvert U de ℝ𝑝 à valeurs dans un ouvert V de ℝ𝑞 

On suppose que f est différentiable en a et que f admet une fonction réciproque g, différentiable 

au point b=f(a). 

Démontrer que p=q 

 

Exercice n°21 

Soit f : ℝ𝑛 → ℝ𝑚 différentiable. On suppose que : ∀𝜆 ∈ ℝ, et ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛, f(𝜆𝑥)= 𝜆 f(𝑥) 

1) Démontrer que f(0)=0 

2) Démontrer que f est linéaire 

 

Exercice n°22 

Soit f : ℝ𝑛 → ℝ différentiable. On note S la sphère unité de ℝ𝑛 et B la boule unité ouverte. On 

suppose que f est constante sur S. 

Démontrer l’existence de 𝑥0 ∈ 𝐵, 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑑𝑓𝑥0
= 0 

 

Exercice n°23 

Soit D={(x,y)∈ ℝ2, 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 ≤ 0} 

1) Montrer que D est un disque 

2) Calculer ∬ √𝑥2 + 𝑦²𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 

 

Exercice n°24 

Justifier que la fonction f : ℂ∗ → ℂ définie par f(z) = 
1

𝑧
 est différentiable et calculer sa 

différentielle. 

 

Exercice n°25 

Soit E un espace vectoriel euclidien 

1) En quels points l’application x→ ‖𝑥‖2 est-elle différentiable ? 

2) Préciser en ces points le vecteur gradient. 

 

Exercice n°26 

Montrer que l’application P→ ∫ 𝑃(𝑡)²𝑑𝑡
1

0
 définie sur E=ℝ𝑛[𝑋] est différentiable et exprimer sa 

différentielle. 
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Exercice n°27 

Soit E un espace euclidien, et u un endomorphisme autoadjoint de E 

1) Montrer que : x→(u(x),x) est différentiable sur E et déterminer sa différentielle. 

2) Montrer que F :x→
(u(x),x) )

(x,x) 
 est différentiable sur E\{0} 

 

Exercice n°28 

On munit ℝ𝑛 de sa structure euclidienne canonique, et soit f : ℝ+ → ℝ de classe 𝐶1, croissante 

vérifiant f(0)=1 et f ’(0)=0 

On pose F(𝑥)=f(‖𝑥‖) 𝑥 

1) Montrer que N : x→ ‖𝑥‖ est 𝐶1 sur ℝ𝑛 \{0} et exprimer sa différentielle 

2) Montrer que F est 𝐶1 sur ℝ𝑛 et déterminer sa différentielle 

3) Montrer que ∀(𝑥, ℎ) ∈ ℝ𝑛 × ℝ𝑛, (dF(x)(h), h)≥ f(‖𝑥‖)‖ℎ‖² 

4) a)   Montrer que F est injective (on montrera que t→tf(t) est croissante) 

b) Montrer que F est surjective (on appliquera le TVI à 𝜑: [0,1] → ℝ+, 𝑡 → ‖𝐹(𝑡𝑦)‖) 

 

Exercice n°29 

Soit D={(x,y)∈ ℝ2 𝑡𝑒𝑙𝑠 𝑞𝑢𝑒: 𝑥 < 𝑦 < 2𝑥 𝑒𝑡 𝑥 < 𝑦2 < 2𝑥 } 

Calculer : ∬
𝑦

𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷
 à l’aide du changement de variables u=

𝑥

𝑦
 et v=

𝑦²

𝑥
 

 

Exercice n°30 

On considère l’application f : ℝ2 → ℝ2, (𝑥, 𝑦) → (𝑒𝑥cos (𝑦), 𝑒𝑥sin (𝑦)) 

1) Démontrer que f définit une application surjective de ℝ2 sur ℝ2 \{(0,0)} 

2) Soit (x0,y0)∈ ℝ2, calculer la matrice jacobienne de f en (x0,y0) 

3) Est-ce que f réalise un C1-difféomorphisme de ℝ2 sur ℝ2 \{(0,0)} ? 

 

Exercice n°31 

On considère l’application f : ℝ3 → ℝ3, (𝑥, 𝑦, 𝑧) → (𝑒2𝑦 + 𝑒2𝑧, 𝑒2𝑥 − 𝑒2𝑧, 𝑥 − 𝑦) 

Démontrer Imf est un ouvert strictement inclus dans ℝ3 


