Feuille d’exercices : Suites numériques
Exercice n°1

1) Montrer que si une suite est bornée a partir d'un certain rang, alors elle est bornée.

2) Est-ce que le produit de deux suites minorées est encore minoré ?

3) Soit une suite (u,) définie par récurrence : un+1=f(un), quel lien peut-on faire entre les points
fixes de l'itératrice de u, et ceux de uz,

Exercice n°2

Soit (un) une suite, parmi les suites proposées lesquelles sont des suites extraites de (un) ?
(Un), (Uen), (Uz2n), (Uzxzn), (Uzxpn+1), (Ugn) et (Upn+r)

Est-ce que (uen)est extraite de (uzn) ? et (uzxyn) de (uyn) ?

Exercice n°3

Etudier les limites des suites suivantes :

__sin(n?) _ n3+5n __a-p" _2n+(-D)"
Y "7 sn3+cos(n)+ % = (a>0 etb>a) W= Sn+ (-1

" am+pn

Exercice n°4

Soit (an) et (bn) deux suites qui convergent vers L et L’

Soit les suites (un) et (vn) définies respectivement par u, = min(an;bn) et v = max(an;bn)
Etudier la convergence de (un) et (va).

Exercice n°5
. 1 1 . .
Pour n entier naturel non nul, on pose u, = X.}-; e etvp=1un+ ., ces suites sont-elles adjacentes ?

Exercice n°6

= 1N - o . Untv.
On consideére les suites (un) et (vn) définies respectivement par Un+1 = /U, Vp €t Vag1 = %

Et uo>0, vo>0

1) Montrer que pour tout entier naturel non nul : u,<v,
2) Montrer que les deux suites u et v convergent vers une méme limite.

Exercice n°7

Etudier la suite u définie par up = -% et pour tout entier naturel, un+1 = /1 + u,

Exercice n°8 (concours)

n
km . ,
Soit n > 2, on pose S, = Z sin (— . L’objectif de I'exercice est d’étudier la convergence de cette suite.
n
k=0
n—1
. ) i, E 1o
1. Soit n > 2, on pose z, = e . Calculer Z z,,. Justifier.
k=0

2
2. Montrer que, pour tout n = 2 : =141

— Zn ‘tan (=) ’
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_
tan (ﬁ) ’

3. En déduire que, pour tout n > 2 : §,, =

4. La suite (S, ) converge-t-elle ? Justifier.

S . ,
5. Soit n > 2, on pose u, = —. Montrer que la suite (u,) converge. Vous déterminerez sa limite.
n

Exercice n°9

, , . cos (k6
Etant donné un réel 8, pour tout entier naturel, on pose : u, = Ll:()%

Montrer que la suite (u,) est convergente et en déterminer la limite.
Exercice n®10

Soit la fonction f : I-=], décroissante et a €I, on considere la suite (un) définie par : up = a et up+1=f(un).
Montrer que les deux suites extraites (uzn) et (uzn+1) Sont monotones et de sens de monotonie opposé.

Exercice n°12

ATlaide d’'une étude de fonction, étudier la suite (u,) définie par up = 1/10 et up41 = \/u_n
Exercice n°13

Méme énoncé que I'exercice n°12 avec up = 2 et un+1 = In(1+uy)

Exercice n°14

R . . , . 1
Méme énoncé que l'exercice n°12 avec up = a>0 et up+1 = un + —

n

Exercice n°15

Donner une expression en fonction de n, de la suite u, définie par : Un+2 = 2Un-Un+1 €t Ue=0, U1=3
Méme question, avec vy vérifiant : vo42=vn41-Va et vo=1, vi=2 (uniquement les expressions réelles)
Exercice n°16

1) Montrer que la fonction h définie par h(x)=x3+x2-3x-2 ne s’annule pas sur [0,v2]

2) Montrer que v 2 — V2 — x = x&(x-1)( x3+x2-3x-2)=0 et conclure quant aux solutions.
3) Etudier la nature de la suite définie par : up=0 et un+1=,/2 — u,

Exercice n®17

Pour tout entier n, on pose [, = fle(lnx)"dx, montrer que la suite converge.
Exercice n°18

Pour tout entier n, on définit f, par f.(x) = x3+nx-2

1) Montrer que pour tout entier naturel n, f, s’annule en un unique point qu’on appelle x,
2) Montrer que la suite (x») ainsi définie converge et déterminer sa limite.

Exercice n°19

(-D¥
_\/E )
sont adjacentes, et en déduire que u converge.

Soit la suite u définie par u, = )}j}_, montrer que les suites v et w définies par va=uz, et Wn=Uzn+1

Exercice n°20
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Soit la suite u définie par up=1 et pour tout entier non nul, uy+1=2up-1
Déterminer en étudiant va=u,-1, 'expression de u,

Exercice n°21 (concours)
Soit f: ]0,+00[— 0,4+ 0], x—>1+§ et on définit la suite (u,) par uy4+q = f(uy,) etuy=1

1) Déterminer les variations de f sur [1 ;3]

2) Montrer que [1 ;3] est stable par f (c’est-a-dire que f([1;3])< [1;3])
Que peut-on en déduire pour la suite (u,) ?

3) Déterminer les monotonies de (u,,;,) et (Uzn41)

4) Démontrer que les suites (u,,) et (uy,41) cOnvergent.

5) Déterminer les limites respectives de (u,,) et (Uz541)

6) Que peut-on conclure pour (u,) ?

Exercice n°22 (concours)
On dit qu’une suite (u,) est une suite de Cauchy lorsque :
Ye>0,3N € N.¥(p.q) €N (p> g > N = |u, —u,| < ¢

1. Ecrire la négation de la définition d'une suite de Cauchy (done en déduire la définition d'une suite qui n’est pas
de Cauchy).

2. Montrer que la suite (In(n)),>, n'est pas une suite de Cauchy.

1
3. Montrer que la suite (u,) définie par : ¥n € N\ {0} ,u, = 1 — — est une suite de Cauchy.
n

4. Montrer que toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Exercice n°23 (concours)

. . P 2 1 1
Solent (t,)newn et (Vn)nen deux suites définies par : up = 1,vp = 2 et, pour tout n € N | =—+4+ — ¢t
Un+1 Un Un
Uy + Uy
Pnt1 =y

1. Soit n € N, montrer u,, > 0 et v, > 0.
2. Soit n € N, montrer u, < v,.
3. En déduire que la suite (u,).en est croissante et que la suite (v, ),en est décroissante.

4. Démontrer que ces deux suites convergent vers la méme limite.

o

. Etudier la suite (wu, vy, )nen et déterminer la valeur de la limite commune de () pen et (Vn)nen-

Exercice n°24

ud+uy,
2

On considere la suite (uy, ),y définie paruy €]1, +o[etVn € N, u, 1 =

1) En cas de convergence de la suite (u,),en, préciser quelles sont les limites possibles.

2
2) Soitla fonction f définie par f(x) = xzj pour tout X€ [0, +oo[, dresser le tableau de variations de

f et le signe de la fonction x—f(x)-x sur [0, +oo[
3) Montrer que pour tout entier naturel u,, >1. En déduire que la suite (u,,) est croissante.

4) Démontrer que lim u, = +oo
n—-+oo

. 1
5) Pour tout entier naturel n, on pose v, = Z—nln (%)

6) Montrer que Vn41 - Vy = L In (1 + i). En déduire le sens de variation de v,
2n+1 u

n
7) Montrer que Vn € N, Vn+1SVn+l:n(+21)
8) Démontrer par récurrence que : que Vn € N\ {0}, va<vo+In(2)Y7_, zik

9) Démontrer que v, est bornée et démontrer que la suite v, converge.
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Exercice n°25 (concours)
On considere les suites (un)n;l et ("’")nz 1 définies par :
= k "\ k
VneN, u, = Zsin (n_2> et v, = Z ot

k=1 k=1
Le but de I'exercice est de prouver que la suite (u,), -, converge et de déterminer la valeur de la limite de cette suite.
>

1. Prouver que la suite (v,),,~, converge et déterminer la valeur de sa limite.
>

3
2. Prouver que : Vz € [0, +00[, z — T(— <sinz < 2.
5

n

3. Justifier le fait que, pour tout entier naturel n non nul, Z K <nt.
k=1

1
4. Prouver que pour tout entier naturel n non nul , v, — oz o T )

5. En déduire que la suite (u,),~, converge et déterminer la valeur de sa limite.
>
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