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Feuille d’exercices sur Espaces vectoriels 

Exercice n°1 

Soit a∈ ℝ, montrer que la fonction fa :x→cos(x+a) est combinaison linéaire des fonctions sin et 

cos. 

Exercice n°2 

1) Montrer que l’ensemble F = {(x1,x2,x3)∈ ℝ3 :x1 + x2 + x3 = 0 } est un sous-espace 

vectoriel de ℝ3 

2) En est-il de même pour G = {(x1,x2,x3)∈ ℝ3 :x1 + x2 + x3 = 1 } ? 

Exercice n°3 

Soit (a,b)∈ 𝜘², on note Ea,b l’ensemble des suites u∈ 𝜘ℕ vérifiant : ∀𝑛 ∈ ℕ, un+2 = aun+1 + bun 

Montrer que Ea,b est un sous-espace vectoriel de 𝜘ℕ 

Exercice n°4 

1) Montrer que (cos,sin) est une famille libre de ℝℝ 

2) La famille (1,sin,cos,sin²,cos²) est-elle libre dans ℝℝ 

3) Montrer que (1,X+1,X²+X+1) est une base de 𝜘2[𝑋] 

Exercice n°5 

Dans le 𝜘-espace vectoriel 𝜘n[X] des polynômes de degré au plus n, on considère la famille 

 (1,X-a,
(𝑋−𝑎)²

2
, …, 

(𝑋−𝑎)𝑛

𝑛!
) 

1) Montrer que cette famille est libre 

2) Montrer que cette famille est une base 𝜘n[X] 

3) Soit P un polynôme de degré au plus n, donner ses coordonnées dans cette base. 

Exercice n°6 

1) Soit (x1,x2,x3) une famille libre d’un 𝜘-espace vectoriel E 

Montrer que (x2+x3, x3+x1,x1+x2) est libre 

2) Soit (x1,x2,x3,x4) une famille libre d’un 𝜘-espace vectoriel E 

La famille  (x1+x2, x2+x3,x3+x4, x1+x4 ) est-elle libre ? 

Exercice n°7 

Pour a∈ ℝ, on pose fa : ℝ → ℝ, x→ |𝑥 − 𝑎| 

Soit n un entier non nul, a1,…,an des réels distincts 

Montrer que (𝑓𝑎1
,…, 𝑓𝑎𝑛

) est une famille libre de ℝℝ 

Exercice n°8 

Pour a∈ ℝ, on pose fa : ℝ → ℝ, x→ 𝑒𝑎𝑥 

Montrer que pour tout entier naturel n, la famille (𝑓𝑘)𝑘∈⟦0,𝑛⟧ est libre 
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Exercice n°9 

Soit F { (x1,x2,x3,x4)∈ ℝ4 : x1+x2 = x3+x4 = 0}, montrer qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de 

ℝ4, préciser sa dimension. 

Exercice n°10 

Pour a∈ 𝜘, on considère la famille F = {1,(X-a),(X-a)²,…, (X-a)n} pour n entier  

1) Montrer que F est une base de 𝜘n[X] 

2) En déduire une nouvelle démonstration de la formule de Taylor dite polynomiale. 

Exercice n°11 

Soit E un 𝜘-espace vectoriel de dimension finie, soit F un sous-espace vectoriel et H un hyperplan 

de E. 

1) Montrer que dim(F∩H)≥dim(F) – 1 

2) Dans quel cas a-t-on égalité ? 

Exercice n°12 

Soit F1 et F2 deux familles finies d’ 𝜘-espace vectoriel de dimension finie, on note F la famille 

obtenue en concaténant F1 et F2. 

Montrer que : max(rgF1, rgF2)≤ rg(F) ≤ rgF1+ rgF2 

Exercice n°13 

Soit F={f∈ 𝐶1(ℝ), 𝑓(0) = 𝑓′(1) = 0}, montrer que F est un sous-espace vectoriel de 𝐶1(ℝ) 

 

Exercice n°14 

Montrer que ℝ1[𝑋] et vect(1+X+X²) sont supplémentaires dans ℝ2[𝑋] 

 

Exercice n°15 

Soient A et B deux parties d’un espace vectoriel E, montrer que vect(A∩B)⊂vect(A) ∩ vect(B) 

 

Exercice n°16 

1) Déterminer le rang de la famille suivante : 

X1=(1,-1,1) ; X2=(-1,1,-1) ; X3=(0,1,1) et X4=(1,0,2) 

2) Compléter en une base de ℝ4, la famille (e1, e2) avec e1=(1,1,1,1) et e2=(1,1,-1,-1) 

3) Dans ℝ3, soient u(1,0,2), v(1,1,2), w(1,2,2) et t(2,2,2) 

a) Montrer que (u,v,w,t) est un générateur de ℝ3 

b) En extraire une base de ℝ3 

Exercice n°17 

Soit F={f∈ 𝐶(ℝ), 𝑓(0) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0
1

0
 } et G={x→ 𝑎𝑥 + 𝑏, (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ²} 

Montrer que F et G sont supplémentaires dans 𝐶(ℝ). 
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Exercice n°18 

Déterminer un supplémentaire de F ={(x,y,z,t)∈ ℝ4, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 𝑡 = 0} dans ℝ4 

Exercice n°20 

Soit F={(x,y,z,t)∈ ℝ4, 𝑥 + 3𝑦 − 𝑧 = 𝑡} 

1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de (ℝ4, +, . ) 

2) Déterminer une famille génératrice de F 

Exercice n°21 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F et G deux sous-espaces vectoriels de E. 

1) On suppose que dim(F)+dim(G)>dim(E), la somme est-elle directe ? 

2) On suppose que dim(F)+dim(G)≤dim(E), la somme est-elle directe ? 

 

Exercice n°22 

Soit F={P∈ ℝ3[𝑋], 𝑃(−1) = 𝑃(0) = 𝑃(1) = 0}, G = {P∈ ℝ3[𝑋], 𝑃(0) = 𝑃(1) = 𝑃(2) = 0}, et H = 

{P∈ ℝ3[𝑋], 𝑃(0) = 𝑃(1) = 0}. Montrer que H=F⊕G 

 

Exercice n°23 

On note F={P∈ ℝ3[𝑋], 𝑃(0) = 0}, donner une base de F et sa dimension. 

 

Exercice n°24 

On note G = {P∈ ℝ3[𝑋], 𝑃(1) = 𝑃(2) = 0}, donner une base de G et sa dimension. 

 

Exercice n°25 

1) Montrer que les polynômes P1=X, P2=X-1 et P3=(X-1)² forment une base de ℝ2[𝑋] 

2) Déterminer les coordonnées de P=2X²-5X+6 dans cette base. 

Exercice n°26 (oraux concours) 

 

Exercice n°27 (oraux concours) 

 


