Fiche exercices sur déterminant
Exercice n°1

Déterminer a chaque fois la forme factorisée du déterminant (on précise que a,b et c désignent 3
réels)

2a 2a a—b—-c¢ a+b b+c a+c
A = det 2b b—c—a 2b B=det| a? +b?> b%+c* a?+c?

c—a—>b 2¢ 2¢ a®+b3 b3+c3 ad+c3
acch 0111

_ cabc _ 10 a?b?

C=det chac D = det 1 420 ¢2
bcca 1 b%c?0

Exercice n°2

0 0 a
SoitA=|1 0 b |avecab,etc3réels.
0 1 ¢

Soit x un réel, exprimer det(xIds - A) sous la forme d’un polynéme en x développé.

Exercice n°3

2 -1 1
Méme consigne que dans l'exercice n°2 avec A = <2 -1 1)
1 -1 1

Exercice n°4

Soit n et p deux entiers naturels non nuls avec n>p
Que vaut det(AB) pour A€ M, ,(R) et BE M, ,(R) ?
Exercice n°5

La famille de vecteurs de R3 : (2,1,0) ; (1,3,1) et (5,2,1) est-elle libre ? (On utilisera deux
méthodes différentes)

Exercice n°6

Soit ], la matrice de taille n dont tous les coefficients sont égaux a 1.
Calculer det(J, - Idn)

Exercice n°7

Soit sy, Sz, ..., Sh N reels.

S§1 518151
Sl 52 Sz "'SZ
Calculer le déterminant: | S1 S2 S3 ---S3

\sl Sy S3 ...sn/
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Exercice n°8

Etant donné les scalaires X, X1, X2...Xn, on définit le déterminant V(xo x1, X2...Xn) =
11 1
Xg Xq e X
X0 X% o 2
\xon ......... X" /

1) Montrer que x— V(Xo X1, Xz...X) est un polynome de degré inférieur ou égal a n.
2) Démontrer que V(Xo X1, X2...Xn) = [To<i<jen(¥j — %;)

Exercice n°9

Soit E un espace vectoriel de dimension n, et soit A la matrice représentative d'un
endomorphisme de E.

Montrer que :

1) Rang(A)=n<Rang(com(A))=n
2) Rang(A)=n—1 ©Rang(com(A))=1
3) Rang(A)<n—2 ©Rang(com(A))=0

Exercice n°10

Soit AEM2n(R) une matrice antisymétrique et soit JEM2n(R) dont tous les coefficients sont
égauxa 11.

Démontrer que, pour tout X€ R, det(A+x])=det(A)

(Ind. On montrera que x— det(A+x]) est un polynéme de degré inférieur ou égal a 1, et pair)

Exercice n°11

Soit MEM,(Z). Donner une condition nécessaire et suffisante pour que M soit inversible et
que son inverse soit dans Mn(Z)

Exercice n°12

Soit E un R -espace vectoriel et fEL(E) tel que f*=—IdE. Que dire de la dimension de E?
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Exercice n°13 (INP 2024)

Pour tout entier n > 2 et pour tous réels a et b, on considére la matrice tridiagonale a n
lignes et n colonnes :

a b 0 --- 0
R
T.(a.b)=10 . . . 0| € #R).
T
0 - 0 —ba

L’objectif principal du probléme est de s'intéresser & l'inversibilité de cette matrice en fonction
des parametres n, a et b.

On fixe ici des réels a et b non nuls et on pose d,, = det (7,,(a, b)) pour tout n > 2.
5. (a) En justifiant vos calculs, montrer que pour tout n = 4,

dn = adp_1 + b2dp_s.

(b) Comment appelle-t-on une telle suite (d,) définie de la sorte ?
6. On suppose ici que a =3 et b= 2.

(a) Donner ds et ds.

(b) Montrer que pour tout n = 2,

dy = é x ((=1)" 4 47#1)

(¢) En déduire que T,(3.2) est inversible pour tout n = 2.
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