i1 ‘ Second degré

I - Rappels

Définition 1 (Fonction du second degré) — Toute fonc-

tion f définie sur R et pouvant s*crire pour tout réel x :
f(x)=ax?>+bx+c (ot1a #0)

est appelée fonction polyndomiale (ou fonction poly-

nome) du second degré, ou simplement, fonction du

second degré.

Définition 2 — L'expression algébrique

ax?+bx+c (ou a #0)

est appelée trinome du second degré.

Définition 3 — La courbe représentative d’une fonction
du second degré est une parabole.

II - Formes des trindmes du second
degré

1 Forme développée

Définition 4 — Lécriture f(x) = ax?>+bx+cestlaforme
développée de f.

La forme développée sert a mettre en évidence la forme de la
courbe du trinéme (« vers le haut » si a > 0, «vers le bas » si
a < 0), et a avoir les limites du trinéme en plus et moins l'in-
fini.

1= Exemple 1

f(x)=x2+3x g(x)=-x?>-0,5x+1,5
Fx) g(x)
+ + > X + + + + > X
0 1 0 1

2 Forme canonique

Théoréme 1.1 (forme canonique) — Toute fonction po-
lynéme du second degré définie par
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f(x)=ax?>+bx+c

et telle que a # 0 peut s’écrire de facon unique sous la forme :

__b
fO)=a(x—aP+8 ou 20,
B=fla)= -2

Le réel b> — 4ac est appelé le discriminant du trinéme et est
noté A.

iz Exemple 2 (Forme canonique) Je propose deux facons de
calculer la forme canonique d’un trindme, prenons par exemple

f(x)=2x2—4x+1.
Premieére facon :

On suit le théoréme précédent « bétement » :icia=2,b=—4 et
c=1donc:

b —
~3 =
Ainsi : f(x) =2(x—1)?>+p. Calculons 8 :
f(a)=f(1) = —1. Donc finalement :

a= 1.

f(x)=2(x—-1)*-1.

Deuxiéme facon :

Cette deuxieme méthode demande plus de dextérité en calcul lit-
téral mais est trés efficace et permet de comprendre d’ou viennent
les formules pour « et .

fx)=2x?—4x+1

1 o
=2 ( x2—-2x + —) Factorisation par a
& _ =7
début de(x—1)2

=y ((x —-1)2-1+ %) Technique du début de carré

—2(c-17-3)
=2(x—1)*-1.

La forme canonique sert a mettre en évidence le sommet de
la courbe du trinéme ainsi que ses variations.

0.1 Interprétation géométrique de la forme canonique

Proposition 1.2 (sommet et axe de symétrie d’'une pa-
rabole) — Avec les notations de la propriété précédente, la
parabole définie par la courbe de la fonction f a pour som-
met le point S de coordonnées (a,f3).

De plus, la parabole de sommet S(a,f) est symé-
trique par rapport a la droite déquation x = «

(onra elle ueoc——£>
ppelle q =754/
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= Exemple 3 On considére la fonction définie par

f(x)=x*+3x—1.

b
T 2a 2
On calcule : .
b*—4ac 13
ﬁ_f(o;)__T__T
N _ 3)\? 13
A1n51.f(x)—<x+2) T L L
Le sommet S de la parabole a donc pour coordonnées (— 5 T)

et cette parabole a pour axe de symétrie la droite d’équation
3

X=—§.

0.2 Sens de variation

Proposition 1.3 (Sens de variation) — Si f est un poly-
néme du second degré définie par f(x) = ax?+bx+c tel que
a # 0, les variations de f dépendent du signe de a.

Si on pose comme précédemment o = 5 et

b%—4ac -
B = fla) = ~—a le tableau de variations de f est le
suivant :
Casoua>0
X —o0 a +00

Variations de f

Qf=———
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Casouna<0

Variations de f

1z Exemple 4 (Sens de variations de trinémes) Déterminons
le sens de variations de la fonction suivante définie sur R :

f(x)=x2+8x+1.

On calcule la forme canonique de f qui est :

f(x)=(x+4)2-15.

On obtient donc directement :

X —00 —4 +00
—-15

3 Forme factorisée

Variations de f

Proposition 1.4 (factorisation) — Si f est définie par

f(x) = ax? + bx + ¢ alors sa factorisation dépend du signe

du discriminant A :

+ Si A <0 f ne peut pas étre factorisée comme produit de
polyndmes du premier degré (dans R).

e SiA=0,alorsona:

fo)= a<x+%>2.

» Si A >0, alors en notant x, et x, les racines de f,ona:

J0o) = alx—x)(x—x3),

ouxlz_bz;ax/zetxz:_bz;a\/z.

La forme factorisée sert a mettre en évidence les racines et le
signe du trindme. Elle sert aussi a résoudre les équations du
second degré.
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= Exemple 5 (Factorisation) Factorisons (si possible) I'ex-
pression ci-dessous :
f)=x*>+x+1.

On calcule A =1—-4 = -3, donc A <0, donc f ne peut pas étre
factorisée dans R.

0.1 Equations du second degré

Définition 5 (Equation du second degré) — Une équa-
tion du second degré est une équation équivalente a la
forme :

ax?+bx+c=0.
oua#0.

0.2 Ensemble des solutions

Théoréme 1.5 (Ensemble des solutions) — On note S
I'ensemble des solutions de l'équation

ax?+bx+c=0 ou a#0.

Soit A = b> — 4ac. L'ensemble des solutions (dans R) est dé-
terminé par le signe du discriminant A :
« Si A <0 alors l'équation n'a pas de solution :

S=@.
« Si A =0, l'équation a une unique solution :
b
s={-5}

« Si A >0, l'équation admet deux solutions distinctes :

S={—b2—a\/Z;—b+\/Z}_

2a

Définition 6 (racines) — On appelle racines de I’équa-
tion ax? + bx + ¢ = 0 les solutions de cette équation.

Les solutions de 'équation f(x) = ax?+bx+c = 0 sont ap-
pelées racines de f ou zéros de f.

1= Exemple 6 (Equation du second degré) Déterminons les
solutions de I’équation ci-dessous :

2x%+8x—10=0.

Ici, le réflexe a avoir est de se demander si calculer A en vaut la
peine. Aucun des coefficients du trinéme n’est nul donc c’est en
général le casici:

A=64+4x2x10=144.

A > 0 donc on applique le théoreme précédent : il y a deux solu-
tions & I'équation 2x2 +8x —10 = 0 qui sont :
. X, =-2-3=-5,

e X, =—2+3=1.
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Remarque 1 Aller voir la derniére partie pour apprendre une fagon plus
simple de trouver ces racines dans ce cas un peu particulier!

0.3 Signe d’'une fonction polynémiale du second degré

Proposition 1.6 (Signe d’'un trindme) — Soit f définie
par f(x) = ax*+bx+c (ora#0)et

A =b*—4ac.

On note x, et x, lesracines de f si A > 0, et x l'unique racine
de fsiA=0.

Le tableau (figure 1) a la fin de la fiche récapitule les tableaux
de signe possibles.

1z Exemple 7 (Inéquation du second degré) Résolvons I'in-
équation suivante :

2x2—x—1>0.

On calcule le discriminant A :

A=1+4%X1%X2=09.

A > 0 donc on applique la proposition :

Lol 3 1
1= 4~ 2
1 3
°x2—z+z—1.
bY —00 —-1/2 1 +00
l l
2x2—x—1 + 0 - 0 +
| |

Il faut maintenant revenir a 'inéquation de départ : les solutions

1
sont donc ]—oo;—z[u]l;+00[-

III - Racines, somme, produit

Théoréme 1.7 (Racines et coefficients) — On considére
Iéquation (ot a #0):

ax?+bx+c=0.

Si cette équation admet deux solutions qu'on note x; et x,
alors :

C
. x1+x2=—a ° x1x2=a

1= Exemple 8 Reprenons 'é¢quation que I'on a déja résolue :

2x%+8x—10=0.
Si on est attentif, on peut se rendre compte que 1 est solution évi-
dente car :

24+8—-10=0.
Ainsi, si on note x, 'autre racine de ’équation, on a
-10

1><x2=7——5.

d’otl immédiatement cette deuxiéme racine!
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1= Exemple 9 Sachant que I’équation x? + 3x — 10 = 0 admet
2 comme solution, on peut immédiatement trouver —5 comme
autre racine de cette équation.

Théoreme 1.8 (Somme et produit) — On considére deux
nombres réels x; et x, et on note s leur somme (s = x; + x,)
et p leur produit (p = x;x,). Alors x; et x, sont les solutions
de l'équation :

x?—sx+p=0.

= Exemple 10 Peut-on déterminer deux nombres dont la
somme vaut 7 et le produit vaut 10?... Ce sont les racines de
I’équation x> —7x+10=0!

Je laisse les résultats suivants indiqués mais ils sortent un peu
du cadre de la Premiére/Terminale G.

Théoréme 1.9 (Racine et factorisation, admis) — Soit
Pune fonction polynomiale a coefficients dans R, cest-a-dire
qu’il existe a,, ay,..., a, des réels tels que :

Vx€R, PX)=a,x"+a, 1x"'+..+a;x+a,.

Alors si a est une racine de P alors il existe un polynéme Q
tel que
Vx€eR, P(x)=(x—a)Q(x).

1> Exemple 11 En remarquant que 2 est racine de x> +2x2 —
5x — 6, trouver toutes les solutions éventuelles de I'équation x> +
2x?2—5x—6=0.

Proposition 1.10 — Pour tout réel x et tout entier n non
nul,ona:

x"—1=(x—1)(x" T+ x"2+ . +x+1).
De méme, pour tous réels a, x et tout entier n non nul, ona:

x"—a" = (x—a)(x" '+ ax"2+a®x" .+ a"2x + ).

FICHE 1 : SECOND DEGRE
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A>0 A=0 A<O
X - X3 Xz +o0 X —o0 Xo +00 X — +00
£ +o0 -0+ £ +
| |
a>0 \ / 1
|x1 T x2 T T T
X -0 X1 X2 +00 X —00 Xo +00 X —00 +00
| | |
@ —o+o- ) -0 - ) -
| | |
a<o /\ : —
1 X2

FIGURE 1 - Tableau récapitulant le signe d’un trindme.
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