:1 | Axiomatique de N

Je présente dans cette fiche I'ensemble N & partir des
axiomes de Peano. Globalement, tout est hors-programme
en Terminale, mais qui ne s’est jamais demandé « au fait,
c’est quoi un nombre ? »

Notons que dans cette vision de N, on ne présente pas com-
ment est construit N. On peut, en théorie des ensemble,
construire completement N & partir d’axiomes sur les en-
sembles eux-mémes, mais, 14, on est vraiment au-dela de ce
qui peut étre présenté au lycée.

Axiomes de Peano, 1889 pour N (HP) :

Il existe un ensemble N dont les éléments sont appelés les
entiers naturels, un élément 0 € N appelé zéro et une ap-
plication s : N — N, dite application successeur, vérifiant
les propriétés suivantes :

¢ 0 n’est le successeur d’aucun entier;

« deux nombres entiers qui ont le méme successeur sont
égaux;

« si une partie A de N contient O et est stable par s alors
A = N (Principe de récurrence).

On pose a partir de cela 1 = 5(0), 2 = s(1), 3 = s(2), etc... Nous
allons montrer, a partir des axiomes de Peano, les propriétés
de N.

Proposition 1.1 — Tout entier a # 0 est le successeur d’un

entier.

DEMONSTRATION : C'est le principe de récurrence. On considére la par-
tie
A =s(N)u{o}.
Ona0O€AetACN,doncs(A)Cs(N)CA. Par 'axiome 3) (prin-
cipe de récurrence), A est égale a N.

Ainsi, si a est différent de 0, comme il est dans A, il est dans s(N),

donc il est le successeur d'un entier.

On construit ensuite +, que 'on connait bien, mais il faut le
définir!

Proposition 1.2 (Définition - proposition pour +) —
Soit n € N. Il existe une application m — n+m de N dans N

définie en posant :

n+0=n,
n+s(p)=s(n+p) pourtoutpeN.

Cette application définit une opération sur N, c’est-a-dire une
application de NxN dans N qui au couple (n,p) associe n+p.
Cette opération est appelée addition et l'entier n+ p est appelé

somme de n et p.

DEMONSTRATION : 11 faut vérifier que I'ensemble A des m pour les-
quels l'application est définie est N tout entier. Comme A contient O
et est stable par successeur, cela résulte du principe de récurrence.
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Remarque 1 On a, par définition, n+ 1 = n+s(0) = s(n+0) = s(n).
L’application successeur est donc 'application qui consiste a ajouter 1.

Théoreme 1.3 (Deuxiéme formulation du principe de
récurrence) — Soit P(n) une propriété de l'entier n € N.
On suppose que les deux assertions suivantes sont vérifiées :

1) P(0) est vraie (initialisation),
2) pour tout n €N, P(n) implique P(n+ 1) (hérédité).

Alors P(n) est vraie pour tout n € N.

DEMONSTRATION : Il suffit d’appliquer 'axiome 3) 4 I'ensemble A des
n qui vérifient la propriété P(n).

Proposition 1.4 (Propriétés de +, HP) — On a les pro-
priétés suivantes :

1) L'addition est associative : on a, pour tous a, b et ¢ € N,
a+(b+c)=(a+b)+c

2) L'addition est commutative : on a, pour tous a, b € N,
a+b=b+a.

3) Ona, pourtousa, betceN,a+b=a+c= b=c(régle
de simplification).

4) Sia+bestnul, aetbsont nuls.

DEMONSTRATION : Montrons 1). On fixe a,b € N et on applique le prin-
cipe de récurrence a c. Soit C I'ensemble des ¢ qui vérifient la pro-
priété. On a 0 € C. En effet, par définition,onaa+(b+0)=a+b
et (a+b)+0 = a+b. Supposons que c soit le successeur de p
et que p vérifie la propriété. Onaa+(b+c) = a+ (b+s(p)) =
a+s(b+p) = s(a+ (b+p) par définition de I'addition, et cette
quantité est égale a s((a+b) + p) puisque p est dans C. Par ailleurs,
ona(a+b)+c=(a+b)+s(p)=s((a+b)+p) par définition de
l'addition. On voit qu'on a bien ¢ € C, de sorte que C est stable par
successeur, donc égal a N, cqfd.

Pour le point 2), on commence par montrer deux lemmes.

Lemme 1.4-1 — Pourtouta€N,a+0=0+a=a.

DEMONSTRATION : On raisonne par récurrence sur a.

Lemme 1.4-2 — Pour tout a,p ENonas(p)+a=s(p+a).

DEMONSTRATION : On raisonne par récurrence sur a. Précisé-
ment, on considére I'ensemble A des a qui vérifient, pour tout
p €N, s(p) + a = s(p + a). Par définition de I'addition, 0
est dans A. Soit g € A. On a donc, pour tout p, s(p) +q =
s(p+q). Montrons que a = s(q) est aussi dans A. On calcule
s(p)+a=s(p)+s(q) = s(s(p)+q) (par définition de 'addi-
tion) et c’est encore s(s(p+q)) par 'hypothése de récurrence.
Par ailleurs, on a s(p +a) = s(p +s(q)) = s(s(p +q)), par
définition encore : cqfd.

On peut alors prouver le point 2). On raisonne par récurrence sur b
en appelant B 'ensemble des b € N qui vérifient, pour tout a € N,
a+b=b+a.Ona0 e B par 1.8. Supposons p € B et montrons
s(p) € B. On calcule a +s(p) = s(a+p) =s(p+a) =s(p)+a
(successivement, par définition, hypothese de récurrence et 1.9). On
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a gagne. 4) Il nexiste pas d’entier n supérieur a tous les autres.
Le point 3), aprés commutation, se montre par récurrence sur a. 5) Si q=pa lors n X q=nxp
5 b

Enfin, le point 4) est évident en raisonnant par I'absurde : si, par

exemple, b n'est pas nul, c’est un successeur par 1.2,doncaussia+b ~ DEMONSTRATION : Pour le point 1), montrer qu’a p fixé, I'ensemble
par définition de I'addition et c’est absurde (axiome 1). {geN, gq<pouq>p}estégalaN.

Pour le point 2), c’est la régle de simplification.
Remarque 2 . X .
Pour le point 3), partir de n < 1 et en déduire n = 0.

1) On notera qu'on a, pour touta €N, s(a)=a+1=1+a. . o
Pour le point 4), considérer n et son successeur.
2) Le premier théoréme de l'arithmétique cest : deux et deux font quatre,

Cest-a-dire 2+2 =4. Eneffet,t ona4=s3)=3+1=2+1)+1=

2+(141)=2+2 en vertu de I'associativité. Théoréme 1.8 (HP) — N est bien ordonné, cest-a-dire

que toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

Proposition 1.5 (Définition - proposition pour x) —

On définit une loi de multiplication sur N, notée X (0u SANS pEMONSTRATION : Par contraposée, montrons que A est une partie de

signe opératoire lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion), N qui n’a pas de plus petit élément, alors A est vide. On montre alors

en posant : par récurrence que "P(n) : pour tout i < n, i ¢ A” est vraie pour tout
entier naturel n.

nxX0=0 pourtoutn €N, « P(0) est vraie car si 0 € A, alors O serait le plus petit élément de

A.
nxs(p)=(mxp)+n.
« Supposons que P(n) soit vraie, montrons que P(n + 1) est vraie.

Si P(n) est vraie, alors aucun des entiers 0, 1, 2, ..., n n’appartient
a4 A.Sin+1 appartenait a A, alors ce serait le plus petit élément

1) La multiplication est associative et commutative : de A, donc n+1¢ A, donc P(n+ 1) est vraie et par le principe
de récurrence, P(n) est donc vraie pour tout entier naturel n.

Cette loi vérifie les propriétés suivantes :

ax(bxc)=(axb)xc et axb=bxa.

On a aussi :
2) Lamultiplication est distributive par rapport a Laddition: ~ Théoréme 1.9 (HP) — Toute partie finie non vide de N
pour tous a,b,c €N, admet un plus grand élément.

ax(b+c)=axb+axc, (a+b)Xxc=axc+bXc. DEMONSTRATION : On raisonne par récurrence sur le cardinal de A :
n = |A|. Pour n = 1, A a un unique élément qui est bien le plus

3) PourtoutneN,onanx1=n. grand.
4) Siaxb=0,alorsa=00oub=0. Supposons la propriété établie pour |A| = n et passons a n + 1. Soit
i ag le plus petit élément de A (qui existe par 1)) et soit B =A \ ag.
5) Siaxb=axcaveca#0,alorsb=c. 0 € PSP @ P ),), . \ o
Comme on a |B| = n, B admet un plus grand élément qui est aussi

le plus grand élément de A, cqfd.

DEMONSTRATION : Essentiellement, de la récurrence.

Remarque 3 En fait, le principe de récurrence est équivalent au bon ordre :

On deéfinit enfin un ordre < sur N : Pour le voir on utilise ce qu'on appelle un raisonnement par 'absurde et mi-

Définition 1 — Soient p,q € N. On dit que q est supé- nimalité. On raisonne d’abord par 1’absurde en supposant que P(n) n'est
q z 5 RS ’ o pas vraie pour tous les entiers n et on considere l'ensemble des contre-

rieur ou égal a p, et on écrit q > p, s’il existe n € N tel que exemples :

q = n+p. On dit que q est strictement supérieura psiq > p C ={n € N| P(n) n'est pas vraie}.

et g # p, et on note q > p.

Par hypothése, C est non vide et donc, par 1.16.1, il admet un plus petit

— - - - élément m (qui est donc le contre-exemple minimal : voila la minimalité).
Proposition 1.6 (admis) — La relation > est une relation

, ) D On a m # 0 (car P(0) est vraie par hypothése). On considére alors m —1
d'ordre, cest-a-dire :

qui est encore dans N (car m est > 0) et qui est < m, donc n’est plus dans C
1) elle est réflexive : p > p, puisque m est le plus petit élément de C. Il sensuit que P(m — 1) est vraie.

2) elle est antisymétrique : si p> qet q > p, alors p=gq, Mais comme on a P(n) = P(n+ 1) pour tout 7, il en résulte que P(m) est

. . vraie et c’est une contradiction.
3) elleest transitive : sir > qetq> p, alorsr > p.

DEMONSTRATION : Cela résulte aussitot des propriétés de I'addition.

Proposition 1.7 (admis) — On a les propriétés suivantes :
1) Sip,gq€eNalors p>qouq > p (lordre est total).
2) Pour tous a,b,c € N, on a I’équivalence :

a+b>a+c < b=>c.

3) Il nexiste pas dentierntel que 0 <n < 1.
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