:7 | Convergence des suites

Comment montrer qu’une suite converge ?
Essentiellement, on peut :
« soit utiliser les théorémes de limites des expressions ex-

.. 1 .
plicites (H’ q", etc... Voir dans le cours!);
« soit utiliser des théorémes de comparaison;;

« soit utiliser le théoréme de convergence monotone.

Remarque 1 Attention, toutes les suites n’admettent pas de limite! C’est

pourquoi il faut étre prudent.

Méthode 7.1

Montrer qu’une suite converge en utilisant les calculs
bruts de limite.

= Exemple1 Calculer lalimite de u,, :=3"—4.

Correction exemple 1 : Ici, 3 > 1 donc lim 3" = +o0, de plus
n—+oo

lim 4=4donc:
n—+oo

lim u, =+o00.

n—>+oo

Remarque 2 Attention, on tombe parfois sur une forme indéterminée,

comme un quotient... Voir 'exemple suivant :

3n2+1
3—n

= Exemple 2 Calculer la limite de u,, :=

= Correction exemple 2 : Pour les limites de quotient, on commence par
étudier numérateur et dénominateur :

o lim 3n24+1=+o0;
n—>4+oco

¢« lim 3—n=-—00;
n—+oo

On a donc une forme indéterminée. Pour la lever, ici on factorise par le
terme de plus haut degré, pour toutn >0:

3n2+1
Yn=73"4
n?(3+1/n?)
n(3/n—1)
n(3+1/n?)
3/n—-1

Or lim n(3+1/n?)=+4coet lim 3/n—1=-1,
n—+oo n—->+oo
on n’a donc plus de forme indéterminée ici: lim u, =—oo.
n—-+oo

Méthode 7.2

Montrer qu’une suite converge en utilisant un théo-
réme de comparaison.

On utilise essentiellement les résultats suivants :

rang, u, < Wy, alors :
e Si lim u,=+o00,alors lim w, =+o0;

n—->+oo n—+oo
« Si lim w,=-—o0,alors lim u,=—c.
n—->+oo n—>+oo

= Exemple 3 Si (u,,) est définie par

qul
Upy1 =Up+(n+1)2—1 pourtoutn €N.

On peut montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,
u, > n? donc (u,,) tend vers +oo.

Théoreme 7.2 ("des gendarmes”) — Si (u,,), (v,), (W)
sont trois suites telles que :
« A partir d'un certain rang, u,, < v, < W,;

o (u,) et (w,) convergent vers €.
Alors (v,,) converge, et lim v, =¢.
n—>+oo

= Exemple 4 Si (u,,) est définie par

_3+E=D"

n n ’

calculer sa limite.

Théoreme 7.1 (divergence par comparaison) — Si
(uy,) et (v,) sont deux suites telles qu'a partir d’'un certain
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= Correction exemple 4 : On encadre le (—1)" qui nous embéte pour

montrer que pour tout entier naturel n :

2 4
—<u,< —
n N "n X n
. 2 . 4 .
or lim ==0et lim — =0donc(u,)convergeet lim u,=0.
n—->+oo N n—->+oo N n—+oo

Méthode 7.3

Montrer qu’une suite converge en utilisant le théoréme
de convergence monotone.

Théoreme 7.3 (Convergence monotone) — Toute suite
réelle décroissante et minorée converge.
De méme, toute suite croissante et majorée converge.

DEMONSTRATION : Admis! Ce théoréme a besoin, pour étre démontré,

d’une construction rigoureuse de R.

= Exemple 5 Si (u,,) est définie par

uo - 0,7
3u

n
u = our tout n € N.
n1 = T, p

Justifier que (u,,) converge.

w  Correction exemple 5 : On peut montrer par récurrence que pour tout

entier naturel n,

OSup,<ups S 1L
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Ainsi, (1) est croissante et majorée par 1 : donc (u,,) converge.

Remarque 3 Attention, la limite de la suite précédente n’est pas forcément
1! Cela pourrait tout aussi bien étre 0,9... Pour en étre certain, il faut utiliser
d’autres résultats.

La derniére méthode n'est pas vue dans le premier chapitre sur
les suites, mais sera justifiée dans un chapitre ultérieur.

Méthode 7.4

Déterminer la limite d’une suite définie par une récur-
rence du type u,, .1 = f(uy,).

On utilise le résultat suivant :

Proposition 7.4 — Soient (u,,) une suite définie par uy € I
et u, ., = f(u,) ol f est une fonction continue en €.
Alors si (u,,) converge vers €, alors f(€) =¢.

= Exemple 6 On reprend :

uO - 0,7

Un

u =— our tout n € N.
n1 = Ty, p

Calculer la limite de (uy,).

3x .
1% est f est continue sur [0,1]

comme quotient de fonctions affines dont le dénominateur ne s’annule pas
sur [0,1]. Donc comme on a montré que (u,,) converge et que u,, € [0,1],
la limite € de (u,,) doit vérifier :

15 Correction exemple 6 : Ici f(x) =

2= f(0).

3¢

1428
262+ ¢ = 3¢. Les solutions de cette équation sont O et 1 : or pour tout entier

naturel 1, u, = ug = 0,7 (car (u,,) est croissante) donc € = 1.

Or on peut résoudre cette équation : £ =
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