Chapitre

Limites de fonctions

1l faut entendre par dernier quotient des quantités évanouissantes le quotient qu'ont entre elles ces quantités qui
diminuent, non pas avant de s'évanouir, ni aprés qu'elles se sont évanouies, mais au moment méme ot elles
s’évanouissent.

Isaac Newton (1643-1727).

I Limites en +o

3.1.1 Limite finie d’une fonction en +

Définition 1 (Limite finie d’'une fonction en +o0) —

On dit que f admet pour limite le réel € en +oo si tout
intervalle ouvert contenant ¢ contient toutes les valeurs
f(x) pour x suffisamment grand. On note : \_

lim f(x)=2¢.

X—>+00

La définition formelle est :

Ve>0, IMeR, x>M = |[f(x)—¢|<e.

3.1.2 Limite finie d’une fonction en —co

Définition 2 (Limite finie d’'une fonction en —c0) —
On dit que f admet pour limite le réel € en —oo si tout

intervalle ouvert contenant € contient toutes les valeurs
f(x) pour x « suffisamment négatif ». On note : _/

lim f(x)=2¢.

X—>—00

La définition formelle est :

Ve>0, IMER, x<M = |[f(x)—¢|<e.

Définition 3 (Asymptote horizontale) — On dit que la droite d’équation y = ¢ est une asymptote horizontale
de la fonction f si la fonction f admet pour limite € en +oco ou en —oo.

3.1.3 Limite infinie d’'une fonction en +c

Définition 4 (Limite infinie d’'une fonction en +o0) — Soit f une fonction définie sur un intervalle du type
]a; +oo[. On dit que :
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« f admet pour limite +co0 en +oo si pour tout nombre
A, il existe une valeur M a partir de laquelle, si x > M,
alors f(x) > A. On note

lim f(x)=+oco.
X—+00

Définition formelle :

VAeR, IMEeR, x>M = f(x)>A.

+ f admet pour limite —co en +oo si pour tout nombre
A, il existe une valeur M a partir de laquelle, si x > M,
alors f(x) < A. On note

lim f(x)=—o0.
X—+00

Définition formelle :

VAeR, IMeR, x>M = f(x)<A.

« On pourrait définir de la méme maniére lim f(x) =
X—>—00
+ooet lim f(x)=—oo0.
X—>—00

II Limites en un point

3.2.1 Limite infinie d’'une fonction en un point

Définition 5 (Limite infinie d’'une fonction en un point) —

On dit que f tend vers +oco quand x tend vers un réel
a si tout intervalle de la forme ]A;+oo[ contient toutes
les valeurs de f(x) pour x « suffisamment proche de a ».
On note :

lim f(x)=+o0.
xX—a

Si D est le domaine de définition de f, la définition for-
melle est :

VAeR, In>0, VxeD, |x—a|l<n = f(x)>A.

Définition 6 (Limite infinie d'une fonction en un point) —

On dit que f tend vers —oo quand x tend vers un réel

a-n a+

a si tout intervalle de la forme ] — co; A[ contient toutes 3 7 [ 7
les valeurs de f(x) pour x « suffisamment proche de a ». !
On note : |
lim f(x)=—oo. |
x—a JI
|
|

Si D est le domaine de définition de f, la définition for-
melle est :

VAeR, In>0, VxeD, |x—al<n => f(x)<A.

2 Lycée Ella Fitzgerald - 2025/2026



CHAPITRE 3. LIMITES DE FONCTIONS

Remarque : on a parfois besoin de distinguer la limite a
droite et la limite & gauche en un point, comme le montre
l’exemple de la fonction inverse. Dans cette exemple, on
note :

e lim —=-0
x—=0— X
1

e lim — =400
x—-0+t X

SECONDE

Définition 7 (Asymptote verticale) — On dit que la droite d’¢quation x = a est une asymptote horizontale de la

fonction f si la fonction f admet pour limite +co0 ou —co en a.

3.2.2 Limite finie en un point

Définition 8 (Limite finie d’'une fonction en un point) —

On dit que f tend vers € quand x tend vers un réel a si tout
intervalle ouvert contenant € contient toutes les valeurs
de f(x) pour x « suffisamment proche de a ». On note :

lim f(x)=2¢.

Si D est le domaine de définition de f, la définition for-
melle est :

Ve>0, In>0, Vxe€D, |[x—a|<n => |f(x)—¢|<e.

€+eY

€—er

/|

Proposition 3.1 (Unicité de la limite) — Si une fonction f admet une limite finie en un point a, alors cette limite

est unique.

DEMONSTRATION : Comme pour les suites : on découpe deux intervalles autour de € et €' puis vient la contradiction.

Définition 9 (Continuité) — On dit qu'une fonction f est continue en un point a si f est définie en a et que f

admet une limite en a, qui est alors nécessairement f(a).

1z Exemple 1

Une fonction continue au pointa=3:

4 +
3+
2+

]
70 1 2 3 4 s

-2+
—3 +
—4+

Une fonction discontinueena=3:
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IIT Calculs de limites

3.3.1 Fonctions de références

Proposition 3.2 (admis) —

Fonction Expression Limites
Constante fx)=k
()= 2" lim x"=
. f)=x X—+00
P
uissance (neN)
lim x"=
X—>—00
Racine Carrée fx)= ﬁ G \/; —
X—=>+0o0
Proposition 3.3 (admis) —
Fonction Expression Limites
lim —= lim = =
1 x—>+o00 X x—=0t X
Inverse fx)= -
lim l = lim = =
x—>—oo X x—>0- X
3.3.2 Opérations sur les fonctions
Proposition 3.4 (Limites d'une somme, admis) —
lim f(x) 4 £ £ +o0 -0 +o0
X—>a
lim g(x) &' +00 —00 +00 —00 —
X—>a

lim £() +8(x)

Proposition 3.5 (Limites d’un produit, admis) — La régle des signes de f(x) x g(x) sapplique pour donner le
signe des symboles .

lim f(x) 12 £#0 o0 0
X—=>a

X—=>a

lim f(x) x g(x)

Proposition 3.6 (Limites d'un quotient, admis) — La régle des signes s‘applique pour donner le signe des symboles
0.
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SECONDE

lim f(x) ¢ ¢#0 2 oo
X—=>a

lim g(x) &' #0 0 © ¢’
X—=>a

lim _f(x)

x~a g(x)

3.3.3 Fonction exponentielle

Proposition3.7 — Ona lim e¥=0 e lim e*=+4+w
X—>—00 X—>+00

3.3.4 Composition de limites

Proposition 3.8 (admis) — Ici, o, 3, L désignent soit des réels, soit + oo, soit —oo.

lim f(x)=p
X—=>a
Si Alors lim(go f)(x)=L
lirrﬁl3 g(x)=L o
X—

1= Exemple 2 Quevalent lim e'™2* et lim exp ( . 2x>?

X—+00 xX—2-

IV Limites et comparaison

Proposition 3.9 — Soient f et g deux fonctions telles qu’il existe un réel A, de maniére que sur [A;+oo[ on ait :

J(x) < g(x).
Alors :

e Si lim f(x)=+o0, alors lim g(x)=+o0
X—>+00

X—+00 X—>+00

o Si lim g(x)=—o0, alors

lim f(x)=-o0
X—>+00

DEMONSTRATION : Facile!

Théoréme 3.10 (Théoréme d’encadrement, admis) — Soit € un réel, et « € RU{+o0;—o0}.

Si f, g et h sont trois fonctions telles qu'au voisinage de ¢, on a :
F(x) <g(x) < h(x)

et si lim f(x) = lim h(x) = ¢, alors g admet une limite en o et lim g(x) = ¢.
panded X—->a X—->a

Théoreme 3.11 (Croissances comparées) — Pour tout entier naturel n, on a :

X
. € 3 naX —
¢ lim = =4 ‘xl_lfPooxe 0

DEMONSTRATION : Etudier la fonction f, telle que f;,(x) = x"e™*.
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V Compléments - asymptotes obliques

Parfois, une fonction f tend vers I'infini en 'infini d’une maniére bien précise, "presque” comme une droite oblique
(et non horizontale ou verticale). Par exemple, la courbe de la fonction

1
XX+ —
f X

sur ]0;+oo[ donne :

On peut constater que sa courbe “se rapproche” de celle de la droite d’équation y = x.

Définition 10 (Asymptote oblique) — Si f est définie au voisinage de +o0, on dit que la droite d’équation y =
ax + b est une asymptote oblique a la courbe de f'si:

Jim (f(x)—(ax+b))=0

1z Exemple 3 Démontrer que la droite d’équation y = x est bien asymptote oblique de la fonction f : x — x+ o

3 2
x°—=2x"+1 . i X
roooe+d (commencer par étudier le quotient M).

Déterminer ensuite une asymptote oblique a f : x —
ymp d f x2+1 x
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VI Exercices

Graphiquement

¢ LIM.1 On considére la courbe d’'une fonction f don-
née ci-dessous :

Pour toutes les questions, on répondra en lisant graphi-
quement la réponse (donc tout n’est que conjecture, rien
nest démontré) :

1) Tracer la droite d’équation y = 3 en rouge.
2) Que remarque-t-on quand x se « rapproche » de —oo ?
3) Compléter :

lir_n fx)=

4) Tracer la droite d’équation x = —3 en rouge.

5) Compléter :

lim f(x)=
x—-3
x<=3

lim f(x)=
x—-3
x>=3

6) Compléter :

lim f(x) =

lim f(x)=
x—1
x<1 x>1

7) Compléter :

lim f(x)=

X—=>+0o0

¢ LIM.2 A Tlaide du graphique de la fonction f donné,
compléter les égalités ci-dessous :
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1) lim f(x)=
X—+00

2) lim f(x)=

x<—4

3) lim f(x)=+o0

4) lim f(x) = +oo0

¢ LIM.3 On donne le tableau de variations d’'une fonc-
tion f :

Variations de f

1) Donner, d’aprés le tableau de variations, les limites de
f aux bornes de son ensemble de définition.

2) En déduire l'existence d'une asymptote a la courbe de
la fonction f.

3) Peut-on affirmer qu’il existe un réel x, tel que f(x) >
1000 pour tout réel x < x,?

Calculs |

¢ LIM.4 On consideére la fonction inverse notée f :
1
Vx eR*, f(x)=-=.

X
1) Soiteun nombre strictement positif. Résoudre sur R**
I'inéquation —e < f(x) <e.

2) On peut déduire du calcul ci-dessus que des lors que
X est «assez grand », f(x) est « assez proche » de 0.
Compléter alors :

lim f(x)=

3) Montrer de méme que liI¥)1+ f(x)=+o0o0.
X—

¢ LIM.5 Déterminer les limites aux bornes de son en-
semble de définition des fonctions ci-dessous :



SECONDE

2 _
1) f définie sur ]2;+oco par f(x) = %
o ' _ =2x*+x-3
2) f définie sur |1;+oo[ par f(x) = Cx(x—1)

¢ LIM.6 Etudier leslimites de la fonction f aux valeurs
demandées, et interpréter graphiquement :

1
1) f(x)=2x+1+;enO,en+ooeten—oo;

2) f(x)=(4—-x*)(3x—2)en0, en +oo eten —co;

3) f(x)=4x—-1+ en3,en +oo eten —oo;

x—3

4
4) f(x)= ﬁ en 0 et en 4.

¢ LIM.7 Déterminer les limites suivantes :

. 4
1) lim 5—;,

X—=>+0o0

4
2) lim

1
-
X—+o0 X

16

4) lim 4x*2+9-— .
) JMim 4x X244

X—=>+o0

¢ LIM.8 Déterminer les limites suivantes :

1) lim (x°—6x*+3x%-12);

X—=>+o0

2) lim (3 +x+3)e¥;
X—>—00

9x+2
3) lim ——;
) x—1>r-ir-100 3x—7
2
4) lim X" +2x ;

x>+00 3Xx3—7

9x+2

5) lim 4/ ——;
)x—l>Too x—3
9x+2

6) lim 4/ ;
)x—1>r—noo x—3

1
: 2 —-X.
7) lim (x —x+;>e *

X—>+00
1
8) lim (xz—x —)
) x—0 +x2

Etudes de fonctions

¢ LIM.9 Soit f la fonction définie sur R par
f(x)=3+xel™.

1) Calculer la limite de f en —oo.
. xe
2) a) Montrer que pour tout réel x, f(x) =3+ =

b) En déduire la limite de f en +oo.
3) Dresser le tableau de variations complet de f.

¢ LIM.10 Soit f la fonction définie sur [0;+oo[ par

3e0,5x
)= oo

CHAPITRE 3. LIMITES DE FONCTIONS

1) Calculer la limite de f en +co.

On écrira f(X) =3- m

2) Dresser le tableau de variations complet de f.

¢ LIM.11  Soit f la fonction définie sur | —

00;7[U]7; +o0[ par f(x)=x+ m

1) Calculer la limite de f en +o0 et en —co.
2) Déterminer la limite de fen 7~ eten 7.

3) Déterminer le tableau de variations complet de f.

¢ LIM.12
Partie A

x2

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par f(x) = xe~

1) Démontrer que pour tout réel x > 0,
—x2 < —2x+1, puis e=** < e=2X+1,

2) a) Démontrer que pour tout réel x > 0:
xe 2 *l = —e/2 X (—2xe™).

b) En déduire la limite de f en +oo.
3) Calculer f’(x) pour tout réel x de [0+ oo].

4) Etudier les variations de f sur [0+ oo].

Partie B

Une entreprise spécialisée est chargée par l'office de tou-
risme d’une station de ski de la conception d’'un panneau
publicitaire ayant la forme d’une piste de ski.

Le panneau est découpé dans une plaque rectangulaire
de 2 metres sur 1 métre.

La courbe € est la courbe représentative de la fonction g
définie sur [0;2] par g(x) = e’

Afin de donner des informations sur la station, une zone
rectangulaire est insérée sur le panneau comme indiqué
sur la figure ci-dessous :

L'unité choisie est le métre. Pour x nombre réel dans
[0;2], on note :

« M le point de la courbe de € d’abscisse x;
+ Nle point de coordonnées (x,0);
+ Ple point de coordonnées (O,e‘xz);

» A(x) l'aire du rectangle ONMP.
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1) Justifier que pour tout nombre réel x de I'intervalle
[0;2],0ona:A(x)= xe™*.

2) Déterminer la position du point M sur la courbe €
pour laquelle l'aire du rectangle ONMP est maximale.

3) Lerectangle ONMP d’aire maximale obtenu a la ques-
tion précédente doit étre peint en bleu, et le reste du
panneau en blanc. Déterminer, en m? et 4 1072 pres,
la mesure de la surface a peindre en bleu.

¢ LIM.13 (Pression dans un tube) Dans un tube cy-
lindrique rempli de gaz, on déplace un piston. La lon-
gueur du tube est de 20 cm et la position du piston est
repérée grace a une graduation de 0 4 20 qu’on note x.
La loi de Boyle-Mariotte stipule qu’a température
constante, la produit du volume d’'une gaz parfait par
sa pression est constant. On note R) la pression initiale
(lorsque x = 0) et P(x) la pression lorsque le piston est
repéré par la graduation x avec 0 < x < 20. On définit
ainsi une fonction P.

1) Exprimer P(x) en fonction de x et R).
2) a) Calculer la limite de la fonction P en 20.

b) Interpréter ce résultat.

¢ LIM.14 (Relativité générale) Dans la théorie de
la Relativité générale, la longueur d’un objet en mouve-
ment, vu par un observateur immobile, et sa masse dé-
pendent de sa vitesse.

On note L, la longueur de l'objet au repos (en m), my
sa masse au repos (en kg) et v la vitesse de l'objet en
m.s~! par rapport a 'observateur, c la vitesse de la lu-
miére (c ~# 3% 108 m.s™1).

1) Lafonction L donnant lalongueur de I'objet est définie
par:
L :[0;c[—» R

v?

Ul—)LO l—c—z

a) Calculer la dérivée de la fonction L.
b) En déduire les variations de L.

c) Calculer la limite de L en c.

2) La fonction m donnant la masse de l'objet est définie
par:

m :[0;c[— R
v 0
2
LY
02

a) Calculer la dérivée de la fonction m.
b) En déduire les variations de m.

¢) Calculer la limite de m en c.

¢ LIM.15 (Modele de chute) On s’intéresse a la chute
d’une goutte d’eau qui se détache d’un nuage sans vitesse
initiale. Un modele simplifié permet d’¢tablir que la vi-
tesse instantanée verticale, en m.s~1, de la goutte d’eau
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en fonction de la durée ¢ (en s) de la chute est donnée par
la fonction v :

v :[0;+0[— R

k
t 9,81% (1—e‘zt>

m est la masse en milligramme de la goutte et k est un
coefficient de frottement avec lair strictement positif.

1) Déterminer les variations de la vitesse de la goutte
d’eau.

m

E.

3) Un scientifique affirme qu’au bout d’'une durée de

chute égale a 5%, la vitesse de la goutte dépasse 99%

2) Montrer que lim v(t)=9,81
t—>+co

de sa vitesse limite. Est-ce vrai?

4) On nomme € la courbe de la fonction v.

a) Justifier que la courbe € admet une asymptote ho-
rizontale d, en donner une équation.

b) Déterminer une équation de la tangente T a la
courbe € en 0.

c) Calculer I'abscisse du point d’intersection de T et d.

d) On a représenté C, T et d sur le graphique ci-

dessous.
T
d

14+

12+

10+

(]
}

Quelle est la valeur de % ? Justifier.
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