(16 ‘ Loi Binomiale

1 Epreuve de Bernoulli

Définition 1 (Epreuve de Bernoulli) — Une épreuve
de Bernoulli est une expérience aléatoire n’admettant que
deux issues : un Succes (S) et un Echec (S).

On note en général p la probabilité de Succesetg=1—p
la probabilité d’un échec.

2 Variable aléatoire de Bernoulli

Définition 2 (Variable aléatoire de Bernoulli) — Une
variable aléatoire X est une variable aléatoire de Ber-
noulli si elle est a valeur dans {0;1} ot 1 est la valeur attri-
buée au Succes.

On note p = P(X = 1), p est alors le paramétre de la loi
de Bernoulli que suit X :

X 0 1

P(X =x;) 1-p

3 Loi Binomiale

Une variable aléatoire X suit une loi binomiale si elle compte
le nombre de succes dans la répétions de n épreuves de Ber-
noulli, indépendantes et de méme parametre p. On note
dans ce cas:

X ~ B(n; p).

Et:

vk €{0,1,...n}, P(X=k)= <n) pk(a—p)k
9 g eeey ') k .

En particulier :

« P(X=n)=p" (on an succes, donc que des succes),

« P(X=0)=(1-p)" (on an échecs, donc que des échecs).
Voici par exemple les valeurs prises par P(X = k) quand
n=15et p=0,6 (k en abscisse).

P(X =k)

X ~ B(15; 0,6)

0,2 ~
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0,1 ~
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Un autre exemple : les valeurs prises par P(X = k) quand
n=15et p=0,25 (k en abscisse).

P(X =k)
0,25 +

X ~ B(15; 0,25)

0,2 +
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0,1 +

0,05
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On constate que les valeurs prises forment une “cloche”
donc le pic est autour de la valeur n X p : c’est normal, il
s’agit de 'espérance de X!

Proposition 16.1 (Espérance, variance, écart-type de
la loi binomiale) — Soit X une variable aléatoire suivant
une loi B(n,p). Alors :

« EX)=np;

« V(X)=np(1-p);

+ o(X)=+np(1-p).

4 Un sujet de BAC : Amérique du Nord 2021

Remarque 1 Vérifier dans le sujet la précision demandée pour les proba-
bilités recherchées : 1072, 1073 prés...

¢ LB.1 (EDS Amérique du nord 2021)

Dans une compétition sportive, on admet que la probabilité
qu’un athléte controlé présente un test positif est 0,103.

1) Dans cette question 1. on suppose que les organisateurs
décident de controler 5 athlétes au hasard parmi les ath-
letes de cette compétition.

On note X la variable aléatoire égale au nombre d’athlétes
présentant un test positif parmi les 5 athletes controlés.

a) Donner la loi suivie par la variable aléatoire X. Préciser
ses parametres.

== Correction exercice 1: Archi-classique! Le fait qu'un athleéte pré-
sente un test positif peut étre assimilé a une épreuve de Bernoulli
de parametre p = 0,103.
Ainsi, X compte le nombre de succés dans la répétitionde n =5
de ces épreuves de Bernoulli, indépendantes et de méme para-
metre p =0,103.

Donc X suit une loi Binomiale de parameétres n =5 et p = 0,103.

b) Calculer I'espérance E(X) et interpréter le résultat dans
le contexte de I'exercice.

= Correction exercice 1 : On utilise la formule du cours :
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E(X)=np
=5x%0,103
=0,515

Interprétation : en moyenne sur un grand nombre de contrdles, il y
aura 0,515 test positif sur les 5 tests des athletes, soit environ 1 test
positif sur 10 .

c) Quelle est la probabilité qu’au moins un des 5 athlétes
contrdlés présente un test positif?

= Correction exercice 1 : Encore archi-classique : il suffit d’utiliser
le fait que I'événement contraire de [X > 1] est [X < 1], or comme
X ne prend que des valeurs entiéres, cela revient a [X = 0]. Ainsi :

P(X>1)=1-P(X<1)

=1-P(X=0)
=1-(1-0,103)°
=1-0,897"

~ 0,419

Donc la probabilité qu’au moins un des 5 athletes controlés présente
un test positif est d’environ 0,419 4 103 prés.

2) Combien d’athletes faut-il contréler au minimum pour

que la probabilité de I’évenement « au moins un athlete
contrdlé présente un test positif » soit supérieure ou égale
a4 .0,75? Justifier.

== Correction exercice 1 : La probabilité quaucun athlete controlé n’ait
de test positif est (1 —0,103)" = 0,897". Donc on cherche 7 tel que :

1-0,897" > 0,75
0,897" £ 0,25

Remarquez que —1 < 0,897 < 1 donc d’apres le cours sur les suites,

lim 0,897 =0.
n—+oo

De plus, la suite de terme général 0,897 est géométrique et strictement
décroissante, cela nous indique :

« qu’il existe une valeur de n telle que 0,897" < 0,25 d’apres la défini-
tion de la convergence vers 0 avec € = 0,25;

« que la premiére valeur de n telle que 0,897" < 0,25 conviendra car
toutes les valeurs suivantes vérifieront aussi cette inégalité, par dé-
croissance de la suite.

Ici, trois fagons de faire (rien que ¢a!) pour déterminer la valeur recher-

chée:

« Premiére facon : on écrit un petit programme Python pour trouver
la réponse :

def seuil():
n=0
while 0.897%*n>0.25:
n=n+1
return n

>>> geuil ()
13
>>> |

« Deuxiéme facon : on regarde directement la réponse en regardant
les valeurs de la suite a la calculatrice :
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NUMWORKS

Suites Graphique Tableau

n
U =IEREO
n

Ajouter une suite

Tracer le graphique | Afficher les valeurs

NUMWORKS

Suites Graphique Tableau

Régler 1'intervalle
3
7
B
8
10
11
12
13
14

5209004
4672476
4191211
3759516
3372286
3024941
2713372
2433895
.2183203
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« Troisieme facon : si on a vu la fonction In, on peut résoudre direc-
tement I'inéquation :

0,897 <£0,25
In(0,897™) < 1n(0,25)
nin(0,897) <1n(0,25)
In(0,25)
n> ——=-
In(0,897)
n=>12,75...
n=13
Attention au fait que 0,897 < 1 donc In(0,897) < 0, ce qui inverse
I'inégalité!
Dans tous les cas, on obtient la valeur n = 13 : il faut controler au mini-

mum 13 athlétes pour que la probabilité qu’au moins un athléte présente
un test positif soit supérieure a 0,75.
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