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e17 Produit scalaire

On commence avec les principaux rappels du cours :

1 Calculs de produits scalaires dans l’espace

Proposition 17.1 (Calculs de produits scalaires) — Si
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sont deux vecteurs de l’espace (avec leurs co-

ordonnées exprimées dans une base orthonormée), alors :

• ⃗𝑢. ⃗𝑣 = 𝑥𝑥′+𝑦𝑦′+𝑧𝑧′ ;

• ⃗𝑢. ⃗𝑣 = ‖𝑢⃗‖×‖ ⃗𝑣‖cos( ⃗𝑢; ⃗𝑣) ;

• ⃗𝑢. ⃗𝑣 = 1
2 (‖ ⃗𝑢+ ⃗𝑣‖2−‖𝑢⃗‖2−‖ ⃗𝑣‖2) ;

• ⃗𝑢. ⃗𝑣 = 1
2 (‖ ⃗𝑢‖2+‖ ⃗𝑣‖2−‖𝑢⃗− ⃗𝑣‖2) ;

• ⃗𝑢. ⃗𝑣 =
‖ ⃗𝑢+ ⃗𝑣‖2−‖𝑢⃗− ⃗𝑣‖2

4 .

Remarque 1 La deuxième formule permet souvent en pratique de calculer
l’angle (en valeur absolue) entre deux vecteurs de l’espace.

2 Vecteurs orthogonaux

Définition 1 (Vecteurs orthogonaux) — On dit que
deux vecteurs ⃗𝑢 et ⃗𝑣 sont orthogonaux si leur produit sca-
laire est nul.

3 Calculs de longueurs

Définition 2 (Norme d’un vecteur) — Dans l’espace :
‖ ⃗𝑢‖ =√ ⃗𝑢. ⃗𝑢.

+ Exemple 1 (Calcul de la distance 𝐴𝐵 où 𝐴(3;1;2) et
𝐵(0;−1/2;4).) On calcule les coordonnées du vecteur 𝐴𝐵 :
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, donc :

𝐴𝐵=√(−3)2+(−32)
2
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=√9+ 9
4 +4

=√
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4 Droite/droite

Méthode 17.1
Comment montrer que deux droites sont orthogo-
nales?

On peut calculer le produit scalaire de leurs vecteurs direc-
teurs et montrer qu’il est nul :

+ Exemple 2 Si 𝑑 a pour vecteur directeur ⃗𝑢 =
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et 𝑑′ a

pour vecteur directeur ⃗𝑣 =
⎛
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, alors :

⃗𝑢. ⃗𝑣 = 1×(−1)+2×0+(−1)×(−1)
=−1+1
= 0

⃗𝑢 et ⃗𝑣 sont orthogonaux donc 𝑑 et 𝑑′ sont orthogonales.

Remarque 2 Deux droites de l’espace orthogonales peuvent être sécantes
ou non.

5 Orthogonalité et plan

On reprend les points fondamentaux du cours :
Définition 3 (Propriété - définition, vecteur normal
à un plan) — Si ℬ = (𝑢⃗; ⃗𝑣) est une base d’un plan 𝒫, un
vecteur ⃗𝑛 non nul et orthogonal à ⃗𝑢 et à ⃗𝑣 est dit vecteur
normal au plan.

Méthode 17.2
Comment montrer qu’un vecteur est normal à un
plan?

+ Exemple 3 (Soit 𝐴(0;1;1), 𝐵(−3;5;0) et 𝐶(1;1;2). Montrer

que ⃗𝑛
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est normal au plan (𝐴𝐵𝐶).)

On commence par vérifier que 𝐴, 𝐵 et 𝐶 ne sont pas alignés :
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• 𝐴𝐶
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On a les coordonnées 0 ; 4 et −3 et 1 qui nous indiquent que ces
vecteurs ne sont pas colinéaires : donc 𝐴, 𝐵 et 𝐶 ne sont pas ali-
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gnés et forment bien un plan. De plus :
• ⃗𝑛.𝐴𝐵 =−6+4+2 = 0

• ⃗𝑛.𝐴𝐶= 2−2 = 0
⃗𝑛 est donc normal à la base (𝐴𝐵;𝐴𝐶) du plan (𝐴𝐵𝐶), donc ⃗𝑛 est
normal au plan (𝐴𝐵𝐶).

Proposition 17.2 (Équation cartésienne d’un plan de

l’espace) — On considère un plan𝒫, un vecteur ⃗𝑛
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nor-

mal à ce plan et 𝐴(𝑥𝐴;𝑦𝐴; 𝑧𝐴) un point de 𝒫.
Alors 𝒫 admet pour équation cartésienne :

𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐𝑧+𝑑 = 0

où 𝑑 est une constante qui vaut 𝑑 =−𝑎𝑥𝐴−𝑏𝑦𝐴−𝑐𝑧𝐴.

Méthode 17.3
Comment déterminer l’équation cartésienne d’un
plan?

+ Exemple 4 (Déterminer une équation cartésienne du

plan 𝒫 ayant pour vecteur normal ⃗𝑛
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et passant par le

point 𝐶(−1;0;0).)

Comme ⃗𝑛
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est normal à 𝒫, une équation cartésienne de 𝒫

est :

𝑥+𝑦−2𝑧+𝑑 = 0

où 𝑑 ∈R. Pour déterminer 𝑑, on utilise le fait que 𝐶 ∈𝒫, donc on
doit avoir :

−1+0−2×0+𝑑= 0
𝑑 = 1

Donc une équation cartésienne du plan 𝒫 est 𝑥+𝑦−2𝑧+1 = 0.

Remarque 3 Les équations cartésiennes de plan sont toujours définies à
un coefficient multiplicateur près, en effet tous les vecteurs colinéaires à 𝑛⃗

sont normaux à 𝒫 ! Ici par exemple, on aurait aussi pu prendre 𝑛′
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comme vecteur normal à𝒫. Cela aurait bien sûr changé la valeur de𝑑, mais
pas le fait que l’équation représente le même plan.

Méthode 17.4
Comment déterminer si un point appartient à un
plan?

+ Exemple 5 (Le point 𝐵(0;2;2) appartient-il au plan 𝒫
d’équation 𝑥+ 𝑦− 2𝑧 + 1 = 0?) On remplace 𝑥, 𝑦 et 𝑧 par les
coordonnées de 𝐵 :

0+2−2×2+1 =−1
≠ 0

Donc le point 𝐵 n’appartient pas au plan 𝒫, car ses coordonnées
ne vérifient pas l’équation cartésienne du plan 𝒫.

Méthode 17.5
Comment montrer qu’un plan est orthogonal à une
droite?

On peut montrer qu’un vecteur normal à ce plan est coli-
néaire à un vecteur directeur de la droite.
+ Exemple 6 (Le plan 𝒫 d’équation 𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 + 1 = 0 et

la droite 𝑑 de vecteur directeur ⃗𝑢 =
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et passant par

𝐴(0;5;4) sont-ils orthogonaux?)

D’après la proposition, un vecteur normal au plan est ⃗𝑛 =
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et ⃗𝑢 = −2 ⃗𝑛.
Ainsi, ⃗𝑛 et ⃗𝑢 sont colinéaires donc la droite 𝑑 est orthogonale à ce
plan.

Remarque 4 Le fait que 𝑑 passe par 𝐴 ou un autre point n’a aucune im-
portance pour répondre à cette question.

Remarque 5 On peut en conclure que le plan et la droite ont un unique
point en commun.

6 Droite/plan

Méthode 17.6
Comment déterminer l’intersection d’une droite et
d’un plan à l’aide des équations de chacun?

a
+ Exemple 7 (Intersection de 𝑑 et 𝒫 définis précédem-
ment?) On reprend l’exemple précédent. Nous connaissons déjà
une équation cartésienne du plan 𝒫, déterminons une représen-
tation paramétrique de la droite 𝑑 :

𝑀(𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑑 ⟺ ∃𝑡 ∈R,
⎧

⎨
⎩

𝑥 = 0−2𝑡
𝑦 = 5−2𝑡
𝑧 = 4+4𝑡

Maintenant, le point d’intersection de 𝑑 et du plan 𝒫 vérifie à la
fois l’équation cartésienne du plan, et cette représentation para-
métrique. On doit donc avoir :
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𝑀(𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑑∩𝒫 ⟺ ∃𝑡 ∈R,

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝑥 = 0−2𝑡
𝑦 = 5−2𝑡
𝑧 = 4+4𝑡
𝑥+𝑦−2𝑧+1 = 0

On doit donc avoir :

(−2𝑡)+ (5−2𝑡)−2(4+4𝑡)+1 = 0
−12𝑡−2 = 0

𝑡 =−1/6

On remplace maintenant 𝑡 par −1/6 dans les coordonnées 𝑥, 𝑦 et
𝑧 :

𝑥 = 1/3
𝑦 = 16/3
𝑧 = 10/3

Donc le point d’intersection de 𝑑 et 𝒫 a pour coordonnées
(13 ;

16
3 ;

10
3 ).

Remarque 6 Si 𝑑 et𝒫 sont orthogonaux, le cours affirme qu’il n’y a qu’un
point d’intersection. Mais il peut exister un unique point d’intersection
même si𝑑 et𝒫 ne sont pas orthogonaux, dans ce cas l’exemple ci-dessus est
encore pertinent. Par contre, si 𝑑 est parallèle au plan (incluse ou stricte-
ment parallèle), on procède en général autrement, voire l’exemple suivant.

Méthode 17.7
Comment montrer qu’une droite est parallèle à un
plan?

On peut montrer qu’un vecteur directeur de cette droite est
orthogonal à un vecteur normal au plan :
+ Exemple 8 Si 𝑑 est définie de façon paramétrique par :

𝑀(𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑑 ⟺ ∃𝑡 ∈R,
⎧

⎨
⎩

𝑥 = 1−2𝑡
𝑦 = 5+6𝑡
𝑧 = 4𝑡+1

et 𝒫 est un plan d’équation 2𝑥+𝑧 = 0, alors :

• un vecteur directeur de 𝑑 est ⃗𝑢
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• un vecteur normal à 𝒫 est ⃗𝑛
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• ⃗𝑢. ⃗𝑛 = −2×2+6×0+4×1 = 0
Donc 𝑢⃗ et ⃗𝑛 sont orthogonaux : 𝑑 et 𝒫 sont donc parallèles. Pour
savoir si 𝑑 est incluse dans 𝒫 ou si elle est strictement parallèle
à 𝒫, on regarde si un point de 𝑑 appartient à 𝒫, par exemple (en
prenant 𝑡 = 0)𝑀(1;5;1) ∈ 𝑑 et

2×1+1 = 3
≠ 0

Donc𝑀 ∉𝒫 : ainsi 𝑑 est strictement parallèle à 𝒫.

7 Calcul de projeté orthogonal

Il suffit de visualiser géométriquement la démarche :
+ Exemple 9 (Déterminer le projeté orthogonal de
𝑀(3;−1;0) sur le plan𝒫d’équation 2𝑥−𝑦+𝑧 = 0.) Pour cela, on
détermine une représentation paramétrique de la droite 𝑑, ortho-
gonale 𝒫 passant par𝑀 : un vecteur directeur de 𝑑 est un vecteur

normal à 𝒫, donc par exemple ⃗𝑛
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.

Une représentation paramétrique de 𝑑 est donc :

𝑀(𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑑 ⟺ ∃𝑡 ∈R,
⎧

⎨
⎩

𝑥 = 3+2𝑡
𝑦 =−1−𝑡
𝑧 = 𝑡

et on cherche le point d’intersection de cette droite avec 𝒫 : c’est
précisément le projeté orthogonal de𝑀 sur 𝒫. On résout donc :

𝑀(𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑑∩𝒫 ⟺ ∃𝑡 ∈R,

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝑥 = 3+2𝑡
𝑦 =−1−𝑡
𝑧 = 𝑡
2𝑥−𝑦+𝑧 = 0

C’est une méthode déjà vue : on obtient (43 ;
11
6 ;−

5
6).

8 Calcul d’angle

Méthode 17.8
Comment calculer une valeur approchée d’un angle
entre deux vecteurs (ou deux droites sécantes) de l’es-
pace?

Beaucoup de façon de faire différente, qui dépendent du
contexte... Mais souvent, l’idée est de calculer le produit sca-
laire de deux façons différentes pour en déduire la valeur du
cosinus de l’angle cherché. Voyons un exemple :
+ Exemple 10 On considère un cube 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 de côté 1.
Soit 𝐼 le centre de la face 𝐸𝐹𝐺𝐻 et 𝐽 le milieu de l’arête [𝐵𝐹]. Le
but ici est de calculer au degré près l’angle 𝐼𝐽𝐶.

Première façon : on se place dans un repère orthonormé, par
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exemple le repère (𝐵;𝐵𝐶;𝐵𝐴;𝐵𝐹). Dans ce repère, ⃗𝐽𝐼
⎛
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⎜
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1/2

1/2

1/2

⎞
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⎟
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⎠

et

𝐽𝐶
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1

0

−1/2

⎞
⎟
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⎟
⎠

donc ⃗𝐽𝐼.𝐽𝐶 = 1
2 −

1
4 =

1
4 . De plus ‖

⃗𝐽𝐼‖ =
√3
2 et ‖𝐽𝐶‖ =

√5
2 or :

⃗𝐽𝐼.𝐽𝐶 = ‖ ⃗𝐽𝐼‖×‖𝐽𝐶‖× cos( ⃗𝐽𝐼; 𝐽𝐶)

cos( ⃗𝐽𝐼; 𝐽𝐶) =
⃗𝐽𝐼.𝐽𝐶

‖ ⃗𝐽𝐼‖×‖𝐽𝐶‖

= 1
√15

À l’aide de la calculatrice, (touche accos) on en déduit que 𝐼𝐽𝐶 ≈
75∘. La fonction arccos sera peut-être présentée en tribulation
cette année.
Deuxième façon : on calcule le produit scalaire à l’aide des
normes.
Cela ressemble à la première méthode sauf qu’il faut aussi calcu-

ler ‖𝐼𝐶‖ =
√6
2 . On a ainsi :

⃗𝐽𝐼.𝐽𝐶 = 1
2 (‖

⃗𝐽𝐼‖2+‖𝐽𝐶‖2−‖ ⃗𝐽𝐼− 𝐽𝐶⏟⎵⏟⎵⏟
=𝐶𝐼

‖2)

= 1
2 (

3
4 +

5
4 −

6
4)

= 1
4

On conclut comme dans la première méthode.
Troisième façon : on décompose le produit scalaire astucieuse-
ment.
On utilise la distributivité du produit scalaire pour écrire :

⃗𝐽𝐼.𝐽𝐶 =
⎛
⎜⎜
⎝

𝐽𝐹+ 1
2𝐹𝐺+

1
2𝐹𝐸⏟⎵⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⎵⏟

=𝐽𝐼

⎞
⎟⎟
⎠

.(𝐽𝐵+𝐵𝐶)

= 𝐽𝐹.𝐽𝐵⏟
=−‖𝐽𝐹‖2

+12 𝐹𝐺.𝐽𝐵⏟⏟⏟
=0

+12 𝐹𝐸.𝐽𝐵⏟
=0

+𝐽𝐹.𝐵𝐶⏟
=0

+ 1
2𝐹𝐺.𝐵𝐶⏟⎵⏟⎵⏟

=
1
2×‖𝐹𝐺‖

2

+12 𝐹𝐸.𝐵𝐶⏟⎵⏟⎵⏟
=0

=−14 +
1
2

= 1
4

Et on conclut comme dans la première méthode.
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