:4 | Suites géométriques

1 Définition

Définition 1 (Suite géométrique) — On dit qu'une suite
(uy,) est géométrique s’il existe un réel q tel que pour tout
entier n :

Up41 = qUp-

2 Montrer qu’une suite est géométrique

Méthode 4.1

Comment montrer qu’'une suite est géométrique ?

On peut exprimer u,,, sous la forme qu,, ou q est un
réel qui ne dépend pas de n. Dans ce cas, q est appelé
la raison la suite géométrique.

= Exemple 1 Montrer que la suite définie par u,, = 3 X (—4)"
est géométrique.

1= Correction exemple 1 : Ecrivons pour tout entier naturel 7 :

Upt1 =3 X (=4)"*1
=3X(—4)"x(-4)
=—-4Xuy,.

(uy,) est donc géométrique de raison —4.

3 Montrer qu’une suite n’est pas
géométrique

Méthode 4.2

Comment montrer qu’une suite n'est pas géomé-
trique?

Si la suite ne s‘annule pas, il faut trouver un entier na-
u u
turel k tel que k2 o Tt
) . Uk41 U .
Si la suite sannule : c’est facile... Soit elle est nulle en

tout terme sauf peut-étre le premier (et dans ce cas, elle
est géométrique), soit elle n'est pas géométrique.

= Exemple 2 Soit u la suite définie sur N par :

u0=2

Upy1 =4u, +9 pour tout n € N.

Montrer que (u,,) n'est pas géométrique.

= Correction exemple 2 : Calculons : ug =2, u; =17 et u, = 77. Donc :

o Uy/uy =77/17;
. ul/u0=17/2

. u
Le quotient —2+1
Un
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n’étant pas constant, la suite (u,,) n'est pas géométrique.

Remarque 1 Méme si dans le dernier exemple, la suite (1,,) n'est pas géo-
métrique, on peut quand méme se ramener a 'é¢tude d’une suite géomé-
trique (ce n'est pas toujours le cas, mais 1a c’est possible).

Posons pour tout n € N : v, = Uy, + 3 et montrons que (V;,) est géomé-
trique :

Up41 =Upy1+3
=4u, +9+3
=du,+12
=4(u,+3)
=4v,

Ainsi, (v,,) est géométrique de raison 4.

4 Expression explicite d’'une suite
géométrique

Méthode 4.3

Comment déterminer une expression explicite d’une
suite géométrique ?

Proposition 4.1 (Expression explicite des suites géo-
métriques) — Ily a équivalence entre les énoncés suivants :

« (u,,) est une suite gé¢ométrique de raison q;
 pour tout entier naturel n :
u, =uyXq",

et de maniére plus générale, pour (n,p) € N2 :

U, =u, Xq"P.

iz Exemple 3 Avec I’énoncé précédent, on a donc pour tout
entier naturel n :
U, = U X 4"

Or vy =uy+3=>5donc:

v, =5X%x4"

Remarque 2 On peut déduire ainsi I'expression explicite de (u,) de
I'exemple précédent :

U, =v,—-3=5%x4"-3.

Vous ferez bien une partie partie d’'un sujet de bac pour appli-
quer tout ce que l'on vient de voir?

=  Exemple 4 (Amérique du Sud, 2019) On consi-
dere la suite (u,) définie pour tout entier n > 0 par :

R
n

U 5
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Partie B

On considére la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n par
u,—1

Tu 2

Un

1) a) Démontrer que (v,,) est une suite géométrique dont on dé-
terminera la raison et le premier terme vj.

b) Exprimer v, en fonction de n.
En déduire que pour tout entier naturel n, v, # 1.

= Correction exemple 4 :

1) a) Pour tout naturel n €N, ona

Upt1—1
Upp1+2
_1o
uy+4
10
u, +4
10
U+
10
~mtd
2u, +8-10
_ ugrd
~ 5u,+20-—10
T un+d
2uy—2
Un 4
S5u, +10
u.4
_ 2up,—2  2(uuy-1)
T S5up+10 T 5(u,+2)

Upny1=

+2

_2up-—1

T5u,+2

_ 2

= gvn.

o Tiek 2 . .
Légalité v, = gvn, vraie pour tout naturel n, démontre que la
suite (vy,) est une suite géométrique de raison % = % =0,4 etde
premier terme v = Up—1 = ‘—t
Ug + 2 7

b) On déduit de la question précédente que pour tout naturel n, v,, =
Vo X 0,4" = ; X 0,4,

4
Comme 7 < 1let0,4 <1 et par conséquent 0,4" < 1, on peut en
déduire que v, < 1, donc en particulier v, # 1.

5 Variations des suites géométriques

C’est plus délicat que pour les suites arithmétiques!

Proposition 4.2 (Variations d’une suite géométrique)
— Soit (u,,) une suite géométrique de raison q et de premier
terme uy # 0. Alors :

« siq=0alors (u,) est constante a partir du rang 1,
« s5iq=1alors (u,) est constante;

« 5iq> 1alors(u,) est strictement croissante si ug > 0, stric-
tement décroissante si uy < 0;

« 5i0<q<1alors (uy) est strictement décroissante si
ug > 0, strictement croissante si ug <0;

« siq <0 alors (u,) nest pas monotone.

FICHE 4 : SUITES GEOMETRIQUES

6 Somme des termes d’'une suite
géométrique

Méthode 4.4

Comment déterminer la somme des termes d’une suite
géométrique ?

On utilise le petit lemme suivant :

Lemme 4.2-1 — Pour tout entier naturel net toutréel q #1:

n 1_qn+1
D@ =1+q++..+q"=——.
k=0 l_q

Remarque 3 L'exposant de q au numérateur a droite est toujours le nombre
de termes de la somme. Pratique pour éviter de se tromper.

Puis la formule plus générale :

Proposition 4.3 — Soit (u,,) une suite géométrique de rai-
son q # 1 et de premier terme u,.
Alors pour tous entiersnet ptelsque p<n:

& 1— qn—p+1
Z U =Up+Uppy o F Uy SUp—F———
k=p q
En particulier, sip=0:

n

Zuk=u0+u1+...+un=u01—
k=0

= Exemple 5 Aveclasuite (v,)del'exemple 3, on peut calculer :

1—410
1-4
_ 410

_1-4
-3
=1747625

Vg + U +...+ Vg = Uy X
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