Chapitre

2 ‘ Géomeétrie dans I'espace

Vector is a useless survival, or offshoot from quaternions, and has never been of the slightest use to any creature.
Lord Kelvin (1824-1907).

I Vecteurs de 'espace

2.1.1 Translation

Définition 1 (Espace) — Dans ce chapitre, on appellera espace un ensemble de points tels que si A et B sont
deux points, on identifie la translation qui envoie A sur B a un vecteur de R3 (Clest-a-dire, avec trois coordonnées
au lieu de deux dans le plan).

On construit alors les sommes de vecteurs et les multiplications par un réel tout comme dans le plan.

Proposition 2.1 (Relation de Chasles, admis) — Pour tous points A, B et C de l'espace :

AB+BC=AC

1z Exercices 46 et 47 page 74.

2.1.2 Vecteurs colinéaires, coplanaires

Définition 2 (Colinéarité) — Soient u et U deux vecteurs de R® et A, B, C tels que i = ABeti=
On dit que # et U sont colinéaires s’il existe deux réels A et u ot (A,u) # (0,0) tels que Au + uv = 0.
Dans ce cas, A, B et C sont dit alignés.

— —

Définition 3 (Vecteurs coplanaires) — Soient u, U et 0 trois vecteurs de R3 et A, B, Cet D tels que t = AB, U = AC
et =AD.
On dit que #, U et W sont coplanaires si il existe trois réels non tous nuls 1, u et v tels que :

A4+ b +vid = 0.

Dans ce cas, on dit que A, B, C et D sont coplanaires : ils appartiennent & un méme plan (voir plus loin).

1= Exercices 25, 26 et 27 page 72.

2.1.3 Bases de I'espace et coordonnées

Définition 4 (Famille libre) — Soient i, u,, ..., U, une famille de n (n > 0) vecteurs de I'espace. On dit que cette
famille est libre si :

My + Agly 4 o+ Agil, =0 & A=Ay;=..=1,=0.

Théoreme 2.2 (admis) — Une famille libre de l'espace admet au plus 3 vecteurs (nécessairement distincts).

Définition 5 (Base de I'espace) — Si 1, U et W sont trois vecteurs formant une famille libre de l’espace, alors on
dit que (u,0,w) est une base de I'espace.

Théoréme 2.3 (admis) — Si i, U et W forment une base de l'espace R, alors tout vecteur d de l'espace s’écrit de
maniére unique :

- - 3 —

d=xu+y0+zw

out (x,y,z) € R? sont les coordonnées de d dans la base (1,0, ).
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1= Exercice 20 page 72.
1z Exercices 35 et 36 page 73.
1= Exercices 48 a 53 page 74.

2.1.4 Repéres de l'espace

Définition 6 (Repeére de I'espace) — Un repére de I’espace est la donnée d’un point O, et d’'une base (?f,E) de
Pespace.

2.1.5 Coordonnées d'un point

Proposition 2.4 (Coordonnées d’'un point) — Si (O,T,f,E) est un repére de lespace, alors pour tout point M de
Lespace, il existe un unique triplet (x,y,z) € R? tel que :

OM = xi+y] + zk,

(x,y,z) sont alors les coordonnées de M dans le repére (o,?,f,E).

Proposition 2.5 (Coordonnées d'un vecteurfﬁ%) — Si A et Bsont deux points de l'espace de coordonnées respectives
(X4,Y4-24) et (xg,yB,2g), alors le vecteur AB a pour coordonnées :
XB— XA
AB|yp—ya |-

ZB—ZA

II Droites et plans de I'espace

2.2.1 Droites de I'espace

Définition 7 (Droite) —

Soit A un point de I'espace et 4 un vecteur non nul. L'ensemble des

points M tels que AM et i sont colinéaires est une droite. ;; B 1 ¢
(A,11) est un repére de cette droite, on dit qu’elle a pour direction u A i D
ou qu’elle est dirigée par u, ou encore que u est un vecteur direc- i
teur de la droite. (d) :
/L _____ T G
/F
E* H
2.2.2 Représentation paramétrique d’'une droite

Proposition 2.6 (Représentation paramétrique d’'une droite) — Soit la droite de l'espace passant par

a
A(x4,y4-24) et portée par un vecteur directeur | b |.

c

X=Xxy+ta

Alors M(x,y,z) appartient a cette droite si et seulement si il existe t E R tel que : {y =y, +tb
z=2z4+tc
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X=Xxu+ta

Définition 8 — Avec les notations précédentes, le systéme d’équations {4 y =y, +tb , ol le parameétre t décrit R,
z=12zy+tc

est appelé représentation paramétrique de la droite (A,u).

2.2.3 Intersection de droites

Définition 9 (Intersection de deux droites) — Deux droites de 'espace peuvent étre sécantes (avoir un unique
point d’intersection), paralleles (avoir méme direction, c’est-a-dire que les vecteurs directeurs des deux droites sont
colinéaires), ou ni sécantes ni paralléles.

Si les droites sont paralléles, elles peuvent étre confondues.

1z Exercice 19 page 72, 59 page 75.

2.2.4 Plans de l'espace

Définition 10 (Plan) —
Soit A un point de I'espace et i, U deux vecteurs non colinéaires. Len- B g G
semble des points M tels que AM sécrive comme combinaison li- u
néaire de u et U est un plan.

Cela signifie que M appartient au plan (A,i,0) s’il existe deux réels 4
et u tels que :

AM = Aii + ub. e o G

(A,u,0) est alors un repére du plan , de direction (u,0). :
(41,0) est alors une base de la direction du plan.

Proposition 2.7 (Plan passant par trois points non alignés) — Trois points A, B et C non alignés définissent un
unique plan les contenant tous les trois qu'on nomme (ABC).

Définition 11 (Points coplanaires) — On dit que quatre points de I’espace A, B, C et D sont coplanaires s’ils
appartiennent & un méme plan.

Proposition 2.8 — Quatre points de l'espace A, B, C et D sont coplanaires si et seulement si AB, AC et AD sont
coplanaires :

A, B, Cet D sont coplanaires <  3(A,u,v) €R3, 1AB +,uA_é +vAD =0.

1= Exercices 61 page 76.
III Positions relatives

2.3.1 Positions relatives droite/droite

Proposition 2.9 (Définition - proposition) — Deux droites de l'espace sont :
« soit coplanaires (il existe un plan les contenant toutes les deux), + soit non coplanaires : aucun plan ne les

dans ce cas deux cas sont possibles : contient toutes les deux.
« soit elles sont paralléles; « soit elles sont sécantes.
Droites coplanaires Droites non coplanaires
Droites paralléles Droites sécantes
E £ @)
; B/ i85 7" u ¢ F
A v A 3 A B
@) H) G @) H @) v
o v G @/ | H
o /) G
Fa C D C D 4 fo
U et v colinéaires U et v non colinéaires
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Théoreme 2.10 — Deux droites de l'espace paralléles a une méme troisiéme sont paralléles entre elles.

1= Exercice 33 page 73.

1= Exercices 76, 77 page 78.

2.3.2 Positions relatives plan/plan

Proposition 2.11 (Position relative de deux plans, admis) —

Deux plans P et P’ de l'espace sont : . T T —
. . . L. Plans paralleles )
« soit paralléles (strictement, ou confondus), ce qui signifie que toute (selon une droite)
base de la direction de P est aussi une base de la direction de P’; E F E. F
g “.B
* soit sécants, et leur intersection est alors une droite. A B A 7 T
H HA ot
P aval VL G
D" c D c

Théoréme 2.12 — Deux plans paralléles a un méme troisiéme sont paralléles entre eux.

1= Exercices 30 a 32 page 73.

2.3.3 Positions relatives plan/droite

Proposition 2.13 (Position relative plan/droite, admis) — Si P est un plan et D une droite de l'espace, alors :

« soit D et P sont sécants en un point;

« soit D et P sont paralléles (strictement, ou confondus) : cela signifie qu’'un vecteur directeur de D peut s’écrire comme
combinaison linéaire des vecteurs d’une base de la direction de P.

Droite et plan paralléles Droite et plan sécants
»E F E F @ . E F
u u A
A B A B B
A ..‘P.
t |G
(d) by --;G =0 I:,I*'_::::: +ﬁ H 5 SAC
De— v u e— v — v
= C = C D = C
Z, Zet E))coplanaires Z ;et L_Jnon coplanaires

Théoreme 2.14 — Soit D une droite et P un plan de l'espace. Si D est paralléle a une droite D' inclue dans P, alors
D est paralléle a P.

IV Parallélisme dans I'espace

Théoréme 2.15 —
Soient R et B, deux plans strictement paralléles. Tout plan Q qui coupe
l’un coupe l'autre et les droites d’intersection obtenues sont paralléles.
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Théoréme 2.16 (dit "du toit”) —

Soient D, et D, deux droites de l'espace paralléles. Soit un plan R conte-

nant D, sécant a un autre plan B, contenant D,.

Alors la droite A intersection de R et B, est paralléle a D, et a D,.

V Exercices

¢ ESP.1 La pyramide SABCD a pour base le carré
ABCD de centre O. Le point E est le milieu du segment

[SO] et le point F est défini par SF= %S_b

C D

1) Justifier que les points S,B,D,0,E et F appartiennent a
un méme plan.

— — ]_ —
2) a) Montrer que BF = —SB+ §SD

b) Montrer que BE= —%.ﬁ?+ %S_b
¢) En déduire que les points B,E et F sont alignés.
3) a) Etudier la position relative du plan (BEC) avec les
plans (ABC) et (SCD).
b) Etudier la position relative des plans (BEC) (SAD).

c) Construire lasection du plan (BEC) sur la pyramide
SABCD.

¢ ESP.2 Lespace est rapporté au repére (A;7,7,k). Dans

ce repére, nous avons tracé le parallélépipéde rectangle
ABCDEFGH comme indiqué sur la figure ci-dessous :

Lycée - 2026/2027

LB / H
kE
A D
i T J 15
F i G
B
8 C

Les points 1(8;8;3) et J(7;15;3) sont placés respective-
ment sur les segments [FG] et [GH].

1) Donner graphiquement les coordonnées du point C.

2) Déterminer les coordonnées des vecteurs JetIC.

3) Soit K un point de la droite (EF).
Déterminer les coordonnées du point K pour que les
vecteurs AK, IJ et IC soient coplanaires.

4) Soit M un point de la droite (EH).
Déterminer les coordonnées du point M pour que les
vecteurs AM, IJ et IC soient coplanaires.

5) a) Montrer que les droites (AK) et (CJ) sont paralléles
puis que les droites (AM) et (IC) le sont aussi.

b) En déduire la position relative des plans (IJC) et
(AMK)?

¢ ESP.3 On considére le cube ABCDEFGH représenté
ci-dessous.

On définit les points I et J respectivement par

—

Pﬁet]

= 3

1—
HI 1 —ZCG.

1) Tracer sur la figure, sans justifier, la section du cube
par le plan (IJK) ou K est un point du segment [BF|.
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E F
H - Tg
E 1
! K
-'/l ____________ B
) C

2) Tracer sur la figure, sans justifier, la section du cube
par le plan (IJL) ou L est un point de la droite (BF).

H

3) Existe-t-il un point P de la droite (BF) tel que la section
du cube par le plan (IJP) soit un triangle équilatéral ?
Justifier la réponse.

Sections

¢ ESP.4 Tracer la section du cube par le plan formé par
Q,PetR.

R H G
E F
Qt !
JLR— e
A P B

¢ ESP.5 Tracer la section du cube par le plan formé par
M, P et N (le point N appartenant a la face BFGC).

CHAPITRE 2. GEOMETRIE DANS L'ESPACE

¢ ESP.6 Tracer la section du cube par le plan formé par
I,JetK.
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