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1 Préambule
1.1 Cinématique

La cinématique est ’étude des mouvements de points ou de solides d’un systéme. Les causes &
l'origine de ces mouvements ne sont pas étudiées en cinématique.

1.2 Solide indéformable

Un solide indéformable S est un systéme matériel, tel que la distance entre deux points A et B
appartenant a ce systéme, reste constante au cours du temps : VA € S et VB € S, |AB|| = cste Vt.

1.3 Notion de référentiel

Afin d’étudier le mouvement d’un point ou d’un systéme de solides, il est nécessaire de mettre
en place un systéme de référence appelé « référentiel ». Il représente en quelque sorte la position
d’observation des phénomeénes. Il est composé d’une description de I’espace (repére) et d’une description
du temps.

1.4 Equivalence repére - solide

A chaque solide, on attache un repére. Le repére et le solide étant indéformables, on peut les
confondre. Ainsi, 'étude des mouvements d’un solide Sy par rapport a un solide S; notée (Si/S;) est
identique & :

e l'é¢tude des mouvements du solide Sy, par rapport & un repére R; lié au solide S; (Si/R;),

e l’étude des mouvements du repére Ry 1ié au solide Sy par rapport au solide S; (Ry/S;),

e l'étude des mouvements du repére Ry lié au solide Sy par rapport au repére R; lié au solide S;

(Br/Ri).

1.5 Paramétrage pour positionner un solide dans ’espace

Pour positionner un solide Sy par rapport a un repére R; (associé au solide S;), dans un espace a
trois dimensions, il est nécessaire de paramétrer la position du repére Ry par rapport au repére R;. 1l
est usuel de considérer :

e les trois coordonnées du point origine du repére Ry dans le repére R; définissant 3 translations;

e les trois angles qui définissent la position de la base du repére Ry par rapport a celle du repére R;,
définissant 3 rotations. Les possibilités de variation de ces six parameétres correspondent aux possibilités
de mouvement du solide Sy par rapport au solide S;. Il existe donc au maximum six degrés de liberté (trois
translations et trois rotations). Une liaison entre deux solides annule p degrés de liberté avec 0 < p < 6.
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2 Cinématique du solide indéformable

2.1 Champ des vecteurs vitesse d’un solide

2.1.1 Deéfinitions

Considérons tous les points d’un solide S7 au cours de son déplacement par rapport a un repére Ry.
A un instant donné, on peut alors déterminer les vecteurs vitesse de tous ces points, ’ensemble de ces
vecteurs vitesse constitue le champ des vecteurs vitesse du solide en mouvement.

ey
Le vecteur vitesse d'un point M appartenant au solide Sy est noté Vg, /R, -

W Remarque Point li¢

Le symbole € permet de considérer n’importe quel point lié¢ & S1, méme si le point n’appartient pas
physiquement au solide & l'instant considéré! Parfois, € est remplacé par une virgule, pour alléger
un peu la notation :

- —
Viies, /ro <= V.5, /R0

2.2 Vitesse d’un solide

% Définition Vitesse

Le vecteur vitesse d'un point M d’un solide S7 dans son mouvement par rapport au référentiel Rg a
la date t, est la dérivée par rapport au temps, pour un observateur lié au référentiel Rg, du vecteur
position du point M dans Ry :

—_—

Vares,/ro = 7

(lm(z&)]
Ro

2.2.1 Antisymétrie du vecteur vitesse

/" Propriété Antisyméirie

Le vecteur vitesse est antisymétrique (/ a ses repéres de référence) :

VMer, /Ry = —VMeRo/ R

@ Y.FARTOUH - fartouh.cpge@gmail.com

“®  CPGE - MARRAKECH Page 2 / 12 QOO0



CPGE MPSI/PCSI - SII Cinématique du solide indéformable Cours ®

2.3 Formule de changement de point

Soient A et B deux points du solide S. Connaissant la vitesse de A appartenant a .S par rapport a
Ry, on souhaite déterminer la vitesse du point B appartenant & S par rapport & Ry.

% Définition Formule de Varignon

L’équiprojectivité démontrée sur un solide indéformable est équivalente & la relation de changement
de point (ou formule de Varignon) :

N
VBes/r, = Vaes/r, + BA A Qg/r,

Démonstration :

Soit O un point fixe dans Ry, et Ry lié¢ & S :

——— _[d0B] _[404 aiB| s [aaB] o AB
BES/Ry = 7 = 7 7 — VAeS/Ro dt + Ri/Ro A
Ry Ro Ro Ry
N——
—_—
Vaes/rg
dAﬁ
Comme A et B appartiennent a S : T = ﬁ
it ] .

Dou : Vpes/r, = Vaes/r, + BANQg g

2.4 Composition de mouvement

2.4.1 Composition des vecteurs vitesse de rotation

% Définition Composition des vecteurs vitesse de rotation

la composition des vecteurs vitesse de rotation s’écrit

QRQ/RU - QRE/RI + QR1/RO

Démonstration :

Considérons 3 repéres Ry, R; et Ry et un vecteur e quelconque. En appliquant la formule de dérivation
composée, on obtient :

du du — du du —
L =12 +a, T AT U =22 +a, Jr AN
dt Ro dt R, 1/5t0 dt R, dt R 2/
dt dt 0/ 52
RQ Rg

En additionnant les trois relations précédentes, on a : 0 = (Q Ro/Ry T Qp, JRo T Qr, / Rz) AU
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On considére 'exemple ci-contre du micromoteur, on peut
définir 3 mouvements différents : Mvtp, /r, (mouvement de

51
RQ/RO), MVtRz/Rl et MVtRl/Ro'

52
2.4.2 Composition des vecteurs vitesse
% Définition Composition des vecteurs vitesse S0

Pour les vecteurs vitesses linéaires, on a également composition
des vitesses :

VMeR,/Ry = VMeRy /Ry T VMeR, /R,
avec :
® Virer,/R, la vitesse absolue du point M
e Viicr,/R, la vitesse relative du point M

= . . .
® Virer, /R, la vitesse d’entrainement du point M

Démonstration :
Soit O un point fixe dans Ry et A un point fixe dans Ry :

MERy/Ry = | — i - T = VAeR, /Ry T T g r, N AN
Ro RU RO RO
— h— e
Vaery /Ry VMeRry /Ry

—
VireRs/Ro = VMeRs/R1 T VicRo /Ry T+ AM A Qpr, /Ry

-
Vmer, /Ry

i Support de cours : TD1 - Manége pieuvre - Q1 & Q2 & Q3 & Q4

2.5 Accélération d’un solide

% Définition

L’accélération d’un point M appartenant au solide Sp est définie par :

20 M (t)]
Ro

-
FM651/R0 =

dt?

e

dVMesl/Ro .

dt R B
0

/" Propriété Antisymétrie

Le vecteur acceleration est antisymétrique (/ & ses repéres de référence) :  nrer, /ry = —I'mero /Ry

i Support de cours : TD1 - Manége pieuvre - Q5
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3 Torseur cinématique

3.1 Définition
Un torseur est un outil mathématique, utilisé en mécanique, afin de décrire les champs antisymé-

triques (vitesse, moment d’effort ...).

% Définition Torseur cinématique

—
V — QS/Ro
Vsimoy = | ——=
M VMES/RO
Le torseur est composé de deux vecteurs :

e Une résultante (en cinématique, le vecteur taux de rotation)
e Un moment (en cinématique, le vecteur vitesse).

Les deux vecteurs représente éléments de réduction. Son expression dépend de son point d’écriture.

3.2 Propriétés

Ces propriétés sont tirées directement des propriétés du vecteur taux de rotation et du vecteur
vitesse :

e antisymétrie : {VSI/&} = - {Vsz/sl}

Q Q
e changement de point : {Vg/p, } = _S/Re, 4 — 5/ —
7 Vaesyr 5 VBes/ry = Vaes/r, + BA A Qs/ R,

e composition : {ng/so} = {Vsz/sl} + {VSI/SO}

A\ Attention

Pour faire la somme de deux torseurs, ils doivent étre écrits au méme point.

i Support de cours : TD1 - Manége pieuvre - Q6

4 Mouvements particuliers

4.1 Mouvement de translation
4.1.1 Deéfinition

Un solide S est animé d’un mouvement de translation dans un repére Ry si deux vecteurs zﬁ et zﬁ
distincts et non colinéaires appartenant a S restent respectivement équipollents (supports paralléles,
méme sens, méme norme) aux vecteurs E(to) et ﬁ(to) appartenant au repére Ry.
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Il existe plusieurs types de translation :
e rectiligne : la trajectoire des points du solide est une droite (translation du piston du moteur) ;

e circulaire : la trajectoire des points du solide est un cercle (lampe de bureau) ;

4.1.2 Propriété d’un mouvement de translation

Les vecteurs vitesses de tous les points du solide sont tous égaux et le vecteur taux de rotation
est nul.

4.1.3 Torseur cinématique

/“ Propriété Mouvement de translation

[if
vt {Vs/ro} = { R }
M

Vies/r,

Ce type de torseur est un torseur couple. Les éléments de réduction de ce torseur sont les mémes
quel que soit le point ou on les exprime.

dAD

dt

Démonstration :

VA e S,VB € S, = 6) car /@ est constant.

Ro
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" = Viges/r, = Vaes/r, = Vies/r, = Vaes/r,

dA0 + OB
t

Ro

; . — T S
D’aprés la formule de changement de point, comme m # 0 on obtient ) IRy = 0

Dans le cas des translations rectilignes, la liaison associée sera une liaison glissiére.

4.2 Mouvement de rotation autour d’un axe fixe
4.2.1 Deéfinition

Un solide S est animé d’un mouvement de rotation autour
d’un axe Dy dans un repére Ry si deux points distincts A et B
appartenant & S coincident en permanence avec les deux points
fixes Ay et By appartenant a 'axe Dy.

La trajectoire de ’ensemble des points du solide S, est un
cercle dans un plan orthogonal & ’axe de rotation, centré sur ce

méme axe.

4.2.2 Propriété d’un mouvement de rotation autour d’un axe fixe

Si la position angulaire du mouvement est paramétrée par ’angle 6 alors le vecteur taux de rotation
vaut H.z_g avec z_o> un vecteur directeur de 'axe de rotation.

W =y
Si on considére un point M tel que : OM = 220 + Ry W. Le vecteur vitesse vaut Vies/ry =
Ry0.7.

La vitesse est perpendiculaire a la direction (OM) et proportionnelle & Ry;.

N . .
Vies/ry = Voes/r, +MO A Qg/py = (—220 — Ry W) A Oz = Ry 60
———

:ﬁ car O€Dg

4.2.3 Torseur cinématique

/" Propriété Mouvement de rotation autour d’un aze fize

Vesn} Qg/r 6.2
Vt, VS/Rl = LU = "
U | Viresyrg v i 0.7

En particulier, sur 'axe de rotation, le torseur est un glisseur, c’est-a-dire que :

0.7
VM € Dy, {VS/RO} = 6)
M

@ Y.FARTOUH - fartouh.cpge@gmail.com

“®  CPGE - MARRAKECH Page 7 / 12 OO0



CPGE MPSI/PCSI - SII Cinématique du solide indéformable

Cours ®)

gf Remarque

Lorsqu’un solide S est en liaison avec un autre solide Sy et que le seul degré de liberté conservé est
une rotation, on dit que le solide S7 est en liaison pivot par rapport au solide Sp.

5 Cinématique du contact ponctuel entre deux solides

5.1 Vitesse de glissement au contact

% Définition Vitesse de glissement au contact

Soient deux solides S; et Sk en contact par les surfaces qui les limitent. Les deux surfaces ¥; et 3

sont tangentes en un point I et le contact est ponctuel. On appelle vitesse de glissement du solide
Sj, par rapport au solide S; au point I :

Viesi/s; = Viese/ro — Vies,/Ro

/‘ Propriété 1

La vitesse de glissement est indépendante du repére de référence. En effet nous pouvons écrire la
décomposition de la vitesse de glissement par rapport & n'importe repére :

Viesy/s; = Viesy/ro — Viesi/ro = Vies,/r, — Vies, /R

/" Propriété 2

La vitesse de glissement du solide Sy par rapport au solide S;, au point I, est contenue dans le plan
tangent commun aux deux solides S; et Si au point [ :
eI

Vies./s; .7 =0 avec 7 la normale au plan tangent (sinon il y aurait interpénétration entre les deux solides).
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% Définition Roulement sans glissement

Quand dans les hypothéses, on supposera qu’il y a roulement sans glissement au point de contact [
pour le mouvement de S; par rapport & S;, il faudra écrire la relation suivante :

% %
VIGS/«/S[, =0

A\ Attention

Pour calculer la vitesse de glissement, on ne doit jamais dériver le vecteur position, mais utiliser
la composition des vitesses et la relation de changement de point.

5.2 Vecteur roulement — Vecteur pivotement

— —
Soient {1, et Q, les projections de st /S0 respectivement,
sur le plan tangent commun aux deux solides S; et Sy et sur la

normale & ce plan.

—
2, est appelé vecteur pivotement du solide Sj par rapport

au solide S;. Q0 est appelé vecteur roulement du solide S}, par
rapport au solide 5.

D’aprés la figure, nous pouvons écrire :

— —
o« Oy = (%5 7) 7
— —
« 0] =7 A (/5 AT

6 Complément sur la modélisation et ’analyse des mécanismes

6.1 Torseur cinématique des liaisons
6.1.1 Degrés de liberté et torseur cinématique

Une liaison supprime des degrés de liberté de rotation ou de translation entre deux classes d’équi-
valence S7 et Sp.

Pour caractériser a tout instant le mouvement de S; par ragport a Sp, on introduit & partir des
degreés de liberté en rotation, le vecteur taux de rotation {1g /5o ©t a partir des degrés de liberté en

e
translation, le vecteur vitesse linéaire d'un point particulier A de la liaison Vyeg, /s, -
Ces quantités permettent de définir le torseur cinématique de la liaison par ses éléments de réduc-
tion : Q_>
S1/So0 }

{Vsi/s0} = { G
A AESl/SO
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En introduisant les composantes des vecteurs dans une base bien choisie (ici by), le torseur cinéma-
tique de la liaison est alors trés proche du tableau des degrés de liberté de la liaison.

x x
WS, /50 VA,81/50 P10 U1o
_ y y
{Vs,/s0) = We /80 VA,81/5 — qio V10
z z
A L9518, VA,51/30 b AL 70 w0 )y,

% %
_ .z Y — z =
Avec { Q51/5'0 = W5, /500 + Ws, /80 Y0 + W3, /80 %0

_ 1=z ey Y — z =
VAGSl/SO - VA,Sl/So'xO + VA,Sl/So'yO + VA,S1/50'ZO

M\ Attention

Il est indispensable dans ces conditions de bien préciser la base dans laquelle écrire les vecteurs sont
écrits. Un choix intelligent de cette base permet de simplifier les calculs.

Exemple : Torseur d’une liaison pivot glissant d’axe (O, Z)

i X
ws,/50  VP.S1/S0

{Vsusso} = 0 0
vre(0z) L O 0 (7.7.7)
X
6.1.2 Tableau des liaisons normalisées
On peut maintenant enrichir le tableau des liaisons vu au
chapitre 2, en rajoutant la colonne relative au torseur cinématique.
Nom Degrés Sche{na Schéma(s) n
Caractéristique de spatial plan(s) Mobilités {V2/1}
a liberté (3D) (2D)
0 0 0 O
Encastrement 0 ddl 0 0 0 0
00 Lo o),
Oy +7
Glissiére Z4 9 N T 2
X
1 g7 ] 0 T, 0 Vitan
' 1ddl M o7 ﬁ? 0 0 0 0
— :_J M 2 0 0 M 0 0 b

Direction @ r —éa»

1 y VM
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N n Degrés Schéma Schéma((s)
C (t)m ti de spatial plan(s) Mobilités {V2/1}
aracteristique liberté (3D) (2D)
QY 47
Pivot F 2 T 2
2 L= R, 0 Wiy 0
1ddl A 1 oz +7 0 0 0 O
e 2 0 0 0 0
- Y A b
Axe (A, @) & Td)Aﬂe
Y VM € (A, 7)
QY 4% .
Hélicoidale z z T 2 wa /1 sz/l
2 — ] R, T. 0 0
" 1 ddl N L op 47 o 0| Lo o J,
S07 2 0 0 VM € (A, T
Axe (A, ) z Y —d))ﬂq (4, %)
1747y Pas a gauche :

_p e P
3rWay1 et 5= Xy

Oy +7
Pivot glissant o T 2
z
k;{_é__)l R, T, w;/l VX,Q/I
2 ddl o7 +° 0 o 0 0
2 0 0 N 0 0 b
Axe (A, 7)) —(%)ﬂa
174y VM € (A, T)
Appui plan Z M > M
N li‘ e 0 T 0 Viren
‘ 3 ddl é% —% 0 T, 0 V]\yl,2/1
9 v o¥ 2 R. O wj 0
Normale au plan z z M / b
vYM
Sphérique N
2 z 2 z T
3 ddl
o= | “an 0
Centre de la spheére z v ok R. 0 alwy 0
A
En A
Sphére cylindre 7, O7

"-’g/l VX,2/1
4 ddl wg/l
w31 0

L
N
[\
<
T
oo 3
=

Centre de la sphére T Y
A

Direction @ En A
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N n Degrés Schéma Schéma((s)
C (t)m ti de spatial plan(s) Mobilités {V2/1}
aractenistique liberté (3D) (2D)

Sphére plan

R, T, w;/l VX,Q/I
5 ddl R, T, ""3/1 V§,2/1
R. 0 A Wi 0 b
Point de contact A
Normale au plan 2’ VM € (A, 7)
Sphérique a doigt
Centre de la sphére 2 ddl 0 0 0 0
A =z R. 0 Wi, 0
> z /1
Normale au plan z x Y A b
Direction du doigt En A
Z
Linéaire rectiligne El (‘%’
(ou cylindre plan) Zyoq 1
R, T, w;/l VX«Q/l
4 ddl e 0 T, 0 lel,z/l
Yy z
Droite de contact > 2 z R0 Al @2 0 b
(4, ?) A vYM
Normale au plan 7 oY 2 <
plan (A, z, 7)
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