Corrigé DS3-ENS

Question 1

a. Soit A = (Q, %, I, F, E,W) un automate pondéré tel que L est le langage reconnu par A. Soit B = (Q, 3, I, F, E). C’est un automate
fini non déterministe. u est reconnu par B si et seulement s’il existe une suite e, - , e, d’éléments de E tels que, si e; = (p;,a4,4:),
Gi = Ppi+1, u=a1---ag et q1 € I, g € F. Ceci équivaut T 4(u) > —oo ce qui équivaut & v € Supp(L). Ainsi, le langage reconnu par B
est Supp(L).

b. Soit B = (Q, %, I, F, E) un automate fini qui reconnait un langage L. Soit A = (Q,%,I, F, E,W) ou W : E — R est la fonction nulle.
Alors, pour tout u € ¥*, T'4(u) = 0 s’il existe un chemin acceptant dans A étiqueté par u et T 4(u) = —oo sinon. D’aprés la question
précédente, Supp(L 4) = L. Ainsi, u € L si et seulement si u € Supp(L 4) si et seulement si T4 (u) > —oo si et seulement si T 4(u) = 0.
Question 2

a. L = {(u,w'u)} ott w(u) = max{k € N /w € 2*.abF.a.%*}.

b. On pose @ = {0,1}, I = {0,1}, F = {0,1}, B = {(0,a,0); (0,b,0); (1,a,1); (1,b, 1)} et W(0,a,0) = W(1,b,1) = 1, W(0,b,0) =
W(1,a,1) = 0. Alors (Q,{a,b}, I, F, E,W) reconnait le langage pondéré¢ {(u, max(|u|a, [ulp))}.

Question 3

a. Notons W la fonction poids de l'automate reconnaissant L. L(u) = max{W (s) /s acceptant d’étiquette u}. Par conséquent, si
L(u) < ¢, pour tout chemin acceptant s d’étiquette u, W(s) < L(u) < c. Réciproquement, si tout chemin acceptant s d’étiquette wu,
W (s) < ¢, alors max{W (s) / s acceptant d’étiquette u} < c.

b. Supposons que, Yu € ¥*, L(u) < c¢. Soit s un chemin acceptant sans cycle. Soit u le mot de ce chemin. On a donc W (s) < L(u) < c.
Soit s un cycle élémentaire. Notons p son origine (qui est aussi son extrémité). p est utile donc il existe ¢ € I et f € F ainsi qu’un
chemin s; de i & p et un chemin s3 de p a f. Notons, pour tout k € IN, s¥ la concaténation de s k fois avec lui-méme. Notons ¢, la
concaténation de s1, s* et sa. t;, est un chemin de 7 & f donc est acceptant. De ce fait, W (tg) < ¢ donc W (s1) + kW (s) + W(s2) < c.
La suite arithmétique (W (s1) + W(s2) + kW(s))ke]N est majorée donc sa raison W (s) est négative (au sens large) donc W(s) < 0. En
conclusion, tout chemin acceptant sans cycle est de poids inférieur a c et tout cycle élémentaire est de poids négatif ou nul.
Réciproquement, supposons que tout chemin acceptant sans cycle soit de poids au plus ¢ et que tout cycle élémentaire sont de poids au
plus 0. Montrons par récurrence sur la taille d’un chemin acceptant que tout chemin acceptant de ’automate est de poids au plus c.
Soit un chemin sans cycle élémentaire s. Par hypothése W (s) < c¢. En particulier, si un chemin acceptant est de taille 0 ou 1, il est de
poids au plus c¢. Soit n € IN. Supposons que tout chemin acceptant de 'automate de taille au plus n est de poids au plus c. Soit s un

chemin de taille n + 1. Si s est sans cycle, par hypothése, il est de poids au plus c. Sinon, notons po, - - ,Pn,Pn+1 les sommets de ce
chemin. Soit 41 = min{i /3j < io/p; = ps; ;- Soit ip < 41 tel que p;, = ps;. Alors le chemin s’ = (po,- - ,Dig,Pi;+1s° "+ »Pnt1) €st
un chemin acceptant de longueur au plus n qui a, par hypothése, poids au plus c. En outre, ¢ = (p;y,- - ,Pi; ) est un cycle élémentaire

qui a donc poids au plus 0. Ainsi, W(s) = W(c) + W(s’) < 0+ ¢ = c. Ceci prouve que, pour tout chemin acceptant s de ’automate,

W (s) < c. De ce fait, pour tout u € X*, si u est reconnu par 'automate, il existe un chemin acceptant s tel que W(s) = L(u) donc

L(u) <ec.

Question 4

Notons u; la i-éme lettre de u et n = |u|. P(u) = P( (| Tty X7 7%). i~ 1u; B" ¢ est I'événement E; ou son complémentaire. Les évé-

i=1

nements E; sont indépendants donc, par passage au complémentaire de certains événements indépendants, les événements ¥4~ Ly; 27 —?
n . .

sont indépendants donc P(u) = [[ P(Z* " 1u; 2"~ %). En notant I, = {i/u; =a} et I = {i/u; = b}, Plu) = [[ px [ (1 —p) =
i=1 icl, i€l

plela(1 — p)luls,

Question 5

a. [Xgla = Z 1, donc |Xj|q suit une loi binomiale de paramétres k et p donc E(|Xyla) = np et V(| Xila) = kp(1 — p).

b. Soit 5 > p. P(\Xk\a > Bk) = P(|Xxla—E(Xkla) = (B—p)k). Or (|Xila—E(|Xkla) 2 (B—p)k) C ((Xkla—E(Xkla))? > (B—p)?k?)

donc, d’apreés I'inégalité de Markov, P(|Xk|a > pk) < ‘;(‘);)’Czlk% = (2(1;)1;)k' En posant §; = f(lﬂg’%, on obtient le résultat demandé.

Soit v < p. Alors (|Xgla < 7k) = (IXkla — E(IXkla) < (v = p)k) C (|| Xkla — E(1Xkla)| = (p — 7)k) donc, d’aprés I'inégalité de
; 6 V([ Xkla) — p(=p) _ p(1-p)

Bienaymé-Tchebychev, P(\Xk\a < 'yk) < o)ZRE = =2k En posant 62 = G—py2 o1 obtient le résultat.

c. C’est le langage {(u, max(|ulaha, [u|phs)) /u € Z*}.

d. L.A1 (Xk) = max(ha\Xk|a,hb\Xk\b). Soit € > 0.

Quitte a échanger les roles de a et b, supposons que hgp > hpq donc a = hgp. Alors (|LV41 (X%) — ak| > ek) = (LA1 (Xk) >

ha(p+ 75)k) U (La, (Xk) < ha (P— k).

En outre, (L4, (Xk) < ha(p—7-)k) C (halXkla < ha(p— ﬁ) ) = (| Xkla < k(p— I )). D’aprés la question précédente, il existe donc

61 > 0 tel que P(L 4, (Xy) < ha(pf E) ) < P(|Xkla < k(p— E)) < %1

De surcroit, (L4, (Xx) > ha(p + 75)k) = (IXkla > k(p + i)) (I Xklo > k(h“p + L)) donc P(La, (Xk) > ha(p + L)k) <
P(|Xgla > k(p+ 3= )) + P(\Xk|b > k( ,fb + hb )- D’aprés la question précédente, il existe 62 > 0 tel que P(|Xx|a > k(p+ 7= )) < %

Par ailleurs, “p + hb > g+ 5= > q donc, d’aprés le résultat de la question précédente adaptée a la lettre b, il existe d3 > 0 tel que
P(1 Xkl > k( :f + ) < ‘33 done P(La, (Xx) 2 ha(p-+ 2 )) < 252,

En conclusion partielle, conformément a ce qu’avangait l’enonce, il ex1ste 6 = 61 + 02 + I3 tel que P(|LA1(Xk) — ak| > ek) =
P(La, (Xk) < ha(p = 55)k) + P(Lay (Xi) > ha(p+ 55)k) < 4.

Considérons I'événement E = (|La, (X)) —ak| > ek). 1g+14 = 1 donc %LAl (Xg)—a= %]IE (La, (Xi)—ka)+ %]IE(LAl (X1)—ka)

done £E4y X0

|E(LA1(Xk)) —a| < LE(|1pLa, (X3) — kal) + LE(15]|La, (Xi) — kal).
En outre, |La, (Xi) — ok| < |La, (Xp)| + ok < max(ha, hy)k + ok puis 1g|La, (X) — ak| < 15 max(ha, hy)k + ak. Par conséquent,
LE(1g|La, (Xk)—ka|) < E(1g(max(ha, hy)+a)k) = P(E)(max(ha, hy)+o) < £ (max(ha, hy)+a). Or ET M =0

—a = E(%LA1 (X&) —a) = %E(]IE (LA1 (X&) —ka)) + %E(EE(LAI (X%) —ka)) donc, d’aprés 'inégalité triangulaire,

oo



De ce fait, il existe kg € IN tel que, pour tout k > ko, w < €. Par surcroit, %E(]IE|LA1 (Xk) — ka|) < €. Par ailleurs,
(]1E|LA1 (Xx) — ka|) < €k donc %E(]IE|LA1 (Xx) — ka|) < lsk —e

|E(L,41 (X3)) E(La, (Xy)
k

En conclusion, pour tout k > ko, a| < 2e. Ceci prouve que lim = = a.

k——+oo
Question 6

a. (Y;=1)=FE;donc P(Y; =1)=1—-p=gq.

b. (Y; =2) = (Y;—1 = 1) N E;. Y;_1 ne dépend que des événements E1,---, E;_1 qui sont indépendants de E; donc (Y;—1 = 1) est
1ndependant de E; donc P(Y; =2) = P(Y;—1 = 1)P(E;) = (1—p)p =pq. Enfin, P(Y; =3)=1-PY; =2)-PY;=1)=1—q—pg =
p(l—q) =p*

c. Soit 7 > 1. L4, (X[i]) — Lay(X[i — 1]) est a valeurs dans {—3,—2,0,1,2,3}. De plus, P(La,(X[i]) — La,(X[i —1]) = =3|Y;—2
2) = P(Ei-1 N E;) = pag, P(Lay(X[i]) = Lay(X[i — 1)) = 0]Yi—2 = 2) = p+¢*; P(La,(X[i]) — La,(X[i = 1]) = 0]Y;2 =
3) = P((EZ',l ﬂEi) U (Ei,1 ﬂEZ)) = P(Eifl) = p, P(LA2(X[i]) — LAQ(X[i — 1]) = 1‘Y7;72 = 3) = P( i—1 mEz)j q2 et
P(Lay(X[i]) = Lay (X[i—1]) = =2|Yi—1 = 3) = P(Ei—1NE;) = pq; P(Lay(X[i]) = Ly (X[i—1]) = 0]Yi—2 = 1) = P(E;—1NE;) = ¢,
P(Lay (X[i]) = Lay(X[i—1]) = 2[Yi—2 = 1) = P(E;i—1NE;) = p? et P(Lay(X[i]) = La,(X[i—1]) =3|Yi_2a = 1) =

D’aprés la formule des probabilités totales, si 7 > 3, P(LA2(X[Z'}) — L, (X[i —1]) = —3) = pg x P(Y; = 2) = pgp® = qp°,
P(Lay(X[i]) = Lay(X[i = 1]) = =2) = pgP(Yi—2 = 3) = pgp® = p°q, P(La,(X[i]) — Lay(X[i = 1]) = 0) = (p + ¢*)P(Yi—2 =
2) + pP(Yi—2 = 3) = (p + ¢*)pg, P(Lay(X[i]) = Lay(X[i = 1]) = 1) = ¢°P(Yi—2 = 3) = ¢°p?, P(La,(X[i]) — L, (X[i = 1]) = 2) =
p?P(Y;_p = 1) = p?q et P(La,(X[i]) — La,(X[i— l]) =3) = pP(Y;_2 = 1) = pq. Par conséquent, E(L4,(X[i]) — La,(X[i —1])) =
=3ap® — 2p3q + ¢°p + 2p*q + 3pg = 3pq(1 — p®) + 2p°q(1 — p) + ¢°p* = 3pg®(1 + p) + 2p°¢* + p°¢° = 3pq2(1 +p+p) = 3pg*(1 + 2p).
En outre, P(Yp = 2) = 1 donc, si i = 2, P(LA2(X[1']) — Ly (X[i—1]) =0) =p+q? et P(La,(X[i]) — La,(X[i —1]) = —3) = pq donc
B(Lay(X[i]) = Lay(X[i — 1)) = —3pq. Enfin, si i =1, E(L,(X[1])) = 2p + 3¢.

Enfin, L, (Xi) = La, (X[k]) = Z (Lag (X[i]) = Ly (X[i = 1])) + Lay (X[1]) donc B(La, (Xx)) = _Zf:33pq2(1+2p) —3pg+2p+3q =

E(La, (X))
k

tl:i

—~

3pg?(1 + 2p)(k — 2) — 3pq + 2p + 3q ~ 3pg?(1 + 2p)k donc klilf = 3pq?(1 + 2p).

oo
Question 7
a. En considérant lescas ¢ <y <z, 2 < z<y,y<z<z,y<z<uz 2z<z<y z <y <z on vérifie que VY(z,y, 2) EES
max(z, max(y, 2)) = max(max(z,y), z).
Soient (B,C, D) € (R™")3. Soit (i,5) € [1,n]2. Alors ((B& C) ® D), ; = max(max(B,;, C;
(B@(C@D)) donc (B®C)® D =B® (C D).
b. Pour tout (z, y) €ER’ , max(z,y) = max(y, z) done, pour tout (B, C) € R™", pour tout (4, ) € [1,n]?, (B®C);,; = max(B; j,Ci ;) =
max(C’i,ﬁBi,j) = (B (<3} C)i,j donc B C =C @ B.
c. Soient (B, C, D) € (R™™)3. Soit (i,7) € [1,n]. Pour tout k € [1,n], soit I tel que Biy, +Ci k= max (Bi,i + Cy1) et my, tel que
Crymy+Dmy 5 = \ax (Ck,m+Dum ;). Pour tout k € [1,n], B; x+ yax (Ck,m+Dm ;) = Bik+Chomy, + Dimy, j < Bil,, +Cln, smy t
Dmk,]—lrglax( l+Cl mk)+Dmk,J _1£nn%én(lréllag (B Z+Cl m)+DmJ) donc Bz k+(C®D) S énaz ((B®C)i,m+Dm,j):
(B®C)® D),  donc (ex (Bik +(C®D)y,;) < (B&C)®D), . done (B®(C® D)),
que (B®(C®D))” > ((B®C)®D) donc B® (C®D)=(B®C)® D.

d. Pour tout (z,y,2) € R , ¢+ max(y, z ) = max(z+y,x+ 2) et, pour tout ((mk)1<k<n’ (yk)1<k<n) eR"xR",  max (max(zk,yx)) =
- - - = SkEsSn

i), Di ;) = max(B; j, max(Cs ;, D; j)) =

)

ig S <(B®C)® D) . De méme, on montre

max(lglkax (zx), max (yk))

<n 1<k
Soient (B, C, D) € (R" ")3. Soit (i, 7) € [L,n]?. Alors (Bo(C@D)), ; = max (Bik+(C®D)k,;) = max (Bjx+max(C,j, Dr.j)) =
> < n

nax (max(Bj k + Ck 5, Bik + D,5)) = max(lgllfg (Bi,k +Chr ), nax (Bi,k + Dy 5)) = max ((B@C;Lj, (B®D)i;) = ((BC)®
(B®D)) donc B® (C® D)= (B®C)® (B ®7D) De méme, on montre que (C® D) ® B= (C® B)® (D ® B).
e. Pour totE zE€R, —co+z =1x+ (—00) = —00 et max(z, —00) = max(—o0,x) = .
Soit U € R™" tel que, pour tout (i,7) € [1,n], Ujj = —cosii # jetUy; =0si4i=j Soit B € R™"™. Soit (4,5) € [1,n]2.
(BU);; = |max (Bi,k + Uy, ;) = max (r]?;z);(—oo),BiJ +0) = B; j donc B U = B. De méme, U ® B = B.

<k<n J

Questlon 8

Soit w . le poids maximal d’un chemin de ¢ & j de longueur k. Par convention, wfj O0sii=jet wZ j = si 4 # j. Ainsi,

(w ?j)lﬁwﬁn = U. Un chemin de % & j de longueur k 4 1 est la concaténation d’un chemin de % a [ de longueur 1 et d’un chemin

de I & j de longueur k. Le poids maximal d’un chemin passant par ce sommet [ est wzll + wlkj = M;; + wfj. Le poids maximal
d’un chemin de longueur k£ + 1 de ¢ & j est donc 1rélla<x (M;; + wf]) Par conséquent, wf;rl = 11}11a<x (M;, + wfj) ce qui signifie que
Sisn ’ <i<n ’

(wfj_ )1<1,]<n =M® ( ZJ)1<1,]<TL

Par conséquent, la matrice Wy, = (ww)lgi,an a coefficients dans R vérifie Wy = U = MO et, pour tout k € IN, Wit1 =M Q@ Wy, Par
définition, pour tout k € N, W, = MF.

Question 9

a. Si u est le mot vide, le poids maximal d’un chemin d’étiquette v de p & ¢ est —oo si p # ¢ et 0 si p = q. De ce fait, le poids maximal
d’un chemin d’étiquette v de p & q est Up,q = M(U)p,q-

Soit u de taille n 4+ 1, u = uv ol v est de taille n. Supposons que, pour tout (p’,q) € Q?, M(’l})pl,q est le poids maximal d’un chemin
d’étiquette v de p’ & q. Soit (p,q) € Q2. Un chemin s de p & q d’étiquette u est la concaténation d’une aréte (p,u1,p’) de p & p’ étiquetée
par u1 et d’'un chemin s’ de p’ & g étiquetée par v. Le poids de ce chemin est W (s) = W (p,u1,q’) + W(s’). Le poids maximal est donc



max (W(p,u1,p’)+ W (s')) = | ax (W(p,u1,p’) + M(v), o). Par définition, W (p,u1,p") = M(u1), , donc le poids maximal d’un

1<p’<n <p’<n P.P
chemin de p a g étiqueté par u est | e (M(u1)p pr + M) 4) = (M(u1)®/\/l(v))p o Par définition, (M(u1)®/\/l(v))p = M(u)p,q-
<p'<n , ,

Ainsi, par récurrence sur la taille de u, pour tout u € £*, pour tout (p,q) € Q?, M(u)p,q est le poids maximal d’un chemin de p a gq.
b. Notons u = uj - - - un. L 4(u) est le poids maximal d’un chemin de ¢ € I & f € F étiqueté par u. De ce fait, L 4(u) = r}lé}xFM(u)i =
i€l,fe ’

max (M(u1) ® - ® M(uy)), ,. Pour tout E C Q, on pose M(E) = (zp)pep € R™" tel que 2p=0sipeEE,zp=—cosip¢ E et

i€l fEF i f
M(E)T = (zp)peq € R"" tel que 2p=0sipeE E,zp=—cosip¢E.
Pour tout M € R"™". (M ® M(E))Z = Hleaé(M@E et (M(E) ® M) = meag M. ;. Par conséquent, M(I) @ M @ M(F) = ‘e??)éFMi’f’

e e iel,
Finalement, L 4(u) = M) @ M(u1) ® - - - ® M(un) @ M(F) = M) @ M(u) @ M(F).
Question 10
a. L’ensemble des chemins sans cycle dans ’automate est fini. Il admet donc un maximum c¢. De par ’hypothése faite par 1’énoncé et
le résultat de la question 3, tous les chemins sont de poids au plus c. Ainsi, pour tout u € £*, L 4(u) < ¢. De par la distributivité,
pour tout k € IN, M* est une somme (®) de produits (®) de matrices M(a;). Les produits de matrices M(a;) ont pour coefficients les
poids de chemins étiquetés par des mots. Comme cela a été remarqué, ces coefficients sont majorés par c. Pour tout k € IN, M* a des
coefficients majorés par c.

— k )
Pour tout (z,y) € R, z < ¢, y < ¢ = max(z,y) < c. Ainsi, les coefficients de @ M* forment des suites croissantes et majorées par ¢

i=0
donc convergent dans R.
b. Par distributivité, pour tout k € IN, M* = (M(a1) & --- @ /\/l(an))lC = e M) ®- - @ M(a;,) = @ M(u) donc
@i ha, lu=k
M* = @ M(u) donc, par distributivité, M(I)M*M(F) = @ M) @ Mu) @ M(F)= @ La(u)= max (La(w)).
uEN* ueD* ueRD* uED*

Ainsi, le poids du mot le plus lourd est M(I)M* M(F) (les matrices M(I), M(F) ayant été définies dans notre réponse 9b).
c. Mff = max (ij.p_l, prp_l + M;;?_l).

M* est la matrice des poids maximaux entre sommets. Ainsi, M* = M7,

L’algorithme est donc le suivant :

M =W

Pour tout 1 < k < n, faire pour tout 1 <4,j < n, faire M[i, 5] := max (M[i, j], M[i, k] + M[k, j]) fin faire

Renvoyer M

d. L’algorithme est le suivant :

M =W
p :=0
b :=Vrai

Tant que p<n et b faire :

pour tout 1 < i, < n faire si M[i,p]+M|p,j]>c, b :=Faux sinon M[i, j] := max (M[i, j], M[i,p+ 1] + M[p + 1, 4]) fin faire

p :=p-—+1 fin faire

Renvoyer b

Question 11

a. M°Q@u=U®uv=v. (0A)®v=0xv=(0+v;)1<i<n =v donc M?®@v < (0A) ® v.

Soit k € IN. Supposons que M* ®v < (kX) ® v. Par hypothése M ® v < A ® v donc, pour tout i € [1,n], 1I<n]aé(n M; j +v; < A+wv; donc,

pour tout j € [1,n], M; ; +v; < X+ v;.

Soit i € [1,n]. (M ®@0);, = (M ® (Mk®))l = max M;; + (M* @ v)j. Or M* @ v < (k\) ® v donc, pour tout j € [1,n],
<jisn

(Mk ®v); < ((k/\) ®v)]. = kXA 4 v; donc M; ; + (Mk ®v)j < M;;+kX4+v; =M ;+vj +kX < A+v; + kX = (k4 1)A 4 v; donc
|max (M; j + (M* ®v);) < (k+1)Av; done (MFFL @), < (((k+1)A) ®v), donc MF1 @ v < ((k+1)A) @ v.

<j<n
Par récurrence, pour tout k € N, M* @ v < (k\) ® v.
Par hypothése, il existe j € [1,n] tel que v; # —oo. Soit 4 € [1,n]. Comme M est irréductible, il existe un chemin de i a j.
Soit k la longueur de ce chemin. Alors (M*); ; est le poids maximal d’un chemin de i & j. Il est donc différent de —co. En outre,

[max ((M*); 1 +v) < kX+v; done (MF); j + v; < kX +v; donc —oo < (MF); ; +v; — kA < v; donc v; # —o0.
Sisn

b. Soit k la longueur d’un cycle de poids 0. Soit 4 un sommet de ce cycle. Alors (Mk)m = 0 donc (Mk)m +v; < [Pax ((Mk)i,j -‘rvj) <
<j<n
kX + v; donc 0 < kX donc A > 0.
Question 12.
a. Soit ¢ € [1,n]. Alors A+ v; = (A®v); < (M ®v); = JJax (M;,5 + v;) donc il existe j € [1,n] tel que A 4+ v; < M; ; + v;
<j<n

b. Pour tout ¢ € [1,n], on pose j; € [1,n] tel que A +v; < M; ;. + vy, .

Fixons ig = 1 et, pour tout k, ix41 = ji,,. k — i est & valeurs dans [1,n]. On peut donc considérer kg = max{k / card{io, - ,ix—1} =
k}. 11 existe donc k1 € [1,ko — 2] tel que iy, = ix,. Pour tout k € [ki,ko — 1], A + v, < My j, + vi,,, donc (ko — k1)A +
ko—1 ko—1 ko—1 ko—1 ko—1 ko ko—1 ko—1

Soviyp, = > Atwy) < X Mikaik+1 + > Vi, ; en outre, > Vippy = oy, = > vy, + Vi, = >~ v, donc
k=k k=k1 =k, k=k, k=k, k=ky+1 k=ky+1 k=k

ko—1 ko—1

(ko — k)X < > My, ip, o, - Enfin, > M, iy, est le poids d'un cycle donc est au plus 0. En conclusion, (ko —k1)A < 0 donc A <0.
k=k1 k=k1

Question 13

Soit j € [1,n]. (M*);,; est le poids maximal d’un chemin de j & 4. Soit k € [1,n]. M + (M*)g ; est le poids d’un chemin de j & ¢

donc My, + (M*)k,i < (M7);,; done max (Mj e + (M*)g,;) < (M*)j5 done (M @ M*);,; < (M*)j,.



Pour tout ! € N, (M');; est le poids maximal d’un chemin de longueur ! de j a i donc (M%');; < (M*);;. Soit I € N*. 1l
(M

existe k € [1,n] tel que (MY);; = Mj, + (M"Y < Mg + (M*)g,; < 1r<n]3§ (Mj + (M*)g, )7: (M ® M*); ;. En outre,

sij # 1, (MO)M = —00 < (M ® M*)j;; si j = i, il existe un cycle (é,u1,41), (41,u2,%2), - , (fn—1,Un,in) de poids 0 donc
0 = (M*);; = M, +(M*);,,; donc (M%);; =0 = M;; + (M*);,,; < max (Mj ) + (M* ),H) = (M ® M*); ;. Finalement,

pour tout k € N, (M*); ; < (M ® M*);; donc ( @ MF) = sup(M*);; < (M ® M*);,; donc (M*);,; < (M ® M*),;.
keEN ’ kEN

En conclusion, M @ (M*)1<j<n,i = (M*)1<j<n,i = 00 (M*)1<j<n,qi- Ceci signifie que la colonne i de M* est vecteur propre de M pour

la valeur propre 0. Si A est une valeur propre, il existe v # (—o0, -+, —00) tel que M @ v =AQv donc M @v < AQ@uvet M Qv > A®v

donc, d’apreés les questions 11 et 12, A < 0 et A > 0 donc A = 0. La seule valeur propre possible de M est 0.

Question 14

a. Pour tout ¢ € I'*, il existe un cycle de poids 0 passant par i. Soit d; > 1 la taille d’un tel cycle. Alors (Mdi)m- est le poids maximal

d’un chemin de i & ¢ de taille au plus d;. C’est donc 0. Pour tout & € IN*, le cycle précédent répété k fois est un cycle de poids 0

de longueur kd donc (Mkd)m- = 0. I* est fini. Il existe donc d = [] d; > 1. Alors, pour tout ¢ € I*, d est un multiple de d; donc

iel*

(M%);; =0.

b. Les chemins de ¢ & j passant par ¢* de longueur multiple de d ont un poids maximal. Soit kg tel qu’il existe un chemin passant par

* de longueur kod de poids maximal parmi ceux de longueur multiple de d. Autrement dit, (M’“Ud)iyi*,j = max(Mkd)i,i*’j.

keN
Soit k > ko. Supposons que (MFod), i i (Mkd)w-* i. Par hypothese (MDY, 1o o < (MP0d),; 4w ;. De plus, il existe k1 + k2 = kd
tel que (Mkd)i,i*yj = (M B)i,ix + (M"2)+ ; donc (Mkd)zz = (Mkd)l =g + (M )i*,i* = (Mkl)z it + (M Jix v + (MF2) ¥
(Mk1+d)i,i* + (MkQ)z J ((M )z * + (M 2)2 ]) (M(k+1)d)z i*,7 j donc (Mko )z,z*,j - (M )z,z*,j S (M(k+1)d)1,z

_l +k —kd+d
Finalement, (M*0d), ;. ;= (M(k+1)d)l -
Par récurrence, pour tout k > ko, (M* )m*,j = (Mkod)i,i*,j donc (Mkd)iyi*yj = (M(’”l)d)i’i*’j
c. Soit K; ’entier de la question précédente pour ¢ € I*. Soit k > K; pour tout ¢ € I*. Supposons qu'un chemin de poids maximal
de longueur kd de i & j ne passe par aucun sommet de I*. Soit W un tel poids. Soit W’ le poids maximal d’un chemin de i & j de
longueur kd passant un sommet de I*. Alors un chemin de poids maximal de longueur kd + (n — card(I*))dl ne passant pas par I*
contient au moins dl cycles, nécessairement de poids strictement négatif. Le nombre de ces cycles étant fini, il en existe un de poids
¢ < 0 maximum. Le poids maximal d’un chemin ne passant pas par I* de longueur kd + (n — card(I*))dl est donc au plus W + cdl.
D’aprés la question précédente, le poids maximal d’un chemin de 7 & j passant par un sommet de I* de longueur kd + (n — card(I*))dl
est égal & W' d’aprés la question précédente. Il existe donc L € IN tel que, pour tout | > L, W’ > W + cdl. De ce fait, un chemin de
poids maximal de longueur kd + (n — card(I*))dl de i & j passe par 'un des sommets de I*.
De ce fait, pour tout k > K + (n — card(I*))L, (M*4); ; = I,Iéai)*((Mkd)i,i*,j-

1

d. Pour tout (i, j) € [1,n], il existe K7 ; tel que (MF),; ;= m?x(Mkd)i i+ ; et, pour tout i € I*, il existe K; ;+ ; tel que (M(F+Dd), . - =
, max i, Ji% i,

(MED); e .

Soit Ko = K
ol 0 1<maux(

max K; ;= «j)- Soit k > Ko. Pour tout (4, §) € [1,n]?, (MDY, - = max(MEFDLY, o = max(MF); 5 =
,J<n iel iel* iel*

1,575
(Mkd)” Ainsi, M¥*d = M*+Dd pour tout k > K. Soit k > Kod. Soit k = dq + r la division euclidienne. Alors ¢ > Kjy. Ainsi,
Mk = Mdapr = Md(q+1)MT = Mk+d,

Question 15

a. 113_a<x (Mk)“ est le cycle de poids maximal de taille k. % 1r<nlgxé< (Mk)” est le poids moyen d’une aréte d’un cycle de poids maximal
Sisn <k<n

de taille k. Un cycle de poids maximal est de taille au plus n — 1 (sinon il se décompose en de plus petit cycle qui seront de poids
inférieurs). p(M) est donc le poids maximal moyen d’un cycle.
b. Pour tout (;)i1<i<n, 1r<nia<xn(xi) + A= 1rgia<xn(zi + A. Soit v # (—o0, -+, —00) un vecteur propre de M pour la valeur propre A.
M ®v =X® v dong, pour tout 1 <i <mn, A+wv; = max (M;; +v;) donc v; = max (M;; +v;) — A= max (M;; — X+ v;) donc
1<j<n 1<j<n 1<j<n
(A® M)®v=v=0® v donc 0 est valeur propre de A ® M.
Réciproquement, supposons que 0 est valeur propre de A ® M. Il existe v # (—o0, -+, —00) tel que v = (A ® M) ® v donc, pour tout
i € [1,n], v; = max ((Mi,j - +'u]-) = max (M;j+v;)—Xdonc A+v; = max (M; ; +v;) donc A® v =M ®v donc X est valeur
1<j<n 1<j<n 1<j<n
propre de M.
c. Soit N = —p(M) ® M. On montre par récurrence que N* = (—kp(M)) ® M*. Comme M est irréductible, pour tout (4,5) € [1,n],
il existe k tel que (M*);; > —oo donc —kp(M) + (MF); ; > —oo donc (N*);; > —oo donc N est irréductible. En outre, il
k
existe k € [0,n — 1] et i € [1,n] tel que % = p(M) donc (N*);; = 0. Pour tout i € [1,n], pour tout k& € [0,n — 1],
(NFY; ;= (M¥); 5 — kp(M) < kp(M) — kp(M) = 0 donc N n’a que des cycles de taille au plus n — 1 de poids au plus 0 et posséde un
cycle de poids exactement 0. Tout cycle du graphe de N a donc poids au plus 0 et en a de poids exactement 0.
D’aprés la question 13, la seule valeur propre de N est 0. La seule valeur propre de —p(M)® M est 0 donc, d’aprés la question précédente,
la seule valeur propre de M est p(M).
d. D’aprés la question 14, il existe K et d tels que, pour tout k > K, N¥*4 = N* donc (—(k + d)p(M)) @ M*+d = (—kp(M)) @ M*.
Par conséquent, (—dp(M)) @ M*+4 = kp(M) @ (((—kp(M) — dp(M)) ® M*+4) = kp(M) ® ((—kp(M)) ® M*) = M* donc dp(M) ®
((—dp(M)) ® M*+d) = (dp(M)) ® M* done MM+ = (dp(M)) & M*.
Question 16
Soient ¢ et k tels que p(M) = %(Mk)m Soit I la composante fortement connexe de i. (M; ;)(; jyer2 est irréductible donc admet p(M)

comme valeur propre pour un vecteur propre (v;);er. On a donc, pour tout i € I, p(M) 4+ v; = mea,;((MM +v;).
J
On définit v = (v;)1<i<n par v; = —oco si ¢ & I. Pour tout ¢ € [1,n], (M ®v), = max (M;,j +v;) = max (mgIX(Mi’j +vj),mé11x(M,-J +
== <j<n [ i
(—00))) = maIx(Mi,j +v5) = p(M) +v; = (p(M) ® v);. Par conséquent, p(M) est une valeur propre de M.
1€



