Corrigé sujet ENS-2009

m
Question 1.1. Soit (i,4) € [1,n]>. (Lng)i,j = > lglk,j. Sii# j, lgilg,; = 0 si la k-éme aréte n’est pas {3,j} et Iy ;lx,; = —1sila
k=1

k-éme aréte est {4, j}; de plus, l%’i = 1 si la k-éme aréte est incidente a i et li,i = 0 sinon. De ce fait, (LGLE)M =d; et (LtGLG)m- =-1
s’il y a une aréte entre i et j, (Lng)m' = 0 sinon. Par définition, LtcLG =Ag.
Question 1.2. Dans ce cas, LgLLv = Av donc v" LgLLv = M Tv et vTv = |v||2, vT LgLLv = (LLv) T (LaTv) = ||LLv||? donc
_ NLgel?
A= TR
n n
Enfin, |[v]|2 = Y v2, pour tout 1 < k < m, si la k-éme aréte est {io,i1}, i0 < i1, (LLv)k = > likvi = viy — vy donc ||[LLv||? =
i=1 i
T (vi—v))?
> (vig —vip)?. Ainsi, A = % La matrice Ag = Lg L[ est symétrique. Pour tout v € R", v (LgLL)v = [|[LLv|[2 >0
{io i1 }EE 2w

i=1
donc Ag est symétrique positive. Ses Valeurs propres sont donc symétriques, réelles et positives.

Question 1.3.

Supposons que Agv = 0. Alors HLEUHZ = 0 donc Lgv = 0. Or, si k = {io,i1} et i < 71, (Lgv)k = v, — vy, donc vy, = v, . Par

conséquent, si i et j sont dans la méme composante connexe de G, v; = v;. Si G n’a qu'une composante connexe, v = v1(1,---,1) donc
Ker(Ag) C Vect(e). Réciproquement, e € Ker(A¢g) donc Ker(Ag) = Vect(e). On a donc rg(Ag) = n — dim(Ker(Ag)) =n — 1.
Si G posséde p composantes connexes, si v € Ker(Ag), pour tout %,j dans une méme composante connexe v; = vj; réciproque-

ment, si v; = v; pour touti,j dans une méme composante connexe, v; = v; si k = {i,5} donc Lgv = 0 donc v € Ker(Ag). Ainsi

dim(Ker(Ag)) = p donc rg(Ag) =n — p.

Question 1.4.
m m

Pour tout 1 < i < mn, sii#k, (LG,kLgyk)i,i = ZI(LGJ“)?J =d;;si k=1, (LG,kLg,k)i,i = Zl(LGk)?z =1;pourtout 1 <i#j<m,
Jj= Jj=

m
(LG,kLg wig = 2 (Lak)i(La,k),j qui vaut —1 si {7, j} est une aréte avec i # k, j # k et qui vaut 0 si i = k ou j = k. On a donc

LekLdy = Ac,k-

T 2
Si X est une valeur propre de Ag et v un vecteur propre associé, A = % Soit v € Ker(Ag,). Alors Lg v = 0. Pour tout
1<j<m,si j = {io, i1}, si k # i0, k # i1, (L gk)l = v, — vy, si k = 1o, (LT kv)j = —v;,, si k =11, (LT kv)j = v;, ; enfin, si
j=m+1, ( el xv); = vj. Comme Lg rv = 0, vm+1 = 0 et, pour tout voisin 49 ou i1 de k, v;, = v;; = 0; donc pour tout {i0,7%1}
aréte incidente a k, v;, = v;; = 0. Pour tout aréte {ig,41} non incidente & k, v;, = v;, . Par conséquent, pour tout ¢,j dans une méme
composante connexe, v; = v;. Comme v = 0 et G est connexe, v = 0 donc Ker(AQk) = {0} donc rg(Ag k) = n.
Question 1.5. Cette famille est la famille des colonnes de Ag  qui a rang n donc cette famille est une famille libre de R™.

Question 1.6. La comatrlce de A est a coefficients entiers et § = det(A) est entier non nul. u = Com(A)a est donc a coefficients entiers

(u1)1<1<n et v=A1lg = u donc, pour tout 1 < i < n, v; = % ; en écrivant la division euclidienne u; = 6v}’ + v}, 0 < v < 4,

v = T + 0.
Question 2.1.

Soit H un sous-groupe de K contenant chaque g;. Alors, pour tout (a1, --- ,ax) € Z*, E a;g; € H donc H contient { Z aig; [ (ai)i1<i<n €
=1
7"},

k n
Notons Hy = {Z aigi / (ai)1<i<n € Z"}. (0)1<i<n € Z™ donc 0 = > 0g; € Ho. Soient (z,y) € HZ. Il existe (a;)1<i<n € Z7",
=1

(bi)1<i<n € Z™ tels que x = Z aigi et y = Z b;g; donc x —y = Z (ai — bi)gi € Ho. Hp est donc un sous-groupe. C’est bien le plus

1=
petit sous-groupe de K contenant les g;.
Question 2.2.

n
Soit j € [1,n], j # k.. Comme (1,---,1) € Ker(Ag), > A; = 0donc A; = > Ay; (xk,A; /i # j) contient xy, A; pour i # j,k
i=1 i#j
et Aj donc (@, A /i # k) C (xk,A; /i # j) C; de méme, Ay = — > A; donc Ay, € (@, A; /1 # k) donc (xg,A; /i # k) contient
iZk
Tk, A; pour i # 4,k et Ay donc (xp,A; /i # j) C (xg,A;i /i # k). En conclusion, (zx,A; /i # j) = (zk,A; /i # k), c’est-a-dire que
(xg, D /1 # ) = A(G, k).
Question 2.3.
Soit © € K. Alors  —x = 0 € H donc x est équivalent & x relativement a H. Soit (z,y) € K2. Supposons que z est équivalent a y
relativement & H. Alors z —y € H donc y —x = —(z — y) € H donc y est équivalent a x relativement & H. Soit z € K tel que y est
équivalent & z relativement & H. Comme z —y € Hety—2€ H,x — 2= (z —y) + (y — z) € H donc z est équivalent a z relativement
a4 H. En conclusion la relation d’équivalence relativement & un sous-groupe est une relation d’équivalence sur K.
Question 2.4.
Commencons par prouver que cette opération est bien définie : soient Z et 3 deux classes. Soient x, ' deux représentants de T et y, 3’



deux représentants de §. Alors (z +y) — (¢' +vy') = (z—2')+ (y—y') donc (z+y) — (2’ +y') € H donc z +y = 2’ + 3. Ceci assure
que = + y ne dépend pas des choix z, y effectués et de ce fait que 'opération d’addition sur K/H est bien définie.

Soient (z,7) € (K/H)?. AlorsT+y =z +y =y + ¢ =y + = donc 'addition est commutative sur K/H;si z € K/H, (T +7%) +%z =
zty+z=(z+y) +z2=x+@Wy+2)=T+y+2=7+ (+ 2z) donc ’addition est associative. T+ 0 = x + 0 = T donc 0 est neutre
pour I'addition. Enfin, T+ —z = z — = 0 donc T est inversible dans K/H. En conclusion, K/H est un groupe abélien.

Question 2.5.

Soit A la matrice de passage de la base canonique & (xg, A;);xx- A est & coefficients entiers et, comme cette famille est libre, A est in-
versible. Soit a € Z™. Il existe v = (v3)1<i<n € R™ tel que Av = a. D’aprés la question 1.6., il existe § (qui est det(A) donc indépendant
de a) tel que T = v’ ot v/(%g)lgign tel que, pour tout 1 < i <n, 0 < v, < 4§ — 1. Tout élément de C(G, k) admet donc un représentant
dans [0, — 1]™ qui est un ensemble fini. De ce fait, C(G, k) est fini.

Question 2.6.

Soit Z € K/H. Soient (z,z') € K? des représentants de z. Alors z — ' € H donc ¢(z — x') € ¢(H) donc ¢(z) — ¢(z') € ¢(H)

done é(x) et ¢p(z') sont égaux modulo ¢(H). On peut donc définir ¢ : K/H — K'/¢p(H), T — é(z). Pour tout (Z,7) € (K/H)?,

HT+7) =d(x Fy)=d(x+1y) =dx) + d(y) = d(x) + d(y) = ¢(T) + ¢(7) donc ¢ est un morphisme de groupe. Soit T € Ker(¢). Alors

¢(T) = 0k donc ¢(x) = 0/ donc ¢(z) — 0xs € ¢(H) donc il existe h € H tel que ¢(x) — 04 = $(h) donc ¢(x) = ¢(h) donc, ¢ étant
injectif, x = h donc « € H donc T = Ok donc ¢ est injectif. Soit 7 € K’/¢(H). Par surjectivité de ¢, il existe z € K tel que y = ¢(x)
donc § = ¢(x) = ¢(T) donc ¢ est surjectif. Ainsi, ¢ est donc un isomorphisme.
Question 2.7.
n n n
Soit z = > Niz; € Z™. Posons ¢(z) = Y. Ajy;. Pour tout ¢ € [1,n], y; € Z™ donc ¢ : Z" — Z". Siy = Y. pix;, alors
4 4 ;

i= i= =1

n

oz +y) = (23(2”: N+ pa)zs) = 30 (N 4+ pi)ys = zj:l iy + zj:l wiyi = ¢(x) + ¢(y) donc ¢ est un morphisme.

i=1 i=

De plus, ¢(—zk) = z1; ¢(—x; — k) = —x; + T + 2 = z) €t, pour tout ¢ # k,l, p(—x; — z + x;) = Tk + x; — T, = x;. Par conséquent,

n

pour tout 1 < i < n, x; € ¢(Z™) donc (x3)1<i<n C ¢(Z™) donc Z™ = ¢(Z™). Supposons que ¢(x) = 0. Alors > \jy; = 0 donc
i=1

E )\1(.?1 — l‘k) — Agzp = 0 donc (A — )\k)a?l — (Z Az)xk + Z Aix; = 0 donc A\; — A = 0, Z Ai = 0, pour tout 7 # k,l, \; =0,

iZk i£k ikl i£k

A = A et A; = 0 donc, pour tout 1 < i < n, A\; = 0. Ainsi, ¢ est injective. ¢ est donc un isomorphisme.

Enfin, ¢(zi) = —z, pour tout i # k, ¢(A;) = ¢(dizs + 3 €i,5%5) = di(@i — k) + 3 €5 j(z; — zk) — € = dizi + 3 €525 +

jFi ik J#Lk
(=di = X eij)ozk —egpmp;ordi =— 3 e 5 donc —d; — Y =e;p donc ¢(A;) = dizi + Y e 52 — e pwy = AL
J#ik J#i J#ik J#i

H est engendré par xj et Ay, i # k donc ¢(H) est engendré par ¢(zy) = —x; et ¢(A;) = Af, i # k. ¢(H) est aussi engendré par z; et

Al 4 e; pxy = Ay, i # k; d’aprés la question 2.2., ¢(H) = A(G,1). Ainsi, Z™/A(G, k) est isomorphisme a Z™/A(G, 1) via ¢.

Question 3.1.

Siu— v, v—u=-A; € A(G,n) donc u et v ont méme image dans C(G,n). Par récurrence sur p, si u S vetu u, uP = v,
ut — w1l pour tout 0 < i < p— 1, u? et w1 ont méme image dans C(G,n) donc u® = u et uP = v ont méme image dans C(G,n).
Question 3.2.

On peut considérer I'ordre lexico-graphique sur Z™ qui est une relation totale. C'(G, n) étant fini, on peut considérer v une configuration

O:

positive maximisant p(v), pour tous les v tels que u 5. vest positive; si v n’est pas stable, il existe ¢ & distance minimal j du puits
tel que d; < v;. On pose v/ = v — A;. v est positive et il existe un voisin de k & distance j — 1 du puits; on a v}, = v + 1 > v, dont
w(v) < p(v') pour l'ordre lexico-graphique ce qui est absurde. Ainsi, v est stable.
Supposons que v est stable. Alors v/ = v + A; vérifie v} = v; +d; > d;; v = v — Ay vérifie v = v; —d; < 0. Ainsi, v' et v/ ne sont
pas stables. Supposons que i et j sont voisins. Alors v — A; + A; a élément d’indice ¢ v; — d; —1 < 0. On montre ainsi que, pour toute
somme non vide indexée par I v + zie] +A,; n’est pas stable. Ceci prouve qu’il n’y a qu’un élément stable v tel que u = v.
Question 3.3.
(a) Supposons que u 2 u’. Notons (u’) une suite telle que u® = u, uP = u’ et u’ A pour tout 0 < 7 < p. De méme, v % o’ donc
on peut trouver (v?) telle que v0 = v, v? = v/, v Iy it
Posons w® = u + v, vPT4 =/ + v’ ; pour tout 0 < i < p, w* = u’ + v donc, comme u? 5 uit! il existe j tel que uit! = ui — A;
donc w — Aj = u' + v — A; = ut! 4 v = wtl; pour tout p < i < p+ ¢, on pose w* = v + v*"P; on a encore w? > witl. Ainsi,
utvu +0.
(b) Considérons ’ensemble des i tel que v; = 0. Parmi ces éléments, I'un d’entre eux est voisin d’un élément j tel que v; > 0 (sinon
v = 0). Il existe k tel que kv; > d; 4+ 1. Alors wl = kv — Aj; a élément d’indice j kv; — d; > 1 et élément d’indice ¢ 1. Ainsi, I’élément
w! = kv — Aj est toujours positif, non nul et a un nombre de coordonnées nulles strictement inférieur & celui de v et vérifie kv — wl.
Par récurrence, il existe k' tel que K'w! = wP et wf > 0 pour tout 1 < i < n — 1 donc kk'v = k'w! 5 wP ce qui prouve le résultat.
(c) Supposons qu'il existe u’ positive telle que v’ + ¢ 2 u. Posons v = § — u + u/. Comme § — u est positive et u’ est positive, v est
positive et u +v = § + u’ donc u + v 5 . Réciproquement, supposons que u est stable. Il existe v positive telle que u + v = u ; alors
u—+kv=u+v+ (k—1)v > u+ (k — 1)v donc, par récurrence, u + kv = v. Il existe k € N tel que u — & + kv > 0 d’aprés le point (a).
Alors, en posant u’ = u — 8 + kv, u’ est positive et v/ + 6 = (u— & + kv) + 6 = u+ kv > w.

n

Question 3.4. u = v si et seulement si, il existe (a:)1<i<n € N" tel que v = u — 3 a;A;. Supposons que u —v € (A, -+ ,Ap). Il
i=1

n n ¢ n n

existe (ai)1<i<n € N™ et (b;)1<i<n € N” tel que v —u = > a;A; — Y b;A;. Posons w = v+ Y b;A;. Alors v = w — > b;A; donc
i=1 i=1 i=1 i=1

X " n " 1 *'L 1 1
w—wv;deplus,u=v— > a;A; + > biA; =w— Y a;A; donc w — u.
=1 i=1 i=1
Question 3.5.
L’élément d’indice ¢ de € est ¢; = 2d; — (6 @ §);. Comme § P § est stable, (§ B d); < d; — 1, €; > d; + 1 donc € est positive.



On a 48 5 §®6. En outre, par stabilité de § ® 8, § — 5 @ & est positive et § 4+ > 5B 5 donc §+6+ (6 —6P) > 6@F+0—-H6 =6
donc § + ¢ = 6.

Question 3.6.

L’énoncé a oublié 'hypothése "u est stable".

Supposons que u + € 2 u. Par définition, € étant positive, u est récurrente.

Réciproquement, supposons que u est récurrente. Alors, il existe u/ positive telle que v’/ +8 ~ u. On a alors u/ +8+¢ = (u'+8)+e 5 ute
ainsi que ' + 8 +e=u'+ (§+¢€) = v’ + 8 = u. Or u est stable donc, par unicité de la configuration stable, u 4 € = .

Question 3.7.

Soit u une configuration. € > ¢ donc € est strictement positive donc il existe k € IN tel que ke est supérieure & § — u donc u — ¢ + ke est
positive; u + ke = § + (u — §) + ke. Ainsi, la configuration stable v telle que u + ke 2 v est récurrente d’aprés la question 3.3. Enfin
u+tke—veE (A1, ,Ap)et e € (A1, ,Ap) doncu—v € (A1, -+, Ap).

Supposons qu’il existe deux configuration v et v’ récurrentes telles que uw — v € (A1,--- ,Ap) et uw — v € (Ay,---,Ay). Alors
v—v =u—v —(u—v) € (Ay,---,Ay). Il existe donc w une configuration telle que w 2 vetw = 0; soit k € N tel que
w + ke soit positive ; alors w + ke = v + ke et w + ke = v’ + ke. Par récurrence de v,v’, v + ke = v et v/ + ke = v’. Alnsi, w + ke = v
et w+ ke = v’. Par unicité de la configuration stable associée & une configuration positive, v = v’.

Question 3.8.

Soient u et v des configurations récurrentes. Alors v + € % v donc u +v+e S + v; comme u + v S Dv,u+v+e S @ v. En
outre, u + v > u @ v donc u + v + € = u@® v + e. Par unicité de la configuration stable, u ® v + € = u @ v. u ® v est donc récurrente.
L’opération @ sur R(G) est donc une loi interne.

Soient (u,v,w) des configurations récurrentes. (u Pv) + w — (LB vV) Pw € (A1, ,Ap);u+v—udv € (Ar,---,A,) donc
(utv)+w—(udv+w) € (A1, -+ ,Ap) donc (u+v)+w—(udBvV)Dw € (A1,--+,An); de méme, u+ (v+w) —ud(vVdw) € (A1, -, Ay).
Par unicité de la configuration récurrente, u @ (v ® w) = (u B v) G w. @ est associative.

utv—udv € (A1, Ap)yet v+u—vdu € (A1,--+,An) et u+ v = v 4+ u donc, par unicité de la configuration récurrente,
v@u=udv donc ® est commutative.

Soit €’ la configuration récurrente telle que e — e’ € (Ay, -+, Ap). ud € est récurrente; u+e€ > u@®e doncu+e —ude (A, -, An).
Comme € € (A1, ,Ap), u—u®de € (Aq,--+,Ay). uet ud sont récurrentes donc, par unicité de la configuration récurrente, u = ue.
€ est donc neutre.

Soit u’ I'unique configuration récurrente telle que —u — u/ € (A1, -, Ap). Alors u + v —u® v € (A1,---,Ap) donc ud v/ =
—(ut+v —udu)tutu € (A1, JAp). e € (A1, -+ ,Ap doncu®u’ —€ € (A1, -+ ,Ap). Par unicité de la configuration récurrente,

u @ u' = €. uadmet donc un opposé.
R(G) est donc un groupe pour ®.
Question 4.1.

di = card{j € X /{i,j} € E} donc ZZ:ldi = card '91{j/{i7j} € E} = card .Ql{(i,j)/{i,j} € E} = card{(z,y)/{z,y} € E}. Or

n
{z,y} = {y,z} donc card{(z,y) /{z,y} € E} = 2card(F) = 2m. Ainsi, Y, d; = 2m. Or, si u est stable, pour tout 1 < i < n — 1,
i=1
n—1 n
u; < d; donc Y wu; < Y dj =2m. Le nombre de grain hors puits est donc majoré par 2m.
i=1 i=1

i=
Question 4.2.
Supposons qu’une configuration u méne & la configuration stable v. Il existe une suite u® = wu, u* — u'T1, uP = v et, pour tout 3,

X X n—1
witl =yt — Aj pour un certain j donc v = u — Y. a;A; ol a; est le nombre d’éboulements du sommets j. Ainsi, la suite d’éboule-
j=1
n—1
ments contient a; fois I’éboulement du sommet j. Comme (Aq,---,A,_1) est libre, les éléments a; tels que u —v = > a;A; sont
j=1

uniques donc le nombre d’éboulements du sommet j est unique, pour tout 1 < j < n — 1 donc, a 'ordre des éboulements preés, la suite
d’éboulements est unique.
Question 4.3.
Lors de I’éboulement d’un sommet a un distance i, ce sommet ayant un voisin & distance ¢ — 1, la quantité p>; diminue d’au moins 1.
Lorsque p>; < né%x dj > p;, Pétape i est terminée. Il y a donc au plus u>; passage a I'étape a. a

JES;

Lors de I’étape b, il se produit au plus Ss;. Chaque sommet ne peut s’ébouler qu'une fois lors de cette étape (car il faudra que tous ses
voisins s’éboulent & nouveau).

Il y a donc au plus (14 |S>;|)p>; éboulements a I’étape i.
n
Au total, il y a > (14 |S>;|)pu>; éboulements; 1+ [Ss;| < |S| =n; pu>; < pdoncil y a au plus Inp éboulements.
=

Question 4.4.

n n
€ est majoré par 2§. Le nombre de grains de 26 est Y 2d; = 4m. u est stable donc posséde au plus > (d; — 1) < 2m grains.Le nombre
i=1 i=1

de grains de u + € est donc majoré par 6m. Ainsi, on aura au plus 6min éboulements pour le test u + € 5 .

Pour u et v récurrentes, le nombre de grains de u + v sera au plus de 4m donc le calcul de u @ v prendra au plus 4min éboulements.
Question 4.5.

Supposons que u + 8 — u. Alors, 8 étant positive, u est récurrente.

Réciproquement, supposons que u est récurrente. u est récurrente, u+ 3 —u € (A1, -+ ,Ay) donc u est 'unique configuration récurrente
associée & u+ 5. On adonc u =u @ f doncu+ﬁi>u.

n—1 n—1
B= > A;doncu+pB=u+ >, A; donc chaque sommet ne peut s’ébouler qu’une seule fois.

i=1 i=1
D’aprés ce que 'on vient de montrer, pour calculer la configuration récurrente associée & u + 3, il y a au plus n — 1 éboulements. u est
récurrente si et seulement si la configuration récurrente associée & u + 3 est u ce qui demande donc n — 1 éboulements au plus.



Question 4.6.

Comme déja vu, le potentiel d’une configuration augment a chaque éboulement et est majoré par celui de la configuration stable. Il ne
peut donc y avoir un nombre infini d’éboulements. La boucle se termine nécessairement.

D’aprés la question 4.5., chaque sommet n’est éboulé qu’une seul fois & partir de u + S. Ainsi, chaque sommet ne peut étre instable
qu’une seul fois. Il ne peut appartenir qu’a un seul ensemble R;. De plus, chaque sommet est éboulé exactement une fois donc appartient
a l'un des R;. Les R; forment donc une partition de X. De plus, avant I’éboulement de kinR;, k recoit un grain de chacun de ses

sommets appartenant & R;_; donc k regoit au moins card(Vj, N R;_1) grains. On a donc ufj) = u,(:_l) +card(R;—1NVg) et ug_l) < dy,

ugcl) > dj, donc ugj) —dy = u,(;_l) +card(R;—1 NVg) —dy < card(R;—1 NVg)— 1. Le nombre [ renvoyé par "select(Vx N R;_1, ugj) —dg)"

est un vrai nombre.

Question 4.7.

Pour tout ¢ > 0, tout sommet de R; est relié & un sommet de R;_1 par une aréte de A. R_1 est le puits. Par récurrence, tout sommet

est donc relié au puits. T est donc connexe.

Tout aréte de A relie un sommet de R; et un sommet de R;_1. De plus, tout sommet de R; est relié & au plus un sommet de R;_1.

S’il existe un cycle dans T', soit un sommet de R; avec 4 maximal. Alors ce sommet est relié¢ & deux sommets de R;, j < 4, ce qui est

absurde d’aprés ce qui précéde. Ainsi, T" est sans cycle. C’est donc un arbre.

Question 4.8.

Supposons que u # v. Notons R;, A;, u(® les éléments définissant Parbre construit a partir de u, R;, A;, v(® ceux pour v.

Soit 7 minimal tel qu’il existe k € R; tel que ug # vg. Les éboulements jusqu’a la construction de u(?) étaient donc les mémes pour u

et v. Sio") <dg, k¢ R, donc R; # R]. Sik € R, ul” # 0" donc ul” —dj # 0" —dj donc A; # AL

Onadonc T #T',si A=JA;, A=A, T=(XA),T =(X,A).

Question 4.9.

Pour ¢ > 0, pour tout k € R;, on pose uj, = di, + I, — > card(Vy N R;) ot I}, est entier tel que I’aréte {k,l} liant k£ & un sommet de
i<i

R;_1 est la lp-éme aréte de Vi, N R;_1. u est positive (car di — Y card(Vy N R;) > 0 et I, > 0), stable (car I, < card(Vy N Rj—1) — 1

Jj<i

donc ug < d — 1) donc récurrente et, par construction, I’arbre associé & u est T' (on peut vérifier que, pour chaque i, les ensembles R;,

A’ construits & partir de u sont bien R;, A;).

Question 4.10.

D’aprés la question 4.8., Papplication "algorithme thermique" qui & une configuration récurrente associe un arbre couvrant est injective.

D’aprés la question 4.9., cette application est surjective. Elle est donc bijective. Il y a donc une bijection entre configurations récurrentes

et arbres couvrants donc le nombre de configurations récurrentes est le nombre d’arbres couvrants.



