Sujet XENS (2023)

Question I.1.

let occurrences 1 = let occ=Array.make 256 0 in
let rec aux 1 = match 1 with
0 ->0
| t::q -> occ.(t) <- occ.(t)+1; aux q
in aux 1; occ;;

Question 1.2.

let nonzero_occurrences t = let i = ref 0 in
for k=0 to Array.length t -1 do
if t.(k)<>0 then i:= 'i +1;
done;
let t2=Array.make !'i (0,0) in
let j= ref O in
for k=0 to Array.length t -1 do
if t.(k)<>0 then begin t.(!'j) <- (k,t.(k)); j:= !'j + 1 end
done;
t2;;

Question II.1. Un arbre ayant une seule feuille fixée x est unique : c’est F(x). Un arbre ayant deux feuilles = # y, peut
avoir sous-arbre gauche F(z) et droit F'(y) ou I'inverse. Il y a deux tels arbres. Un arbre ayant 3 feuilles z, y, z peut avoir un
sous-arbre gauche ayant une ou deux feuilles; si celui-ci a une feuille, il y a 3 possibilités. Pour chacune d’entre elle (disons
z), il reste deux sous-arbres droits ayant feuilles les deux autres étiquettes (en lespéce y et z). Cela nous fait 3 x 2 = 6
arbres de ce type possibles. Il peut aussi y avoir un sous-arbre gauche & 2 feuilles ; pour choisir ces deux feuilles il y a (3) =3
possibilités et, pour chacune d’entre elles, 2 possibilités, le sous-arbre droit est automatiquement fixé. Il y a donc encore 6
nouveaux arbres de ce type. Au total, il y a 12 arbres a 3 feuilles fixées.

Un arbre ayant quatre feuille peut avoir un sous-arbre gauche avec 1,2 ou 3 éléments. Parmi les arbres gauches ayant un
élément, il y a 4 possibilités; un tel sous-arbre gauche fixé, il reste a fixer un sous-arbre droit a 3 feuilles; il y a pour ceux-ci 12
possibilités. Cela nous fait 4 x 12 = 48 possibilités de ce type. De méme, il y a 48 arbres & quatre feuilles ayant un sous-arbre
gauche & 3 feuilles et sous-arbre droit a 1 feuille. Pour se donner un arbre ayant sous-arbre droit et gauche a deux feuilles
chacun, il y a (‘21) fagons de choisir deux feuilles pour le sous-arbre gauche; cela fait, il y a 2 sous-arbres gauches possibles;
cela fait, il y a 2 sous-arbres droits possibles. Les arbres ayant sous-arbres droit et gauche & deux feuilles sont au nombre de
(5) x2x2=24.

Au total, il y a donc 48 4+ 48 4+ 24 = 120 arbres dont les feuilles sont 4 éléments distincts (comme A,B,C,D).

Question II.2.

let cq a q =
let rec aux a s h = match t with
| Feuille(x) -> s+q.(x)*h
| N(g,d) -> aux g (aux d s (h+1)) (h+1) in aux a O 0;;

La fonction "aux" sur un arbre N(g,d) effectue un appel récursif sur g et un sur d, ainsi qu’un nombre borné d’opérations
de complexité bornée. La complexité C'(a) sur un arbre a = N(g, d) de taille |a| (la taille étant le nombre de noeuds internes
et de feuilles) suit la relation C(|a|) = C(|g]) + C(|d]) + O(1) donc, comme |a| = |g| + |d| + 1, C(la]) = O(|a|). Comme
la| =S| +1S| — 1 = O(]S]), la complexité est O(|S]).

Question II.3.

let get_path i t = let tab = Array.length (Array.length t) [] in
let rec aux t 1 = match t with
| Feuille(x) -> tab.(x) <- 1
| N(g,d) -> aux g (0::1); aux d (1::1) in aux t [] in tab.(i);;

Comme précédemment, la complexité vérifie la relation C(|al) = C(lg]) + C(|d|) + O(1) donc la complexité est O(]S]).
Question I1.4.



let integers k =

let rec noeud un x k =
if un<k then Noeud(complet x un, noeud (un+l) (x+2%*(un-1)))
else Feuille(x)

and complet x k =
if k=0 then Feuille(x)
else Noeud(complet x (k-1), complet (x+2x*(k-1)) (k-1))

in noeud 0 0 k;;

Question III.1. Montrons ce résultat par récurrence sur la longueur d’une séquence de bits.

Si cette séquence a strictement moins de bits que le code de la plus petite lettre, il n’y a pas de lettre donc pas mot pouvant
étre codé par cette suite. Si cette suite a autant de bits que le plus petit nombre de bits pour coder une lettre, alors cette
séquence ne peut coder qu’une lettre ; cette séquence de bits correspond & un chemin dans I'arbre donc & une unique lettre.
Supposons que le résultat est vraie pour tout séquence d’au plus n bits. Considérons une séquence si - - - Sp4+1 de n + 1 bits.
Soit i tel que le chemin codé par si ---s; soit le premier & aboutir & une feuille donc & une lettre z. Comme cette lettre est
une feuille, le chemin codé par s --- s avec k > ¢ ne reste pas dans l’arbre car la feuille correspondant & = n’a pas de fils.
Tout mot codé par cette séquence commence donc par . Comme le mot codé par s;y1--- Sn+1 est, d’aprés 'hypothése de
récurrence, unique, le mot codé par sy - - - sp41 est unique.

Ceci prouve le résultat.

Question III.2.

let decompl s t =
let rec aux mot s noeudcourant = match s,noeudcourant with
| [0, Feuille(x) -> x::mot
| [1,_ -> failwith "code incorrect"
| _,Feuille(x) -> aux (x::mot) s t
| 0::50,Noeud(g,d) -> aux mot sO g
| 1::s50,Noeud(g,d) -> aux mot sO d in aux [] s t;;

Pour chaque bit de la séquence, un nombre borné d’opérations et un appel récursif sur une séquence de taille un de moins

est effectué. La complexité est donc linéaire en la taille de la séquence de bits. C’est donc cq(t) si le mot codé est dans S9.
Question IV.1 Soit ¢’ un arbre pour (q,S ). Par optimalité de t = N(g,d), cq(t) < cq(t') ot ' = N(g',d). Or ¢,(t') =
S qlo)ly(o)+ > qlo)lu(o) et cg(t) = > q(o)li(o)+ > q(o)li(o). Or, pour tout o € S, l:(0) =l (o) et, pour tout

0ESy oceSy oESy oeS,y
0 €8y, li(o) =14(0) +1et ly(o) =1y (o) + 1 donc, comme cq(t) < cg(t), D q(0)(lg(e) +1) < > q(o)(ly(0) + 1) donc
oSy oSy
ca(g) = X;S q(o)ly(o) < Zé (o)l (o) = cq(g"). Ainsi, g est optimal pour (g, Sy).
TESy gESy

Question I'V.2. Soit t un arbre pour (g, S). Supposons que la feuille o soit & profondeur k > 1. Soit o1 une lettre a profondeur
1. Considérons I’arbre ¢’ obtenu en échangeant les feuilles o et o1. Alors cq(t) —cq(t') = q(00) xk+q(01)x1—q(00)—q(o1) Xk =
(k—1)(g(00) — q(01)). Or g(o0) > Z q(c) > q(o1) donc cq(t) > cq(t') donc ¢ n’est pas optimal. Par contraposition, si ¢ est
o#og

optimal pour (g, S), oo est & profondeur 1.

Question IV.3. Soit ¢’ un arbre optimal pour (¢’,S’) et ¢ 'arbre obtenu en remplagant F(o3) par N(F(c1), F(02)).

Soit T un arbre optimal pour (¢, S). Quitte & échanger o1 et o2, supposons que l¢(o1) < lt(02); on notera h1 = lr(o1) et
ho = lr(02). Supposons que o1 et o2 ne sont pas issus du méme noeud. Notons a le sous-arbre voisin de F'(o2). Considérons T"
I’arbre obtenu en échangeant F(o2) et a dans T. Alors co(T) —co(T") = . q(o)ir(c)+q(o1)hi — > q(o)lr (o) —q(o1)h2

g€ES, €S,
et lgr(0) = lr(0) — ha + h1 done ¢(T) — ¢o(T") = 3 q(0)(ha — h1) — q(o1)(ha — hn) = (h2 — ha)( 35 (o) — q(0n)).
cES, cES,
Or ho —h1 > 0et > g(o) —q(o1) > 0. Ainsi cq(T) — c¢(T’) > 0 donc, par optimalité de T, T" est optimal. 7" est un

oS,
arbre optimal ayant un noeud N (F(o1), F(02)) ou N(F(o2), F(o1)). L’échange de N(F(o2), F(01)) en N(F(o1), F(0o2)) ne
modifiant pas ¢q, on peut obtenir un arbre optimal ayant un noeud N (F(o1), F(02)).
Considérons désormais un arbre t' de (¢',S’) optimal. Considérons T” celui obtenu en changeant F(o3) en N(F(o1), F(o2))
dans ¢'. Soit Tp un autre arbre de (g, S). D’apreés le raisonnement précédent, on peut obtenir & partir de Ty en échangeant 1’arbre
voisin de F(o1) et F(o2) un arbre Ty tel que cq(Th) < cq(To) qui posséde un noeud N(F(o1), F(o2)). Soit t; Parbre obtenu
en remplagant dans Ty N(F(01), F(02)) par F(os). Pour o # 01,02, Uy (0) = lgy(0) et q(0) = ¢'(0), Iy (1) = lgy(02) =
141y (03). On a donc ¢q(Ty) = ¢y (to) + (1+1y (03))q(01) + (1 +1yy (03))q(02) = ¢y A 0) + (1 41y (03))q (03) = cq (t0) +4' (03).
Pour les mémes raisons, ¢q(1") = ¢y (t') + ¢'(03). Par optimalité de t', ¢y (¢') < ¢y (to) donc cq(T") = cy(t') + ¢'(03) <
cgr(to) + ¢’ (03) = cq(Ty) < cq(To). Ceci valant pour tout Ty, T” est optimal pour (g, S).
Question IV .4.

let rec insert (q,a) 1 = match 1 with
[ 0 -> [(q,a)]
| (q0,a0)::10 when g<=q0 -> (q,a)::1



| (q90,a0)::10 -> (q0,a0)::(insert (q,a) 10);;

let optimal 1 =
let rec initiale 1 = match 1 with
00 ->10
| (s,q)::10 -> insert (q,Feuille(s)) (initial 10)
and aux 1 = match 1 with
| [(q,a)] -> a
| (q1,a1)::(g2,a2)::10 -> aux (insert (ql+q2,Noeud(al,a2)) 10)
in aux (initial 1);;

L’insertion dans une liste croissante de taille n est en O(n). La fonction auxiliaire initiale a une complexité O(n?) pour une
liste de taille n. Pour la liste initiale des (o, ¢(0)), elle aura complexité |S|?. L’appel a la fonction "aux" sur une liste de taille
n appelle la fonction "insert" sur une liste de taille n — 1, ce qui a une complexité O(n — 1) = O(n), et effectue un appel
récursif sur une taille de taille n — 1. La complexité C,, de la fonction "aux" sur une liste de taille n vérifie donc la relation
Cn = Cy—1 + O(n) donc C, = O(n?). Par conséquent, la complexité temporelle de "optimal" est O(|S|?).

Question IV.5.

Supposons que t = N(t1,t2) et ' = N(1',t3) sont deux arbres tels que ¢’ est 'arbre inséré dans E aprés I'insertion de ¢ dans
E. Sit}, t, étaient des arbres déja présents dans la liste croissante par valeurs de g des arbres de E, comme t1, to précédaient
1,5, g(t1) < q(t2) < q(t1) < q(ty) donc q(t) = q(t1) + q(t2) < q(t1) + q(t3) = g(t’). Sinon, #] ou ty est 'arbre que ’on vient
d’insérer, & savoir t = N(t1,t2). Dans ce cas, t] = t ou ty = t; par positivité de g, g(t') = q(t1) + q(t2) > q(t). Ainsi, les
arbres ¢ sont insérés par valeurs croissantes de g dans FE.

Question IV.6. Il suffit de créer une file f arbres dont les éléments seront les nouveaux arbres a ajouter dans E (et donc de
ne pas insérer ces nouveaux arbres parmi la liste | feuilles des feuilles initiales de F). Tant que f _arbres contient au moins
deux éléments ou que | feuilles contient au moins un élément, on choisit, entre la téte de | feuilles et celle de f arbres,
I’arbre de plus petite valeur de g que I’on retire de sa structure puis ’on choisit ’élément suivant parmi les nouvelles tétes de
f_arbres et | feuilles de plus petite valeur de g ; ces deux valeurs t1, t2 sont fusionnés en un arbre N (¢1,t2) qui est ensuite
inséré a la fin de la file f_arbres.

L’insertion se fait alors en O(1). La complexité de la fonction "aux" de la fonction "optimal" vérifie cette fois la relation
Cpn =Cp-1+ O(1) donc C,, = O(n). La complexité de la fonction "optimal" devient linéaire en |S|.

Question V.1.

let canonical t1 t2 =
let rec auxl liste i = match liste with
| 00 -> (1,
| [a] -> ([Noeud(Feuille(t2.(i)),a)],i-1)
| a1l :: a2 :: 10 -> let 11,j= auxl 10 i in (Noeud(al,a2) :: 11,j)
and aux2 liste k i =
if k=0 then (liste,i)
else aux2 (Feuille(t2.(i)) :: liste) (k-1) (i-1)
and aux3 h =
if h=Array.length t1 -1 then aux2 [] t1.(h) (Array.length t2 -1)
else let (10,i0)=aux3 (h+1) in let (11,il)=auxl 10 i0 in aux2 11 ti1.(h) il
in match aux3 (Array.length tl -1) with t::q,i -> t;;

Pour chaque noeud de l’arbre, il y a un nombre borné d’opérations effectué donc la complexité est O(n) ot n = 2|S| + 1 est
la taille de I’arbre. La complexité est donc O(]S|).
J
Question VI.1. Si t = N(g,d), cq(t) = cq(t) + cq(d) + qu(a) donc m;,; = O<I}:1<ilj171(mi,k + Mis1,5) + I;q(k)
oE ="= =1
let alpha_optimal q = let n=Array.length q in let a = Array.make_matrix n n Feuille(-1) in
for i=0 to n-1 do
a.(i).(1) <- (q.(i),Feuille(i))
done;
for i=0 to n-1 do
for j=i+1 to n-1 do
let m=ref O and s=ref O in
for k=i to j-1 do
if fst(a.(i).(k))+fst(a.(k+1).(j))<fst.(a.(1).('m)).fst(a.( 'm +1).(3))
then m:=k;
s:= !s + q.(k)
done;
s:= !s + q.(j);
a.(i).(G)<-(fst. (1) . ('m)+fst. ('m+1).(j)+ !s , Noeud(snd(a.(i).(!'m)),a.(!m +1).(j)))



done
done;
a.(0).(m-1);;

Question VI.2.

let alpha b =
let rec arbrel 1 x = match 1 with
| [1 -> failwith "erreur"
| 1::q -> (Feuille(x),q, x+1)
| 0::q -> let (al,10, j)=arbrel q x in let (a2,11,k)=arbrel 10 j in (Noeud(al,a2),11,k)
in let (a,q,x)=arbrel b 0 in if qg=[] then a else failwith "erreur";;

Question VII.1.

1. Il en faut au moins ¢q(t) =154+4 x 2+ 1 x 2 = 25.

2.lyena (39)(3)(;) = 22A9XIBXTI6 — 5 5 19 x 3 x 17 x 2%,

3. 15 x 17 < 28,19 < 2° donc le nombre de mots de 87 est majoré par 2°78+4 = 217,
Gréace a 17 bits, on peut coder 2'7 listes différentes donc 2'7 nombres différents.

Question IIV.2

let decomp2 q y k =
let n=ref 0 in
for s=0 to Array.length q -1 do
n:= !n + q.(s)
done;
let inverse z = let x1=z/n and x2=ref z mod n and i=ref 0 in
while (!x2 - q.(!'i) )>=0 do
x2:= 1x2 -q.(!'1)
done;
(x1*q. (1i)+ !'x2,'i) in
let s=Array.make k -1 and z=ref y in
for i=0 to k-1 do
let (a,b)=inverse y in
z:=a;
s.(k-1-i) <- b
done;
(tz , 8);;
Question VIIL.3. On doit avoir, pour tout i, 2; < 2Z. Pour avoir k; le plus petit possible, on cherchera également & avoir
2B-1 < z;, pour tout i.
Choisissons k; = [logy(Z5)] + 1. Alors 271 < ::—21\1; < 2% donc ?ai <

;2
< %) <22 —1donc 2871 < [N < 2% — N. Comme | %[N < 241 < | %N+ N — 1,

B B—-1 B
< %0’,‘ donc 2 ~0i < Y < %Ui donc

2371
N
257 < <28 —1 <28,

- . 2B B-1 1 B B—l;—1 B-1;
Réciproquement, connaissant y;, on posera l; = [logy(%3-)] + 1. Alors 2 <2 <27 donc 27747 < y; < 2°7% done

2B-li-1 < 2% < 287k done 2Lt < ;—g < 2k~ Comme % < 2% < 1, k; = l;. Ainsi, le calcul de I; permet bien de

retrouver la valeur k; choisie.

B-1 ) B
27 < ¥ < 27 donc
o; N




