Chapitre 2 : Structures algébriques I
MP* Chaptal

1 Arithmétique dans 7Z

1.1 Révision de sup sur la division euclidienne et les congruences

Théoréme 1.1.1 (Division eucldienne) Soit (a,b) € Z x N* Il existe un unique couple (q,r) € Z x N
tel que

a=0bq+r
0<r<b

q est le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.

Définition 1.1.1 (Congruences) Soit n € Z. Deux entiers relatifs a et b sont congrus modulo n, noté
a = bn|, sl existe un entier k tel que a = b+ kn.
Autrement dit, a = b[n] si et seulement si : a —b € nZ = {nk, k € Z}.

Proposition 1.1.1 (Congruence et opérations) Soient a, a’, b, b’ € Z et m, n € N*.
1. Sia=0bn] et d =¥bn|, alors a+a =b+[n].
2. Sia=0bln] et  =V[n], alors aa’ = bV'[n].

3. Sia=bn| et m € Z, alors am = bm[nm)].

Exemple 1.1.1 Déterminer le chiffre des unités de 135°3%3.

1.2 L’ensemble Z/nZ

Soit n € N.

Proposition 1.2.1 (La congruence est une relation d’équivalence) Soit n € N. On définit sur Z la
relation binaire : aR,b si a = bn]. Alors R, est une relation d’équivalence.

Démonstration :
e Elle est réfléxive : Va € Z, a = a + 0 X n, donc a = a[n].
e Elle est symétrique, car si a = b[n], alors il existe k € Z tel que a = b+ kn, donc : b = a+(—k)n,
puis b = aln].
e Elle est transitive, car si a = b[n] et b = c[n|, alors il existe k, k' € Z tels que a = b+ kn et
b=c+k'n. Ainsi a = ¢+ (k + k")n et donc; a = ¢[n].

Définition 1.2.1 (Z/nZ) On note Z/nZ l'ensemble des classes d’équivalence de la relation R.,,.
Si on note k, la classe d’équivalence de k, alors :

k={re€Z v=kn)}={..k—2nk—nkk+nk+2n,.}={k+np pcZ}=k+nZ
Autrement dit : @ = b < a = b[n].

Exemple 1.2.1 Les classes d’équivalence de 0 et n sont tous les multiples de n a savoir nZ.

Proposition 1.2.2 (Description de Z/nZ) Soit n € N*. L’ensemble Z/nZ posséde n éléments et on a :
Z/nZ ={0,1,...,n —1}.



Démonstration : Soit x € Z/nZ. Soit k € Z un représentant de z, c’est-d-dire : x = k. La division
euclidienne de k par n s'écrit k = ng + r, avec ¢ dans Z et r dans [0,n — 1]. On a donc k = r[n|,
donc k et r sont dans la méme classe d’équivalence, puis : * = 7 € {0,1,...,n — 1}. Ainsi on a :
Z/nZ C {0,1,...,n — 1}. L’autre inclusion est immédiate, d’ot Z/nZ = {0,1,....,n — 1}.

Cet ensemble comporte bien n élément car si on considere a, b € [0,n — 1] tels que @ = b, alors il existe
k € Z tel que a = b+ kn, soit a —b = kn. Or a — b est dans [—(n —1),n — 1], donc |k|n = |a —b| < n.
Comme n est non nul, alors : |k| < 1 et comme |k| est un entier naturel, alors |k| = 0, puis k = 0, puis

a = b. Ainsi les éléments 0, 1,...,n — 1 sont bien deux & deux distincts.

Remarque 1.2.1 1. Soita € Z. On a : nla si et seulement si @ =0 dans Z/nZ.

2. Parfois, pour des raisons de symétrie, il peut étre intéressant de considérer des représentants
négatif, par exemple : Z/(2m + 1)Z = {=m, —(m —1),...,—1,0,1,....m — 1,m}.

Proposition 1.2.3 (Opérations sur Z/nZ) Sur Z/nZ, on pose les opérations :

eV, yeZ, T+y=x+y.

e Vr,yeZ, TXYy=71y.
Les opérations + et x sont bien définies sur Z/nZ, c’est a dire que T+ 7 et T X § ne dépendant pas
du représentant choisi dans les classe T et 7.

Démonstration : Soient x,y,2’,y’ € Z tels que T = 2’ et j = 7/. Il faut montrer que T +7 = 2/ + ¥/ et
TXxy=a xy, soit:x+y=2a+y et Ty = 2y

On a x = 2'[n] et y = y'[n] et donc grace a la proposition 1.1.1, on a: x +y = 2’ +y'[n] et zy = 2"y/[n],
douz +y=2a+y et Ty =2y

Exemple 1.2.2 1. Dans 7.JTZ, montrer que T°> +7* = 0 implique que T =7 = 0.

P
2. Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 5. Calculer dans Z/pZ : ZEQ.
k=1

1.3 Révisions de sup sur les nombres premiers

Définition 1.3.1 (Nombres premiers) Un entier relatif n non nul est dit premier lorsqu’il admet exac-
tement quatre diviseurs , c’est-a-dire 1, —1, n et —n.

Remarque 1.3.1 1. 0 et 1 ne sont pas premiers.

2. Tout entier n > 2 non premier admet au moins un diviseur premier p tel que p* < n (soit
p < v/n). Par contraposée de la proposition précédente, si un nombre n n’admet pas de diviseurs
premiers inférieur ou égal a \/n, alors il est premier.



Proposition 1.3.1 (Infinité de ’ensemble des nombres premiers) L ’ensemble des nombres premiers est
infini. On notera P 'ensemble des nombre premiers.

Définition 1.3.2 (Valuation p-adique) Soient a € Z* et p un nombre premier. Il existe un unique entier
naturel n tel que p" divise a et p™ ne divise pas a. L’entier n est appelé la valuation de p dans a et
est noté v,(a).

Théoréme 1.3.1 (Décomposition en facteurs premiers) Tout entier n > 2 admet une décomposition
en facteurs premiers, c’est-a-dire qu’il existe py, ps, ..., pr des entiers premiers deux a deux distincts et

k
(a1, g, ..y ) € (N*)¥ tels que n = pps2..pe* = Hp;”.
1=1

Autrement dit : n = Hp”p(”) et cette décomposition est unique. La décomposition est unique a [’ordre

peEP
pres des facteurs.

Exemple 1.3.1 1. Il y a une infinité de nombres premiers de la forme 4k — 1, avec k € N*.

2. Soit a un entier tel que : a > 2. On suppose qu’il existe m € N* tel que a™ + 1 soit un nombre
premier. Montrer que a est pair et que m est une puissance de 2.

Proposition 1.3.2 (Critére de divisibilité & 1’aide de la valuation) Sin = p{"p3?..pp* et

m = pf1p§2...pf’“, avec py, P2, ..., P des entiers premiers deux a deux distincts. Alors n|m si et seulement
sVl e [[1,]{3]], o < fy.

Autrement dit : Vp € P, v,(n) < v,(m).

Remarque 1.3.2 Avec les notations précédentes, le nombre de diviseurs de n vaut donc :

(1 + a1)(1 + a2)...(1 + ag), car un diviseur de n n'a que les p; dans sa décomposition en facteurs
premiers et la puissance associée est comprise entre O et .

400
m
Exemple 1.3.2 Soit ¢ un nomre premier. Montrer que : v,(m!) = E |—].
ql
i=1



1.4 Révisions de sup sur le PGCD, le PPCM et applications
1.4.1 PGCD

Définition 1.4.1 (Diviseurs communs) Soit (a,b) € (N*)%. Tout entier non nul d vérifiant dla et d|b

est appelé diviseur commun de a et b. On note Div(a,b) l'ensemble des diviseurs communs dans N*
de a et b.

Définition 1.4.2 (PGCD) Soit (a,b) € (N*)2. Le plus grand élément de Div(a,b) est appelé pged de a
et b. On le note pged(a,b) ou a A b.

Remarque 1.4.1 1. Nous verrons dans la proposition 4.7.6 une autre définition du PGCD.
2. OnaalbsaNb=a.

Proposition 1.4.1 (Expression du PGCD avec les valuations) Soient py, p, ..., pr des entiers premiers
deuz o deuz distincts et (a1, qq,...,a;) € N¥ et (81, B, ..., Br) € N¥ tels que a = p{ipy>..po* et

k
b= prPQQ...pf"’. Alors a ANb = lemm(o‘“ﬁl),
=1
Autrement dit a N b = H pminp(@)vp (b))
peEP

Proposition 1.4.2 (Lien entre les diviseurs du PGCD et les diviseurs d’un couple) Soient
a,b € Z. On a : Div(a) N Div(b) = Div(a A D).

Définition 1.4.3 (Couple d’entiers premiers entre eux) Soient a et b deuz entiers. On dit qu’ils sont
premiers entre eux si a ANb =1, ce qui siginifie que les seuls diviseurs communs de a et b sont 1 et —1.

Remarque 1.4.2 Si d = a A b, si et seulement si il existe donc a’ et ' dans Z* tels que a = da’ et
b=db etona:ad ANV =1.



Proposition 1.4.3 (Algorithme d’Euclide) Soit (a,b) € (N*)*. Soit r le reste de la division euclidienne
de a par b. Alors on a :aNb=bAr.

Soit (a,b) € (N*)2. On veut calculer a A b. Pour ceci nous allons appliquer I'algorithme d’Euclide :

on forme une suite d’entier rg, 71,79, 73,... en commencant par ro = a et r; = b. Pour k dans N*, on
suppose les deux entiers naturels non nuls r;_; et 7, construits. On note r,,1 le reste de la division
euclidienne de ri_1 par 7 (rr_1 = Qx+17% + Tke1 avec gr+1 un entier) et nous avons : 0 < riy; < 7. De
plus grace a la proposition précédente, nous avons : r;_1 Arp = rpArie1. La suite d’entiers rg, r1, 7o, 3, ...
est strictement décroissante et donc il existe kg tel que : 75, > 0 et 7,41 = 0. Ainsi on a : rg,|rg,—1 €t
donc : g, ATgy—1 = Tk,- Or nous avons : a Ab=rog ATy =11 Are = ... =T ATko1 = ..l AThg—1 = Tky-
Ainsi le pged de a et b est le dernier reste non nul de la succession de divisions euclidiennes que 'on a
effectuées.

Exemple 1.4.1 Soit n € N et on pose F, = 22" + 1. Montrer que pour n,m dans N* distincts on a :
F,NF, =1

Définition 1.4.4 (PGCD d’une famille d’entiers) L’entier a; A --- A a, est le plus grand commun di-
viseur des entiers ay, . .., a,, soit max(Div(ay) N ...N Div(ay)).

Exemple 1.4.2 28 AN42 N98 =14, car 28 =14 x 2, 42 =14 x 3 et 98 =14 x 7.

Définition 1.4.5 (Entiers premiers entre eux dans leur ensemble) Sile pged deay, ..., a, vaut 1, alors
ces entiers sont premiers entre eux dans leur ensemble.

1.4.2 Applications du PGCD

Proposition 1.4.4 (Relation de Bézout) Soient a, b € Z* et on pose d = a ANb. Il eziste deux entiers
u, v tels que d = au + bv. De plus, {am + bn, (m,n) € Z*} = dZ.

Exemple 1.4.3 Soient n,m € N*. Déterminer U, NU,,, avec U,, = {z € C, z" = 1}.

Théoréme 1.4.1 (Bézout) Soient a, b € Z*. On a : a Nb =1 si et seulement s’il existe m, n € Z tels
que 1 = ma + nb.

Remarque 1.4.3 Pour trouver u et v dans les cas simples, on peut remonter a la main les calculs faits
dans algorithme d’Euclide.



Proposition 1.4.5 (Nombre premiers entre eux et divisibilité) 1. Soient
a,byp€Z. SiaNp=1etbAp=1, alors (ab) A\p=1.

2. Soit a et b deux entiers naturels premiers entre euz. Soit ¢ € N. On a : (a|c et b|c) < ablc.

) xr = 6[17] : o
Exemple 1.4.4 Résoudre : , dans lequel l'inconnue x appartient a 7.

x = 4[15]
Cherchons d’abord une solution particuliére.
=6+ 17k =6+ 17k
x =4+ 15k 6+ 17k = 4 + 15k
Or: 6417k = 4+ 15k’ < 15k’ — 17k = 2. Pour déterminer une solution particuliére xg de (S), il suffit de trouver une solution particuliére (kq, k:()) de 15k" — 17k = 2.
Nous allons donc d’abord chercher une solution de 15u + 17v = 1 (cela est possible, car 15 et 17 sont premiers entre euz). Nous allons appliquer l’algorithme d’Euclide.
Ona:17T=15X1+2, puis 15 =7 X 2+ 1.
Alors 1 =15 —-7Xx2=15—-7X (17—-15Xx1) =15 —-17X 7+ 15X 7=15Xx8 — 17 X 7.
En mulipliant cette relation par 2, on trouve : 16 X 15 — 14 X 17 = 2 et donc k{) = 16 et kg = 14 conviennent.
Ainsi zg = 6 + 17 X kg = 6 + 17 X 14 = 244 est une solution particuliére de (S).

Soit © € Z. x est solution de (S) si et seulement s’il existe (k, k:/) S 72 tels que { si et seulement s’il existe (k, k:/) S 72 tels que {

o =6[17]
On a donc : { zo = 4[15]
On en déduit que = est solution de (S) si et seulement si @ = wo[17] s et seulement si : @ —wo = 0[17] si et seulement si : 17|(x — xg), 15|(x —=zg). Or 17
ST e - b seutement s z=azo[15] ¢ PSS @ —mp =0[15] st 0): 0):

et 15 sont premiers entre euz, donc le deuziéme point de la proposition précédente nous permet d’affirmer que x est solution de (S) si et seulement si : 17 X 15|(z — ()
Donc l’ensemble des solutions de (S) est {xg + 17 X 15k, k € Z} = {—11 + 255k, k € Z}.

Proposition 1.4.6 (Relation de Bézout pour une famille d’entiers) Sid est le pged de a4, . . ., a,, alors
il existe des entiers relatifs uy, ..., u, tels que ayuy + - -+ + ayu, = d.

Théoréme 1.4.2 (Bézout pour une famille d’entiers) ai, ..., a, sont premiers entre euz dans leur en-
semble si et seulement s’il existe des entiers relatifs uq, ..., u, tels que aquy + - -+ + a,u, = 1.

Théoréme 1.4.3 (Gauss) Soient a, b, c € Z*. Si albc et a A c =1, alors alb.

Exemple 1.4.5 1. Soient p un nombre premier et k € [1,p — 1]. Montrer que p divise i

2. Trouver tous les couples (u,v) € Z* tels que : 15u + 17v = 6.

Nous allons donc d’abord chercher une solution de 15u + 17v = 1 (cela est possible, car 15 et 17 sont premiers entre euzx). Nous allons appliquer l’algorithme
d’EBuclide.

Ona:17=15 X142, puis 15 =7 X 2+ 1.

Alors 1 =15 —-7x2=15—-7Tx (17—15x 1) =15 —-17Tx 7+ 15X 7=15Xx 8 — 17 X 7.

En multipliant par 6 :

15ug + 17vg = 6, avec ug = 48 et vg = —42.

Si (u,v) € 72 vérifie : 15u + 17v = 6, alors : 15u + 17v = 15ug + 17vq, , puis :

15(u — ug) = 17(vg — v). Comme 15 et 17 sont premiers entre euz, le lemme de Gauss permet d’affirmer que : 15|vg — v et 17|u — ug, donc il eziste k, k'
dans 7 tels que : vg — v = 15k et u — ug = 17k’, soit : v = vg — 15k et w = 17Tk’ + ug. En injectant cela dans 15(u — ug) = 17(vg — v), on trouve que
k=k"

Réciproquement, soit k € Z et on pose v = vg — 15k et w = 17k 4+ ug. Alors on a :

15u + 17v = 15 X 17k + 15ug + 17vg — 17 X 15k = 15ug + 17vg = 6. Ainsi (u,v) est solution.

L’ensemble cherché est donc {(17k + 48, —42 — 15k), k € Z}.

1.4.3 PPCM

Définition 1.4.6 (Multiples communs) Soit (a,b) € Z*. Tout entier non nul m vérifiant a|m et bjm
est appelé multiple commun de a et b. On note Mul(a,b) l'ensemble des multiples communs dans N*
de a et b non nuls.

Définition 1.4.7 Soit (a,b) € (N*)?. Le plus petit élément de Mul(a,b) est appelé ppcm de a et b. On
le note ppem(a,b) ou a V b.

Remarque 1.4.4 On a : alb si et seulement si aV b= Db.

Proposition 1.4.7 (Expression du PPCM avec les valuations) Soient py, pa, ..., pi des entiers premiers
deuz o deuz distincts et (a1, qq,...,a;) € N¥ et (81, B, ..., Br) € N¥ tels que a = p{ipy>..ph* et

k
b= pflpgzp/gk Alors aV b = Hpmax(ozl,/jl)'
=1
Autrement dit a VvV b = H prax(vp(a)vp()),
peEP

Remarque 1.4.5 Soit (a,b) € (N*)?. Alors (a Ab)(a Vb) = ab.



2 L’anneau K| X|

Dans ce paragraphe, K désigne un corps inclus dans C (on verra plus tard que 1'on appelle cela sous-
corps de C). On suppose acquise la construction de K[X| qui se fait de la méme maniére que C[X] ou
RIX].

Les notions de degré, de coefficients dominants ainsi que les opérations 4, X et o se définissent aussi
de la méme facon.

Cela fait de (K[X], 4, x) un anneau commutatif.

On le suppose integre (on verra plus tard cette notion) :

VP,Q, € K[X], PQ =0= (P =0) ou (Q=0).

On rappelle qu'un polyndéme unitaire est un polynoéme de coefficient dominant un.

2.1 Divisibilité et division euclidienne

Proposition 2.1.1 (Polynoémes associés) Soient P,Q € K[X]|. On a (P|Q et Q|P) si et seulement s’il
existe A\ € K* tel que P = AQ. Dans ce cas, on dit que P et (Q sont associés.

Théoréme 2.1.1 (Division euclidienne) Soient A et B deuz polynomes sur K, avec B non nul. Il
existe un unique couple (Q, R) de polynomes sur K telles que

A=BQ+R e d’R<dB.
C’est la division euclidienne de A par B. On appelle QQ le quotient et R le reste.

2.2 PGCD, PPCM

Notations : Soit A € K[X].
e On note Div(A) 'ensemble des diviseurs de A.
e On note Mul(A) I'ensemble des multiples de A.

Proposition 2.2.1 ( Existence du PGCD et PPCM) 1. 11 existe un unique polynome nul ou uni-
taire D tel que
VP € K[X], (P|A et P|B) < P|D.

Autrement dit D est le polynome unitaire de plus haut degré de Div(A) N Div(B).
2. Il existe un unique polynome M nul ou unitaire tel que que

VP € K[X], (A|P et B|P) & M|P.

Démonstration : Calquer la démonstration de sup sur R ou C. Nous verrons une autre preuve a la fin
du cours dans le paragraphe sur les idéaux.

Définition 2.2.1 (PGCD et PPCM) On reprend les notations de la proposition précédente :

1. Le polynome D est le plus grand commun diviseur de A et B, noté AN B.

2. Le polynome M est le plus petit commun multiple de A et B, noté AV B.

Définition 2.2.2 (Polynémes premiers entre eux) Les polynomes A et B sont premiers enltre eux si
ANB=1.

Remarque 2.2.1 St AN B = D, alors il existe Ay et By dans K[X] tels que A= DA, et B= DBy et
Al A B1 =1.

Proposition 2.2.2 (Relation de Bézout) Soient A, B € K[X]. On pose D = AN\ B.
Il existe U,V € K[X] tels que AU + BV = D.



Deémonstration : Calquer la démonstration de sup sur R ou C. Nous verrons a la in du cours sur les
idéaux une autre preuve.

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de Bézout) A A B = 1 si et seulement s’il existe deux polynomes U, V
tels que AU + BV = 1.

Démonstration : Transposer la démonstration vue sur Z.
Remarque 2.2.2 (IMPORTANTE) L’algorithme d’Euclide vu sur Z est le méme sur K[X].

Exemple 2.2.1 Soient m,n € N*, avec m < n. Déterminer (X" — 1) A (X™ —1).

Théoréme 2.2.2 (Théoréme de Gauss) Soient (A, B,C) € K[X]? tels que A divise BC' et
ANB =1. Alors, A divise C'.

Exemple 2.2.2 Soient m,n € N* et (F,G) € C,[X] x C,,[X] avec d°F =n et d°G = m. Soit
o4 CnalXI X Cot[X] = G [X]

’ (U, V) — UF+VG
¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que

Définition 2.2.3 (PGCD d’une famille finie de polynémes) Soient A, ..., A, € K[X] des polynomes
dont l'un au moins est non nul. On appelle plus grand commun diviseur (ou PGCD) de Ay, ..., A, le
diviseur commun unitaire de Ay, ..., A, de degré mazimal. On note celui-ci Ay N ... N A,.

Proposition 2.2.3 (Relation de Bézout) Soient n un entier supérieur ou égal a 2, Ay, ..., A, une fa-
mille de n polynomes et D leur PGCD. Il existe des polynomes Uy, ..., U, tels que

AU +---+ AU, =D.



Démonstration : Volr démonstration faite en sup.

Définition 2.2.4 (Premiers entre eux dans leur ensemble) Soient n un entier supérieur ou égal a 2,

Ay, ..., A, une famille de n polynomes. Ces polynomes sont premiers entre eur dans leur ensemble si
leur PGCD vaut 1.

Théoréme 2.2.3 (Théoréme de Bézout) Soient n un entier supérieur ou égal a 2, Ay, ..., A, une fa-
mille de n polynomes. Les propositions suivantes sont équivalentes.

1. Les polynomes Ay, ..., A, sont premiers entre eux dans leur ensemble.

2. Il existe des polynomes Uy, ..., U, tels que AUy + ---+ AU, = 1.

Démonstration : Voir démonstration faite en sup.

2.3 Polynomes irréductibles

Définition 2.3.1 (Polyndémes irréductibles) Un polynome A de K[X] est dit irréductible dans K[X]
lorsque :

1. d°A > 1 (c’est-a-dire A est non constant).

2. Les seuls diviseurs de A sont les polynomes constants et les polynomes associés a A (les poly-
nomes de la forme AA avec A dans K*).

Lemme 2.3.1 Tout polynome non constant admet au moins un diviseur irréductible.

Démonstration : Soit P un polyndéme non constant. L’ensemble des degrés des diviseurs non constants
de P est une partie non vide de N* (il contient d°(P), car P divise P), qui possede donc un plus petit
élément ng. Soit Dy un diviseur de P de degré ng, prouvons que Dy est irréductible.

Un diviseur de Dy non constant et non associé a Dy serait un diviseur de P de degré strictement
inférieur a ng, ce qui contredit la définition de ny. Par conséquent Dy est irréductible.

Théoréme 2.3.1 (Décomposition d’un polynéme comme produit d’irréductibles) Tout polynome non
constant se décompose comme produit de facteurs irréductibles. La décomposition est unique, sauf a
changer un facteur en un facteur associé ou a modifier l’ordre des facteurs.

On peut affirmer de facon équivalente que tout polynome non constant A se décompose de facon unique
comme le produit d’un scalaire par un produit de polynomes unitaires irréductibles :

A= \P"..P™,

avec A € K*, Py, ..., P, des polynomes unitaires irréductibles deux a deux non associés et nq, ...,ny dans
N*. Ici X\ est le coefficient dominant de A.

Démonstration :

1. Existence. Effectuons une récurrence forte sur le degré. L’initialisation est triviale : un polynome
de degré 1 est irréductible.

Supposons que tout polynome de degré inférieur a n non constant se décompose comme produit
de facteurs irréductibles. Soit P un polynome non constant de degré n + 1.
e Si P est irréductible, alors il est produit d’un seul facteur irréductible.
e Supposons P non irréductible. Il existe deux polynomes ) et R non constants tels que
P =QR. Etant non constants et diviseurs de P , ils sont de fait de degré inférieur ou égaux
a n. En appliquant I’hypothese de récurrence a () et a R, on obtient leur décomposition en
produit de facteurs irréductibles. Il s’ensuit que P = QR est lui-méme produit de facteurs
irréductibles.
Ceci acheve la récurrence.



2. Unicité. Supposons que 7 admette deux décompositions

P = MJo: = u]] &
i=1 j=1

ou les Q; et R; sont irréductibles (les @Q); et les P; peuvent étre répétés dans la décomposition).
Tout d’abord, les ); et R; étant unitaires, il est immédiat que A = p (c’est le coeflicient
dominant de P). Sans nuire a la généralité, on peut supposer r < s.
Supposons maintenant que 1 ne divise aucun des ;. Ce ); étant irréductible, ceci implique
qu’il est premier avec tous les ;.
J
Montrons par récurrence que (7 est premier avec tous les H Ry, pour j dans [1, s].
k=1

Pour j =1, c’est clair.

J
Soit j € [1,s — 1] et on suppose ); premier avec HRk‘ Comme @) est premier avec R,

k=1

J
alors on a les deux relations de Bézout suivantes : QU + H R,V =1et /T + Ry /W =1,

k=1
avec T, U, V,W € K[X]. En multipliant ces deux relations, on a :
j j+1 j+1
N(QUT+UR;  \WH+T H RkV)+H R, VW = 1. Donc ), premier avec H Ry, ce qui acheve
k=1 k=1 k=1

la récurrence.
S

Ainsi pour j = s, Q1 est premier avec le produit H Ry, a savoir P : absurde.

k=1
Par conséquent () divise un des R;. Quitte a renuméroter les R;, on peut supposer que Q1|R;.
Or R; est irréductible et 1 n’est pas constant, donc 1 = R; (leurs deux coefficients dominants

valent un). Ceci permet d’obtenir
T S
=2 =2

On effectue ensuite une récurrence finie sur le nombre r de facteurs de la premiere décomposition,

afin d’obtenir apres simplification par QQo, ..., @, :
S
Jj=r+1

Cette égalité n’est possible que pour 7 = s. On a finalement obtenu que les ); et R; sont égaux,
a renumérotation pres. L'unicité de la décomposition est finalement établie.

Remarque 2.3.1 Soient A, B € K[X], non nuls. On suppose que A = AP{"...P,"* et B = pP{"...P"*,
avec Ny, ...,Ng, My, ..., my dans N et Py, ..., Py des polynomes unitaires irréductibles deux a deux non
associés. Alors :

e B|A<Vie][lk], mi<n,.

e ANB= Pfﬁn(m’ml)...P,flin("""m"').

e AVB= leax(m’ml)...P,znax(n’“’m’“).

Nous rappelons comment les résultats précédents s’adaptent sur R ou C :

Proposition 2.3.1 (Polynémes irréductibles et décomposition sur C) 1. Les polynomes irréductibles
de C[X] sont les polynomes de degré un.

2. Soit A polynéome non constant de C[X| avec n = d°A (qui est dans N*). Alors il existe une

unique décomposition a l'ordre prés de A sous la forme )\H(X — ai)ki, ou A est le coefficient
i=1

dominant de A, les o;; sont les racines deux a deux distinctes de A et k; est l’ordre de multiplicité

de ;.



Proposition 2.3.2 (Polynomes irréductibles et décomposition sur R) 1. Les polynomes irréductibles

de R[X] sont les polynomes de degré un et les polynomes de degré deuz ayant un discriminant
strictement négatif.

2. Soz’t A € R[X] non constant. Alors A s’écrit sous la forme

)\H — ;) l_I(X2 + 0, X + cl) iool a, ..., dans R deux a deux distincts, les polynomes
=1

reels X2+ 0, X + ¢; sont deux o deuz disctincts et  discriminant strictement négatif et les k;

et l; sont des entiers naturels non nuls.

Remarque 2.3.2 Soita € C. On a : (X —a)(X —a) = X* —2Re(a)X +|al? qui est un polynéme réel.
Ainsi une méthode pour factoriser un polynome réel consiste a le factoriser dans C[X] et de regroupes
les termes conjugués.

n—1
Exemple 2.3.1 1. Dans C[X], ona: X" —1= H(X - 62Z:7T).
k=0

2. Le polynome 4X® + 4 est-il irréductible dans R[X] ? S’il ne lest pas décomposez-le dans R[X]
par deux méthodes.

Les seuls polynémes irréductibles de R[X] sont de degré un ou deuz, donc 4x8 + 4 n’est pas irréductible dans R[X].

Premiére méthode :

Ona:4X8 +4=4(x3+1)=4 ((X4 +1)2 - 2X4) =4 ((x4 +1)2 - (ﬁx2)2) =

axt+1-vex)(xt+14+v2x2) =4 ((X2 +1)2 - (V24 2)X2) ((x2 +1)2—(2— \/§)X2) =

4X2 41— V2 V2X)(X2 41+ 2+ V2X)(XZ 41— /2 - V2X)(X2 + 1+ /2 - V2X). Ces quatre polynémes sont irréductibles dans R[X], car il
sont de degré deux sans racines réelles (s’ils avaient une racine réelle, alors 4x8 + 4 en aurait aussi, ce qui est impossible, car : Vo € R, 428 +4>0). On
a donc la décomposition en facteurs irréductibles dans R[X].

Deuziéme méthode :

Cherchons les racines z € C de 4X8 +4. On a :
2ikm (2k+1)im

. 8 ; .
4z8+4:0<:>z8:71:e”r:(e%) @(z/e%) =14 3k e[— 43]],2/68 =e 8 & Ike[-4,3],z=¢€ 8 . Ainsi :

8 _Tim _bim _3im _im im 3im 5im Tim (k+1)im _ (2k+1)im
4X"+4=4(X—-e 8 )(X—e 8 ) X—-—e 8 )X -—e 8)(X788>(X788)(X788)(X788)14H(X*6 8 WX —e 8
qui est la décomposition dans C[X].

Dans R[X], la remarque précédente nous dit que :

(2k+1)im (2k+1)im (2k+1)im (2k+1)im 2k + 1
S |2=X2_2cos(u>

X—e 8 )X-—-e = 8 y=X2—-2Re(e. 8  )X+|e

3 2k + 1
ax8 ra=4]] (Xz—zcos(%>x+1)

k=0

X +1, ceci donne une autre décomposition dans R[X] :

2 2
Remarque 2.3.3 Nous pouvons prouver grace a cela que : cos(mw/8) = +\/_
On a unicité de la décomposition en facteurs irréductibles, donc on peut identifier cette dé-
composition a la précédente. Regardons les termes en —X pour les identifier dans les deux
décompositions.
cos est décroissante sur [0, 7], donc cos(m/8) > cos(3m/8) > cos(bw/8) > cos(7n/8) et dans

l'autre décomposition :

V24+V2 > \J2-V2 > —\/2— > —\/24 V2, ainsi 2cos(n/8) = \/24 V2, soit :
cos(m/8) = L\/_

2

3. Soit P € R[X] non constant tel que : Yx € R, P(x) > 0. Montrer qu’il existe A, B € R[X] tels
e:P=A"+DB%



4. St P=ag+ ..+ a, X" est dans Z[X], on définit son « contenu » noté cp qui est ag A ... A a,.
Soient P,Q € Z[X].
(a) Sicp=cg =1, montrer que : cpg = 1.
(b) Montrer que cpg = cpcg dans tous les cas.
(¢c) On dit qu’un polynome P est irréductible dans Z[X], s’il n’existe pas de polynomes U,V
dans Z[X] tels que UV = P et d°(U) < d°(P) et d°(V) < d°(P). Montrer que si P est
irréductible dans Z[X], alors il est irréductible dans Q[X].

2.4 Révision de sup sur les fractions rationnelles

Ici K=RouK=C.

P
Définition 2.4.1 (Degré) Si ' = 0 avec P,Q € K[X] est non nulle, alors deg(P) — deg(Q) est

indépendant du représentant choisi. Cette quantité est le degré de F'. Par convention, deg(0) = —oo.

Proposition 2.4.1 (Partie entiére) Il eziste E, P;, ), € K[X]| et F} € K(X) tels que

P
F=FE+F=E+ Q—l et deg(Fy) < 0, soit deg(Py) < deg(Q1). E est la partie entiére de F.
1



P
Définition 2.4.2 (Pole) Soit F' € K(X) de forme irréductible —. Les racines de @ sont les poles de F.

Si v est une racine d’ordre k de ), on dit que o est un pole d’ordre k de F.

P
Proposition 2.4.2 (Décomposition en éléments simples dans C(X)) Soit F' = 0 une fraction ration-
p
nelle a coefficients réels, écrite sous forme irréductible, avec ) = )\H(X —ag)™. Alors F' s’écrit de
k=1

- AL
maniere unique F' = FE + Z Z X—)" ou E est la partie entiére de F' et pour tout k € [1,n],

k=1 j=1
Tk
Z ﬁ est la partie polaire de F relative a ay. C’est sa décomposition en éléments simples.
. — Qg
7j=1
p P[ p
Proposition 2.4.3 (Dérivée logarithmique) Si P = \ X —ag)"™, alors — =
p ( g que) g( k) 2 ; -

Exemple 2.4.1 Soit P € C[X] de degré au moins 2. Pour z,...,z, € C l'ensemble
P p

{Z NiZiy Al Ap € Ry, Z A = 1} est appelé enveloppe convexe de 21, ..., 2.
j= i=1

1. (Théoréme de Gauss-Lucas) Montrer que les racines de P' sont incluses dans [’enveloppe
convexe des racines de P.

2. Si P est dans R[X] est scindé sur R, montrer que P’ [’est auss.

Proposition 2.4.4 (Décomposition en éléments simples dans R(X)) Soit F' = — une fraction ration-

Ol

nelle a coeﬂiczents reels écrite sous forme irréductible. Notons

Q= H (X —ayg)"™ l_I(X2 + Bk X + %)% la factorisation de Q) en produits de polynémes irréductibles

k=1
dans R[X]. Alors F' s’écrit de maniére unique

L ED ) Mo oD 3 Beec
— o) (X2 + B X + )

k=1 j=1 k=1 j=1

ot E est la partie entiere de F' et les Ny j, ¢ j, di,; sont des réels. C’est la décomposition en éléments
simples de F' dans R(X).

La proposition suivante est valable pour K=R ou K =C :



Proposition 2.4.5 (Coefficient d’un pole simple) 51 F' = P/Q) € K(X) et « est racine simple de (),
alors Q = (X —«a)S, avec S(a) # 0 et le coefficient de e !
Ple) _ Ple)

S(a)  Q(a)’

dans la décomposition en élément simple

de F :

Exemple 2.4.2 Soit wy = eQif]fﬂ, avec k dans [0,n — 1] et n > 2. Réduire au méme dénominateur

n—1 1
F:ZX—wk'
k=0

3 Groupes

3.1 Groupes et sous-groupes
3.1.1 Groupes

Définition 3.1.1 (Groupe) Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne *
Ve,y e G, xxy € G).
On dit que G a une structure de groupe si :

o La loi x est associative : Vx,y,z € G, x % (y*2) = (x *y) * 2.

e La loi x est munie d’un élément neutree € G :Vx € G, xxe=e*xx = .

e Tout élément x de G posséde un symétrique ou inverse : Az’ € G, v 1’ =2’ xx = e.

On note ™' = a’.

On dit que la loi * est commutative si : Vr,y € G, xxy = y*x) et dans ce cas, le groupe est dit
commutatif ou abélien.

Remarque 3.1.1 1. 1l y a unicité de l’élément neutre et de l"inverse de chaque élément.

2. Lorsque le groupe est commutatif, la loi de composition interne peut étre notée +. Dans ce cas
[tnverse de x se note —zx.

8. Ona:Vo,ye G, (xxy) =y txat

4. On note parfois xy l'opération x * y.
5. On note x™ =x*xx*..xx, m fois et si le groupe est additif, on note mr =x+x+ ...+ x, m
fots.

6. Comme G n’est pas forcément commutatif, en général pour z,y € G, on a : (xxy)™ # ™ xy™.

Exemple 3.1.1 1. (Z,4), (Q,+4), (R+), (C,4), (@, %), (@}, x), (R, x), (R, %), (C, %),
(U, x), (U, x) sont des groupes. Ils sont tous commutatifs.
(Z,4), (Q,4), (R,+), (C,+) admettent 0 pour élément neutre et pour x dans l'un de ces
groupes, l'inverse est —x.
(Q, x), (Q, x), (R*, x), (RL, x), (C*,x), (U, x), (Uy, x) admettent 1 pour élément neutre
et pour x dans l'un de ces groupes, l'inverse est 1/x.

2. Soit X un ensemble. On note Sx [’ensemble des bijections de X dans lui-méme (appelées aussi
permutations de X ). Alors (Sx, o) a une structure de groupe pour la composition. On rappelle
que si f et g sont deux bijections de X dans X, alors fogq et f~' le sont aussi. Ici I’élément
neutre est Idxy : x — .

Si X =[1,n], on note S,, 'ensemble des permutations de [1,n].

3. (GL,(K),.) est un groupe de matrices pour la multiplication matricelle , d’élément neutre I,,.



4. GL(E), avec 2 un espace vectoriel, d’élément neutre Idg.

G = G et : { G = G,l sont bijectives.

T = ax r = o

En effet : V2 € G, 0,0 0a1(x) = 0o(a™'2) = aa™'w = x. Ainsi : 9, 0 pa—1 = Idg et de méme
on montre que : P,-1 0 Y, = ldg.

On remarque que : Y oY = Idg.

5. Soit a € G. Les applications @, : {

Proposition 3.1.1 (Le groupe Z/nZ) Soit n € Z, alors (Z/nZ,+) est un groupe commutatif.

Démonstration : La proposition 1.2.3 nous dit que la loi + est bien définie et que c’est un loi de
composition interne.
e Soient x,y,z € Z. Comme la loi + est associative sur Z, alors : (T+79)+Z =2x+y+2z =
@ty +z=2+(y+2)=T+yFz=7+(F+7)
e L’élément neutre est : 0.
e Soit x € Z, alors 'inverse de T est : —x.

Ce groupe est commutatif, car Ve, y € Z, T+y=c+y=y+x =7+ 7.

Remarque 3.1.2 1. On note —x = —T, en tant qu’inverse de T pour une loi additive.
2.T+..+T=x+ ..+ senote kT et donc kT = k.
k};is k};is

Définition 3.1.2 (Produit fini de groupes) Soient (G1,*1),...,(Gy, *,) n groupes. Soit % la loi de com-
position interne définie sur G X ... X G,, par :

V(g1, Py ooy Grs By ) € GT X oo X G2, (g1, ooy Gn) * (B ooy hy) = (g1 %1 Bty ooy G o B

(Gy X ... X Gy, %) est le groupe produit de Gy, ..., G,,.

1

Remarque 3.1.3 L’élément neutre est (eq,,...,eq,) et (g1, gn) " = (g1, .., g 0).

3.1.2 Sous-groupes

Définition 3.1.3 (Sous-groupe) Une partie H d’un groupe (G,*) est un sous-groupe de G lorsqu’elle
vérifie les assertions suivantes :

e ¢ € H, avec e I’élément neutre de G.

e H est stable pour x :Ve,y € H, txy € H.

o Le symétrique de tout élément de H est encore dans H :Vx € H, x™' € H.

Remarque 3.1.4 ATTENTION, dire que H est un sous-groupe ne veut rien dire. Il faut préciser de
quel groupe on est un sous-groupe.

Proposition 3.1.2 (Caractérisation des sous-groupes) Soit H une partie d’un groupe (G,*). H est un
sous-groupe de G si et seulement si :

e cc H.

e Vo yc H zxy '€ H.

Exemple 3.1.2 Soit G un groupe fini tel que : Vo € G, x° = e. Montrer que G est commutatif et que
card(G) = 2%, avec un certain k de N (on pourra montrer que si H est un sous-groupe de G, alors
H UaH est un sous-groupe de G pour a dans G\ H ).



3.1.3 Intersection de groupes, groupe engendré par une partie

Proposition 3.1.3 (Intersection de sous-groupes) Soit (H;);cr une famille (finie ou infinie) de sous-
groupes d’un groupe (G, x). Alors nHi est sous-groupe de G.
icl

Démonstration : e ﬂ H; est inclus dans G.

iel
e Comme les H; pour ¢ dans I sont des sous-groupes, alors : Vi € I, eq € H;, puis eg € ﬂ H;.
iel
e Soient x,y € ﬂ H;. Ainsi x et y sont dans tous les H; pour ¢ dans I, qui sont des sous-groupes de
iel
G,donc : Vi€ I, zy ' € H;, puis 2y~ ' € ﬂHi.

el

Remarque 3.1.5 Attention, la réunion de sous-groupes n’est pas en général pas un sous-groupe. Par
exemple Gy = {2k, k € Z} = 2Z et Gy = {3k, k € Z} = 3Z sont des sous-groupes de (Z,+), mais
G1 UG5 n'est pas un sous-groupe de (Z,+). En effet 2 est dans G1, 3 est dans Gy, mais 2+3 =5 n’est
pas dans G1 U Gy, donc ce dernier ensemble n’est pas stable par addition.

Définition 3.1.4 (Sous-groupe engendré par une partie) Soit (G,*) un groupe et A une partie de G.
L’intersection de tous les sous-groupes de G contenant A est un sous-groupe de G, appelé sous-groupe
engendré par A et noté (A). Ainsi (A) = ﬂ H.

H sous-groupe de G
ACH

Proposition 3.1.4 (Caractérisation du sous-groupe engendré par A) Soit (G,*) un groupe et A une

partie de G. Alors (A) est, au sens de linclusion, le plus petit sous-groupe de G contenant A.
Autrement dit, si H est un sous-groupe de G tel que A C H, alors (A) C H.

Démonstration : e D’apres le théoreme d’intersection (A) est est bien un sous-groupe de G et il
contient A par construction.

e Soit H un sous-groupe de G contenant A. Puisque (A) est I'intersection de tous les sous-groupes de
G contenant A, on a (A) C H. Ainsi (A) est contenu dans tout sous-groupe contenant A, c¢’est donc
bien le plus petit au sens de I'inclusion.

Définition 3.1.5 (Partie génératrice) Soit A une partie de G. On dit que A engendre G si (A) = G.

Remarque 3.1.6 1. (D) ={eg}.



2. 51 A est non-mae ators on peut montrer que
(A) = {af' x---xas", ne N (ag,...,a,) € A", (e1,...,e,) €{1,—1}"}.

En d’autres termes (A) est l’ensemble des éléments de G qui sont des produits finis d’éléments
de A ou dinverses d’éléments de A. Ce sont toutes les combinaisons possibles d’opérations
effectuées a partir d’éléments de A.

Exemple 3.1.3 Le groupe (Q,+) peut-il étre engendré par une partie finie ?

3.1.4 Les sous-groupes du groupe (Z, +)

Proposition 3.1.5 (Sous-groupes de Z) Pour n € Z, l'ensemble nZ = {nk, k € Z} des multiples de n
est un sous-groupe de (Z,+). De plus, tout sous-groupe de (Z,+) est de cette forme.

Démonstration :
e nZ est inclus dans Z.
Ona:0=nx0e€nZ.
Soient nx,ny € nZ, avec z,y dans Z. On a nx — ny = n(x — y) qui reste dans nZ.
Par la caractérisation des sous-groupes, (nZ, +) est un sous-groupe de (Z, +).
e Réciproquement, soit H un sous-groupe de (Z,+).

1. Si H = {0}, alors H = 0Z.
2. Si H # {0}, alors il existe m dans H non nul. Si m est dans H, alors —m aussi et donc
I'ensemble {m, m € H N N*} est une partie non vide de N. Elle possede donc un plus petit

élément n > 0, qui est dans H. Comme H est un sous-groupe de Z, ainsi le sous-groupe nzZ
engendré par n vérifie par stabilité des opérations dans H :

nZ C H.
Montrons aussi que H C nZ. Soit m € H. Alors

m=nqg-+r

|
Al(q,r) € Z x N, { 0<r<n

Comme m € H et nqg € H donc r =m —nqg € H. Mais r < n et n est le plus petit élément
strictement positif de H. Donc r = 0 et m = nq € nZ.
Finalement H C nZ et on conclut H = nZ.

3.2 Morphisme de groupe
3.2.1 Définition et exemples

Définition 3.2.1 (Morphisme de groupes) Soient (G, x) et (H,T) deux groupe et une application
f:G — H. On dit que f est un morphisme de groupe si V(x,y) € G?, f(x*y) = f(z)T f(y).
On note en général f : (G,x) — (H, T) un morphisme entre (G,*) et (H,T).

Proposition 3.2.1 Soit (G, *) et (H,T) deux groupes de neutres respectifs eq et ey. Soit
f G — H un morphisme de groupes. Alors :



1. f(eg) = eq.
2.Vz eG, flx)' = f(z™h).

Remarque 3.2.1 La composition de morphismes de groupes est un morphisme de groupes.

Exemple 3.2.1 1 f: (R, +) = (R, x), 2 — €*, est un morphisme de groupes.
En effet :Vr,y € R, f(z+y) =" ="’ = f(x) x f(y).
2. g:(C,4+) = (C,+), z+— Z, est un morphisme de groupes .
Eneffet :¥z,2 €C, g(z+2)=2+2 =2+ 2 = g(2) + g(¢).
3. Le déterminant det : (GL,(C), x) — (C*, X) est un morphisme de groupes.
En effet : YM,N € GL,(C), det(M x N) = det(M) x det(N).

4. Déterminer les morphismes de groupes f : (R, +) — (R, +) qui sont continus en 0.

5. Soient T',T" des groupes finis et o : I' — I un morphisme de groupes. Soit H = ker (.
Démontrer que card(I") = card(y(I")) card(H ).

3.2.2 Image et noyau d’un morphisme

Proposition 3.2.2 (Image directe et image réciproque de sous-groupes par un morphisme) L ’image di-
recte et ['tmage réciproque de sous-groupes par un morphisme de groupes sont des sous-groupes.

Plus précisément soit f : (G,*) — (H,T) un morphisme de groupes, et G' et H' des sous-groupes de

G et H respectivement. Alors f(G') est un sous-groupe de H et f~*(H') est un sous-groupe de G.



Définition 3.2.2 (Noyau et image d’un morphisme) Soit f : (G, *) — (H, T) un morphisme de groupes.
1. On appelle noyau de f, noté Ker (f), ’ensemble des antécédents par f de ey dans G :

Ker (f) = [~ ({en}) ={z € G; f(2) = en}.

C’est d’apres la proposition précédente un sous-groupe de G.

2. On appelle image de f, noté Im (f), l’ensemble des images par f des éléments de G :
Im(f)=f(G)={ye H;Ir G, y=f(x)}.
C’est d’apres la proposition précédente un sous-groupe de H.
Remarque 3.2.2 Un noyau n’est jamais vide. En effet, il contient toujours eq, car f(eq) = eq.

Exemple 3.2.2 Considérons 'application déterminant det : (GL,(C), x) — (C*, x), réalisant un mor-
phisme de groupes multiplicatifs.

Son noyau Ker (det) = SL,,(C) est constitué des matrices de déterminant 1, il est appelé groupe spécial
linéaire.

Proposition 3.2.3 (Caractérisation des morphismes injectifs/surjectifs) Soit
f:(G,%) — (H, T) un morphisme de groupes.

1. f est injective si et seulement si Ker (f) = {eg}.

2. f est surjective si et seulement si Im (f) = H.

Définition 3.2.3 (Isomorphisme, automorphismes de groupes) Soit (G, *) et (H, T) deux groupes. Un
isomorphisme de groupe entre G et H est un morphisme de groupes bijectif entre G et H.
Dans ce cas, on dit que G et H sont isomorphes.

Exemple 3.2.3 1. Les groupes (R?, x) et (R, +) sont isomorphes via In

(Vr,y € RY, In(zy) = In(z) + In(y)).
2. Soit G un groupe. Soit g € G. Alors 6 G
. groupe. g ) R0 NN e
Montrons que @, est un morphisme de groupe.

On a :Vr,y € G, p,(ry) = gryg™" = grg~ ' gyg™" = ¢q(x)p,(y).
Nous remarquons que : Yz € G, 9,0 pg-1(z) = p,(g7'xg) = gg 'xgg™" = x. Ainsi :

0y 0 0g—1 = Idg. De méme on a : py10p, = Idg. Ainsi g, est bijective et (0,)"" = @ 1.

1 est un isomorphisme de groupe

3. Soit G un sous-groupe non réduit a {0} de Z". Montrer qu’il existe r € [1,n] tel que G soit
7" — 4

isomorphe a Z", on pourra considérer f : { ( ) o .
X1y ..y Tn



Proposition 3.2.4 (Réciproque d’un isomorphisme de groupes) La bijection réciproque d’un isomor-
phisme de groupes est elle-méme un isomorphisme de groupes.

Exemple 3.2.4 L’isomorphisme réciproque de In : (R%, x) — (R, +) est exp : (R, 4+) — (R%, x), qui
est bien un morphisme de groupes.

Proposition 3.2.5 (La surjection canonique Z — Z/nZ) L’application a — @ est un morphisme sur-
jectif de groupe de (Z,+) dans (Z/nZ,+).

Le noyau de cette application est nZ.

Démonstration : e Cette application est un morphisme de groupe car par définition des opérations
dans Z/nZ (proposition 1.2.3), on a : Ya,b € Z, a +b =@+ b.

e Soit # € Z/nZ. 1l existe un représentant k dans Z de la classe z : x = k. Ainsi I'application a + @
est bien surjective de Z dans Z/nZ.

e On a a = 0 si et seulement si a = 0[n] si et seulement si n|a si et seulement si a est dans nZ. Donc
le noyau de I'application a — @ est bien nZ.

3.3 Groupes monogenes et cycliques
3.3.1 Définitions des groupes monogenes et cycliques

Définition 3.3.1 (Groupe monogeéne) Un groupe (G, *) est monogéne lorsqu’il est engendré par un seul
de ses éléments. En d’autres termes, il existe g € G tel que G = ({g}). On note souvent G = (g).
Dans ce cas tout élément g € G tel que G = (g) est appelé générateur de G.

Proposition 3.3.1 (Description des groupes monogénes) Soit G = ({g}) un groupe monogéne engen-
dré par g. Alors G = {¢*, k € Z}.

Démonstration : e Comme G est un groupe, il est stable par multiplications, donc : Vk € N, ¢* € G.
Il est aussi stable par passage a I'inverse, donc g~' € G, puis: Vk € N, g% = (¢)¥ € G. Ainsi on a :
{¢", keZ} Ca.

e Montrons que H = {¢g*, k € Z} est un sous-groupe de G.

Onaes=¢" € Hetpourz =¢g* et y =¢', avec k,l dans Z, ona: zxy ' =¢*x g7 = ¢* ' € H.
Donc par la caractérisation des sous groupes H est un sous-groupe de G contenant g.

Or (g) est le plus petit sous-groupe (au sens de l'inclusion) de G contenant g, par définition d’un
sous-groupe engendré par une partie, donc : (g) C H, puis G C {¢*, k € Z}.

Remarque 3.3.1 Soient G = ({g}) un groupe monogéne, G' un groupe et f : G — G' un morphisme
de groupe. Alors H = f(Q) est

Proposition 3.3.2 (Les générateurs du groupe (Z/nZ,+)) Les générateurs du groupe (Z/nZ,+) sont
les classes k ou k est un entier premier avec n.

Autrement dit Z./nZ = {pk, p € Z} = {0,k,2k, ..., (n — 1)k}, si k est premier avec n.

Démonstration :



Exemple 3.3.1 Donner les générateurs de (Z/6Z,+). Quel est le sous-groupe engendré par 2 2

Définition 3.3.2 (Groupe cyclique) Un groupe est dit cyclique lorsqu’il est monogéne et fini.

Exemple 3.3.2 1. (Z,+) est , engendré par
2. (U,, x) est , engendré par
3. (Z/nZ,+) est , engendré par
Proposition 3.3.3 (Description des groupes monogénes) 1. Tout groupe monogéne infini est iso-

morphe a (Z,+).

2. Tout groupe monogene fini G (on dit cyclique) est isomorphe a (Z/nZ,+), avec n € N*. Dans
ce cas, G est de cardinal n et G = {e,g,¢%, ...,g" '}, pour un certain g dans G et n est le plus
petit entier naturel k non nul tel que ¢° = e.

Démonstration : Soit G = ({g}) = {¢*, k € Z}. On pose ¢ : { ]({Z, +) : ;f’ *) . Cette application

est bien un morphisme de groupes : Vk,l € Z, o(k+1) = ¢""" = ¢" x ¢ = (k) * ().
Cette application est par ailleurs surjective, car : Yk € Z, ¢(k) = ¢" et G = {¢*, k € Z}.
Le noyau de ¢ est un sous-groupe de (Z, +) grace a la proposition 3.2.2. La proposition 3.1.5 nous dit
qu’il existe n dans N tel que Ker ¢ = nZ.
e Premier cas : n = 0. Ainsi Ker ¢ = {0}, donc ¢ est injective (proposition 3.2.3). Cela fait que ¢ est
un isomorphisme de (Z, +) dans (G, *).
(Z/nZ,+) — (G,*)
k = g~ )

e Deuxieme cas : n > 0. Soit ¢ : {

Remarque 3.3.2 (IMPORTANTE) Soit f : G — G’ un isomorphisme. Alors G est monogéne si et
seulement si G' est monogéne. On a vu dans la remarque 3.3.1 que si G est monogéne, alors G' l’est
aussi. Réciproquement f~' : G' — G est aussi un morphisme de groupe et donc si G' est monogéne,
alors G ’est aussi.

Dans ce cas, G est cyclique si et seulement si G’ l'est aussi, car ces deux groupes sont infinis ou finis
en méme temps, car f est bijective.

Exemple 3.3.3 1. Dans GLy(R), le groupe engendré par ( 0 -1

) est-t-il monogéne ou cyclique ?



2. (U,, x) est cyclique avec U,, = {1, en, (e%){ o (e%)”_l}. Il est donc isomorphe a Z/nZ, via
Z/nZ — U,

2ikm

k —oen
Quels sont les éléments générateurs de (U, x) ?

lapplication {

3. Montrer qu’un sous-groupe H d’un groupe monogene G = {gk, k € Z} est monogéne. Montrer
qu’un sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

St G est cyclique, alors il est fini, donc H aussi, puis H est cyclique.

4. Soient m,n € N*. Déterminer les morphismes et isomorphismes de groupes
o : (Z/nZ,+) — (Z/mZ,+).

3.4 Ordre d’un élément dans un groupe

Définition 3.4.1 (Ordre d’un élément) Soit (G, *) un groupe d’élément neutre ec. Soit g € G. On dit
que g est d’ordre fini s’il existe un entier naturel n non nul tel que g" = eq.
L’ordre de g est le plus petit entier naturel n non nul tel que : ¢" = eq.



Exemple 3.4.1 Soient A = <(1) _01) et B = ((1) :1) On se place dans le groupe GLy(R). On

constate que A*> = —I,, A> = —A et A* = I,, donc A est d’ordre 4.

Ona:B?= (:} (1)) et B3> = I,, donc B est d’ordre 3.
Mais AB = <_01 _11 qui n’est pas d’ordre fini, grace a l'ezemple précédent. Ainsi le produit de deux

éléments d’ordre fini n’est pas forcément fini.

Proposition 3.4.1 (Sous-groupe engendré par un élément d’ordre fini) Un élément g d’un groupe G
est d’ordre fini si et seulement si le sous-groupe engendré par g est fini.
Dans ce cas, U'ordre n de g est le cardinal du sous-groupe engendré par g : {(g) = {e,g,...,g" '} et :

Vk €N, ¢* =eq < nlk.

Démonstration : Grace a la démonstration de la proposition 3.3.3, g est d’ordre fini si et seulement si
L (Z+) = (G¥)

¥ - k N gk

ce cas, si on note n le plus petit entier k tel que g* = e, alors n est l'ordre de g et la proposition 3.3.3

nous dit que ce groupe est de cardinal n. La derniere équivalence est donnée par la méme proposition.

n’est pas injective si et seulement si le groupe monogene (g) est fini. Dans

Exemple 3.4.2 1. Soit a un élément d’ordre n. Soit k € N* et on pose d = k A n. Montrer que
Vordre de a® est n/d.

On remarque que si k divise n, alors Uordre de a* est n/k.

2. Soient G un groupe et a,b € G tels que ab = ba avec a d’ordre p et b d’ordre q.

(a) Sip et q sont premiers entre eux, quel est l'ordre de ab ?
(b) Dans le cas général, est-ce que l'ordre de ab est pV q ?

3. Les groupes (Z/8Z,+) et (Z/AZ x 727, +) sont-ils isomorphes bien qu’ils aient le méme car-
dinal ?



Théoreme 3.4.1 (Ordre d’un élément dans un groupe fini) Soit (G, *) un groupe fini de cardinal n.
Soit a € G. Alors a est d’ordre fini p et on a : p|n. En particulier a™ = eg.

Démonstration : Voici une démonstration simple dans le cas ou G est commuatif :

Pour la preuve dans le cas généal, nous allons démontrer le théoreme de Lagrange, qui dit que pour

tout sous-groupe H de G, on a card(H)|card(G).

Soient x,y € H. Montrons que xH = yH ou (xH) N (yH) = (.

Supposons que (zH) N (yH) # 0. 11 existe donc h,h' € H tels que xh = yh’, soit x = yh'h ™. Soit

k€ H.Onadonczk =yp'h™ 'k € yH. Ainsi zH C yH. On montre de méme I'autre inclusion et donc

eH

xH =yH.

Orona:G= U gH que I'on peut donc écrire comme une union disjointe ;4 U ... U z,H. Ainsi
geG

P

ona: |G| = Z |z; H|. Par suite pour i € [1,p] comme f :
k=1

réciproque z + x; '2), alors |xv;H| = |H|, puis |G| = p|H|, ce qui donne le théoréme de Lagrange.

On en déduit que pour H = (a), alors p = |H| divise G.

est une bijection (de

Exemple 3.4.3 1. (a) Montrer que U, est le seul sous-groupe de (C*, x) de cardinal n.
(b) Soit G un sous-groupe fini de GLo(C) tel que GNSLy(C) = {Iy}. Montrer que G est cyclique.

2. Soit G un groupe de cardinal p, avec p un nombre premier. Montrer que G est cyclique.

3. Déterminer les sous-groupes de (Z/nZ,+) de cardinal k avec k|n.

4. Soit (G,.) un groupe commutatif fini de cardinal n et de neutre e. Pour d € N* divisant n, soit

Gi={r e G, 2> =¢e}. On écritn = pr la décomposition de n en facteurs premiers.
i=1



(a) Montrer que f : g Pi est un isomorphisme.
(X1, .y Tp) > Ty..mp

(b) On suppose désormais que pour tout diviseur d de n dans N*, on a : |G4| < d. Montrer que
pour tout ¢ dans [1,7], il existe g; dans G d’ordre pj*, puis que G est cyclique.

3.5 Rappels de sup sur le groupe S,

Définition 3.5.1 (Groupe symétrique) Le groupe symétrique, noté S,, est l’ensemble des permutations
(bigections) de [1,n]. (S,,0) est un groupe de cardinal n!. Sin > 3, ce groupe est non commutatif.

Remarque 3.5.1 Intuitivement, cet ensemble est de cardinal n!, car pour une bijection o de [1,n] dans
[1,n], pour o(1), nous avons n choiz, puis pour o(2), nous avons n — 1 choiz, pour o(3), on an — 2

choiz,..., pour o(n — 1), il reste deuz choiz et pour o(n), on n'a qu’un choiz. Par cette construction,
le nombre de permutations o possibles est n X (n —1) X ... x 2 x 1 =nl.



Exemple 3.5.1 Est-ce que Sy possede un élément d’ordre 160 ¢

Notations :

Soit o € §,. On note o = (g(l) o(2) - U(”))‘

Définition 3.5.2 (Transposition) Une transposition de S, est une permutation T telle qu’il existe
i, j € [1,n] satisfaisant i # j, 7(i) = j et T(j) =i et pour tout entier k différent de i, j, 7(k) = k. On
note T = (i, 7).

Remarque 3.5.2 Une transposition est d’ordre 2.

Définition 3.5.3 (Cycle) Soientp > 2 et A= {a1,...,a,} C [1,n]. Soit o la permutation définie par :
Ve g A, o(x) =z et : Vi€ [l,p—1], o(a;) = ais1 et o(a,) = a1. o est appelé cycle de longueur p de
support A. On note o = (ay,--- ,ayp).

Remarque 3.5.3 Un cycle ¢ de longueur p est d’ordre p. En effet, nous constatons qu’en appliquant p
fois ¢ on revient au point de départ : Vx € [1,n], P(x) = x. Ainsi ¢ = Id, puis ¢ est d’ordre au plus
.

Par ailleurs c(ay) = ag, *(a1) = as, ..., (a1) = a,_1, donc : Yk € [1,p — 1], *(a1) # a1 et donc :
VEk e [1,p—1], * # Id. Done Uordre de ¢ nest pas strictement inférieur a p. Ainsi ¢ est d’ordre p et
(¢) ={Id,c,...,.c"1}.

Exemple 3.5.2 Soit ¢ = (a1, ..., a,) un p-cycle de S,,. Soit o € S,,. Montrer que cocoo™

dont on donnera les caractéristiques.

est un cycle

Proposition 3.5.1 (Décomposition d’une permutation en cycles) Toute permutation se décompose comme

un produit de cycles a supports disjoints. Cette décomposition est unique a l'ordre des facteurs pres.
Par ailleurs les cycles de ce produit commutent entre eut.

Exemple 3.5.3 Soit 0 € S,,. Pour k € [1,n], on note n(c) le nombre de cycles de longueur k dans la
décomposition en cycles de o. Soit T € S,. Montrer qu’il existe p € S, tel que T = pocop ' si et
seulement si : Yk € [1,n], ng(1) = ng(o).



Proposition 3.5.2 (Partie génératrice de S,)) Les transpositions engendrent S,,. Ainsi tout élément de
S, est un produit de transposition.

Démonstration : Soit H le sous-groupe de &, engendré par les permutations. Par définition d'un
sous-groupe, nous avons H C S,,.
Nous savons par ailleurs que toute permutation est un produit de transpositions. Ainsi S,, C H.

Ainsi H = §,,.

Exemple 3.5.4 Montrer que {(1,i), 2 <i < n} engendre S,.

Définition 3.5.4 (Signature) Il existe un et un seul morphisme de groupes € : (S,,0) — ({1,—1}, %)
tel que pour toute transposition T, on ait : e(1) = —1.
On a donc :Vo,0’ € S, e(o0’) = e(o)e(d”).

Exemple 3.5.5 1. L’ensemble des permutations de S, de signature un noté A, est un sous-groupe
de S, de cardinal n!/2, pour n > 1.
A, est le noyau du morphisme de groupe £, donc A, est un sous-groupe de S,,.
On pose B, = {0 € S,, e(0) =—1}. On a S, = A, UB, et cette union est disjointe. Montrons

que |A,| = |By|. Nous allons établir une bijection entre ces deuz ensembles. Soit T = (1,2). Soit
— . . . \
O { An Bn Cette application est bien a valeurs dans B,,, car :
o = TO

B, — A,
o = T0

Vo € A, e(to) =¢e(1)e(0) = (=1) x 1 = 1. On pose 1 : {

On a :Vo € A,, voo¢(o) =710 =0 et donc : o ¢ = Ida, et on montre de méme que :
potp = Idg,. Ainsi ¢ est une bijection et donc : |A,| = |B,|. Ainsi |S,| = |Au| + |Ba| = 2] A4,
|Sn|  n!

2 27
2. Soit n € N*. Déterminer les morphismes de groupes de (S,,0) dans (C*, x).

puis |A,| =



4 Structures d’anneau, de corps

4.1 Révisions de sup sur les anneaux

Définition 4.1.1 (Structure d’anneau) Soit A un ensemble muni de deuz lois de composition interne
notées + et x. On dit que (A, +, X) est un anneau lorsque :

o (A, +) est un groupe commutatif; son neutre est noté 04 (€élément neutre additif).

e La loi X est associative.

e La loi x est distributive par rapport a la loi + (Vx,y,z € A, e X (y+2) =x Xy+x Xz et

(x4+y)xz=xxz+yxz)

e La loi X admet un élément neutre, noté 14 et appelé élément unité de A.

Si de plus la loi x est commutative on dit que (A, +, X) est un anneau commutatif.

Remarque 4.1.1 1. Dans un anneau (A, +, X) on note —x le symétrique de x pour +.

2. Attention : a priori un élément n'a pas de symétrique pour x, donc la notation x~' n’a pas
de sens en général.

Exemple 4.1.1 1. (Z,+,x), (Q,+, X), (R,+, x), (C,+, x) sont des anneaux commutatifs.
2. (K[X], 4+, x) est un anneau commutatif.

3. (F(R,R),+, x) est un anneau commutatif, d’unité la fonction constante de valeur 1 et I’élément
neutre additif la fonction constante nulle.

4. My, (R) est un anneau , non commutatif sin > 1. L'unité est I,, et d’élément neutre additif 0,,.

5. (GLy(R),+,-) n'est pas un anneau. En effet I, et —I,, sont dans GL,(R) et I, + (—1I,) = 0,
qui n'est pas dans GL,(R).

4.2 Révisions de sup sur le calcul dans un anneau et les éléments inversibles

Remarque 4.2.1 Soit (A, +, X) un anneau.

1. On a les régles de calcul
(a) Va € A, ax04 =04 xa=04.
(b) V(a,b) € A*, (—a) xb=a x (—b) = —ab.
2. Poura € A etn €N, on note :
ata+---+a sin#0
(@ na={ " foi
04 stn=0
(b) (—n)a=n(—a) = (—a) + -+ (—a) sin # 0.
n%is
axax---xa sin#0
(c) a" = n]‘f;’l;S
1y sin=0

Proposition 4.2.1 (Binéme de Newton) Dans un anneau (A,+, X), lorsque deuz éléments
a et b commutent (a x b="bxa) on ala formule suivante :

vneN, (a+b)" =Y (Z) aF bk,

k=0

Proposition 4.2.2 (Formules de factorisation) Soit (A,+, x) un anneau.
1. Ya,be A, Vn € N,



2. V(n,p) € (N*)*, ¥Y(ay,...,a,) € A", ¥(b,...,b,) € AP,

n p P n n P
Z Zaibj = Z Zaibj = Zai Zb] = Z aibj.
i=1 \j=1 j=1 \i=1 i=1 j=1 1<i<n
1<5i<p
3. Siab=ba alors :
n—1
VneN, a"—b" = (a=b)(a" " +a" b+ ab" P+ ) = (a—b) [ D afprh!
k=0

Remarque 4.2.2 Quand vous devez calculer Zai Zbi , il est conseillé de changer le nom de
i=1

=1
n n
la variable de la deuxieme somme : E a; E b;j |. Cela évite les confusions avec les indices, car
i=1 j=1

les indices de ces deux sommes sont complétement indépendants.

Définition 4.2.1 (Elément inversible) Soit (A, +, x) un anneau. Soit x € A. On dit que = est inversible
s’il existe y dans A tel que © X y =y X x = 14. Dans ce cas, on note ! =y (et donc linverse de x
est unique).

Proposition 4.2.3 (L’ensemble des éléments inversibles d’un anneau) L’ensemble des éléments inver-
sibles d’un anneau est un groupe pour le produit.

En d’autres termes : si A est un anneau alors, en notant U(A) U'ensemble de ses éléments inversibles,
le couple (U(A), x) est un groupe.

Remarque 4.2.3 L’élément neutre du groupe (U(A), x) est : 14.
Exemple 4.2.1 1. Les inversibles de Z. sont 1 et —1.

2. Les inversibles de K[X]| sont les constantes non nulles.

4.3 Sous-anneau

Définition 4.3.1 (Sous-anneau) On considére un anneau (A, +, X) et une sous-partie A" de A. On dit
que la partie A" est un sous-anneau de A lorsque :

1. (A’ +) est un sous-groupe de (A, +).
2. La partie A" est stable pour la loi x :V(a,b) € A?, abe A'.
3. L’élément unité de A est dans A" : 14, € A'.

A’ hérite ainsi d’une structure d’anneau.

Exemple 4.3.1 1. L’ensemble (Z,+, x) est un sous-anneau de (R, +, x).
2. L’ensemble des matrices triangulaires supérieures est un anneau en tant que sous-anneau de

3. L’ensemble Z[i] = {a +ib, a,b € Z} est un sous-anneau de C. Quels sont ses inversibles ?
o (Z[i],+) est un sous-groupe de (C,+), car :
S 0=0+1i0 € Z[i].
- Soient a + ib et a’ + b’ dans Z[i], avec a,b,a’,b’ € Z. On a :
(a4 ib) — (a’ +ib") = (a — a’) +i(b—b) € Z[4].
o Soient a + ib et a’ + ib’ dans Z[i], avec a,b,a’, b’ € Z. On a :
(a4 ib) x (a’ 4+ ib’) = (aa’ — bb') + i(ab’ 4 a'b) € Z[i].
o 1=1+i0¢€ Z[].
Soit z = a + ib un élément inversible de Z[i]. Il existe donc 2’ = o’ + ib’ € Z[i] tel que zz' = 1. Ainsi \z\2\z/|2 =1 soit (a2 + b2)((a/)2 + (b/)2) =1.
Comme (a2 + b2) et ((a')2 + (b/)z) sont des entiers naturels, alors a®> + b2 = 1. Comme a et b sont des entiers, les seules possibilités sont (a,b) €
{(1,0),(-1,0),(0,1),(0,—1)}, ce qui correspond a z € {1,—1,%, —i}. Ces éléments sont réciproquement bien inversibles dans Z[i], d’inverse respectifs
1, -1, —i, 4.
4. L’ensemble des application continues de R dans R est un sous-anneau de [’anneau des applica-
tions de R dans R.

5. L’ensemble des suites bornées, l'ensemble des suites périodiques, sont des sous-anneauz de RY.



4.4 Produit d’anneaux

Proposition 4.4.1 (Produit de deux anneaux) Soit (A, +4, x4) et (B, +p, xXp) deux anneauz. On dé-
finit deux lois de composition interne + et X sur A X B en posant :

V(ai,az) € A, V(bi,bo) € B?, (a1,b1)+(az,b2) = (a1+aaz,bi+pbs), (a1,b1)x(az,b2) = (a1x aas, by xgby).
Alors (A x B,+, X) est un anneau. appelé anneau produit.

Démonstration :

e Grace aux propriétés d'un groupe produit, (A x B, +) est un groupe abélien.

e Comme pour les groupes produits, on montre que x est une loi associative.

e (14,1p) est I’élément unité.

o V(z,y,2,2,y,7) € A x B (2,2)) x (y,9) + (2,7) = (z,2") x (y +a 2,y +57) =
(xxa(y+a2),2" X (W +52))=(x xay+axxaz,2' xXpy +pa’ xp2)=
(x XAy, 2 xpy')+ (v x4 2,2 xp2')=(2,2") x (y,¢) + (2, 2") x (2,2).
De méme on montre que :
V(z,y,2,2" 4, 2") € A* x B, ((x,2)) + (y,v)) x (2,2)) = (2, 2") x (2,2) + (y, ') x (2,2).

Définition 4.4.1 (Produit fini d’anneaux) Soient (Ay, +1, X1),...,(An, +n, Xn) 7 anneauz. Soit + et X
les lois de composition interne définies sur Ay X ... X A, par :

V(Z1, YL, ooy Ty Yy ) € AT X X A2

(X1, ey Tn) + (Y1 ooy Un) = (T1 F1 Y1y ooy T 0 Yn),

(X1, ey ) X Y1y ooy Un) = (X1 X1 Y1y ooy Ty Xy Ynr) -

(A1 X ... X A, +, X) est un anneau et c’est l'anneau produit de Ay, ..., A,.

Exemple 4.4.1 Soient A et B deuzr anneauxr commutatifs. Déterminer U(A X B).

4.5 Morphisme d’anneaux

Définition 4.5.1 (Morphisme d’anneaux) Soit (A, +4, X4) et (B, +p, Xp) deuz anneaux.

1. Un morphisme d’anneauz est une application f : A — B respectant les structures d’anneaux,
c’est-a-dire vérifiant :

V(a,b) EA27 f(a+Ab):f(a) +B f(b)v f(CL X4 b):f<(l> XB f(b) et f(]-A):lB
2. Un morphisme d’anneaux bijectif est appelé isomorphisme d’anneauz.

Exemple 4.5.1 Quels sont les morphismes d’anneauz de (R, +, X) dans (R, +, x) ¢



Définition 4.5.2 (Noyau et image d’un morphisme d’anneaux) Soit f : A — B un morphisme d’an-
neaur.

1. On appelle noyau de f, noté Ker (f), 'ensemble des antécédents par f de Op dans A :
Ker (f) = f~'({08}) = {z € A; f(z) = 05}

2. On appelle image de f, noté Im (f), l’ensemble des images par f des éléments de A :
Im (f) =f(A)={y e B; e A y=f(z)}

Remarque 4.5.1 Un noyau n’est jamais vide. En effet, il contient toujours au moins 04, car f est
notamment un morphisme de groupe de (A,+4) dans (B, +5g).

Proposition 4.5.1 (Caractérisation des morphismes injectifs/surjectifs) Soit f : A — B un mor-
phisme d’anneaux.

1. f est injective si et seulement si Ker (f) = {04}.
B.

2. [ est surjective si et seulement si Im (f)

Proposition 4.5.2 (Réciproque d’un isomorphisme d’anneaux) La bijection réciproque d’un isomor-
phisme d’anneauz est elle-méme un isomorphisme d’anneaux.

Exemple 4.5.2 Soient m et n dans N*, avec n # m.

Montrer qu’il n’existe pas d’isomorphisme d’anneaux f de Z" dans Z™, on pourra s’aider de M, =
{(Xez" X*=(1,..,1)}.

4.6 Intégrité, corps

Définition 4.6.1 (Anneau intégre) Soit (A, +, X) un anneau. Il est dit intégre lorsque :
1. A#{04}.
2. X est commutative.
3. V(a,b) € A%, ab=0=[(a=0) ou (b=0)].
Ceci équivaut a : sia # 0 et b # 0 alors ab # 0.

Remarque 4.6.1 1. Dans un anneau intégre, on peut donc simplifier; si a est non nul, alors
ar =ay = xr =1y.

2. ATTENTION, on ne peut pas effectuer des simplifications dans tous les anneauz. Par ezemple

01 1 3 01 1 2 (1 2 1 3 o
dans Ms(R), on a : (0 O) (0 1>—(0 0) (0 1),ma@3 (0 1)7é<0 1>.Aznsz on ne

peut pas simplifier par 8 é



3. (IMPORTANT) Un x de A\ {0} est dit diwviseur de zéro s’il existe y dans A\ {0} tels que
x Xy =04. Un tel diviseur de zéro n’est pas inversible.

Exemple 4.6.1 (Z,+, x) et (K[X],+, X) sont des anneaux intégres.

Définition 4.6.2 (Structure de corps) Un ensemble K muni de deuz lois de composition interne + et
X est un corps lorsque :

1. (K, 4+, x) est un anneau commutatif.
2. O # 1x.
3. Tout élément de K\ {0k} admet un inverse pour x dans K.

Exemple 4.6.2 1. Les ensembles C, R, Q pour les lois + et x usuelles sont des corps commutatifs.
2. 7 et K[X] ne sont pas des corps.
3. Par contre (K(X),+, X) est un corps.

4. Tout anneau integre fini A est un corps.

5. Soit (K, +, x) un corps. Soit f : (K, +, x) = (K, +, X) un morphisme d’anneau (un corps peut
étre vu comme un anneaw). Montrer que f est injective.

6. Soit (K, +,.) un corps.

(a) Soit P : x Zakmlﬂ avec ag, ...,an—1 € F et a, € F\ {0}, qui est une fonction dite

k=0
polynomiale. Montrer que P s’annule au plus n sur K.

(b) Si K est fini, alors (K*, x) est cyclique.

(a)



(b) Si on note G = K* et n son cardinal, en reprenant l'ezemple 3.4.3, on a bien |G4| < d
pour tout diviseur d de n, car grace a ce qui précede, il y a au plus d éléments de K tel que
z? = 1. Ainsi G est cyclique.

Remarque 4.6.2 1. Tout corps commutatif est un anneau intégre. La réciproque est fausse : (Z,+, X)
est intégre mais pas un corps.
2. UK) = K*.

Définition 4.6.3 (Sous-corps) Soit (K, 4+, x) un corps et L. une partie de K. On dit que L est un
sous-corps de K lorsque :

1. L est un sous-anneau de K.
2. Vo € L\ {0k}, 7 € L.

Autrement dit I est un sous anneau de K qui a une structure de corps.

Exemple 4.6.3 1. Q est un sous-corps de R, qui est un sous-corps de C (pour les lois + et x
usuelles).

2. Tout sous-corps K de C contient Q.
En effet 1 est dans K. Comme K est stable par addition, alors : Vn e N*, n=14+ ...+ 1 € K.
—_——

nfois

Comme K contient 0 et que K est stable par passage a l'opposé, alors 7. C K.
1

Ensuite pour q € Z*, par stabilité par passage a l'inverse, on a : — € K, puis passe stabilité par
q

1
multiplication : Np € Z,Nq € 7", b_ px —ekK.
q 4q

4.7 Idéal d’un anneau commutatif

4.7.1 Définition et premieres propriétés

Soit (A, 4+, X) un anneau commutatif. Pour z,y € A, on notera aussi xy = = X y.

Définition 4.7.1 (Structure d’idéal) On appelle idéal de A une partie I de A telle que :
1. (I,+) est un sous-groupe de (A, +) ;

2. I est stable par la multiplication par un élément quelconque de A :¥Nx € I,Va € A, xa =ax € I.

Exemple 4.7.1 1. Ezemples d’idéaux de A :

2. Si un idéal I de A contient un élément x inversible, alors :

3. Soit A un anneau commutatif. Si I est un idéal de A, on note
R(I)={x€ A, IneN, 2" € I}.
Montrer que R(I) est un idéal de A contenant I.



Remarque 4.7.1 (IMPORTANTE) Soit I et I deux idéauz de A, alors Iy +1y = {x+y, x € 11,y € 1}
est un idéal de A.
o (I} + Iy, +) est un sous-groupe de (A, +) :
- I et I étant des idéauz de A, ce sont des sous-groupes de (A,+) et ils contiennent donc 0.
Ainsi - 0 = \()/+\()/ el + 1.
en el
- Soit x,y € (I1+1). 1l existe donc ay, by € Iy et ay+by € Iy tels que v = a1 +as et y = by+bs.
Ainsi v —y = (a1 — by) + (ag — ba). Or ay — by est dans Iy et ay — by est dans Iy, car (I1,+)
et (I3, +) sont des sous-groupes de (A,+) Donc x —y est dans I + I.
e Soit z € I1+1,. Il existe a; € I; et ay € Iy tels que z = a1 +ao. Soita € A. On aaz = aja+asz.
Comme I et Iy sont des idéauz, alors a1z et asz sont respectivement dans Iy et I,. Ainsi az
est dans Iy + 1.
On peut montrer de méme que la somme Iy + ... + I, de n idéaux est encore un idéal par récurrence.

Proposition 4.7.1 (Noyau d’un morphisme d’anneaux) Soit f un morphisme d’anneauz de A dans B
(A et B anneauz commutatifs). Alors Ker f est un idéal de A.

Démonstration :

Remarque 4.7.2 Attention, Ker (f) n’est pas anneau un sous-anneau de A, car 14 n’est pas dans dans
Ker (f), car f(14) = 15 # 0p.

Proposition 4.7.2 (Idéal engendré par un élément) L’ensemble xtA = {xa; a € A} des multiples d’un
élément x de A est un idéal, appelé idéal engendré par x.

Démonstration : Montrons d’abord que (rA,+) est un sous-groupe de (A, +).
(A4,+) = (A+)
a — za
Va,b € A, fla+0b) = z(a+b) = za+ b = f(a) + f(b). Ainsi Im (f) = zA est un sous-groupe de
(A, +).

Soient y € xA et z € A. Il existe a € A tel que y = xa et donc yz = z(az) qui est dans zA.

L’application f : { est un morphisme de groupe :

Remarque 4.7.3 Soient aq,...,a, € 1. L’idéal engendré par aq,...,a, est aiA+ ... + a,A qui est bien
un idéal grace a la proposition précédente et la remarque 4.7.1.

Exemple 4.7.2 Un idéal I d’un anneau commutatif A est dit premier si : Vx,y € A, xy € I = (x €
I) OU (y € I). On suppose que tout idéal de A est premier. Montrer que A est intégre puis que A est
un corps.



Définition 4.7.2 (Divisibilité dans un anneau integre) Soit (A, +, X) un anneau commutatif et integre.
Soient a,b € A. On dit que b divise a s’il existe q dans A tel que : a = bq. On dit aussi que a est
multiple de b.

Proposition 4.7.3 (Lien entre divisibilité et idéaux) Soit (A,+, x) un anneau commutatif et integre.
Soient a,b € A. Alors b divise a si et seulement si aA C bA.

Démonstration : e On suppose que b divise a. Ainsi il existe ¢ dans A tel que : a = bq.
On a: Ve e A, ar = b(qr) € bA. Ainsi aA C bA.

e On suppose aA C bA.

Onaa=ax1y € aA CbA. Ainsi il existe ¢ € A tel que a = bq.

Proposition 4.7.4 (Idéaux de Z) Les idéaux de l'anneau Z sont les nZ, pour n € N .

Démonstration : Soit I un idéal de Z. Comme (1, +) est un sous-groupe de Z, alors grace a la proposition
3.1.5, il existe n € N tel que I = nZ.
Réciproquement, soit n € N, alors nZ est bien un idéal de Z grace a la proposition 4.7.2.

Exemple 4.7.3 1. Montrer que tous les idéaux de l’anneau D = { x€l,ne N} sont engen-

x
) s 10"
dré par un élément.

2. On reprend l’ezemple 4.7.1. Ici A = Z. Déterminer l’ensemble des entiers naturels n non nuls
tels que R(nZ) = nZ.

Proposition 4.7.5 (Définition du PGCD dans Z) Soient a,b € N*. Alors d = a \'b est l’entier naturel
tel que : aZ + bZ = dZ.



Proposition 4.7.6 (Définition du PGCD dans Z) Soient ay, ...,a, € N, avec n € N™.
Alors d = ay N ... A\ a,, est Uentier naturel tel que : a1Z + ... + a,7Z = d7Z.

Démonstration :

Exemple 4.7.4 Soit (I,)nen une suite d’idéauz de 7 non nuls telle que : ¥n € N, I, C I,,41. Montrer
qu’il existe ng € N tel que : Vn > ny, I, = I,,.

Proposition 4.7.7 (Idéaux de K [X]) Soit K un sous-corps de C.
Les idéaux de K[X] sont de la forme BK[X] = {BQ, Q € K[X]}, avec B dans K[X].

Si on impose a B d’étre unitaire, alors B est unique (pour un idéal non nul).

Démonstration :

Exemple 4.7.5 1. L’idéal {P € C[X], P(i) = P(1) = 0} est bien de la forme (X —i)(X —1)C[X].
2. On rappelle d’un idéal I d’un anneau A est dit premier si :

Ve,ye A, ay € I = (x € I) OU (y € I). Quels sont les idéaux premiers de K[X] différent de
{0} et de K[X] ¥



Sott I un 1déal premier de K| X| différent de {0} et de K| X | . Il existe donc P € K[X] (non nul et non constant) tel que I = PK[X|. On suppose que P n’est
pas irréductible. Il existe donc A, B non associés a P tels que P = AB. On a donc AB € I, puis A est dans I ou B est dans I. Ainsi P|A ou P|B. Mazis
comme A|P et B|P, alors A ou B est associé a P, ce qui est absurde. Ainsi P est irréductible.

Réciproquement soit P un polynome irréductible tel que I = PK[X].

Soient R, S € K[X] tels que : RS € I. On a donc P|RS. Ainsi comme P est irréductible, il est dans la décomposition en facteur premier de RS, donc de R

ou S, puis P|R ou P|S, puis R€ I ou S € I, donc I est un idéal premier.
Remarque 4.7.4 De la méme maniére, on montrer que les idéaux premiers de Z différents de

{0} et Z sont de la forme pZ, avec p un nombre premier.

Proposition 4.7.8 (Définition du PGCD dans K [X'|) Soient Ay, ..., A, € K[X] non nuls, alors
D = A, N...NA, est le polynome unitaire tel que A1 K[X] + ... + A, K[X] = DK[X].

Démonstration : Copier la preuve de 4.7.6.

4.8 L’anneau Z/nZ

4.8.1 Structure d’anneau, corps
Proposition 4.8.1 (L’anneau quotient Z/nZ) L’ensemble (Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif.
Démonstration : e Nous avons vu dans la proposition 3.1.1 que (Z/nZ, +) est un groupe commutatif.

e La loi x définie sur Z/nZ est interne.
e Prouvons 'associativité de la multiplication. Soit a, b, ¢ trois entiers relatifs. Alors :

ax (Exa) =

S]]

X b x ¢ par définition

Q

(bc) par définition

—~

ab)c  par associativité de la multiplication usuelle dans Z

= abxc= (d X 5) x ¢ par définition.

e Prouvons la distributivité de x sur + dans Z/nZ. Soit (a,b,c) € Z*. Alors :
ax (b+¢ = @xb+c pardéfinition de +

a(b+ ¢) par définition de x
= ab+ ac par distributivité usuelle dans Z
ab+ac par définition de +

= axb+ax¢ par définition de x.

e La loi x est commutative car pour tous entiers a, b de Z :

@xb = ab par définition
= ba par commutativité du produit usuel dans Z

— bxa par définition.
e Le neutre pour la loi x est 1 car pour tout a € Z:ax 1 =a-1=a) et de méme 1 x @ = a.

Proposition 4.8.2 (Le corps Z/nZ) L’anneau (Z/nZ,+, x) est un corps si et seulement si n est pre-
mier.
Si p est premier, on note F, le corps Z/pZ.

Démonstration :



Exemple 4.8.1 1. Soient p un nombre premier impair et 7 = {7*, T € F,}.

(a) Déterminer card(Z).
(b) Montrer qu’il existe v,y € Z tels que T° +75° +1 = 0.

2. Montrer que : p est premier si et seulement si (p— 1)! = —1[p].

Théoréme 4.8.1 (Théoréme chinois) 1. Soit (m,n) € (N*)%. Si m et n sont premiers entre euz,
alors les anneaur Z/mZ x Z/nZ et Z/(mn)Z sont isomorphes, via l’application

| Z/)(mn)Z — Z/mZ x L/nZ
“0'{ k (ko k) ’

avec pour k dans 7, k et k les classes de k dans respectivement Z/mZ et 7/nZ.



2. Plus généralement, pour k € N* et nq,...,n, dans N* deux a deux premiers entre eux. Alors

m —  (m, ..., m")

)

o { Z)(ny..np)L — ZJnZ X ... x LZ[n,Z

est un isomorphisme, avec T la classe de m dans VARV

Démonstration :

1. ¢ est bien définie car pour ki, ky € Z représentant la méme classe dans Z/(mn)Z : ky = ky, il
faut montrer que :
o(k1) = ©(kz). On a : mn|(ky — k), done : m|(ky — ko) et n|(ky — ko), puis : ky = ky et ky = ks
e  est bien un morphisme d’anneaux, car (k:/:i-/l, k:/+\l) = (k+1Lk+1) = (k, k) + (I,1), grace
aux opérations sur Z/mZ, Z/mZ et Z/mZ x Z/nZ. Ainsi ok +1) = (k) + o).
(kl, kl) (kx1,kxl) = (k,k)x(I,1), grace aux opérations sur Z/mZ, Z/mZ et Z/mZ x Z/nZ.
Ainsi (k:l)A (k) x ¢(1).
p(1) = (1,1).
e C’est un isomorphisme :

2. Le résultat se montre par récurrence. Pour k£ = 2, le résultat est vrai.
Soit £ > 2 et on suppose le résultat. Soient

o { Z)(ny..ngngi1)Z — Z)/Z X ... X L/ngZe X XZL[np1Z

m — (ml,...,mk,_k—H)

m = (m, ..., m")

)

b { Z](ny..ng)l — Z)/mZ X ... X L/nyZ

Z](ny..ngngs1)Z — Z/m el X Ljng 7
k (k) ’

qui est un ismorphisme d’anneau grace au premier point, car nj...n; et ng,q sont premiers entre

qui est un ismorphisme d’anneaux. Soit F' : {

CUX.
Z)ng..ounpZ X L)ng1Z — ZL)Z X ... X L/npZe X XZL)ng1Z

@v" — (@) =@,..a0"
jective, car ¥ l'est. Ainsi ¢ = G o F' est donc bijective et donne le resultat pour k + 1.

L’application G : est bi-

Corollaire 4.8.1 Soit (m,n) € N2 Sim et n sont premiers entre eux, alors pour tout (a,b) € Z?, il
existe un entier ko vérifiant le systéme

| ko =a[m]
() : { ko = b[n]

et les solutions de ce systéeme sont exactement {ko + pmn, p € Z}, c’est-a-dire ’ensemble des entiers
congrus a ko modulo mn.

Démonstration : C’est la retraduction en terme de congruence de Iisomorphisme de la proposition
précédente. Avec les notations de celle-ci, le systéme est équivalent & (ko) = (@, b) et donc

ko=¢~ ((a, b)), ce qui donne une seule solution modulo mn.

Remarque 4.8.1 1. (IMPORTANT) Comment trouver une solution ko de (S) ?
On_cherche u,v € Z ’Uemﬁant la relation de Bézout : mu + nv = 1. On constate e que :
mu +nv = 1, s0it nv = 1 et donc anv = a. De méme mu/+\nv =1, soit mu = 1 et donc
bmu = b. Comme bmu = 0 (bmu est dwzszble parm) et anv = 0 (anv est divisible par v), alors
ko = bmu 4+ anv convient.



Z/mZ x Z./nZ — 7Z/mnZ

A /
(a,b) — bmu+anv ’ cn reprenan

2. Ainsi dans le théoréme chinois, on a @' : {

les notations précédentes.

3. Le théoréme chinois permet de ramener [’étude d’une équation sur Z/lIZ, lorsque | n'est pas
premier, a celles d’équation plus simples dans Z./mZ et Z/nZ, avec | = mn.

x = 9[17]
x = 2[15]

Nous avons vu dans l'exzemple 1.4.5 la relation de Bézout : 15 X 8 + 17 X (=7) = 1. On pose zg = 15 X 8 X 9+ 17 X (—=7) X 2 =120 X 9 — 119 X 2. Ainsi :

Exemple 4.8.2 1. Résoudre (S) : {

zo = 15 X 8 X 9[17] et xg = 17 x (—7) X 2[15]. Mais la relation de Bézout nous donne 15 X 8 = 1[17] et 17 x (—7) = 1[15], donc g = 9[17] et zg = 2[15].

On calcule : ©p = 1080 — 238 = 842. En concluant comme dans l’ezemple 1.4.5, on trouve que l’ensemble des solutions est {842 + 255k, k € Z}.

22552 — ZLJ1TZ x Z/15Z
[ — (k&)

nois, alors f_l(d,l;) = 120a — 119b, pour (EL,I;) € ZJ1TZ x ZJ15Z, grice au calcul de l'exemple

précédent.

3. Le groupe (Z/177 x ZJ15Z,+) est-il cyclique ?

2. On considere f : { , la projection comme dans le théoreme chi-

4. Résoudre dans 7.J1437 : x> +x + 11 =0 (on remarquera que 143 = 11 x 13).

Proposition 4.8.3 (Eléments inversibles de 'anneau Z/nZ) L’élément k est inversible dans 7./nZ pour
X si et seulement si k est premier avec n.

Démonstration :
1. Si k est inversible, alors il existe un entier &’ tel que k&' = T, c’est-a-dire k&' = 1[n], soit encore
kk' — gn = 1 pour un certain g € Z. D’apres le théoréeme de Bézout : k An = 1.

2. SikAn =1, alors il existe des entiers u et v tels que ku+nv = 1, donc ku = 1[n], don ku =1 :
ainsi k est inversible.

Remarque 4.8.2 La démarche de la preuve précédente dans le sens retour nous permet de trouver un
inverse de k dans Z/nZ.

Exemple 4.8.3 1. (a) Expliciter U(Z/20Z).

b) Soit ¢ { 7.)207. — 7./207.

. - 7 . _1
x — 13z 42 Montrer que ¢ est bijectif et déterminer ¢~ .



(c) Montrer que ce groupe est engendré par 3 et 11.
(d) En déduire un isomorphisme de groupes entre (U(Z/20Z), x) et (Z/27Z x Z]AZ,+).

2. Montrer qu’il n’existe pasn > 2 tel que n|(2" —1), en considérant p le plus petit diviseur premier
de n.

4.8.2 Indicatrice d’Euler

Définition 4.8.1 (Fonction indicatrice d’Euler) On appelle fonction indicatrice d’Euler la fonction
¢ : N* = N* qui a n associe le nombre p(n) d’entiers de lintervalle [1,n] premiers avec n. Autrement
dit, pour n € N*, on a : p(n) = card{k € [1,n], k An = 1}.

Remarque 4.8.3 (IMPORTANT) D’aprés proposition 4.8.3, p(n) est le cardinal du groupe U(Z/n7Z)
des éléments inversibles de l'anneau (Z/nZ,+, x). Ainsi : card(U(Z/nZ)) = ¢(n).

Proposition 4.8.4 (Relations sur ¢) 1. Soient p un nombre premier et k € N*. Alors
p(p*) =
2. Sin et m sont des entiers naturels premiers entre euz, alors
Démonstration :
1.

2. Les entiers n et m sont premiers entre eux, donc les anneaux Z/nmZ et Z/nZ x Z/mZ sont
isomorphes (grace au théoreme chinois). Il en résulte que leurs groupes d’inversibles sont éga-
lement isomorphes, c’est-a-dire U(Z/mnZ) et U(Z/nZ x Z/mZ). Ces deux ensembles ont donc



le meéme cardinal. Grace a I'exemple 4.4.1, on a : U(Z/nZ X Z/mZ) = U(Z/nZ) x U(Z/mZ).
Or la remarque 4.8.3, nous dit que :

card(U(Z/mnZ)) = p(mn) et card(U(Z/nZ x Z/mZ) = card(U(Z/nZ)) x card(U(Z/mZ) =
o(n)p(m). Par égalité des cardinaux, on en déduit que : ¢(nm) = p(n)p(m).

Corollaire 4.8.2 (Un théoréme d’Euler) Soit k un entier premier avec n, on a dans Z/nZ : o1
Autrement dit k*™ = 1[n]

Démonstration :

Remarque 4.8.4 On retrouve le petit théoréme de Fermat. Soit p est un nombre premier. On a donc
o(p) =p—1, grace a l'exemple 4.8.4. Pour tout k dans Z, si k AN p = 1, alors le corollaire précédent
nous donne : k?P = 1[p], puis : k"1 = 1[p| et donc kP = k[p|. Cette relation reste valable pour tout
k dans 7, car si k n’est pas premier avec p, alors comme p est premier, ce dernier intervient dans la
décomposition en facteurs premiers de k et donc : p|k, puis : k¥ = 0[p] et k = 0[p], puis k¥ = k[p].

Exemple 4.8.4 Soient p1 < pa < ... < p, des nombres premiers et n = Hpi. Montrer que :
i=1
Va € Z,Vk € Z, o> = qg[n).

Proposition 4.8.5 (Calcul de p(n)) Soit un entier n > 2. Si la décomposition en facteurs premiers de

n s’écrit n = p]flpg"’ -pkaalors

q ’

p(n) = "o =Py e = 1)y e — 1) =n (1 - i) (1 - l) :

p1 Pq

Démonstration : Grace a la proposition 4.8.4, on montre par récurrence sur ¢, que :
Py pf) = e)e0s?) - e(pg) = Py (e — Dpy (p2 — 1) P (o — 1), gréce & la

proposition 4.8.4.

Exemple 4.8.5 1. Trouwver un r € N* tel que 11" = 1[720].

2. Déterminer les n > 2 tels que n|p(n).



3. Soit n € N*.
a) Soit d un diviseur de n. Dans U,,, montrer que tout élément d’ordre d est inclus dans Uy et
(a) ; q

en déduire qu’il y ezactement p(d) éléments d’ordre d.

(b) Montrer que n = Z o(d).

din

5 Compléments : les nombres algébriques

Soient K est un sous-corps de C, @ un nombre complexe non nul, et on pose K[a] = {Q(«a), Q € K[X]},
qui est un K-espace vectoriel. On pose enfin Ix(a) = {Q € K[X], Q(a) = 0}. Si on a: Ix(«a) # {0},
on dit que a est K-algébrique, ce que 'on suppose dans la suite.

Dans le cas contraire, on dit que « est transcendant sur K.

1. Donner I'exemple d’un nombre irrationnel Q-algébrique.

2. Montrer qu’il existe un unique polynéme unitaire P € K[X] tel que
Ix(a) = {PQ, Q € K[X]}. Montrer que P est irréductible.

Ce polynome P sera noté Px(«) et appelé polynéme K-minimal de «.

3. Montrer que les racines complexes de P sont simples.



4. Montrer que le degré de Px(a) vaut dimg(K[a]).

5. Montrer que K[a] est un corps.

6. (a) Si K=Q et que « est dans Q et qu'il est annulé par un polynéme P € Z[X]| unitaire, alors

« est dans Q.
n—1
Soit P = X" 4+ Z aka € Z[X] qui annule a = E, avec p € Z et ¢ € N*, avec p A ¢ = 1, afin d’avoir une fraction irréductible. On a ainsi :
k=0 q
n n—1 k n—1
Z" = - Z ak.Z—k, puis : p" = —¢q akpkq7L717k, donc q|p™ = p X p"ilA Donc : q|p"71, en appliquant succesivement le lemme de Gauss,
k=0 k=0

on a : q|p, donc ¢ = 1. Ainsi o = p € Z.

(b) Montrer que U = X* — 3X + 1 est irréductible sur Q.

7. On pose w = ¢’5". Déterminer la dimension du Q-espace vectoriel Qw].



Montrons qu’effectivement v/5 n’est pas dans Q.

Si V5 = p/q, avec p et g premiers entre eux, on a 5q2 = p2. Ainsi 5|p2. Comme 5 est un nombre premier, alors par le lemme de Gauss, 5 divise p ou p,

donc

: 5|p. Ainsi p = 5r, avec r € Z, puis : q2 = 5r2 et de méme : 5|g. Ceci contredit 'irréductibilité de p/g.

8. Soit S un polynoéme, appartenant a Q[X], de degré n > 2, irréductible sur Q.

(a)

(b)

(a)

(b)

()

Démontrer qu'’il existe un entier naturel Cg (différent de 0) tel que pour tout rationnel r = P
q

(le couple (p, q) appartenant a Z € N*) il vienne : |S(r)| > G
sq"

Supposons que le réel a soit une racine de S. Déduire du résultat précédent l'existence

d’une constante K, strictement positive, telle que pour tout rationnel r = P appartenant a
q

K
I'intervalle [a — 1, o + 1], I'inégalité | — r| > — ait lieu.
qn

Soit (t,)nen la suite des réels définis par la relation : ¢, = Z 1078 n>o0.
k=0

Démontrer que la suite (t,),en est convergente; soit ¢ sa limite. Etablir 'inégalité :
|t —t,] <2.10"""V' En déduire que le réel ¢ (nombre de Liouville) est transcendant sur Q.

n
Soit Cg un dénominateur (positif) commun aux coefficients de S. Ainsi S(z) s’écrit alors S(z) = o Z a;z’ avec a; € Z, pour i € [0,n]. On a
S i=0

1 S i n—i S i n—i . . . . . - .
donc S(r) = ﬁ Z a;p q , or Z a;p q € Z et est non nul car sinon r € Q serait racine de S qui ne serait pas irréductible sur Q. On
S 1=0

i=0

a donc > 1 et donc

n

i n—1
3 aiv'e
=0

1
S(r)| > ——
IS0 > 5o

Soit M = SuPie(a—1,a+1] ‘Sl(t)), I’inégalité des accroissements finis (S est continue sur [a — 1, o + 1] et dérivable sur Ja — 1, a + 1[) s’écrit :
1

pour tout r € [ — 1, 4+ 1],|S(r)| = |S(r) — S(a)] < M|a — r| < Max(M,1)|ac — r| et, pour » € Q en particulier, on obtient Coan S
s4q

Max(M,1)|a — 7|
1

Donc, en posant K = ————— >
Cg Max(M, 1)

3

| =

3K>O,V7‘:g€Qﬁ[a—1,a+1],(q>0) |l = 7| >
q

n

Q

Vk > 1, 107“ < 107k et (Z 1()7’@) converge donc par comparaison de séries a termes positifs,

La suite des sommes partielle (¢y,) converge




+oo +oo k
De plus, ¥n € N, t— t, = > 107F = 107D 5™ 4otk Or pour k > m 42, k= (n+ 1! = (n+ | J] i-1] >
k=n+1 k=n+1 i=n+2
n+1)(k—1) >k —12>k —mn — 1, inégalité vraie aussi pour kK = n + 1, et donc :
'(k >k >k inégalité i i k d
—(nt+1)! = —(k—n—1) —(n+1) 1 10 (ni1)
0<t—ty, <10 Cy 10 =10 =210 ', puis :
k=nt1 1—10-1 9
[t — tn| < 2.0 (D!
Supposons t algébrique de degré d, avec d > 1. Remarquons que les résultats de a. et b. sont valables pour n = 1 (et méme pour n = 0) les

K
démonstrations n’utilisant pas n > 2. En les appliquant & S = M, on a : 3K € Ri, Vr = Ed ceQNt—1,t+1], |t—r| > —
q

r il existe S tel que : Vn > , tn €t —1,t+1]. autre part t, = ——, avec p dans N, donc : Vn > N, |t —t,]| >
Or il exi N € N tel Vn > N 1 1]. D’ 1(?"' d N, d: Vn > N >10d
K
donne : Vn > N, 2A107("+1)! > Todnt’ soit 107("+17d)"! > 5 Mais HT 107("+17d)"! = 0, ce qui conduit & une contradiction.
n! n— oo

l t est transcendant sur Q ‘

T Ce qui précede

9. Soient a > # les deux racines de P = X? — X — 1. On pose A = Z[a| = {z + ay, ©,y € Z} et

o:x+ay— x4+ Py. Soit N : z +— zo(z) défini sur A.

(a) Montrer que A est un anneau. On notera U I'ensemble des inversible de cet anneau. montrons

que A est un sous-anneau de R.
11 est clair que A est stable par somme et par passage & l’opposé et contient 0. Donc A est un sous-groupe de (C, +).
a+ B =1,donc B =1— « est dans A, par relation coefficients et racines d’un polyndme.
En outre, pour tous z, vy, z', y/ dans Z,
’ ’ ’ ’ ’ 72 ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
(z + ay) X (z + ay ) =z +(zy + y)a+yy a? = 2’ + (zy +z y)a+yy 1+ a)=zz +yy + (:vy +zy+yy)o¢€A.
Ainsi, A est un sous-anneau de R, donc un anneau.

(b) Pour u € A, montrer que l'écriture u = = + ay, avec x,y dans Z est unique.
1+ V5
2

Décriture u = = + ay avec (z,y) € Z? est unique car Z, (o] est inclus dans Q[a].

Comme a =

(¢) Montrer que Idy et o sont les seuls automorphismes de A.

(d) Soit z € A. Montrer que : z € U < |N(2)| = 1.

, c’est un irrationnel. Sur Q le polynéme minimale de o est donc P, puis Q[a] admet comme Q-base (1, ) et, de ce fait,



(e) Soit V' = UN|1,4o0[. Montrer que si z = = + ay est dans V, alors : « > 0 et y > 1 en
considérant {z,1/z, —z, —1/z}.

(f) En déduire que U NRY est engendré par a.



