Chapitre 10 : Espaces probabilisés I
MP* Chaptal

1 Ensembles finis et dénombrables

1.1 Rappels de sup sur les ensembles finis

Définition 1.1.1 (Ensembles finis et cardinal) Soit ' un ensemble non vide. E est dit fini, s’il existe
un entier naturel n tel que E soit en bijection avec [1,n] . On dit que n est le cardinal de E et on
note n = card(E) oun = |E| oun = #E.

Si E est vide, on convient que E est fini et dans ce cas le cardinal de E est zéro.

St E n’est pas fini, on dit que E est infin.

Proposition 1.1.1 (Applications et cardinal) Soit E et F deux ensembles finis et f : E — F une
application. Alors on a

1. Si f est une injection de E dans F' alors card(E) < card(F).
Si f est une surjection de E dans F' alors card(E) > card(F).
Si f est une bijection de E dans F alors card(E) = card(F).

Si card(E) = card(F), alors toute injection de E dans F' est bijective.

Si card(E) = card(F), alors toute surjection de E dans F est bijective.

Remarque 1.1.1 Par contraposée, si card(E) > card(F), alors f n’est pas injective. Dans ce cas, il
existe x1 et xo dans E avec x1 # x4 et f(x1) = f(xs). C’est le principe des tiroirs.

Proposition 1.1.2 (Inclusion d’ensemble et cardinal) Toute partie A d’un ensemble fini E est finie et
on a card(A) < card(E).
De plus on a A = FE si et seulement si card(A) = card(E)

Proposition 1.1.3 (Opérations sur les ensembles finis) E et F' désignent des ensembles finis.

1. Si A est inclus dans E, alors : card(A) = card(E) — card(A), avec A le complémentaire de A
dans E.

card(E U F) = card(E) + card(F') — card(ENF) ;

card(EUF) = card(E) + card(F) si E et F sont disjoints;

card(E x F) = card(E) x card(F);
(F (

card(F(E, F)) = card(F)* 5 oy, F(E, F) désigne 'ensemble des applications allant de E
dans F'.

6. card(P(E)) = 2°""5) o0 P(E) désigne l'ensemble des parties de E.

Remarque 1.1.2 1. Plus généralement, soit p € N* et (E;)1<i<p une famille d’ensembles finis deuz
a deuz disjoints

P
(i#j=ENE;=0). Alors UE est fini et on a : card <UE> anrd(Ei).

i=1 i=1
2. Plus généralement, si Iy, ..., F, sont des ensembles finis, alors :
card(Fy x ... x F,) = card(Fy) x ... X card(F},). Par exemple card(E?) = (card(E))".

Exemple 1.1.1 Soient n € N* et S,, l'ensemble des polynomes unitaires de degré n a coefficients dans
Z dont toutes les racines complexes ont un module majoré par 1.
Soit P(X) = X"+ a, 1 X" '+ +ag € S,.

On note z1, ..., 2, les racines de P éventuellement confondues.



1. Montrer que : ¥k € [0,n — 1], |ag| < (Z)

Que peut-on dire de S, ?

0 0 —AQao
. L . 1 . =
2. On rappelle que P est le polynome caractéristique de la matrice M = “
-0 :
0 1 —Ap—1

Montrer que : ¥p € N,3Q, € S,,Vi € [1,n], Q,(z7) = 0.

3. Conclure que les racines non nulles de P sont de module 1.

1.2 Rappels de sup sur le dénombrement

E désignera un ensemble fini de cardinal n. On pose E = {ay, ..., a,}.

Remarque 1.2.1 IMPORTANT : en dénombrement, les disjonctions de cas se traduisent par des
sommes et les successions par des produits.

1.2.1 Parties d’un ensemble

Nous rappelons que I'ensemble de toutes les parties de E est de cardinal 2".

Interprétation : Une urne contient n objets. On effectue un tirage d’'un nombre indéterminé de ces

objets (un tirage peut comporter aucun objet mais aussi tous les objets). Le nombre de tirages possibles
est 2", c’est le nombre de parties de I’ensemble des n objets.




1.2.2 p-listes

Définition 1.2.1 (p-listes) Soient p,n € N*. On appelle p-liste de E tout p-uplet (z1, %o, ..., x,) de EP.

Interprétation :

e Une p-liste de E peut étre vue comme une application de [1,p] dans E. En effet celle-ci est
donnée par I'application i — x;. Ainsi le nombre de p-listes de E est le nombre d’applications
d’un ensemble de cardinal p dans F.

e Le nombre de p-liste de E est le nombre de possibilités de tirages successifs avec remise (I’ordre
est important) de p objets de E.

e C’est aussi le nombre de rangements possibles de p objets distincts dans n cases (ou tiroirs)
avec possibilité de mettre plusieurs objets dans la méme case (ici le rangement de chaque objet
correspond au choix d’une case, ainsi F correspond aux cases).

Proposition 1.2.1 (Nombre de p-listes) Le nombre de p-liste est n?.

"Démonstration” : Pour construire une p-liste (1, z2, ..., z,) de E¥, on a n choix pour xy, puis n choix

pour xs,...

et n choix pour z,. On a donc n” facons de construire une telle p-liste de E.

Exemple 1.2.1 1. Une urne contient n boules numérotées dont q jaunes et n — q vertes. On tire
successivement avec remise r boules (avec r < q). Déterminer le nombre de tirages :

(a)
(b)

(a)
(v)

(c)
(d)

avec que des boules jaunes. (¢c) Au plus r — 1 boules jaunes.
avec r — 1 boules jaunes. (d) Au moins r — 1 boules jaunes.

On a q choiz pour chaque tirage (choiz des boules jaunes) : q" .
Soit A; ’ensemble des tirages pour lesquels on a pioché une boule verte au l-éme tirage et que des boules jaunes pour les autres tirages. Il y a eu r — 1

tirages de boules jaunes, donc qT_1 possibilités. Ensuite il y a n — g choiz de la boule verte piochée. Ainsi : |A)| = qT_l(n — q). Nous nous intéressons
7‘ 7‘ r
a U Ap et cette réunion est disjointe. Ainsi : U Al = Z |[A;| = rqril(n —q)-
=1 =1 =1

Soit A I’ensemble des tirages avec au plus r — 1 boules jaunes. A est l’ensemble des tirages qu’avec des boules jaunes. On note E l’ensemble de tous les
tirages. Ainsi grice a la question 1., on a |A| = |E| — |A| =n" —q".

Soit B l’ensemble des tirages avec au moins r — 1 boules jaunes. On note By l’ensemble des tirages avec r — 1 boules jaunes et Bo l'ensemble des tirages
avec r boules jaunes. On a : B = By U Ba, cette union étant disjointe. Ainsi : |B| = |B1| + |B2| = 'rqril(n —q9)+4q".

2. Lorsque K est un corps fini, la théorie des espaces vectoriels et donc ce qui a €té vu dans le
chapitre j reste valable.
Soient K un corps fini de cardinal q et E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Quel est
le cardinal de E ¢

Remarque 1.2.2 Nous avons vu qu’un groupe fini G tel que : Yg € G, g* = e est commutatif
et de cardinal de la forme 2".

On peut retrouver ce cardinal en munissant G d’une structure de Z/2Z-espace vectoriel avec :
VA € Z Vg € G, \.g = g*. Comme G est fini, alors G est de dimension finie et on conclut
grace a l’exemple ci-dessus.

1.2.3 Arrangements (pas clairement au programme, mais utile)

Définition 1.2.2 (Arrangements) Soitp € N* tel que p < n. On appelle arrangement de p éléments
de E tout p-uplet (1,22, ....,x,) € EP tel que les x1,xs, ..., x, soient deux a deuz distincts. On note
AP le nombre d’arrangement de p éléments de E .

Interprétation :

e Un arrangement de p éléments de £ peut étre vu comme une injection de [1, p] dans E. En effet
celle-ci est donnée par l'application ¢ — x;. Plus généralement A? est le nombre d’injections
d’un ensemble de cardinal p dans E. Ceci est au programme.

e AP est le nombre de possibilités de tirages successifs (I’ordre est important) sans remise de p
objets de F.

o AP est aussi le nombre de rangements possibles de p objets distincts dans n cases (ou tiroirs)
avec au plus un objet par case, c’est une injection de [1, p] dans [1,n].



Proposition 1.2.2 (Nombre d’arrangements) Pourp < n, ona: A =n(n—1)...(n—p+1) =

n!
(n—p)!

"Démonstration” : Pour construire un arrangement (1, s, ...,2,) de EP, on a n choix pour zy, puis
n — 1 choix pour zy, puis n — 2 choix pour zj... et enfin n — (p — 1) choix pour z,. On a donc
n(n—1)(n —2)...(n — p+ 1) fagons de construire un tel arrangement de E.

Remarque 1.2.3 1. Ainsi, le nombre d’injections d’un ensemble A de cardinal p dans un ensemble

B de cardinal n, avec p < n est

n!
(n —p)!

2. Sip > n, il est impossible d’avoir un arrangement de p éléments de E car il n’y a pas dinjections
de [1,p] dans E . Ainsi pour p > n, on a ALY = 0.

3. Sip=0,ilyaun seul arragement d p éléments car il y a une seule injection de () dans E.
Ainsi on a A% = 1.

Exemple 1.2.2 1. Une urne contient n boules numérotées dont q jaunes et n — q vertes. On tire
successivement sans remise T boules (avec r < q). Déterminer le nombre de tirages :

(a)
(b)

(a)

(b)

(c)

(d)

avec que des boules jaunes. (c) Au plus r — 1 boules jaunes.
avec r — 1 boules jaunes. (d) Au moins r — 1 boules jaunes.

On a q choiz pour la premiére boule jaune, g—1 pour la deuziéme,...,q— (r—1) choiz pour la r-éme boule jaune. Cela donne : g X (g—1)X...X(g—r+1) =
q!

(g —m)!

Soit A; l’ensemble des tirages pour lesquels on a pioché une boule verte au l-éme tirage et que des boules jaunes pour les autres tirages. Les emplacements

des différentes boules sont donc fizées. On a q choiz pour la premiére boule jaune, ¢ — 1 pour la deuziéme,...,p — (r — 2) choiz pour la r — 1-éme boule

! !
jaune. Cela donne : qi 1l reste n — q pour la boule verte que l’on va tirer. Ainsi |A;| = (n — q)qi et en raisonnant comme dans
(g —r+1)! (g —r+1)!
q!
Uezemple précédent, on trouve : r(n — q) ————.
(g —r+1)!

Soit A I’ensemble des tirages avec au plus r — 1 boules jaunes. A est l’ensemble des tirages qu’avec des boules jaunes. On note E l’ensemble de tous les
tirages. On a :

n! _ n! q!
|[El=n(n—-1)...(n —(r —1)) = ———, puis : |[A| = |E| - |[A| = ——— — —.
(n—r)! (n—r)! (g —m)!
On raisonne comme dans l’exemple précédent. Soit B l’ensemble des tirages avec au moins r — 1 boules jaunes. On note By l’ensemble des tirages avec
r — 1 boules jaunes et Ba l’ensemble des tirages avec v boules jaunes. On a : B = Bj U Ba, cette union étant disjointe. Ainsi : |B| = |B1| + |Ba| =
! !
r(n —q) z :

(g—r+ 1) (q—r)!"

2. Lorsque K est un corps fini, le produit matriciel reste valable et donc ce qui a été vu dans le
chapitre 4 reste valable.
Soit p un nombre premier.

(a)
(b)
(c)

(a)

(b)

Donner le cardinal de GL,(Z/pZ) pour n > 2.
Montrer qu’il existe d € N* tel que : VM € GL,(Z/pZ), M® = I,.
Donner le cardinal de SL,(Z/pZ) = {M € M,(Z/pZ), det(M) = 1}.



(C) On a vu dans le chapitre 2 que : card(Im(f))card(Ker (f)) = card(G) si f est un morphisme de groupes finis.
Dans notre cas, le morphisme est le déterminant et son image est (Z/pZ)*, car : Vk € (Z/pZ)™, det(diag(k,1,...,1)) = k.
card (GLy (Z/pZ) n-2

On a donc : card (SLy, (Z/pZ)) = 71> = p"‘71 H (" — pk)‘
L k=0

1.2.4 Permutations

Définition 1.2.3 (Permutations) On appelle permutation de E toute bijection de E dans E.
Proposition 1.2.3 (Nombre de permutations) Le nombre de permutations de E est égal a n!.

Interprétation :
e Il y a n! facons possibles de ranger n objets distincts dans n cases ne pouvant comporter qu’'un
objet. C’est le nombre de permutations que 1’on peut faire suivant les différents rangements.

e (’est aussi le nombre de fagons de numéroter n objets, car en reprenant l'interprétation précé-
dente, les numéros peuvent étre vus comme des cases.

e (C’est le nombre de tirages ordonnés sans remises de toutes les boules d'une urne contenant n
boules.

Remarque 1.2.4

Plus généralement sin = card(E) = card(F') le nombre de bijections de E dans F est n!.

Exemple 1.2.3 1. Sur un plateau circulaire aux bords mumérotés de 1 a 2n, on y place n pions
rouges et n pions bleus, les pions rouges étant numérotés de 1 a n ainsi que les pions bleus.
Combien existe-t-il de dispositions :

(a) au total ?
(b) en respectant ’alternance rouges/bleus ?
(c) de telle sorte que les numéros identiques soient cote a cote ?

(a) Ily a (2n)! permutations possibles de 2n pions.

(b) Il y a deux configurations disjointes : A : les pions rouges occupent des places impaires , B : les pions rouges occupent des places paires. Pour la
configuration A, les pions rouges doivent se permuter sur les n places {1,3,5,...,2n — 1}, ce qui fait n! configurations pour les pions rouges. De méme
les pions bleus doivent se permuter sur les n places {2,4,6, ...,2n}, ce qui fait n! configurations et donc cela fait n! X n! pour A. On a le méme résultat
pour B, donc au total, on obtient 2(77,!)2.

(¢) Il y a deux configurations disjointes : C : les paires de nombres identiques occupent les places {1,2}, {3,4}, ...,

{2n — 1,2n} , D : les paires de nombres identiques occupent les places {2,3}, {4,5},...{2n,1}. Pour la situation C, il faut permuter les n paires de
pions sur les n paires numérotées {1,2}, {3,4},...{2n — 1,2n}, ce qui donne n! possibilités. Une fois les paires disposés, il y a deux configurations
possibles dans l’ordre rouge-bleu ou bleu-rouge. Comme nous avons n paires cela fait 2™ facons de choisir les répartitions rouge-bleu ou bleu-rouge.
Donc pour C (et pour D aussi), cela fait 2" n! possibilités et donc au total on a 2 x 2" n! = 2ty dispositions.

2. Pourn € N*, on note D,, le nombre de permutations de [1,n] sans points fizes. On pose Dy = 1.

n
n

Montrer que : n! = Z i D,,_. En déduire l'expression de D,,.
k=0



1.2.5 Combinaisons

Définition 1.2.4 (Combinaison) On appelle combinaison de p éléments de E toute partie de E

n
comportant p éléments. Le nombre de combinaisons de p éléments de E est noté < ) .
p

Interprétation :

n
e Pour 1 <p<n, ( ) est le nombre de possibilités de tirer simultanément p objets de E (on ne
p
peut donc pas tirer deux fois le méme objet et I'ordre des objets tirés ne compte pas).
n
) ( ) est aussi le nombre de rangements possibles de p objets identiques (indiscernables) dans
p

n cases (ou tiroirs) avec au plus un objet par case. Ceci revient en effet a choisir p cases parmi
les n possibles.

Remarque 1.2.5 Sip <0 oup > n, alors on a : <n> =0.
p

n n!
Proposition 1.2.4 (Expression des coefficients binomiaux) On a ( ) = —.
p) (n—p)p!
Exemple 1.2.4 1. Dans le plan muni d’un repere orthonormal. Un chemin est une ligne brisée qui

relie des points {(k, Sk), 0 < k < n} de telle sorte que Sx11 = Sk + 1 ou Sgy1 = Sk — 1, pour
0<k<n-—1, comme le montre le schéma ci-dessous.

Soient a,b € Z. On note N,(a,b) le nombre de chemins distincts allant de (0,a) a (n,b) et
on note Cy,(a,b) l’ensemble de ces chemins et N'(a,b) le nombre de chemins allant de (0,a) a
(n,b) et passant au moins une fois par 0 : de tels chemins contiennent (k,0) pour un k tel que
0 <k <n et on note C2(a,b) l'ensemble de ces chemins.

(a) Dterminer N, (a,b).

(b) Montrer que si a, b > 0, alors N°(a,b) = N,(—a,b). On appliquera le principe de réflexion,
qui consiste a associer & tout chemin de (0, —a) a (n,b) passant pour la premiere fois en 0
a linstant k le chemin de (0,a) a (n,b) obtenu en changeant en leur opposé tous les points
avant k. Voici un dessin ou l'axe des x représente le temps et l'aze des y la position S,,. La
réflexion se fait par rapport a l'axe Ox :

(¢c) Montrer que si b > 0 et de méme parité que n, alors le nombre de chemins de (0,0) a (n,b)

qui ne repassent pas par 0 est égal a —N,(0,b).
n



2. Soient n € N* et E un ensemble de cardinal n.
Déterminer le nombre de couples (A, B) € (P(E))? tels que : A C B.



3. Soient n,p € N* tels que n < p et p > 2.

(a) Quel est le nombre de suites (x;)1<i<n de [1,p] strictements croissantes.

(b) En déduire le cardinal B = {(k1,...,k,) € (I\I"‘)”/Z:]{;z =pl.
i=1

Proposition 1.2.5 (Formulaire avec les coefficients binomiaux) Soit n € N*.

1. Pour p € [0,n], ona(n>—( " )
p n—p

-1 —1
2. Pourpe[l,n—1], ona : <n >+ <n ): <n>
p—1 p p

3. i <Z) = on,

k=0

—1
4. Pour p € [1,n], on a p(n> :n(n )
p p—1

Exemple 1.2.5 (Formule de Vandermonde) Soient a et b deux entiers naturels et n dans [1,a + 0].

" /a b a+b
Montrer que.%(k) (n—k‘) —( " )



z A a-+b
Autre méthode avec des polynomes : ona:(x+1™ = 5= (*77)x" ette coegicient x™ st (“ 7).
1=0 n

a a b b
Z (k)Xk> (Z (l>XL> . Cherchons le coefficient de X™ dans cette deuziéme relation. Quand on développe
=0

Par ailleurs (X +1)°T° = (x + D%(x +1)° = (
k=0

a _k
celle-ci, si on prend (k)Xk dans la premiére parenthése, il faut prendre ( k)X" k dans la deuzieme pour récupérer du X™. En regardant toutes les associations
n—

n a b
possibles lors du développement, le coefficient en X™ dans (X + 1)'1+b est Z ( > ( )

k=0 \k/ \n —k
b n b
On retrouve (a + ) = Z (a) ( )
n h=o \k/ \n —k

1.2.6 Utilisation des séries entiéres pour le dénombrement

Exemple 1.2.6 1. Soient n € N et p € N*. Déterminer le cardinal de

p
E,={(ki,...k,) €N, Y ki =n}.
=1

2. Soit u, le nombre de facon de parenthéser un produit a; X as X ... X a,, c¢’est-a-dire le nombre
de facons de choisir dans quel ordre on effectue les produits.

n—1
(a) Montrer que pour n > 2, on a : u, = Zukun_k.
k=1
+oo
(b) Soit f(x) = Zunx”. Si le rayon de convergence r est strictement positif, trouver une
=1

n=
relation vérifiée par f.

(¢c) En déduire que [ est bien définie a voisinage de 0 et donner son expression.

(d) En déduire la valeur des u,.

(a)

(b)



(c)

+o0o
1 —1
(d) Soit © €] — 1/4,1/4[, aprés réarrangement des termes dans le développement en série entiére de u — /1 —u, ona : V1 —4dz =1+ Z 5 X 7 X
n=1
1-2(n—1) (z40)" 2+Z°° LX3% .. x (2n—3) 4" 2+°° (2n — 2)! 2™
X ——= =1- AL =1- .
2 n! ne1 2n n! =1 (n—=1! n!

Too too (an — 2y
On en déduit que, pour tout x €] — 1/4,1/4[, on a f(x) = Z Z ( Dint
n=0n=1 "7 1)

n
x .

1/2n—2
Par unicité du DSE, on a : Vn € N*, u,, = —( >
n\n-—1

1.3 Ensembles dénombrables

Lorsqu’il s’agit de comparer la « taille » d’ensembles finis, on dispose d’un outil efficace : le cardinal.
Les choses se compliquent pour des ensembles infinis. Prenons par exemple

C =1{0;1;4;9;16; ...} = {k* k € N}. A premicre vue il semblerait que C' soit plus petit que N, car
on a : C' C N. Cependant on peut dire que deux ensembles en bijection sont « de méme taille ». Dans

notre cas, il existe une bijection entre N et C' :
N = C

LN I
sont positifs. Ainsi ¢ est injective.

Ainsi pour deux ensembles infinis, on pourra considérer qu’ils sont de « méme taille » §’ils sont en
bijection.

Elle est surjective, par définition de C' et : Vk,l € N, k? = 1> = k = [, car k et [

Définition 1.3.1 (Ensembles dénombrables) Un ensemble infini E est dit dénombrable s’il existe une
bijection de E sur N.

Remarque 1.3.1 1. Etant donnée une telle bijection f : N — E, on peut numéroter les éléments
de E en notant, pour tout entier n € N, x,, = f(n). On peut alors écrire E = {x,, n € N}.

2. Un ensemble en bijection avec un ensemble dénombrable est lui-méme dénombrable.

3. 1l existe des ensembles non dénombrables : R ou {0; 1} (les suites a valeurs dans {0;1}).
Ainsi il y a des ensembles infinis « plus gros » que les autres et donc R est « plus gros que » N.

Exemple 1.3.1 {k* k € N} est donc dénombrable.
Proposition 1.3.1 (Dénombrabilité de Z) Z est un ensemble dénombrable.

Démonstration : On numérote en effet les entiers relatifs de la fagon suivante : f(n) = 2n — 1 et
f(—n) = 2n pour tout n € N* et f(0) = 0, c’est-a-dire :

n J0]1]—-1]2[—-2[3]-3
fmy|o[1] 2 (374 [5] 6




Proposition 1.3.2 (N* est dénombrable) L’ensemble N* est dénombrable.

N? - N

i) = 22j+1)—1 est bijective.

Démonstration : Montrons que I'application ¢ : { (

Proposition 1.3.3 (Parties infinies de N) Toute partie infinie de N est dénombrable.

Démonstration : Soit P une partie infinie de N. Alors P est non vide et possede donc un plus petit
élément f(0). On construit ensuite par récurrence f(n) de la fagon suivante. Pour tout n € N*, on
suppose f(0),..., f(n—1) construits. L’ensemble P\ {f(0),..., f(n—1)} est non vide et possede donc
un plus petit élément f(n). L’application f ainsi définie de N dans P est strictement croissante donc
injective.

Montrons qu’elle est surjective. Soit p € P. Il existe au moins un entier ¢ tel que f(q) > p, car sinon f
serait une injection de N dans [0, p], ce qui est impossible. Prenons le plus petit ¢ vérifiant cela (on a
g > 1, car f(0) minore P). La minimalité de ¢ nous dit que f(g—1) < p < f(q). Si f(g—1) < p, alors
par définition de f(q) qui est le plus petit élément de P strictement supérieur a f(q — 1) (et donc a
f(0), f(1),..., f(¢ — 1) par croissance de f), on a: f(q) < p, ce qui est impossible, donc f(g— 1) = p.
En définitive f est bijective, ce qui achéve de prouver que P est dénombrable.

Exemple 1.3.2 L’ensemble des nombres premiers est une partie infinie de N, il est donc dénombrable.

Corollaire 1.3.1 (CNS pour qu’un ensemble soit fini ou dénombrable) Un ensemble est fini ou dé-
nombrable si et seulement s’il est en bijection avec une partie de N.
Un tel ensemble est dit au plus dénombrable.

Démonstration : Par définition, si E est fini ou dénombrable alors il est en bijection avec une partie
de N.

Réciproquement, soit £ un ensemble en bijection avec une partie de N. Si cette partie est finie, alors
E est fini. Si elle est infinie, alors d’apres la proposition précédente, elle est dénombrable et E 'est
également.

Proposition 1.3.4 (Produit fini d’ensembles dénombrables) Soient Ey, ..., E, des ensembles dénom-
brables. Alors Ey x ... X E, est dénombrable.
En particulier NP est dénombrable.

Démonstration : Cela se fait par récurrence sur p.

Montrons cela pour p =2 : f : £y — Net g : F; — N bijectives. L’application (x,y) — (f(x), g(y)) est
alors bijective de E; x F, sur N2, qui est lui méme en bijection avec N, donc E; x Es est dénombrable.
Soit p > 2 et on suppose la proposition vraie pour p ensembles dénombrables.

Soient Fi, ..., E,, B,y des ensembles dénombrables. On pose F' = E; X ... X E, qui est dénombrable
grace a I’hypothese de récurrence. Comme F; X ... X B, X E,.; = F' X E,, alors la proposition pour
p = 2 nous dit que F' x E,.; est dénombrable, ce qui donne le résultat pour p + 1.



Proposition 1.3.5 (Réunion d’ensembles dénombrables) Soit E un ensemble. Soient I un ensemble
fini ou dénombrable et (E;);c 1 une famille de sous-ensembles de E qui sont finis ou dénombrables.

Alors UEZ est fini ou dénombrable.

icl

. .
DemO’rLStTatZOTL J Quitte a supprimer les E; non vides (ce qui ne change pas la réunion), on peut supposer tous les E; non vides. Soit f; une bijection
de [1,n] ou N, vers E;. Si on est dans le cas [1, n], on envoit tous les k > n + 1 sur un des éléments E;, ainsi f; devient dans tous les cas une surjection de N dans
E;.

Soit f : (i,n) — f;(n) qui est une surjection de I x N dans U E;. Or F = I x N est dénombrable (si I est fini de cardinal p, alors I X N est en bijection avec EP

i€l
et sinon c’est le produit de deux ensembles dénombrables).
Ainsi il existe une surjection g de N dans U E;.
i€l
Soit =z € U E;. Comme g est surjective, alors h(z) = min(gil(ac)) a un sens. On a ainsi : go h = IdUieI E; puis h est une injection de U E; dans N, puis
i€l i€l

U E; est en bijection avec h (U E7> qui est une partie de N, donc il est dénombrable.
i€l i€l

Corollaire 1.3.2 (Q est dénombrable) L’ensemble Q est dénombrable.

Démonstration :

Exemple 1.3.3 1. Montrer que l’ensemble S des mombres complexes racines d’un polynome non
nul de Q[X] est dénombrable.

2. (a) i. Montrons d’abord qu’il n'existe aucune surjection de E dans P(E), avec E un ensemble
non vide.

ii. En déduire que P(N) n'est pas dénombrable.
(b) Montrer que {0,1}" (I’ensemble des suites a valeurs dans {0,1}) n'est pas dénombrable.
(c) Montrer que S(N), l’'ensemble des bijections de N dans N n’est pas dénombrable.

(a) i. Si une telle application existe, alors X = {z € E, = & f(z)} n’a pas d’antécédent par f. En effet s’il existe a € E tel que f(a) = X, alors st a
est dans X, alors : a ¢ f(a) = X, ce qui est contradictoire et si a n’est pas dans X, alors : a € f(a) = X, ce qui est aussi contradictoire. Ainsi
f me peut pas exister.
@i. Il n’existe pas de surjection de N dans P(N), donc il n’y a pas de bijection de N dans P(N), donc ’ensemble infini P(N) n’est pas dénombrable.



. P 2n + 1 st 2n € A 2n st 2n+1€ A
(C) Soit A € P(N) et on pose fa : N — N définie par : fo(2n) = { 2n+ o ngA et fa(2n+1) = { om i " €+A , pour tout

n de N.

On a fa o fa = Idy, donc fa est dans S(N).

L’application A — f4 est une injection de P(A) dans S(N), car A = {n €N, fa(2n) = 2n + 1}, donc f4 = fp implique que A = B.

Si S(N) était dénombrable, alors P(N) s’injecterait dans N et serait en bijection avec une partie finie de N, ce qui est impossible, car P(N) n’est pas

dénombrable. Ainsi S(N) n’est pas dénombrable.
Théoréme 1.3.1 (L’ensemble R n’est pas dénombrable) L’ensemble R n’est pas dénombrable.

Démonstration : Soit (u,),eny une suite réelle. Montrons qu’il existe z € R qui ne soit pas dans
{u,, n € N}.
On construit par récurrence deux suites adjacentes (@, )nen €t (b, )nen telles que : Vn € N| w,, & [ay,, by

e On pose par exemple ag = ug + 1 et by = ug + 2.

2a, + b, nt2b, . .
e Supposons construits a,, < b, avec : u, ¢ |a,,b,]. On pose ¢, = % et d, = %. Ainsi les

segments [an, ¢y, [Cn, dn) et [dy, by coupent le segment [a,, b,] en trois parts égales et au moins I'un de

ces segments ne contient pas wu,.1 (sinon I'intersection de ces trois segments ne serait pas vide, ce qui

est impossible).

Cela permet de définir a, 1 < b,y tels que : u,i1 € [ani1,bnr1] (avee [ani1, bpyp1] T'un des trois
by — a

. Ainsi : Vn € N, b, —a, = 070 ot

n

donc liIJIrl (b, — a,) = 0. Ainsi les suites (a,,) et (b,) sont adjacentes et convergent vers un réel ¢ tel
n—-+00o

que : Vn € Nya,, < ¢ <b,, soit : Yn € N, £ € [an, b,]. Ainsi Vn € N, £ # w,,.
Si R était dénombrable, il existerait une suite de réels telle que : R = {u,, n € N}, ce qui est
contradictoire avec le résultat précédent.

Remarque 1.3.2 (IMPORTANTE) Les intervalles non triviauz de R ne sont pas dénombrables. Soit I
un intervalle non trivial de R. Il existe a € I et r € R’} tels que Ja —r,a +r[C 1.

Segments [an’ Cn]’ [CTM dn] et [dn> bn]) et bn+1 — Qpy1 = —

Proposition 1.3.6 (Support d’une famille sommable) Soit I un ensemble et (u;)ie; une famille de C
sommable. Alors {i € I, u; # 0} est au plus dénombrable.

Démonstration :

Exemple 1.3.4 Soit f € F(R,R) croissante et D [’ensemble des points de discontinuité de f. Montrer
que D est au plus dénombrable.
On commencera par montrer que c’est le cas pour DN| —n,n|, pour n € N*.

Comme f est croissante, elle posséde une limite & gauche et & droite en tout point. Soit n € N*.

Montrons que la famille | lim f — lim f est sommable.
Ea = z€]—n,n[
Soient —n < x1,...,xp < n. On a alors :
lim f <limf <limf < .. <limf <limf < lim f. Ainsi les intervalles [lim f,lim f], ont tous des intérieurs disjoints et inclus dans [ lim f,lim f], pour 1 < i < p.
-n x x T x n- x x —nt n-
1 1 P P k3 %
P
Ainsi en faisant la somme des longueurs de ces intervalles, on a : z(limf —lim f) < lim f — lim f.
i=1 @ n —nt
Cette somme est majorée par une constante indépendante du choir de p et de x1, ..., xp, alors la famille a termes postitifs <1iT f — lim f) est sommable.
x z= z€]—n,n|

Grace a la proposition précédente, son support DN| —n, n| est au plus dénombrable (cela correspond auz points de discontinuité, car f est discontinue en x si et seulement
st lim f < lim f).
z— zt

On aD = U n € N*DN] — n, n[ qui est une union dénombrable d’ensembles dénombrables, donc D est dénombrable.



2 Vocabulaire sur les ensembles

2.1 Unions et intersections

Définition 2.1.1 (Intersection et union d’une famille d’ensembles) Soit {A;}ic; une famille de sous-
ensembles d’un ensemble E indexée par I. Soit v € F.

1. z € UAi signifie que x est au moins de l'un des A;, ce qui s’écrit mathématiquement :
iel
djel, xe A,
2. x € mAi signifie que x est dans tous les A;, ce qui s’écrit mathématiquement :
iel

Proposition 2.1.1 (Opérations ensemblistes) Soient {A;}icr, indexés par l’ensemble I et B un en-
semble. On a :

. (UJa)ns=Jwuinb). 5. Ja=N4.

el el el el
2, (ﬂAi)UB:ﬂ(AiUB). 4 NA= U7
el i€l i€l i€l

2.2 Lien entre vocabulaire ensembliste et probabiliste

Définition 2.2.1 (Issues) L’ensemble des issues (ou résultats possibles ou réalisations ou des obser-
vables) d’une expérience aléatoire est appelé univers. Il est souvent noté §).

Exemple 2.2.1 Donnons divers univers possibles suivant la nature de 2.
1. On lance deuz dés cubiques a 6 faces, ici Q = [1,6]? et card(Q) = 36.

2. On joue a pile (p) ou face (f) et on lance une piéce tant que l’on n’a pas obtenu un pile (on
peut donc jouer indéfiniment!). Ici ) =

Plutot que de s’intéresser a chaque résultat pris isolément (c’est-a-dire un élément de €2), on regarde
plutot un groupe de résultats possédant une propriété commune (¢a devient une partie de €2). On
donne donc la définition suivante :

Définition 2.2.2 (Evénements) Un événement est un ensemble d’issues; c’est une partie de 2. On
appelle événement élémentaire, un événement constitué d’une seule issue (c’est-a-dire un singleton).

Exemple 2.2.2 En reprenant l'ezemple 2.2.1, identifier A dans P()) correspondant a l’événement cité.
1. « Avoir deux dés de parité différente », ici A ={1,3,5} x {2,4,6} U{2,4,6} x {1,3,5}
et card(A) = 3% + 3% = 18.

2. « Avoir pile la premiere fois au bout du 5éme lancé », ici

A:

Définition 2.2.3 (Evénements certains, impossibles, incompatibles) 1. L’événement () est appelé
evénement impossible. Il ne peut étre réalisé quelle que soit l'issue de [’épreuve.

2. L’événement ) est appelé événement certain. Il est toujours réalisé

3. St AN B est l’événement impossible (c’est-a -dire que AN B =0), on dit que les événements A
et B sont incompatibles.

Définition 2.2.4 (Systéme complet d’événements) Un systéme complet d’événements est une partition
de ), c’est-a-dire :
le systeme (A;)ier est un systéme complet d’événement si et seulement si



o 51 aucun des A; est impossible : Vi € I, A; # ).
e ils sont incompatibles deux & deux :Vi,j €I, i#j= A, NA; =0.
e () est la réunion des A; : Q) = UAi c’est-a -dire : Vv e€Q, diel, xeA.
iel
Autrement dit on a :Vx € Q, i € I, v € A;.

Exemple 2.2.3 1. Pour Q = {wy, ...,w,}, les événements élémentaires {w1}, ..., {w,} forment un
systeme complet d’événements (leur union donne bien Q et ils sont deux d deux disjoints).

2. Le systéme (A, A) est un systéme complet d’événements souvent utilisé si A # Q et A # ().

3. Dans le jeu du pile ou face, si on note A, [’événement obtenir pile pour la premiere fois au
n-eme lancer et si on note Ay ne jamais obtenir pile, alors (Ay)nenuso €St un systéme complet
d’événements.

3 Espaces probabilisés

Soit € un ensemble.

Vous avez vu en sup des probabilités sur des ensembles finis. Nous allons étudier cette année des pro-
babilités P sur des ensembles infinis. Vous avez vu que si Ay, ..., 4, sont des événements deux a deux

p
incompatibles d'un espace probabilisé, alors on a : P U A; Z P(A;). Nous voudrions étendre

i=1
cette proprlete sur une réunion dénombrable d’événements deux a deux disjoints :
+oo
PlUA Z P(A
=1

Il est en general 1mp0881ble de définir une probabilité vérifiant les axiomes souhaités pour tout événe-
ment de € (voir ci-dessous pour un début d’explication). Cela signifie qu’il n’est pas toujours possible
de définir une probabilité sur P(2). Il faudra se contenter de définir P sur une partie 7 de P(£2) que
I’'on appelera tribu.
Nous souhaitons construire une probabilité naturelle que [0, 1], qui est donnée par P([a,b]) =b —a, pour 0 < a < b < 1. Ona: P([0,1]) = 1.
Si ([an, bn])nenN est une suite disjointe d’intervalle, nous étendons P de la fagon suivante : P U lan,bn] | = Z (by, — an). Imaginons que 'on puisse étandre
neN
P en une probabilité sur P([0, 1]).
On remarque tout d’abord que pour [a, b] C [0,1] et € [0, 1] tels que z+ [a,b] C [0,1], on a: P(xz+ [a, b]) = P([a, b]). On admet que cette propriété de translation
se conserve a tout sous-ensemble de [0, 1].
Sur R, on introduit la relation d’équivalence : x ~ y < = — y € Q. Toute classe d’équivalence rencontre [1/3,2/3]. En effet, pour z € R, on pose p = [3z] — 1. On
1 p 2

: 1<3 2 is = <z— — —.
a:p-+ 7z<p+,pu15371 3<3
Pour chaque classe d’équivalence C, on choisit un représentant z dans [1/3,2/3] (cela est possible si on accepte I’axiome du choix).
On note V' I’ensemble constitué des z. On pose A = U (r+ V).

reQn[—1/3,1/3]
Ces ensembles sont deux a deux disjoints, car si ry; + o, = T2 + TCg, avec T, Ty € QnN[—1/3,1/3] et C1 et Ca deux classe d’équivalences, alors Toy N~ TCqys
donc ils sont dans la méme classe d’équivalence, puis C; = Ca, puis 7] = ro.
Ainsi P(A) = Z Pir+V)= Z P(V). Comme {r € QN [—1/3,1/3]} est infini, pour que la derniére série converge, on doit donc avoir
reQn[—1/3,1/3] reQn[—1/3,1/3]

P(V) =0, puis on a : P(A) =0.
On montre maintenant que [1/3,2/3] C A. Soit x € [1/3,2/3] qui est dans une classe C. Onadoncr =z—z¢c € QN[—1/3,1/3],doncona:z =r+zc € r+V C A.

On a donc : 1/3 = P([1/3,2/3]) < P(A) = 0, ce qui est absurde.

3.1 Tribu

Définition 3.1.1 (Tribu) On appelle tribu sur Q une partie T de P(2) telle que :
e Qe T.
e Pourtout A€ T, ona A=Q\A€eT.

—+00
o Pour toute suite (A,)n>0 d’éléments de T, l'union U A, appartient encore a T .
n=0
Dans ce cas, on dit que le couple (2, T) est probabilisable.



Remarque 3.1.1 1. Pour modéliser une experience aléatoire, on aura donc besoin da un univers {2
et de la tribu des événements T . Il s’agit des événements que ['on peut observer.

2. Lorsque § est fini, il n'y a pas de bonnes raisons de considérer une autre tribu que P() (cf
premiére année).
C’est également le cas pour un univers € dénombrable. Au-dela, nous verrons brievement qu’il
est parfois nécessaire de prendre T strictement incluse dans P(€2)

Exemple 3.1.1 1. P(Q2) et {0,Q} sont des tribus sur Q.
2. Soit A€ P(P(Q)).

Montrer qu’il existe une tribu que l'on note o(A) qui est la plus petite tribu contenant A au
sens de l'inclusion, c’est-a-dire, si T est une tribu contenant A, alors o(A) C T.
Montrer Uunicité de o(A). On appelle o(A) la tribu engendrée par A.

Posons o(A) = ﬂ T.
T tribu
ACT
L’intersection contient au moins un élément & savoir P(2).
Montrons que o(A) est bien une tribu.
e Soit T une tribu contenant A. On a Q € T, donc Q € o(A).
e Soit X € o(A). Pour tout tribu T contenant A, on a : X € T, donc Q\ X € T, puis : Q\ X € o(A).
o Soit (Ap)nen une suite de o(A). Pour tout tribu T contenant A, on a : Vn €N, Ay € T, donc : U An €T, puis : U Ay, € 0(A).
neN n€eN
. Ainsi o(\A) une est tribu et par construction on a : A C o(A) et si T est une tribu contenant A, alors c(A) C T.
Pour l'unicité supposons qu’une tribu B v{erifie la méme propriété. On a alors A C B, puis oc(A) C B et de méme B C o(A). Ainsi B = o(A).

Proposition 3.1.1 (Stablité d’une tribu par opérations) Soit (2, T) un espace probabilisable.
1. 0eT.

2. T est stable par intersection dénombrable.

3. T est stable par réunion finie et par intersection finie.

Démonstration :

1. 0 =Q & T, car Q est dans T qui est stable par passage au complémentaire.

2. Il suffit d’écrire ﬂ A, = U A,
neN neN
3. Soient A,B € T.On pose Ay = A; Ay = Bet A, = () pour n > 2. Tous les A,, sont dans T et
donc: AUB = UAnG'T.

neN
Par récurrence, on a le résultat pour une réunion finie.

Par ailleurs A et B sont dans 7, donc AU B aussi et donc AU B aussi soit : AN B € T. Par
récurrence, on a le résultat pour une intersection finie.

3.2 Succession d’épreuves aléatoires

On considére une expérience aléatoire £ consistant a effectuer successivement et indéfiniment des
épreuves aléatoires &1, &, ... Souvent on répete une méme épreuve, par exemple une succesion de lan-
cers infinis de pile ou face.

Pour I'épreuve n, on suppose que I'on a un espace probabilisé (£2,,, 7,,) modélisant celle-ci. Le but est
de construire un espace probabilisé (€2, 7)) modélisant I’expérience &.

Cette construction est admise et dépasse largement le cadre du programme. Cependant on rencontrera
de nombreuses situations modélisant une telle succession infinie d’épreuves et il sera sous-entendu que
la tribu associée a été construite (d’ailleurs elle sera souvent distincte de P(€2)). La difficulté réside
dans le fait que 2 ne soit pas dénombrable.

Par exemple pour s’intéresser a une succession de lancers pile ou face, on peut se demander quand on
va obtenir le premier pile. Mais comme nous ne savons pas quand va apparaitre le premier pile, on est
obligé de prendre Q = {pile ; face}"" = {(wp)nen+, ¥n € N*, w, € {pile ; face}}, qui pourra englober
toutes les issues possibles, mais {pile ; face}N*n’est pas dénombrable. Donc dans ce cas la on admettra
que 'on peut munir €2 d'une tribu.



Voici quelques points pour la construction si cela vous intéresse. Pour regrouper les résultats de toutes les expériences, nous posons

Q=01 x Q2 X ... = {(Wn)pen*, Vn € N*, wn € Qn}, qui donne la suite des résultats.

Reste & munir cet espace d’une tribu, qui puisse contenir les événements liés & une épreuve n fixée. Par exemple si A,, est un événement de I’épreuve n (avec A, €
Tn), on peut s’intéresser a sa réalisation quelque soit les résultats des autres épreuves. Dans €2, ceci correspondra a I’événement : Q1 X Q2 X ...02y, 1 X Ap XQppq1 X.oon
On veut construire une tribu qui contient tous les événements précédents, avec n variant et A,, dans T, quelconque. Il suffit de prendre pour 7 la tribu engendrée

par ces ensembles comme dans ’exemple 3.1.1.

Exemple 3.2.1 On joue a pile ou face et on note A, l’événement : « obtenir pile au k-éme lancer ».

On considére que les Ay sont dans la tribu T. Les ensembles B = U ﬂAj et C' = m UAj
i>1 \j>i i>1 \j>i

sont aussi dans T .

Décrire ces ensembles.

3.3 Probabilité

Définition 3.3.1 (Probabilité) Soit (2, T) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur (Q,7T)
la donnée d’une application P : T — [0;1] telle que
e P()=1
o (0-additivité) Pour tout suite (A, )n>o0 d’événements incompatibles de T, on a :
“+oo +oo
PllJA) =D P
n=0 n=0
Le triplet (2, T, P) est appelé espace probabilisé.
+o0o

Remarque 3.3.1 Si (A,)nen est un systéme complet d’événements, alors Z P(A,) =

n=0

Proposition 3.3.1 (Opérations et probabilités) Soient A et B deux événements de T .

1. P(0) =0; 2. Si A et B sont disjoints, alors P(AUB) = P(A)+ P(B);
3. P(A)=1-P(A); 4. Stona:ACB, alors on a : P(B\A) = P(B) — P(A);
5. AC B = P(A) < P(B);; 6. P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

7. Soient A1, ..., A, des événements deux a deux disjoints de T, alors : P U A | = Z P(A;).
i=1 i=1

Démonstration : 1l suffit de montrer les deux premiers points. Les autres en découlent en effectuant
la méme preuve que dans le cas fini que vous avez vu en sup.

1. Sion pose : Vn € N, A, = (), alors les (A,),en forment une suite d’événements incompatibles

+00 +oo
et donc P U A, | = Z P(A,) et donc la série Z P(0) converge. Cette série converge si et
n=0 n=0

seulement si la constante P(()) est nulle.



2. Onpose Ag=Aet Ay = Aet A, pour n > 2. Les (A,)nen forment une suite d’événements

Jr
incompatibles et donc P (U A ) A,) = P(A) + P(A). Or U A, = Q et donc

+oo
P (U An> =1, puis P(A) + =
n=0

Remarque 3.3.2 Le dernier point rejoint le fait qu’une disjonction se traduit par une somme.

Définition 3.3.2 (Distribution de probabilités discrétes) 1. Si Q est un ensemble, une distribu-
tion de probabilités discretes sur Q) est une famille de réels (p,)weq telle que : Yw € Q, p, > 0

et : pr: 1.

2. Pour une telle famille, I’ensemble {w € 0, p, # 0} est appelé support de cette distribution.
Remarque 3.3.3 Le support d’une distribution de probabilités discretes est au plus dénombrable.

Proposition 3.3.2 (Probabilité et distribution de probabilité discréte) Soit Q@ un ensemble au plus
dénombrable.
1. Si (Q,T,P) un espace probabilisé et A un événement, alors : P(A) = Z P({w}).
weA
2. Réciproquement, si (p,)weq est une famille de distribution de probabilité discréte, alors il existe
une unique probabilité sur (2, P(2)) telle que : Yw € Q, P({w}) = p,. Cette probabilité est
définie, pour tout événement A par : P(A) = pr.
weA
Ainsi sur €, on peut considérer la tribu P(Q2), pour définir une probabilité.

Démonstration :
1. Ona A= U {w} et cette réunion est dénombrable et disjointe.
weA
Ainsi P(A) = P({w}) par o-additivité.
weA

2. Raisonnons par analyse synthese. Si une telle probabilité existe, alors le raisonnement précédent

nous dit que : P(A) = Z P({w}) = pr.

weA weA
Montrons que I'application P définie précédemment sur P(€2) définit bien une probabilité.

Remarque 3.3.4 On peut étendre le deuziéme point de cette proposition a un ensemble 0 quelconque
et considérer aussi la tribu P (), mais il faut disposer d’une distribution de probabilité discréte.

Définition 3.3.3 (Evénement négligeable, presque siir) Soit (2, T, P) un espace probabilisé et B € T .
1. Si P(B) =0, alors B est un événement négligeable.
2. Si P(B) =1, alors B est un événement presque sur.

3. Toute propriété vérifiee sur un ensemble de probabilité un est dite presque sture.



3.4 Revision de sup : quelques probabilités dans un univers fini

Définition 3.4.1 (Probabilité uniforme) Dans le cas oi Q) est fini de cardinal n, on définit la probabilité

uniforme sur (2, P(2)) par : Vw € Q, P(Hw}) = 1.

n
d(A
Pour tout événement A, on a alors P(A) = L().
n

Remarque 3.4.1 Dans les énoncés d’exercices et problemes, la formulation « au hasard » se réfere par
défaut a une situation d’équiprobabilité.

Exemple 3.4.1 1. Soit n € N*. On considére 2n équipes sportives, n en premicre division et n en
seconde division. On organise n. matchs. Soit a, la probabilité d’avoir systematiquement une
équipe de premiere division face a une équipe de seconde division. Calculer a,.

2. Soitn € N*. Pouro € S, eti € [1,n], on dit que o (i) est un record si : o(i) = max {o(1),...,0(7)}.
On munir S,, de la probabilité uniforme. Quelle est la probabilité pour qu’une permutation ait
un record en i ¢

Proposition 3.4.1 (Binomiale) On considére une succession de n expériences identiques et indépen-
dantes a deux issues : succes et échec, et pour chacune d’entre elles, la probabilité d’un succes est p.

Alors la probabilité d’avoir k succés est pp = (Z)pk(l —p)" k.

Exemple 3.4.2 Une personne A transmet une information (binaire) a I, qui la transmet a Iy ...
gusqu’a I, qui la transmet a B. On fait 'hypothése que chaque intermédiaire 1), (1 < k < n) transmet
Uinformation qu’il regoit avec une probabilité p (0 < p < 1) et l'information contraire avec la probabilité



1 —p. Calculer en fonction de n et p la probabilite p, pour que B regotve | injormation initiale.
Trouver un rang N a partir duquel pour n > N, on a : |p, — 1/2| <1072

3.5 Probabilité sur I’espace d’une succession d’épreuves aléatoires indépendantes

Reprenons maintenant la situation du paragraphe 3.2, sur la succession d’épreuves aléatoires indépen-
dantes. Nous évoquons ceci avant méme d’avoir évoqué l'indépendance car cette situation apportera
de riches exemples pour illustrer les futures propositions.

On considere une expérience aléatoire £ consistant a effectuer successivement et indéfiniement des
épreuves aléatoires &, &y, ...

Pour Iépreuve n, on suppose que 1'on a un espace probabilsé (2, 7,, P,) modélisant celle-ci. Nous
avons admis que 'on a trouvé un espace probabilisable (£2,7) modélisant I'expérience &, en prenant
Q=0 xQ X ... = {(wn)nen+, ¥n € N*, w, € Q,}.

Reste a munir cet espace d’une probabilité. Nous voulons construire une probabilité P telle que si A,
est dans 7, la probabilité d’obtenir cet événement quelque soit les autres épreuve nous donne P, (A,,).
Ainsi on pose P(2; X Qo X .0 1 X Ap X Qg X ...) = Pu(Ay).

L’hypothese d’indépendance donne par exemple

P(Al X AQ X '-'An—l X An X Qn—H X ) = Pl(Al)PQ(AQ)Pn<An)

Dans ce dernier cas, nous nous intéressons juste aux n premieres expériences dans notre calcul de
probabilités sans tenir compte du reste.

Nous admettons que (€2, T, P) existe, avec P vérifiant les contraintes précédentes.

Exemple 3.5.1 On effectue un lancer de pile ou face avec une piéce truquée donnant pile avec une
probabilité p dans ]0;1[. On pose ¢ =1 — p.



1. Quelle est ta provabulite a’obtenir pie pour la premaiere fois au n-eme lancer, on appeltera A, cet
événement ¢

2. Quelle est la probabilité de ne jamais obtenir pile, on appelera Ay, cet événement ?

3. (a) Déterminer la probabilité de l’événement « le motif PF apparait avant le motif F'F ».
(b) Déterminer la probabilité de l’événement « le motif PP apparait avant le motif FF ». On
pourra pour cela s’intéresser a la parité du rang d’appartition du premier motif PP.

4. Soit r € N*. On note T,, I’événement « avoir r Faces consécutifs pour la premiere fois a l’issue
du n-éme lancer ». On note p, = P(T,,) pour n > r.

Montrer que : ¥n € N*, ppyi1=¢p|1— Zpk )
k=1



Remarque 3.5.1 Contrairement aux probabilités finies, nous pouvons avoir des événements qui existent
(non vides) mais qui ont une probabilité nulle (événements négligeables). Ainsi P(X) = 0 n'implique
pas X = 0. C’est le cas par exemple de Aso = {(f, [, [, [,...)} de Uexemple précédent.

3.6 Réunions et intersections dénombrables d’événements

Proposition 3.6.1 (Continuité croissante) Soit (A,),>0 une suite d’événements croissante, c’est-a-dire
que pour toutn de N, on a : A, C Api1.

“+oo
Alors P (U An> — lim P(A,).

n—-+oo
n=0

Démonstration :

Corollaire 3.6.1 (Continuité décroissante) Soit (A, ),>0 une suite d’événements décroissante, c’est-a-
dire que pour tout n de N, on a : A,y1 C A,

+oo
Alors P (ﬂ An> = lim P(A4,).

n—-+0o
n=0

+oo +oo +o0o
Démonstration : On a : P (ﬂ An) =1-P ﬂ A, | =1-P (U A_n> . Or la suite (A, )nen vérifie
n=0 n=0

n=0

les hyptheses de la proposition précédente. Ainsi on a :

P (ﬁo An> =1— lim P(A,)=1— lim [1 — P(A4,)] = lim P(A,).

n—-+o0o n—-+o0o

Exemple 3.6.1 On fait effectue une infinité de lancers pile ou face avec une piece donnant pile avec
une probabilité p €]0, 1.
1. Par une autre méthode retrouver la probabilité de ne jamais avoir pile en utilisant une suite
décroissante .

2. (a) Quelle est la probabilité d’avoir pile au moins n fois lors des k premiers tirages, avec k et n
des entiers naturels non nuls, avec n < k. On note Cy l’événement correspondant.

(b) En déduire la probabilité d’avoir pile au moins n fois au cours d’une infinité de tirages.



Corollaire 3.6.2 (Probabilité d’unions et intersections dénombrables) Etant donnée (An)n>0 une suite
d’événement, on a :

+oo N +o00 N
P <nUOAn> = Jim P <nU0An> et P (nﬂoAn> = Jim P (poAn> .

N N
Démonstration : La suite d’événements (U An) est croissante et (m An> est décroissante.
n=0 NeN n=0 NeN
+00
Par ailleurs U (UA) UA et ﬂ (ﬂA):ﬂAn.
NeN NeN n=0

Proposition 3.6.2 (Sous-additivité) Etant donnée (A,)nso une suite d’événement, on a :
+oo +o0
P (U An> <> P4
n=0 n=0
Démonstmtion On note By = Ay et, pour tout n € N*, B, = A, \ (4,1 UA, 2U...U Ap), alors on

a: U A, U B,, et cette derniere union est disjointe. Ainsi on obtient :
n=0

+0o0 +oo
(UA) (UBn>—ZP( ZP ), car pour tout n de N, on a : B, C A,.
n=0 n=0



N N
Remarque 3.6.1 Si on a une famille finie d’événements, P U A, | < ZP(AH), en prenant dans
n=0 n=0
la proposition précédente A, =0, sin > N.

+oo
Exemple 3.6.2 (Borel Cantelli 1) Soit (Ay,)nen une famille d’événements telle que Z P(A,,) converyge.

n=0

Pour tout entier naturel m, on pose C,, = U A;. Montrer que P <ﬂ Cm) = 0, puis interpréter ce

i>m meN

résultat.

Corollaire 3.6.3 (Réunion d’événements négligeables) Une union finie ou dénombrable d’événements
négligeables est négligéable.

Démonstration : Soit (A,)nen une famille d’événements négligeables. On a :

400 +oo
0<P (U An> < Z P(A,) = 0. Pour une famille finie, nous avons la méme démonstration.
n=0

n=0

Corollaire 3.6.4 (Intersection d’événements presque siirs) Une intersection finie ou dénombrable d’évé-
nements presque surs est presque sure.

Démonstration : Soit (A,)nen une famille d’événements presque sirs. On a donc :

Vn e N, P(A,) =1— P(A,) =0. Grace au corollaire précédent, on a :

+00 T +oo
0:P<UA_H>:P ﬂAn ,puis:P(ﬂAn>:1.
n=0 n=0 n=0

4 Conditionnement et indépendance

4.1 Probabilités conditionnelles

Définition 4.1.1 Etant donné (Q, T, P) un espace probabilisé et B € T tel que P(B) # 0, la probabilité
conditionnnelle d’un événement A sachant B est donnée par

P(ANnB
Elle se note également P(A|B).

card(AN B)

Remarque 4.1.1 1. Dans le cas ou §2 est fini et d’équiprobabilité, on a alors Pg(A) = i(B)
car



St A et B sont incompatibles, alors P(A|B) = 0. 5t B implique A, alors : P(A|B) = 1.
Bc A= ANB=B= P(AnB) = P(B).

Avec une telle probabilité conditionnelle, on change [’espace des observables qui devient ici B. On
a plus d’informations, puisque ’événement B s’est produit et on cherche la probabilité d’obtenir
[’événement A avec cette nouvelle donnée. Ainsi nous ne préciserons pas l’espace des obser-
vables ) pour les probabilité conditionnelles puisque [’on sait que [’on travaille dans l’espace des
observables B.

Ainsi, ne pas confondre les probabilité P(A|B) et P(AN B). Dans le premier cas, on suppose
que B est déja réalisée et on cherche a savoir grace a cette information la probabilité que A se
réalise. Dans le deuxieme cas, on s’intéresse a l’événement AN B et il n’y a aucune raison que
B soit a priori réalisé.

On a : P(AN B) = P(A|B)P(B), que l'on peut interpréter de la fagon suivante : d’abord on a
I’événement B donc on calcule P(B), et une fois que B est acquis, on veut A d’ot le calcul de

P(A|B).

Exemple 4.1.1 Des joueurs ji,...,jn,..-(en nombre infini), s’affrontent a un tournoi de Pile ou Face
avec une piece non truquée. D’abord j; rencontre js. Le perdant est éliminé, puis le gagnant rencontre
73 A nouveau le perdant est éliminé, le gagant rencontre jy, et ainsi de suite. Est déclaré vainqueur le
premier joueur qui remporte qui remporte trois parties consécutives. Pour n, on note q, la probabilité
que le joueur j, participie au tournoi, et p, la probabilité qu’il le remporte.

/

Exprimer p, en fonction de q,.
Déterminer q,, pour 1 < 4 <n.
Pour n > 5, trouver une relation entre q,,¢,—1 €t q,_o, pour n > 5

En déduire une exrpession de p, en fonction de n.

B

- 1 1 1+
La suite (qn)n>3 vérifie une relation de récurrence linéaire sur deux termes d’équation caractéristique 22— - - = 0, de solutions
=

2 4 4
1-vB\" 14+V5\"
donc (a, B) € R? tel que, pour tout m = 3 : qn :a( 1 > + 8 .

. 1l existe

4

1 1
Pour gérer plus facilement les conditions initiales, on consideére la suite (q;l) en vérifiant la relation de récurrence q; = Eq;71 + Zq;72, avec qé = q3
n



et qﬁl = qq4. On a alors q; =gqn pourn = 3 et q’:L =«

1—-v5\" 14++5
" + B

n
" > pour tout n € N. On obtient qé =2, qll =0 et q‘g = 8. Les conditions

4(1 + V/5) _4(V5-1)

’ ’ P . .
qo = 8 et q; = 0 permettent de déterminer « = ——— et 8 = . On obtient, pour tout n > 3 :
0 1 \/5 \/g 3 =z

me (8- ()
e () -(59))

Proposition 4.1.1 Py est une probabilité sur (2, T).

Pn =

Démonstration :
e Soit A € 7. Comme 0 < P(ANB) < P(B), alors comme P(B) est strictement positif, alors on
P(ANB
a:0< % < 1. Ainsi Pg est bien a valeurs dans [0; 1].
PQNB) P(B)
Ona: Pp(Q)) = = =1
nOn s el = TpE )
e Soit ensuite (A4,),>0 une suite d’événements incompatibles.
+0o0
U A, | NB = U (A, N B), cette derniere union étant composée d’événements incom-
n=0

n=0
+00 “+00 +oo
patibles. Ainsi on a : P <(U An> N B) =P (U(A" N B)) = ZP(An N B).
n=0 oo n=0 - n=0
Divisant par P(B), on obtient bien Pp U An) = Z Pg(A

n=0
Remarque 4.1.2 En particulier on a Pg(A) = P(A|B) =1 — Pg(A) =1 — P(A|B).

Proposition 4.1.2 (Formule des probabilités composées) Si P(B) # 0, alors
P(AN B) = P(B)P(A|B).
De méme si P(BNC) #0 alors PLANBNC) = P(C)P(B|C)P(A|BNC).

n—1

Plus généralement, si P (ﬂ A | #0, alors

k=1

()

Démonstration : Voir la démonstration de sup.
Remarque 4.1.3 Ceci traduit 'idée qu’une succession se traduit par des produits.

Exemple 4.1.2 Une urne contient une boule blanche et une boule rouge. On effectue des tirages avec
remise et lorsqu’une boule rouge est tirée, on replace la boule rouge puis on multiplie par deux le nombre
de boules rouges présentes dans l'urne, sinon le jeu s’arréte. Soit R, [’événement : « au n-eme tirage,
on a obtenu une boule rouge ».

Est-ce que le jeu s’arréte presque-sirement ¢ Dure-t-il infiniment preque sturement ?



4.2 Probabilités totales

Proposition 4.2.1 (Probabilités totales) Soit (A,)nen un systéme complet d’événements et B un évé-
nement.
La série Z P(BNA,) converge et sa somme vaut P(B). On a donc

P(B) =
avec la convention P(A,)P(B|A,) =0 lorsque P(A,) = 0.

Démonstration : On a : U A, =Qetdonc B=BNOQ = U (A, N B). Comme cette derniere union

neN neN
+00
est disjointe, alors P(B) = Z P(A,N B). Enfin, on a: Vn € N, P(A,NB) = P(B|A,)P(4,).
n=0

Corollaire 4.2.1 (Probabilités totales pour les systémes quasi-complet d’événements) Le résultat reste

+o0
valable pour une suite (Ay)nen d’événement incompatibles telle que Z P(A,) =1.
n=0
+00
Démonstration : 11 suffit de remplacer dans ce qui précede Q par Q' = U A, événement de probabilité
n=0
+oo +o0
1, car comme la réunion est disjointe, alors P (U An) = Z P(A,) =1.
n=0 n=0

Orona: P(BNQ') = P(B)+P(QY)—P(BUQ) = P(B)+1-1= P(B),car1 = P(Q') < P(BUQY') <1
donc P(BUQ') = 1.
On conclut car (A;,)nen est un systeme complet d’événements de ' et donc :

+00
P(BNQ) =Y P(A,)P(BN|A,). Si P(A,) est non nul, alors :
n=0

P(BNQYNA,) P(BNA,) :
P(BNn YA, = = = P(B|A A 1 Q :
(BN YA, P(A) PUA) (B|A,), car A, est inclus dans €' et donc
QNA,=A,.

Remarque 4.2.1 Une telle famille d’événements est dite quasi-complete.

Exemple 4.2.1 1. On se donne N + 1 urnes numérotées de 0 a N. L’urne de numéro k contient k
boules blanches et N + 1 — k boules noires. On choisit une urne au hasard, chaque choix étant
équiprobable. Dans l’'urne choisie, on tire des boules avec remise.

(a) Quelle est la probabilité que la (n + 1)-iéme boule tirées soit blanche sachant que les n
précédentes 'étaient toutes ?



(b) Que devient cette probabilité lorsque N — +o0 ¢

On note Uy : « choisir U'urne k », pour k € [0, N] et By : « la [-éme boule tirée est blanche ».

(a)

k

(b) Soit n € N. La fonction f : © — x'* est continue sur [0, 1], donc grace aux sommes de Riemann associées aux subdivisions < de
N+1

)ogngH

[0,1], on a -

1 N k 1 1 1
lim E f( ): / f(z)dz = .
N—>+ooN+lk:0 N +1 1—-0Jo n+1
1
P n+1
On adonc: lim P(Bpy1|B1 N BaN..NBy)) =212 = .
n a aonc N;T»oo ( 'n,+1‘ 1 2 n)) 1 nt2

n+1

2. On lance une piéce avec une probabilité p (dans |0, 1[) de donner Pile. Soit n € N*. On note A,
[’événement : « obtenir pour la premiere fois deux Pile consécutifs a l'issue du n-éme lancer »

et a, = P(A,).

(a) Déterminer ay et as.

(b) Montrer que : ¥n € N*| a,10 = (1 — p)any1 + p(1 — p)a,.

(¢c) En déduire qu’il est quasi-certain d’obtenir deux Piles consécutifs lors d’une infinité de
lancers.

+o00
(d) Calculer M = Znan. Que représente cette quantité ¢

n=1

(a)

(b)



N N N
(d) Pour n > 3, on a : nap = qna,_1 + pgqna,_o, puis pour N > 3, on note Sy = Z nan : Sy —a; —2a3 = q Z nan,—1 + pq Z Na,_9 =
n=3 n=3

n=1

N-—-1 N—-2 N—-1 N—-2
¢ > (n+1an+pg Y (n+2)an =q(Sy —a1 — Nay)+q > an +pa(Sy — (N —1ay_1 — Nay) +2pq D an, ainsion a :
n=2 n=1 n=2 n=1
N—-1 N—-2 “+ oo + oo
(1-q-pa)Sn =2p°> — qNay —pa(N — Dan_1 — pgNay +q ST an+2pg > an < 2p% 4+ ¢ S an+2pg > an = 2p° + q + 2pq. Ainsi les
n=2 n=1 n=2 n=1

sommes partielles de la série a termes positifs Z nan sont majorées, donc cette série converge, puis lim mna, = 0, donc quand N tend vers 4+oo,
n>1 no oo
1+p

ona:(lqupq)M:2p2+q+2pq, soitp21VI:1+p, puis M = B}
P

, ce qui correspond au temps moyen d’attente pour avoir pour la premiére

fois deuz Piles consécutifs.

3. Une puce se déplace sur un plateau de n > 3 cases numérotées. Initialement, elle se trouve sur
la case 1. A chaque pas, elle passe de la case qu’elle occupe a l'une des n — 1 autres, ce de
facon équiprobable et indépendamment de ses déplacements antérieurs. Déterminer, pour tout
k € N*, la limite lorsque p tend vers +o0o de la probabilité qu’elle se trouve sur la case k apres
p mouvements.



4.3 Formule de Bayes

Proposition 4.3.1 (Formule de Bayes) Soit (2,7, P) un espace probabilisé. Soient deur événements
A et B. On suppose que P(A) et P(B) sont non nuls. On a :

P(B|A)P(A)

P(AIB) = ==

Démonstration : Voir la démonstration faite en sup.

La formule de Bayes permet de déterminer la probabilité de A sachant B, sil’on connait les probabilités :
e de A
e de B
e de B sachant A.
Interprétation : Cette formule est souvent appelée formule de probabilité des causes, car elle permet
en quelque sorte de remonter le temps. En effet, si I’événement B se produit apres I’événement A, elle
nous permet de déduire, de la probabilité P(B|A) qui respecte la chronologie, la probabilité P(A|B),
qui, elle, remonte la chronologie.

Une reécriture possible de la formule précédente a ’aide des probabilités totales est :

Proposition 4.3.2 (Formule de Bayes) Soit (2,7, P) un espace probabilisé. Soit B un événement de
probabilité non nulle. Soit (Ay,)nen un systéme complet d’événements. Alors :

Vie N, P(A;|B) =

Démonstration :

Remarque 4.3.1 Si A est dans T, comme (A, A) est un systéme complet d’événements, alors :
P - PAPEA
P(A)P(B|A) + P(A)P(B|A)

Exemple 4.3.1 On suppose qu’il existe p €]0,1[ et a > 0 tels que la probabilité p, pour une famille
d’avoir n enfants vérifie la relation Vn € N, p, = ap”, avec a =1 — p. On suppose que la probabilité
d’avoir un garcon est la méme que celle d’avoir une fille.



1. Déterminer ta provabilite qu une famille ait exactement aeux enfants sachant qu’elie a exacte-

ment deuz filles.
Nous rappelons une relation que nous avons vue dans le cours sur les séries entiéres :

o0 92
Vo e] —1,1], E n(n—1)z"? = ——— (%).

(1—x)

n=2

Rappel de la démonstration : comme on peut dériver plusieurs fois terme a terme une série entiére sur son intervalle de convergence,

d42 +oo +oo ) d2 +oo d2 1 2
. n\ _ n— . n _
alors : Vx €] — 1,1], T2 g " | = E n(n — 1)z et : T ngzoa: =3 (1,33) B

n=0 n=2

2. Déterminer la probabilité qu’une famille ait exactement deux garcons sachant qu’elle a exacte-
ment deux filles.

4.4 Indépendance

Définition 4.4.1 (Indépendance de deux événements) Deuz événements A et B de (2, T, P) sont dits

indépendants si
P(AnB)=P(A) P(B)

Remarque 4.4.1 1. Si P(A) = 0, alors A est indépendant de tout événement B : AN B C A,
donc :
P(ANB) < P(A) =0 et donc P(ANB) =0, puis : P(ANB) =0= P(A) P(B).



2. ATTENTION : ne pas confondre l'indépendance de A et B (qui est une notion probabiliste
P(ANB) = P(A) P(B)) et l'incompatibilité de A et B (qui est une notion ensembliste
ANB=10). Lindépendance dépend de la probabilité dont est muni .

3. La situation classique d’indépendance se rencontre souvent lors d’une succession d’expériences
dont le résultat de chaque expérience n’influence pas les autres résultats.

Proposition 4.4.1 Soient A et B deuz événements de (2, T, P). Les assertions suivantes sont équiva-

lentes _
e A et B sont indépendants, e A et B sont indépendants,
e A et B sont indépendants, e A et B sont indépendants.

Démonstration : Voir la démonstration de sup.

Proposition 4.4.2 (Indépendance et probabilité conditionnelle) Soient A et B deux événements de
(Q,T,P). On suppose P(B) > 0. Alors les événements A et B sont indépendants si et seulement si
P(A|B) =

Démonstration : Voir la démonstration de sup.

Définition 4.4.2 (Indépendance d’une famille) Les événements d’une famille (A;)icr de (2, T, P) sont
dit indépendants si pour toute partie finie J de I, on a :

P (ﬂ Aj> =[P4

jeJ jeJ

Remarque 4.4.2 1. On vérifie rarement l'indépendance, cela fait en général partie des hypothéses
ou cela découle de lindépendance connue d’autres événements.

2. Attention, l'indépendance deux a deux des événements n'implique pas l'indépendance de la fa-
mille. Contre-exemple : On jette deux dés non pipés, un dé noir et un dé blanc. On note A
I’événement « le chiffre du dé noir est pair », B [’événement « le chiffre du dé blanc est im-
pair et C' ’événement « les deux chiffres ont la méme parité ». Montrer que A et C, A et B,
C et B sont indépendants, mais que les trois événements ne le sont pas.

Ici Q = [1,6]*. On est dans le cadre d’équiprobabilité. On a P(A) = P(B) =1/2 et
{1,3,5)2U{2,4,6}* _ [{1,3,5}* +{2,4,6}*] _ 3*+3°

_ | _ _
P(C) = C— o =172
P(ANC) = |{2’|4T7|6}| = % =1/4 = P(A)P(C) et de méme P(BNC) = P(B)P(C). Enfin :
P(ANB) = ‘{2’4’6}|S|{173’5}| _ 36X23 _ 1/4= P(A)P(B).

Cependant : P(ANBNC) = P() =0+# P(A)P(B)P(C).
Enonc;ons certains points intuitifs que 'on pourra utiliser sans les démontrer :

Proposition 4.4.3 1. Toute sous-famille d’une famille d’événements indépendants est une famille
d’événements indépendants.

2. Si les événements (A;)icr sont indépendants, alors les événements (B;)icr sont indépendants,
avec B; dans {A;, A;}, pour tout i dans I.

3. Si les événements (A;)ier sont indépendants, alors pour tout sous-ensemble disjoints J et K de
1, les événements ﬂ Aj et ﬂ Ay sont indépendants, tout comme U Aj et ﬂ Ap m Aj et

jeJ keK jed keK jed
U Ay et enfin UAj et U Ay .
keK jeJ keK
Exemple 4.4.1 1. On lance m dés non pipés, puis on laisse de coté ceux qui donnent 6. On relance

les autres, en laissant a nouveau de coté ceur qui donnent 6, etc.



(a) On fixze un dé. A, Uévénement « ce dé est lancé au moins n fois ». Calculer P(A,,).
(b) Soit B, l’événement « on obtient m siz en au plus n lancers ». Calculer P(B,).
(¢) Etudier la limite de P(B,) lorsque n tend vers +oco. Interpréter.

2. (Borel-Cantelli 2) On se donne (2, T, P) un espace probabilisé et (A,)nen une suite d’événe-
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ments indépendants. Soit B = ﬂ (U A, |. On suppose que ZP(An) diverge. Montrer que
k=0 \p=k

P(B) = 1.



Application : On joue a pile ou face avec une piece donnant pile avec une probabilité p €0, 1|.
Soit n € N* fixé. On se donne une séquence S de longueur n constituée de Pile ou Face fizée a
l'avance. Montrer qu’il est est quast certain d’avoir une infinité de fois la séquence S au cours
d’un tirage infini.
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3. Soit x €]1,+00[ et on pose ((z) = —.
n$
n=1
On note p1 < pa < p3 < +++ < pp < Pt < -+ la suite des nombres premiers rangés dans

l’ordre croissant. Ainsi, py = 2, po = 3, p3 = 5, etc.
(a) Montrer que P définit une probabilité sur (N*, P(N*)) en posant :
Vn e N, P({n}) =

C(z)n®
1
(b) Montrer que, pour tout a € N*, P(aN*) = —.
al’
(c) Montrer que les événements (p;N*);en- sont indépendants.

n

(d) Soit n € N* et on note B, I’événement B,, = U(pkN*). Montrer que lim P(B,) = P({1}).
n—o0

k=1
1 - 1 Rl 1
En déduire que : Yz €]1, 400, @ = 1_1&1 (1 — ]?) = H (1 — ]?) .

1
(e) Montrer que la série Z — diverge. Nous rappelons que lim ((x) = 400, car
ey Pk z—1t

((z) ~

=1tz — 1

(voir chapitre 8).



