Chapitre 15 : Calcul différentiel I
MP* Chaptal

Soient E et F deux R-espaces vectoriels normés de dimension finie. Soient U un ouvert de E et
f U — F une application.

Dans ce chapitre, nous cherchons a généraliser la notion de dérivabilité et de développement limité a
I'ordre un.

En général, on aura £ = R? et F' = R. Cependant nous pourrons nous ramener a cette situation.

Montrons comment se ramener a £ = RP. Cette identification sera essentielle pour la notion de dérivées
P

partielles. Soient B = (e, ..., e,) une base de E et ® : (z1,...,x,) — inei qui est un isomorphisme
i=1
de R? dans E. On pose ainsi : f(21,...,7,) = f(z1e1 + ... + 2p¢,) pour (z1,..,2,) dans ®~1(U) C RP.
Par ailleurs ® est une application continue (application linéaire entre espaces de dimension finie), donc
®~'(U) est un ouvert de R”. Ainsi f : (z1,...,2,) = f(21,...,x,) est définie sur un ouvert de R” a
valeurs dans F'. On pourra parfois noter f(zy,...,x,) au lieu de f(z1,...,,).
n

Soit maintenant U = (uy, ..., u,) une base de F. On a donc : f = Z fru avec fr dans F(U,R) pour
k=1
tout k de [1,n]. Ainsi on peut se ramener a I’étude de fonctions a valeurs réelles.

n
Par conséquent, f = kauk, permet de se ramener via les fj : (1, .0, ) — fk(xl, .y Tp) & létude

k=1
d’une fonction définie sur un ouvert de R? a valeurs dans R.

1 Dérivée selon un vecteur et dérivées partielles

1.1 Dérivées selon un vecteur

Définition 1.1.1 (Dérivée selon un vecteur) Soienta € U etv € E.
: Lo s , , J 1 = F
e On dit que f admet une dérivée selon le vecteur v au point a lorsque la fonction @, : { b flatto)
est dérivable en 0 (avec I un intervalle ouvert de R contenant 0).
e Le vecteur dérivé correspondant est appelé la dérivée de f suivant le vecteur v, et noté D, f(a) :

i HOH ) =1 _ o) = pfa).

t—0 t




e 51 f admet en tout point a de U une dérwée suivant v, l'application D,f : a — D,f(a) est
Papplication dérivée de [ suivant v.

Remarque 1.1.1 1. On suppose v non nul. Comme U est un ouvert, alors t — f(a + tv) est bien
définie sur un intervalle ouvert contenant 0. En effet, il existe r € R, tel que : B(a,r) C U,
roor

_W,W[, alors : ¥Vt € I, a+tv € B(a,r) CU et donct— f(a+ tv)
(% v

donc si on pose I = }

est bien définie sur I.

2. Siv=0, alorst — f(a+1tv) est définie sur R et elle est constante (égale a f(a)). Dans ce cas,
D, f(a) =0.

R? — R
(x,y) — 3+ 5y 7

d
Ona:VtER, flat+tv) = f((1,2) +t(—2,0)) = F(1—2t,2) = (1 —26)% +5x2 =11 — 6t +12t% — 8>, puis : Vt € R, —(flattv) = —6+ 24t — 242,

Exemple 1.1.1 1. Soient f { a=(1,2) etv=(—2,0). Déterminer D, f(a).

et enfin : Dy f(a) = —6.

2. Dans M, (R), déterminer Dy exp(0), avec H € M, (R).

1.2 Dérivées partielles pour £ = R” et F' =R

Dans ce paragraphe, U est un ouvert de R et f : (z4,...,2,) = f(21,...,2,) est une fonction définie
sur U a valeurs dans R.

Définition 1.2.1 (Application partielle) Pour tout a = (ai,...,a,) € U et i € [1,p], Uapplication
partielle en a selon la i-éme composante est définie par fo; 1t — f(ai, ..., qi—1,t, Qip1,...,Gp).

Remarque 1.2.1 1. L’application f étant définie sur un ouvert, alors pour tout i de [1,n], il existe
un intervalle ouvert la; — e, a; + €| tel que f,; soit définie sur cet intervalle. Ainsi f,; est définie
au voisinage de a;.

2. Considérer la i-eme application partielle, revient a voir f comme fonction de sa i-éme variable.

3. Si f est continue en a, alors la i-éme application partielle est continue an a;. En effet cela
resulte de la composition de t — (aq,...,t,...,a,) et de f qui sont continues.

4. ATTENTION, la continuité des applications partielles n’implique pas la continuité. Voici un
2
contrezemple : Soit f la fonction définie sur R* par f(x,y) = 1+ % si (x,y) # 0 et
Z Y
f(0,0) = 1.
Ty

2
Soit x € R. Six # 0, alors : Vy € R, f(z,y) =14 ———
z2 +

5 et donc y — f(x,y) est continue. Par ailleurs on a : Vy € R, f(0,y) =1 et donc y — f(0,y)
Y

est continue. Par symétrie des variables, on a la continuité de © — f(x,y) pour tout y € R.

2t2
On a:VteR", f(t,t) =1+ 2 = 2. Ainsi t1i41)n0 f(t,t) =2 % f(0,0), donc f n’est pas continue en (0,0).

Définition 1.2.2 (Dérivées partielles en un point) 1. La fonction f admet une dérivée partielle en
a par rapport a la i-éme variable si l'application partielle f,; admet une dérivée en a,. Cette

valeur est notée 0;f(a) ou of (a). Autrement dit :

61:1'
of d o flan, ot ay) = fla, s ags e, apy)
o (a) = E[f(al’ by, )] L = tlgzli ey =
lim flay,...;a; + h,...,a,) — f(al,...,al-,...,ap).
h—0 h

2. Si f admet une dérivée partielle en tout point de U, l'application 0;f = P a — 3 (a)
T Z;

définie sur U est la i-eme dérivée partielle de f sur U.



Exemple 1.2.1 1. Soit f : R — R définie par (21, ..., x,) +— alx%jt...—l—aix?jt...—l—apx;. Déterminer
les dérivées partielles de f en tout point de a = (aq, ...,a,) de RP.
vi e [1, 7, %(al, o ap) = 2054
2. Pour (x,y) € R?, on pose
flz,y) =xz(1 —y) six <y et f(x,y) =y(l —x) sinon. Etudier la continuité et lexistence des
dérivées partielles.

3. En identifiant M, (R) a ]an, étudier l’existence de dérivées partielles de la fonction det.

RQ
(z,y)

of of
On a —j s (z,y) — yz, ainsi : —f(y,x) = z2.
oz oz

0
]ny Déterminer —f(y, x) pour tout (x,y) de R?.

4. ATTENTION Soit f : { 5
i

—>
'_>

Dans ce dernier exemple, on a calculé o et on a évalué cette fonction en (y, ). Attention a ne pas confondre avec la dérivée suivant x de (z,y) — f(y,z) =
z

yz2 !



Proposition 1.2.1 (Dérivée partielle nulle selon une variable) Supposons que f soit définie sur un ou-

existe et elle est nulle sur U :

vert convexe. On suppose que p)
T
of

W U.
(xb axp) € 9 amz

(1, ..., xp) = 0.

Alors f ne dépend pas de x;, c’est-a-dire il qu’il existe une fonction g de p — 1 variables telle que :
V(z1, .y xp) €U, f(xr, oy @p) = g(T1, o Tim1, Tig1y ooy Tp)-

Démonstration : Soit ¢ : t — f(x1,...xi—1,t, Tiy1, ..., Tp) et [ son domaine de définition. Comme U est
convexe, alors I est un intervalle et il est ouvert car U est ouvert. L’hypothese entraine que ¢’ = 0 sur
I et donc ¢ est constante sur .

1.3 Dérivées partielles dans le cas général

On peut étendre notre définition de dérivées partielles a une fonction
[z, ) = (fi(z, . xp), fo(z1, ., ), ooy fu(21, ..., 7)) définie sur U a valeurs dans R". Pour

tout a de U, on note of (a) = (8f1 (), ... dfn

dérivées partielles selon la i-eme variable en a.

(a)), lorsque toutes les fonctions f; admettent des

Nous allons méme étendre cette définition a f : U — F, avec U un ouvert d'un R-espace vectoriel
normé de dimension finie F et I’ également un R-espace vectoriel normé de dimension finie.
On se fixe (ey, ..., e,) une base de E.

p

Définition 1.3.1 (Dérivées partielles) Soient a = Zakek e U eti€[l,p]. On dit que f admet une
k=1

dérivée partielle en a selon la i-éme coordonnée, lorsque D, f(a) existe (la dérivée en a selon le vecteur

0
e;) La i-iéme dérivée partielle est notée 0;f(a) ou 5 (a).
T

of . . fla+he)— fla) . flag,...,a;+h, ... a,) — flay, ... a, ..., a,) B
O 0= D) =y P I -
}lLiH(l] flarer + ..+ (@i + h)e; + ... + ape;z) — flaer + .+ aiei + -+ apep) = gf (a,...,a,).

— i

2 Différentielle

2.1 Différentiabilité et exemples

Considérons d’abord une fonction f : R — R dérivable en a, cela équivaut a 'existence d’un déve-
loppement limité a ordre un : f(a + h) = f(a) + lh + o(h), avec | = f’(a). Ainsi on peut obtenir
I'approximation f(a+h) ~ f(a)+1h, pour h petit. On constate que h — [h est une application linéaire
de R dans R.

Grace au chapitre précédent, nous pouvons généraliser cela si f est a valeur dans un espace vectoriel
normé de dimension finie F. Nous avons les mémes expressions, sauf qu'ici [ et f'(a) sont dans F.
Nous allons maintenant étendre cette notion de développement limité a une fonction f : U — F avec
E et F' des espaces vectoriels normés de dimension finie et U un ouvert de F.

Définition 2.1.1 (o(h) et O(h)) Soit g: U — F, avec U un ouvert de E contenant 0.
g(h)

1. On dit que g(h) = o(||h]]) si lim ———= = 0, autrement dit, il existe e : U — F', avec lim e(h) =0
h—0 ||h|| £ h—0
et g(h) = ||hl[ge(h).



g(h)

2. On dit que que g(h) = O(||h]]), si h — s est bornée, autrement dit, il existe K € Ry tel
B
que - Vh € U, [lg(h)||r < K][h]E.

Définition 2.1.2 (Différentiablité) 1. On dit que f est différentiable en un point a de U lorsqu’il
existe une application linéaire L, € L(E, F) telle que pour tout h tel que a+h € U :

flat+h) = f(a)+ La(h) + [|hlle(h) = f(a) + La(h) + o([|2]])-
ou e(h) — 0.

h—0
2. On dit que f est différentiable sur U si elle est différentiable en tout point de U.

Remarque 2.1.1 La notion de différentiabilité est indépendente de la norme choisie, car en dimension
finie, les limites sont indépendantes de celle-ci.

Proposition 2.1.1 (Unicité de la différentielle) Si f est différentiable en a, alors il existe une unique
application linéaire L, : E — F telle que f(a+ h) = f(a) + Lqo(h) + o(]|h]])-

Démonstration :

Remarque 2.1.2 (IMPORTANTE) Si on veut obtenir une propriété globale sur la différentielle, comme
dans la preuve précédente (avec Yu € E, Li(u) = Lo(u)), il est en général judicieux de fivzer u € E
et d’utiliser tu, avec t réel qui tend vers 0 dans la définition de la différentielle. En effet, cela permet
d’utiliser la définition de la différentielle, qui est une propriété locale, pour montrer finalement une
propriété globale.

Définition 2.1.3 (Différentielle d’une application différentiable, développement limité) 1. L’application
linéaire L, est appelée différentielle de f en a (ou application linéaire tangente a f en a) et
notée df (a), c’est un élément de L(E, F).

2. df(a)(h) sera noté df(a).h afin d’alléger les notations, mais cela ne désigne pas un produit
scalaire.

3. Pour tout h tel que a+ h € U, on a donc :

fla+h) = f(a)+df(a)(h) + o(/[h]])-
C’est un développement limité d’ordre 1 de f en a.

Remarque 2.1.3 Pour trouver une différentielle dans des espaces abstraits, il faut calculer
fla+h)= f(a)+ ... et identifier les termes dans lesquels « h n’apparait qu’une fois » pour mettre en
évidence la partie linéaire qui sera la différentielle.

Nous verrons plus tard, dans le corollaire 2.3.1, un moyen simple de trouver une différentielle a [’aide
des dérivées partielles dans les cas concrets. Cela sera commode pour les fonctions définies sur RP.

Proposition 2.1.2 (Différentiabilité et coordonnée) Soient F, ..., F, des espaces vectoriels normés de
dimension finie. Soit f = (f1,..., fr) : U — Fy X ... X F, une application. f est différentiable en a € U
si et seulement si pour tout i de [1,r], les applications f; sont différentiable en a.

Dans ce cas, on a : df(a) : { 5 : gflia); -]-?dfr(a)-h)



Démonstration : On suppose que chaque f; est différentiable en a. On a donc pour tout ¢ de |1, 7],
ona: fi(a+h)= fi(a) + Lai(h) + ||h|le:(h), avec L, ; est dans L(FE, F}) et }llirr(l) gi(h) = 0. Ainsi on a :
—

fla+h) = f(a)+ (Laa(h), ..., Lar(h)) + ||1||(e1(R),...,e.(h)). Lapplication h — (Lg1(h), ..., Lo (h))
est linéaire et }Lir%(el(h), wy&r(R)) = (0,...,0). Ainsi f est différentiable en a.
—
On suppose que f est différentiable en a. On a : f(a+h) = f(a) + Lo(h) + ||h]|e(h), avec
L,= Loy .oy Lay) : E— Fy X ... x F, linéaire et € = (¢4, ...,&,) : E — F} x ... x F,, avec ligne = 0.

Donc pour tout ¢ de [1,7], 'application L, ; est donc linéaire et li(I]n g, =0et:
fila+ h) = fi(a) + Lai(h) + ||h|le;(h), ce qui prouve la différentiablité de f; en a.

Exemple 2.1.1 1. Soit E un espace euclidien et f un endomorphisme autoadjoint de E et u € E.

1
Soit g définie sur E par g : v — §(f<l'>’$) — (u|x). Montrer que g est différentiable et préciser
sa différentielle.

Remarque 2.1.4 Plus généralement. Soient E un espace vectoriel de dimension n et B :
E x E — R une forme bilinéaire. Alors B est différentiable sur E X E et dB(ug,vo) : (u,v) —
B(uo, U) + B(u, Uo). En effet, comme E est de dimension finie, alors B est continue et il existe K € Ry tel que :

¥(z,y) € E x E, |B(z,y)| < Kllzlloo-lylloc < Kll(z, 1)

E X E est un owvert de E x E. Soit a = (ug,vg) et h = (u,v). On a :

B(a+h) = B(uo + u,v0 + v) = Bluo,vo) + Bluo,v) + B(u,v0) + B(u, v) =

B(a) + L(u,v) + B(u,v), avec L : (u,v) = B(ug,v) + B(u, vo).

Montrons que L est linéaire sur B x B. Soient (z,9),(z',y') € B x E et 0, € B. On a : L (a(e,y) +B(',y)) = L (az+pa’,ay + By)) =
B(uo, ay + By') + B(az + Ba’, v0) = a (B(uo, y) + B(z,v0)) + B (B(uo,y') + Ba',v0)) = aL(z,y) + AL(z',y").

Par ailleurs : |B(u, v)| < K||(u, v)||? = o([|(, v)||) = (|R]]) au voisinage de (0,0).

Ainsi B est différentiable en (ug,vg) et : dB(a) = dB ((ug,vo)) = L.

2. On munit M,(R) d’une norme || . || d’algébre (par exemple une norme subordonnée ou || . ||2) :
VA, B € M,(R), [|[AB| < ||A|l.|B||. Nous avons vu dans le chapitre 7 que si |H|| < 1, alors

400
I, — H est inversible et (I,, — H) ™' = Z H*.
k=0

Soit f: M+ M~ définie sur l'ouvert GL,(R). Montrer I’existence et déterminer df (I,), puis
en faire de méme pour df (M), avec M € GL,(R).



Ry,

3. Montrer que f : P

(X] - R
o /1 sin(tP(t))dt est différentiable et donner sa différentielle.
0

Proposition 2.1.3 (Différentiable implique continue) 1. Soit a € U. On suppose f différentiable
en a. Alors f est continue en a.

2. On suppose f différentiable sur U, alors f est continue sur U.
Démonstration : Nous ne montrons que la proposition 1., la deuxieme en découlant immédiatement.
Si f est différentiable en a, alors f(a+h) = f(a) +df (a)(h) + ||h||e(h), avec }Lir% g(h) = 0. Ainsi on a :
—

fllin% ||h]|le(h) = 0. De plus df (a) est une application linéaire entre £ et F' et comme ces espaces sont de
—

dimension finie, alors df (a) est continue. Ainsi }llin% df (a)(h) = df (a)(0) = 0.

—

Par conséquent : }llirr(l] fla+ h) = f(a) par somme et donc f est continue en a.
—)

Proposition 2.1.4 (Différentielle d’une application constante) On suppose f constante sur U, alors f
est différentiable sur U et : Va € U, df (a) = 0.



Démonstration : Soit a € U et h tel que a + h soit encore dans U. On a alors :
fla+h)— f(a) =0=0+o(]|h]). Or I'application h — 0 est une application linéaire, donc par unicité
de la différentielle, on a : df (a)(h) = 0, soit df (a) = 0.

Remarque 2.1.5 ATTENTION, la réciproque est fausse. Nous verrons plus tard qu’elle est vraie si U
est connexe par arcs.

Proposition 2.1.5 (Différentielle d’une application linéaire) Soit g € L(E,F), alors g est différen-
tiable sur U et : VYa € U, dg(a) =

Démonstration : Soit a € U et h tel que a + h soit encore dans U. Par linéarité de g, on a alors :
gla+h)=g(a)+ g(h) = g(a) + g(h) + o(||h||). Or Papplication h — g(h) est une application linéaire,
donc par unicité de la différentielle, on a : dg(a)(h) = g(h), soit dg(a) = g.

Proposition 2.1.6 (Différentielle des fonctions d’une seule variable) Soit f : I — F une fonction dé-
finie sur un intervalle ouvert I de R, et a € I.

Alors : f est différentiable en a si et seulement si elle est dérivable en a.

Dans ce cas df (a) : et en particulier df (a)(1) = f'(a).

Démonstration :

1. Supposons f dérivable en a. Ainsi f admet un développement limité a ’ordre un :
fla+1t) = f(a)+tf'(a) + o(t). Or I'application t — tf’(a) est linéaire de R dans F’, donc f est
bien différentiable en a de différentielle df (a) : t — tf(a).

2. Supposons f différentiable en a, de différentielle df (a) € L(R, F’). Ainsi par linéarité, on a :
Vit € R, df(a)(t) = df(a)(t.1) = tdf (a)(1). On pose : @ = df(a)(1) et donc on a : df (a) : t — ot.
Alors par définition de la différentiablité : f(a +t) = f(a) + at + o(t), donc :
fla+1t) - fla)

. = a+ o(1), puis f est dérivable en a, avec : f'(a) = a = df (a)(1).

2.2 Différentiabilité et dérivées partielles

Proposition 2.2.1 (Différentiable implique existence de dérivées selon tout vecteur) Si f est diffé-
rentiable en a, alors pour tout vecteur v de E la fonction f admet une dérivée en a selon v et :

Dy f(a) = df(a)(v).

Démonstration :

Remarque 2.2.1 La réciproque est fausse : une fonction peut admettre une dérivée selon n’importe quel
vecteur sans pour autant étre différentiable. Contre-exemple : on considere

3 3

7 +y

fi(my) = 22442 si (z,9) #(0,0) définie sur R?.

0 st (z,y) =(0,0)

1. Soit v = (h,k) € R*. Déterminer Dy, f(0,0), la dérivée en a = (0,0) de f selon le vecteur

v=(h,k).
2. [ est-elle différentiable en (0,0) ¢

. G a0 I . o .
1. On suppose (h, k) # (0,0). On a : Vt € R™, f(a + tv) = f(th,tk) = 2 (hZ 1 K2 = Pl ceci est encore vrai si t = 0, car f(0,0) = 0. Ainsi :
d h3 4 k3
D(p, k) f(0,0) = Ef(a+tv)‘ e ey

t=
Par ailleurs D(O,O)f((), 0) = 0, grdce a la remarque 1.1.1.



2. S f est différentiable en (0,0), alors grace a la proposition précédente :
V(h, k) € R?, df ((0,0)) .(h, k) = Dy, 1) f(0,0). Ainsi Uapplication
u: (h,k) — D(h’k)f(O, 0) est linéaire, par linéarité de la différentielle. Or u(1,0) = uw(0,1) = 1, mais u(1,1) = 1 # u(1,0) + u(0, 1), ce qui contredit la
linéarité. Ainsi f n’est pas différentiable en (0,0).

EF — R

est-elle différentiable en 0 ¢
z = |

Exemple 2.2.1 1. f: {

2. Soient f,g € F(R",R) différentiables et M = max(f,g).
On note F'={z € R", f(z) =g(x)}, U={z e R", f(x)>g(x)} et
V={zeR" [(x) < g(x)}.
Il est clair que sur Uouvert U = (f — g)""(R%), la fonction M est différentiable, car :
Ve e U, M(x) = f(x). On a la méme chose sur V.
Soit a € F. Montrer que M est continue en a, puis donner une condition nécessaire et suffisante
pour que M soit différentiable en a.

Réciproquement, si df (a) = dg(a) = L, alors il existe €1 : E — R et €3 : E — R telles que li(IJI‘I g1 = lién eg=0cet fl(a+h)= f(a) +L(h)+ ||h|le1(h) et
N~

=M(a)
gla+ h) = g(a) +L(h) + ||h|lea(h). Ainsi on a : M(a + h) = M(a) + L(h) + ||h|| max(e1(h), e2(h)). Ce qui prouve la différentiablité de M en a.
— — —————

M(a) - 0

Corollaire 2.2.1 (Différentiable implique existence de dérivées partielles) Soit B = (ey,...,e,) une
base de E. 5
On suppose que | est différentiable en a € U. Alors pour tout j de [1,p], 8—f(a) = 0,f(a) existe et :
L
of
- (a) = 9;f(a) = df (a)(e;).
aZEj

Démonstration : On a grace a la proposition précédente et la définition de dérivée partielle :

df (a)(e;) = De, f(a) = 0;f(a).

0
Remarque 2.2.2 (IMPORTANTE) S’il existe i € [1,p] tel que a—f(a) n’existe, pas, alors f n’est pas
Lj

différentiable en a.
Si on reprend lexemple 1.2.1, alors f(x,y) = x(1l —y) six <y et f(z,y) = y(1 — x) sinon, n'est pas
différentiable sur A = {(z,x), x € R}.



Corollaire 2.2.2 (Expression de la différentielle a I’aide des dérivées partielles) 1. Soit B = (ey, ...
une base de E.

On suppose que f est différentiable en a € U. Alors pour tout h = Z hje; € E, on a
7j=1

Démonstration :

Pour le deuxieme point, appliquer le premier point a la base canonique de R?.

Remarque 2.2.3 1. On se place dans le cas E =RP et FF =R. Si f est différentiable en
a = (ay,...,a,) € U, alors grice au développement limité a l'ordre un, il existe une fonction €
telle que lime = 0 et pour tout x = (x1,...,x,) € RP,

f= +Z (@) + 0za(llz — all) =f(a)+Z(xi—ai)%(a)+ [ — alle(@).

On peut écrire ceci de la fagcon suivante : il existe une fonction e, telle que hm g1 =0 et pour
h = (hi,....h,) €RP, on a :

p p
of of
flah) = fla) + ;h@-—% @+ onnoflIb) = 1(0) + 3 o) + a0
Dans ce cas nous avons donc f(a+ h) )+ Z hi0;f(a), quand h est petit.

Lien avec la notation en physique : si jamais vous avezy = f(x1,...,x,), le développement limité
a l'ordre un peut s’interpréter comme ['approrimation au premier ordre de [’accroissement dy de
la grandeur y lorsque [’on opére de petits accroissements dxl, . dxp, sur les grandeurs 1, ..., Tp.

On a donc dy = f(x1 + dxy, ...z, + dxy) — f(21, ..., 8 vy Xp)d;.
En mathématiques dx; désigne plutot ’application linéaire de Rp dans R deﬁme par dz;(h) = h;,
0
avec h = (hy, ..., hy). Ainsi on a l’égalité d’applications linéaires : df (a) = 8f (a)dz;.
2. ATTENTION, avoir des dérivées partielles n'implique ni la diﬁér’entiabilzte, ni méme la conti-
R® = R
té. Cont l it f 2T i (2,y) 4 (0,0) . Mont
; - : : —  si(x )
nuité. Contre-exemple : soi (1) RN Y , ontrer

1 si (z,y) = (0,0)
que f admet des dérivées partielles sur R?, mais cependant qu’elle n'est ni continue, ni diffé-
rentiable sur R2.



Définition 2.2.1 (Matrice jacobienne) Soit a € U et on suppose f différentiable en a. On appelle
matrice jacobienne de f en un point a de U, relativement auz bases B et B (de respectivement E et
F), la matrice de la différentielle de f en a dans ces bases : J(a) = Matg s (df (a)).

Proposition 2.2.2 (Matrice jacobienne et dérivées partielles) Nous reprenons le cadre de la définition
précédente.
On pose B = (eq, ..., e,) une base de E et B' = (€}, ...,e),) une base de F'. Comme f est & valeurs dans

F, on peut donc écrire f = ZfZ e;, avec fi,..., fn des fonctions allant de U dans R.

Alors chaque fonction f;, avec i € [1,n], admet des dérivées partielles en a suivant chaque coordonnée
et
Jr(a) = [0;fila)hicicn € Mnp(R).
1<5<p
Démonstration : Montrons d’abord que pour tout ¢ € [1,n] et j € [1,p], la dérivée partielle 0; f;(a)
existe.
Comme f est différentiable en a, alors elle admet des dérivées partielles suivant toutes les coordonnées

1
ena.Or:0;f(a) = lim Z(f(a%—tej) — f(e;)). Une fonction vectorielle admet une limite en un point si et

seulement si chaque fonction coordonnée admet une limite en ce point, ainsi hm ( fila+te;) — fi(e;))

existe et donc 0; fi(a) est bien définie.
Grace au corollaire précédent, on a :

. of of of of of
\V/j S [[]wp]]v df(a)‘ej - 81'1 (CL) x 0 +. Tt ax]( ) x 1 +.o Tt axn( ) x 0= ax]( ) ax] (a)ei’ car
e; = (0, ..., \1,_/ ,...,0) et ainsi la matrice jacobienne de f en a est :
j-éme position
of 9 af1
8x1( a) 8x2( a) -—(a)
by Oy 6f
Jf(a) — 8x1 8x2 . 6xp
8fn 5fn afn
@) G - g

Définition 2.2.2 (Matrice jacobienne quand £ =R et FF =R") Si E = R? et F' = R", alors f est
définie par : ¥(x1,..,xp) € U, f(x1,....xp) = (fi(®1, ey xp), oo, fr(@1, ...y xp)). Si f est différentiable en
a, la matrice jacobienne de f en a est

dfy dfy dfi
3, 5, aﬁ“()
af() af() 8x 0f;
e A N G L)
Ofu Ot of, -
P e o P

Autrement dit les bases B et B' de la définition 2.2.1 sont les bases canoniques de E et F.

Exemple 2.2.2 Soit f : R" — R" différentiable telle que : Vx,y € R", || f(x) — f(y)]| > ||z — v
1. Montrer que : Vx € R",Vh € R", ||df (x)(h)|| > ||h]|.

2. Soit x € R", en déduire que la matrice J(x) est inversible.



2.3 Fonctions de classe C!
Définition 2.3.1 (Fonction de classe C') On dit que f est de classe C* sur U, lorsque f est différen-

tiable sur U et l'application df : { ;] : gf((ii "

On note CY(U, F) I’ensemble des applications de classe C' allant de U dans F.

est continue.
Exemple 2.3.1 Soit u € L(E,F). Alors u est de classe C' sur E.

Théoréme 2.3.1 (Caractérisation des applications C' par les dérivées partielles) Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. La fonction f est de classe C' sur U.

2. Toutes les dérivées partielles de f sont définies et continues.

0
Autrement dit si on se fize une base B = (eq, ..., e,) de E, alors les applications —f sont définies

(9:1:j

et continues sur U pour tout j de [1,p].

Démonstration : Admis.

Le plus compliqué est le sens retour. Donnons une démonstration dans un cas particulier avec
E =R? muni de ||.||;, et F =R, afin d’avoir une idée de la preuve.

Soit a = (ay,az) € U et h = (hy, hy) € R®. On écrit f(a + h) — f(a) sous la forme

flar + hy, a2 + ha) — f(ar + ha,a2) + f(ar + by, a2) — f(aq, az).

Les égalités des accroissements finis donnent 6, et 6, dans [0, 1] tels que :

0 0
flar+hy, apthe)—f(ai+hi, az) = hza%(aﬁ‘hl, ag+02ho) et f(ai+hi,az)—f(a1,az) = h1a7f((11+91h17 as),
2 1
car les fonctions ¢ — f(ay + hy,as + thy) et t — f(ay + thy, as) sont continues sur [0, 1] et dérivables
sur |0, 1[.
Soit € > 0. La continuité des dérivées partielles en a donne une constante n > 0 telle que pour tout
h € B(0,n) on a

of

_ - L < — - <e.
o, (a+h) o (a)| <eet o (a+h) Er (a)' <e
Pour h € B(0,7), on a alors par I'inégalité triangulaire
of of
a1 - @i~ gL




of

T

of

015

fla+h) = fla) = 2 (a)hy — ZL(a)hs
|7l

a: li(r)n g1 = 0. On a donc montré que

af

<
= 9%y

(a1+¢91h1,a2)h1 e ( )hl (a1—|—h1,a2—|—92h2)h2 ( )hg SE(’hll—HhQ’) :€HhH1
T

On pose €1(h) =

. Grace a ce que nous venons de montrer, on

0 0
fla+ ) = f(@) = by (@) + bt

Pour une généralisation a p variables, partie de : f(a1 + hq,...,ap, + hy) — f(a1,...,a,) =
p

Z (flar 4+ his e @icn + himr, ai + hiy i, s ap) = flar + by o aimn + hisa, a5, G -0, )

(a) + hay (a) + ||h][11(R).

i=1
et adapter la preuve précédente.

Remarque 2.3.1 (IMPORTANTE) Dans des cas concrets, pour montrer qu’une application est de
classe C1, il est souvent plus pratique de calculer des dérivées partielles plutét que la différentielle.

De plus pour montrer qu’une application est différentiable, il sera souvent plus simple de montrer
qu’elle est de classe C* & Uaide du calcul explicite des dérivées partielles.

Corollaire 2.3.1 (Expression de la différentielle pour une application C') On suppose f : U — F de
classe C*.

1. Soit B = (eq,...,€p) une base de E.

of
Alors pour tout h = jzlhejeE on a :df(a).h = Zh@f ;ha%().
2. On se place dans le cas particulier ou E = Rp On suppose f différentiable en a € U. On a

alors : ¥(hy, ..., h,) € RP, df(a).(hy, ..., h Zh

Démonstration : Comme f est de classe C' sur U, alors elle y est différentiable et on utilise ensuite le
corollaire 2.2.2.

Remarque 2.3.2 (IMPORTANT) Pour donner une expression explicite d’une différentielle dans des
cas concrets, il peut étre pratique de calculer les dérivées partielles pour montrer qu’elle est de classe
C', puis d’utiliser ensuite le corollaire précédent.

R? — R
(z1,7) +— e " (22 — cos(x122))
cul, ses dérivées partielles sont continues sur R.

Exemple 2.3.2 1. f: { est de classe C* sur R, car aprés cal-

2. Toute fonction polynomiale sur RP est de classe C' et donc différentiable.

3. Donner une valeur approchée de 1,025%.

On pose f: (z,y) > z¥ = G définie sur l’ouvert ]Ri X R.

15}
vl a—f(z, y) = ln(z)eyln(m) = In(z)z?.
Y

af
Soit (z, y)€R+ X R. Ona:—(z y) = yx*
Ainsi les dérivées partielles de f sont continue sur R:_ X R, donc f y est ¢t et donc différentiable. On a donc :
2 of of y—1 y ) .
V(h, k) € R, df ((z,y)).(h, k) = ha—(m, y) + ka—(T, y) = hyzx + kIn(x)x?, puis pour (h, k) voisin de (0,0), on a :
x y
F((1,2) + (h, k) = f(1,2) + df ((1,2)) .(h, k) + o(l[(h, k) II) = f(1,2) + 2h + o([|(h, K)|I) =

L4 2h + o([I(h, B))-

1,99

Enfin : 1,02 = £(1.02,1.99) = f ((1,2) + (0.02,—0.01)) &~ 1 + 2 x 0.02 = 1.04.
R* — R
22 — o2
. Soit f: rYy——>o7F st (x, 0,0 Montrer que f est continue, puis de
4 Ty ) o Ve, @y 700 que f p
0 si (z,y) = (0,0)

classe C' sur R2.



Corollaire 2.3.2 (C' et jacobien) On suppose que f est de classe C* sur U.
1. Soient B = (ey,...,e,) une base de E et B' = (¢},...,€},) une base de F'. On a :

T n

of, . Oh 0
o @ @ o SR
by Oy af'”

Jf(CL) _ 81’1 81’2 ) 81’],
o | O, 5,
5o @) 5@ o G

2. Si E=RP et F =R", alors [ est définie par :
V(l'l, "7xp) € Ua f(xb e Tp ) = (fl(xla "'7'Ip) 7fn<x1a "'7xp))'

24 24 3f1

iy S 21 ()
o0x, 0xy
by Oy af”
ZOE I 3% {gjf;( )LKneMn,p(R).
of, . . Of, of,

Gola) gl - S



Remarque 2.3.3 Pour déterminer un jacobien, il sera pratique ae montrer qu une application est de
classe C' en calculant les dérivées partielles et ensuite d’utiliser les formules du corollaire précédent.

3 Opérations sur les fonctions différentiables et de classe C*

3.1 Opérations sur les fonctions de classe C*
3.1.1 Fonctions définies sur R” a valeurs dans R

a) Opérations de base

Ici on consideére £ = RP et ' = R. Soit U un ouvert de E.

Proposition 3.1.1 (Opérations sur les fonctions de classe C') Soient f et g deux applications de classe
C! sur U.

1. f+g est de classe C* sur U et : Vi € [1,p], 0;(f +g) = Oif + Oig.

2. Pour tout X dans R, \f est de classe C' sur U et : Vi € [1,p], 0i(\f) = \Oif.

3. fg est de classe C* sur U et : Vi € [1,p], 8;(fg) = (0;f)g + f(Dig).

[

4. Sig ne s’annule pas surU, f/g est de classe C* surU et :Vi € [1,p], O; (—) = (9.f)9 = f(@ig)‘
g

2
5.8 ¢: 1R, estde classe C* sur un intervalle I de R et telle que : f(U) C I, alors o f est
de classe C* sur U et : Vi € [1,p], di(po f) = 0i(f) x ¢’ o f.

Démonstration : Vient des propriétés usuelles des fonctions de la variable réelle.

Remarque 3.1.1 C'(U,R) est une R-algébre.

b) Reégle de la chaine et composition

Proposition 3.1.2 (Régle de la chaine) Soit z1,...,2, : I — R de classe C* sur un intervalle I de R
telle que : ¥t € I, (z1(t),...,x,(t)) € U, et on suppose f de classe C' sur U.
Alors g i t — f(x1(t),...,2,(t)) est de classe C* sur I et :

Viel, ¢(t) =

p
Démonstration : Soit tg € I et a = (z1(to), ..., xp(to)). Soit r(h) = g(to+h)—g(to) —Zx;(to)&-f(a)h.
i=1
En effectuant un développement limité a I'ordre un au voisinage de ty, on a :
Vi € [1,p], xi(to+ h) = z:(to) + hai(to) + hei(h) avec li(r)n g; =0, donc :

(z1(to + h), .y zp(to + h)) = (21(to), ..., wp(to)) + h(2) (), ..., 7, (t0)) + h(e1(h), ...,ep(h)) et donc en
posant €; = (€1, ...,&,), on obtient :

glto +h) = f | a+ Y @i(to)he; +her(h) | = glto) + df (a) (k(h)) + | k(h)||ea(k(h))

=1

—k(h)

= g(to) + thQ(to)&f(a) + hdf (a) (ex(h)) + [[k(h) [ e2(k(R))

On a utilisé la linéarité de df (a) et € et €3 sont des fonctions de limite nulle en 0 .
On pose : r(h) = hdf(a)(e1(h)) + ||k(h)| e2(k(h)).



Or ||k(h)|| = Onsol||R]|) donc ||E(R)|le2(E(R)) = on—o(]|h]|), et par continuité de I'application linéaire
df. (on est dimension finie), on a bien }lLin%) df (a)(e1(h)) = 0.
—

p
Ainsi : 7(h) = opo(]|R]|) soit : g(to+h) = g(to) + thg(to)d»f(a) +on—o(||h]]), ce qui donne une dé-
=1 »
veloppement limité & Pordre un en ¢y et prouve que g est dérivable en g avec : ¢'(tg) = Z xi(t0)0i f(a).
=1

p
Pour conclure, on note que la formule obtenue ¢’ : ¢ — Z ()0, f (x1(t), ..., xp(t)) est continue sur [
i=1
par opérations et compositions, donc ¢ est de classe C! sur I.

Exemple 3.1.1 1. Soit f : R* — R de classe C' sur R*. Soit g : t — f(t*,t°). Montrer que g est
de classe C* sur R et calculer g'.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a € R pour que

R* — R
|zy| : : 1 2
f ——— si(x,y) #(0,0) soit de classe C* sur R”.
(z,y) = § 22+y
0 si (z,y) = (0,0)
_ 2(a—1) 2a—3 .
e si f est de classe Cl, alors g : t — f(t,t) est de classe ¢! sur R. Mais on a : Vt € R*, 9(t) Z 9(9) = It ot = { t—t2a73 : z z 8

On a les méme limites a gauche et a droite de O si et seulement si 2a — 3 > 0, soit a > 3/2.
e Réciproquement, on suppose que : a > 3/2. Pour les méme raisons que précédement, ¢ : x \z\a est de classe C! surR et : Vo € R, Lpl(fli) = E(Z)a|z|a71,

avece(z) =1 sixz >0 ete(x) =—1, siz <O0.

Comme s ¥(z,3) € B\ {O,0)}, S = 220

, alors f est de classe ¢l sur Vowvert R? \ {(0,0)}.
@' (2) (2% + y?) — 2z0(x)
(z2 +y2)?
:,0) — £(0,0 F)
M = 0, donc quand z tend vers 0, on a : a—f(U, 0) =0.
x

2 of
De plus, on a : V(z,y) € R® \ {(0,0)}, a(fmy) = ¢(v)

On a : Vx € R™,
T

Soit (z,y) € R? \ {(0,0)}. En posant @ = rcos(0) et y = rsin(0), avec v dans Ri, on a :
K] ro= b x 2 42r x P <
'ai(z,y)’gr” (a + = (a +2)r20 78,

x

r4
of of ) . . ) ; . f
(z,y) =0= a—(O, 0), donc a— est aussi continue en (0,0). Par symétrie des variables, on a le méme résultat pour a—
T T Yy

Ainsi lim —
(zy)—(0,0) Ox

3. (Identité d’Euler)
Une fonction f : R?* — R est dite a-homogéne (o € R) si :
vt e RY, Y(w,y) € R?, f(ta,ty) =t f(z,y) (%).

(a) Soit f de classe € et a-homogéne.

i. Montrer que of et o1 sont (ov — 1)-homogeénes.
or Oy
) s of of
it. Montrer lidentité d’Euler : xﬁ_x<x’ y) + ya—y(x, y) = af(x,y).

(b) Réciproquement, soit f : R* — R de classe €* vérifiant lidentité d’Euler et soit (x,7) € R,
On définit la fonction ¢ : |0, +o00[— R par : ¥Vt > 0 : ¢(t) = f(tx,ty).
Trouver une relation entre ¢ et ¢ et en déduire que f est a-homogéne.



Corollaire 3.1.1 (Reégle de la chaine pour la composition) Soit U un ouvert de R? et V' un ouvert de
R™. Soient i € [1,p] et 2; : V — R de classe C*. On considére f : U — R de classe C* et on pose
g Uty ey t) = F (21 (Ut ey W), ooy Tp (U, oy W) Alors la fonction g est de classe C' sur Vet :

0
v ] E 1, VIRARS ] m ==
e fml. S )
g
Démonstration : Faisons la preuve pour e Nous devons dériver uy +— f (1 (U1, ..., Um), ooy Tp(Ut, ..oy Un) ).
Uy
Pouri € [1,p], on pose z; : uy — x;(uy, ..., Uy, ). Nous devons donc dériver u — f(z1(u), ..., zp(u)). Grace

a la regle de la chaine, nous avons ainsi : a@_g cu > 20 (W)L f (21 (u), ... zp(u))+...+zp(u)8pf(z1 (W), ..., zp(u)).
Uy
ém

(4, ..., Uy,), on obtient le résultat.
8u1

Comme nous avons z;(u) =

c¢) Changement de variable pour les équations aux dérivées partielles

Adaptons le corollaire 3.1.1 dans le cas p =m = 2

Proposition 3.1.3 (Composition dans le cas R?) On suppose que U etV sont des ouverts de R*. Soient

Vo= u
f:U—=Ret (55,3/):{ (u,v) — (2(u,v),y(u,v

Alors, la fonction g : (u,v) = f(x(u,v),y(u,v)) est de classe C* sur V et

) des fonctions de classe C.

dg B
% (U, U) -

Nous pouvons le reformuler ainsi :

alg<u>v) = alx(uv U>81f( (
929(u,v) = Orx(u, v)01 f (2(u, v), y(u, v)) + Oay(u,v) 0 f (x(u, v), y(u, v)).

ou matriciellement :

8
RS
S
<
—
~—
~—

+
&
<
—
“@
—
S
=
=
S
S
@
RS
=



Remarque 3.1.2 (IMPORTANTE) Cette dernicre proposition sert a effectuer des changements de va-
riables pour résoudre des équations aux dérivées partielles. Il s’agit de poser x = x(u,v) ety = y(u,v)
et d’étudier I’équation aux dérivées partielles vérifée par g : (u,v) — f(x(u,v),y(u,v)). Cependant il
faudra bien veiller a ce que les changements de variables soient bijectifs pour avoir des équivalences
entre les équations aux dérivées partielles et aussi pour revenir aux variables intiales.

Voici les deux changements de variable les plus classiques :

e Le changement de variable linéaire : z(u,v) = au + bv et y(u,v) = cu + dv.
Dans ce cas on pose g : (u,v) — f(au + bv, cu + dv). Nous avons :

0
S (u,v) =
9]
a_i(uv U) =

Exemple 3.1.2 Trouver toutes les fonctions f de classe C* sur R? telles que :

0 0
28_f — Sa—f = f (E), on posera le changement de variable x = 2u+v et y = —3u — v.
T Y

Remarque 3.1.3 On utilisera le changement de variable linéaire pour des équations du type

af of

——|—,ua—y = h(x,y), avec h une fonction et \ et ju des constantes. Le but, comme dans l’exemple

ox

0
précédent, est de trouver un changement de variable tel que a—g(u, v) = k(u,v). Comme on a :
u

0 0 0
a—g(u,v) = a—f + c—f il suffit de choisir a = \ et ¢ = pu. Nous voulons que le changement de
U

ox 0y’

variable soit bijectif, donc l'application linéaire (u,v) — (au+bv, cu+dv) doit étre bijective. Sa

b o . .
d et elle doit étre inversible. Dans ce cas pour revenir
aux variables initiales x et y quand on a trouwvé g, il faut exprimer u et v en fonction de x

o () (50 < ()T ()

simplifier les calculs, nous faisons en sorte d’avoir ad — bc = 1.

. . a
matrice dans la base canonique est .




Reprenons l'exemple préecedent. On doit prendre a = 2 et ¢ = —3. Reste a chowsir b et d tels que
2d + 3b = 1. Nous avons pris b =1 et d = —1 dans le changement de variable proposé, mais
nous aurions aussi pu prendre b = —1 et d = 2. On aurait eu x = 2u — v et y = —3u + 2v,

ce qui aurait donné u = 2z +y et v = 3z + 2y. Nous aurions eu aussi 8_9 = g, ce qui aurail
U

donné des solutions de la méme forme pour g : (u,v) — A(v)e*, avec A € C'(R,R) et donc
[ (z,y) = A3z + 2y)e** v,

Nous voyons l'importance d’un changement de variable bijectif pour retrouver l'expression de f
en fonction de x et y.

e Le changement de variable en coordonnées polaires : © = r cos(f) et y = rsin(6).

Dans ce cas on pose ¢ : (r,0) — f(rcos(6),rsin(d)). Nous avons :

dg

E(Tv ‘9) =
9y
%(Tv 9) -
Exemple 3.1.3 1. Exprimer e et g_]yf en fonction de % et %

2. Trouver toutes les fonctions f de classe C* définies sur R% x R solutions de

Voici un autre exemple de changement de variable :



Exemple 3.1.4

Chercher les fonctions f de classe C* sur U = {(z,y) € R*, x —y > 0} telles que

0 0
(E) 8_£(x’y) — 8_£<x’y) +3(x —y) f(z,y) = 2* —y* (on posera u = xy, v =1 +y).

Montrer d’abord que ¢ : (z,y) — (zy,x + y) est une bijection de U sur un ensemble a préciser. Si u = zy, v = x + y, avec (z,y) € U, alors x et y sont racines

distinctes de X2 — vX + u, donc v? —4u > 0. On pose V = {(u,v) € R? v2 — 4u > 0} et montrons que ¢ réalise une bijection de U dans V.

v+ V2 — 4u v — V2 — 4u
i B S
2

Soient (u,v) € V. On a ¢(z,y) = (u,v) si et seulement si et y sont racines de X% X 4uetaz > y, soit T = ty = ————————— et

-1 I/
¢_1 s (u,v) — <U + \/1; u, v \/2 u) qui est de classe ¢l surv.
Soit f : U — R de classe ct. on pose g = f o d)_l de sorte que g soit de classe ¢t osurVoet: V(z,y) € U, f(z,y) =g(u,v) =g(zy,z+y).
of 99 99
—(z,y) = y_—(zy,z+y)+ —(zy,z+y)
ona:d G % ;
— (z, = z—(zy,z+vy)+ —(zy,z+
8y( ) 50 2V v+ oo (ey v)
. . . 9g ooy 99
f vérifie (E) st et seulement si g vérifie (y — z)a— +3(z —y)g = (z — y)v, soit (E") : u 39 = —v.
u u

Une solution particuliére de cette équation a v € R fizé est uw — v/3 et les solutions homogénes de la forme u — A('u)e?’u

, avec A € F(R,R). Ces solutions sont définies
sur ] — oo,v2/4[, On a donc : ¥Y(u,v) € V, g(u,v) = A(v)eBu + v/3. Par ailleurs (—1,v) est dans V, donc : Vv € R, A(v) = g(—1, 'L))e3 —v/3, donc A est de classe
¢! surR.

Ainsi S = {(z,y) — Az + 1)e>®Y — (x +y)/3, A € CH(R)}.

3.1.2 Cas général

Dans ce paragraphe, E et F' sont des espaces vectoriels normés de dimension finie et U est un ouvert
de E. Nous généralisons les opérations du paragraphe précédent. On se fixe une base B = (ey, ..., €,)
de F.

Proposition 3.1.4 (Opérations linéaires sur les fonctions de classe C') Soient f et g deux applications
de classe C* sur U.

1. f+g est de classe C* sur U et : Vi € [1,p], 0;(f +g) = Oif + Oig.
2. Pour tout \ dans R, \f est de classe C* sur U et : Vi € [1,p], Oi(Af) = M\O;f.

Démonstration : Revenir a la définition des dérivées partielles via les coordonnées selon une base et
utiliser la proposition 3.1.1.

Proposition 3.1.5 (Composition) Soit V' un ouvert de F' et G un espace vectoriel normé de dimension

finie. Soient B' = (e}, ...,e),)) une base de F et B" = (], ...,€l,) une base de G.

Soient f: U =V et g:V — G de classe C'.

"

m n
On notef:Zfie'i etg:nge;. Onadoncgofzz gi © Zfl-eg €y
i=1 k=1 i=1

1. Vj € [1,p].Vk € [L,m], Ya € U, (g1 © f)(@) = }_(9ig0)(f(a))-0;i(a).
2. Vj € [Lpl,Ya € U, 9i(g o f)(a) = 3 0ifila)(9)(f(a)) = 3  2_(0ign)(F(@))-0;i(a) | es.

3. Autrement dit, matriciellement :
Va € U, Jyosla) = J,(f(a)) ().

Démonstration : Revenir a la définition des dérivées partielles via les coordonnées selon une base et
utiliser la regle de la chaine du corollaire 3.1.1

3.2 Opérations sur les différentielles
3.2.1 Combinaison linéaire

Proposition 3.2.1 (Combinaison linéaire d’applications différentiables) L’ensemble des applications de
U dans F, différentiables sur U, est un R-espace vectoriel et pour toute fonction f:U — F et
g:U—= F et u€R. Alors \f + g est différentiable sur U et :

dAf+ng) = AMf + pdg.



Deémonstration : doit a € U. Alors :

fla+h) = fla)+df(a).h+o(|[n]]), gla+h) = gla)+dg(a).h+o(||h]), puis :

(Af+ug)(a+h) = (A +pg)(a)+(Adf (a).h + pdg(a).h)+o(||h]]). Comme Adf (a)+ udg(a) est linéaire,
car df (a) et dg(a) le sont, alors Af + pg est différentiable en a et par unicité de la différentielle, on a :
d(Af + pg)(a) = Adf (a) + pdg(a).

Corollaire 3.2.1 (Combinaison linéaire d’applications différentiables et dérivées partielles) La propo-
sition 3.1.4 reste vraie pour des applications différentiables.

Démonstration : Dans une base B = (ey,...,e,) de E, on a: Vi € [1,p],Va € U, 0;f(a) = df(a)(e;) et
utiliser cette relation dans la proposition précédente.

3.2.2 Composition avec une application multilinéaire

Proposition 3.2.2 (Composition d’applications différentiables avec une application bilinéaire) Soient
Fy et Iy deux espaces vectoriels normés de dimension finie et B : Fy X Fy — G une application bili-

néaire a valeurs dans un R-espace vectoriel de dimension finie G, et f, g deux applications définies et

différentiables sur U, a valeurs respectivement dans dans Fy et Fy.

Alors B(f, g) est différentiable sur U et pour a € U, on a :

d(B(f,9))(a) = B(df(a),9(a))+B(f(a),dg(a)), soit : Vh € E, d(B(f,9))(a)(h) = B(df(a).h,g(a))+B(f(a),dg(a).h)

Démonstration : Soit a € U. Alors

fla+h) = f(a)+df(a)htlhlerh),  gla+h) = gla)+dg(a).hl|hlles(h), avec lim ey (h) = lim es(h) = 0.

h—0

B(f.)a+h) = B(fla+h).gla+h) = B(f(a)+df()-h+ |hlles(h). ga) +dg(a).h + [l|ea(h)
= B(f(a).g(a) + (B(f(a),dg(a).h) + B(df(a)-h g(a)) ) + Q(R)

avee - Q(h) = [hl] (B(F (@), 2a(h)) + B(df(a)-h ea(h)) + B(e:(h), g(a)) + Ber(h). dg(a).h) +
B(df(a).h,dg(a).h) + ||h||B(e1(h),e2(h))). Pour h dans E, on pose :

c(h) = B(f(a), e2(h) + B(df(a).h, e2(h) + Bler(h), g(a)) +

B(ei(h), dg(a).h) + B(df (a).h, dg(a).h) + [[h[| B(e1(h), e2(h)).

Comme nous sommes en dimension finie, alors les applications linéaires df(a), dg(a) et bilinéaires B
sont continues, donc :

lim e(h) = B(f(a),0) + B(df(a)(0),0) + B(0, g(a)) + B(0,dg(a)(0)) + B(df(a) 0), dg(a)(0)) + 0 = 0,
car df (a)(0) = dg(a)(0) = 0. Comme h — B(f(a),dg(a).h) + B(df(a).h, g(a)) est linéaire, on a :
B(f,g)(a+h) = B(f(a),9(a)) + (B(f(a),dg(a).h) + B(df(a).h, g(a))) + [Rl|z(h), qui est un déve-
loppement limité d’ordre 1 de B(f,g) en a , d’ou le résultat.

GL,(R) — M,(R)
M — Mt '

(a) Montrer que f est de classe C* sur 'owvert GL,(R) de M,(R). Que peut-on en déduire ?
(b) Que vaut Idm, w) % f 7 En déduire df .

Exemple 3.2.1 1. Soit f: {



2. Pour M € M, (R) telle que d°up = n. On pose
f(M) = (tr(M),...,tr(M")).

(a)
(b)

(a)

(b)

Montrer que f est différentiable et calculer sa différentielle.
Montre que Im (df (M)) n’est inclus dans aucun hyperplan de R"™. En déduire rg (df (M)).

n—1
Si Im (df (M) est inclus dans un hyperplan de R™, alors il existe ag, ..., an _1 € R, non tous nuls tels que ¥(zq, ..., 1) € Im (df (M)), Z a;z; =0,
i=0
donc :
n—1 ) n—1 )
VH € Mn(R), 0= Z a;(i+ )tr(HM") = tr <H Z a;(i+ 1)M1> et donc en prenant HT qu lieu de H, ona :
i=0 i=0
n—1 .
VH € My (R), tr (HT Z a;(i+ 1)M1> = 0. En se rappelant que (A, B) — t'r(ATB) définit un produit scalaire sur My (R) et donc :
i=0

VH € My (R), (H

n—1 n—1 n—1 n—1
S ai(i+1)M" ) =0, donc D a;(i+1)M" est dans M (R)E = {0}, donc > ai(i+1)M* =0, donc P= > a;(i+1)X"*
i=0 i=0 i=0 i=0

qui est non nul et de degré au plus n — 1 annule M, ce qui est contradictoire avec d°(upr) = m. Ainsi on ne peut pas avoir

rg (df (M)) < mn — 1 (sinon on considére (e1, ...,ep) une base de Im (df (M)) que l'on compléte en une base (e1,...,en) de R™, puis Im (df (M)) est

inclus dans Uhyperplan Vect(eq, ..., en—1)). Ainsi rg (df (M)) = n.

Proposition 3.2.3 (Composition d’applications différentiables avec une application multilinéaire) Soient
Fy, ..., F,. des espaces vectoriels normés de dimension finie et M : Fy X ... X F, — G une application
multilinéaire a valeurs dans un R-espace vectoriel de dimension finie G, et fi,..., f. des applications
définies et différentiables sur U, a valeurs respectivement dans dans Fi, ..., F,.

Alors M(f1, ..., f) est différentiable sur U et pour a € U, on a :

d(M(f1,..., [r)(a) = ZM(fl(a), o dfi(a), ..., fr(a)) soit :

Vh e E, d(M(fi,..., f)(a).h = ZM(fl(a), o dfi(a).h, ..., f.(a)).



Démonstration : On reprend la preuve précédente en développant brutalement
M(f1<a + h)? ) fr(a + h))

3.2.3 Composition

Proposition 3.2.4 (Composition d’applications différentiables) Soient V un ouvert de F', G un espace
vectoriel normé de dimension finie, f: U — F et g : V — G différentiables telles que : f(U) C V.
L’application g o f est différentiable sur U et :

Va € U, d(go f)(a) = dg(f(a)) o df(a), soit : Ya € U,h € E, d(go f)(a)-h = dg(f(a))(df (a)-h).
Démonstration : Posons b = f(a). On a :

fla+h) = f(a)+df(a).h+ ||h|e1(h), avec ;lfi%‘gl(h) =0,
glb+k) = g(b)+dg(b).k+ ||k|e2(k), avec IICILI%) go(k) =0

D’ou :
go fla+h) = go f(a) +dg(df(a).h+ |[hller(h)) + [df (a).h + ||hlle(h)[le2(df (a).h + [|h]le1 (R)).

Or : dg(b)(df (a).h+||h]le1(h))) = dg(b) odf (a)(h) + ||h||dg(b)(e1(Rh)). Or par continuité de 'application
linéaire dg(b) (on est en dimension finie), on a : }lLin% dg(b)(e1(h)) = dg(b)(0) = 0. Ainsi on a :
—

dg(b)(df (a).h + [|h]le1(h))) = (dg(b) o df (a)) -(h) + o([[]])-

Comme df (a) est continue (on est en dimension finie), il existe C' € R, tel que :

Vh e E,; ||df(a).h|| < C||h||. Alnsi :

[df (a).h + [[Blles(R)]| X [le2(df (a).h + [[Aller ()] < NIAII(C + ller(A)]]) x [lez(df (a).h + [|A]lex (R))]]-
Or }llirr(l) eo(df (a).h + ||h|le1(h)) = 0, par composition de limites donc

Idf (a).h -+ 1Bl ()ll=a(df (@)-h + [l (B)]] = o [hl). Ainsi

goflath) = gofla)+(dg(d)odf(a)).h+of|hl).

On reconnait un développement limité d’ordre 1 de g o f en , d’ou le résultat.

Exemple 3.2.2 Soient U un ouwvert de E et f : U — R, une application différentiable sur U ne
s’annulant jamais. Montrer que 1/f est différentiable sur U et déterminer d(1/f).

Corollaire 3.2.2 (Composition d’applications différentibles et dérivées partielles) La proposition 3.1.5
reste valable pour des applications différentiables.

Démonstration : La traduction matricielle de d(go f)(a) = dg(f(a)) odf(a) donne la relation suivante
entre les matrices jacobiennes : Jyor(a) = Jy(f(a)).Jr(a). Nous avons ensuite les relations sur les
dérivées partielles en détaillant les coefficients de ces matrices et en posant le produit matriciel a I'aide
de ses coeflicients.



3.3 Derivee le long d’un arc et applications

Proposition 3.3.1 (Dérivée le long d’un arc) Soient I un intervalle d’intérieur non vide de R et
vy:I - Uetf:U— F.Si~vy est dérivable en ty et si [ est différentiable en a = ~(to), alors
foy: 1 — F est dérivable en ty et

(f o) (to) =
SiE=TRPety=(21,...,xp), alors : (foy) (to) = %f(xl(t), s Tp () |ty =

Démonstration : On applique le théoreme de composition des applications différentiables. On a :
v(to) € U C E, df(y(to)) € L(E, F), +'(ty) € E. Plus précisément, la proposition 2.1.6 donne :

(fo)(t) = d(fo)(te) 1 = (df((to)) 0 d1(to)) 1 = df(3(te))(d(to)-1) = df(3(to))('(to)).

Corollaire 3.3.1 (Dérivée le long de ¢ — a + th) Soient a € U et h € E tel que : a+h € U. Alors :
d
- (fla+th)) =

vVt € 10,1

€01, 5

St E=RP, h=(h,....hy), a=(ay,...,ap), alors :
d

vt € [0, 1], dt( (a+th)) =

Démonstration : on utilise la proposition précédente, avec 7 : t — a + th et 7/(t) = h.

Exemple 3.3.1 Une application f : E — R est dite conveze si :

Va.be BVt € [0,1), flta+ (1—1)b) < tfa) + (1 — () ().

Soit f : E — R de classe C'. Montrer que f est conveze si et seulement si : Va,b € E, df (b)(a —b) <
fla) = f(b) (¥).

Théoréme 3.3.1 (Caractérisation des fonctions constantes par la différentielle) Soit U un ouvert conneze
par arcs de E et f : U — F de classe C*. La fonction f est constante sur U si et seulement si df = 0.



Démonstration : Sl f est constante, nous avons déja montre que df = 0.
Supposons que df = 0. Montrons le résultat dans le cas ou U est convexe.

Traitons maintenant le cas général ou U est connexe par arcs.

Soit x € U et xy € U. Soit 7y : [0, 1] — U continue telle que v(0) = zg et y(1) = . Soit ty = sup(A), avec
A={tel0,1], Yu € [0,t], f(y(u)) = f(xo)}. A est non vide (ty € A) et majorée par 1, donc sup(A)
est bien définie. Par ailleurs soit (s,,),>0 une suite de A qui converge vers to. Ona:Vn € N, f(v(s,)) =
f (o), puis par continuité de fo~y, ona: f(y(ty)) = f(zo). De plus U est un ouvert de £, donc il existe
n > 0 tel que : B(y(to),n) C U. Comme v est continue, alors v (B(v(ty),n)) est un ouvert relatif
de [0, 1] contenant to, donc il existe v € R* tel que : [tg — o, tg + o] N [0,1] € v (B(y(to),n)), soit :
Vit € [to—a, to+a]N[0, 1], v(t) € B(y(ty),n). Or B(7y(to),n) est un ouvert convexe sur lequel df est nulle,
donc f y est constante grace a ce qui précede. Ainsi : Vt € [to — o, to+ | N[0,1], f(7(t)) = f(y(to)) =
f(zg). Sity < 1, on a une contradiction de la maximalité de ty, donc to = 1, puis f(z) = f(xp). Ainsi
f est constante sur U.

Exemple 3.3.2 Soit f: (v,y) — Arctan (z) + Arctan (y) — Arctan <1$ +y >

1. Montrer que f est de classe C* sur un domaine D que Uon précisera et que lon représentera
graphiquement.
. aof  of L , .
2. Ezxprimer Iz et 0 sur D, puis simplifier l’expression de f.
Z Y

1. Sur Vowvert D = {(z,y) € le, xy # 1}, f est de classe ct par opérations/compositions.

2. Soit (z,y) € D. On a :
I (Q-ay) = (= +y(-y) " 1 1 1442 1 1+ 92 1

1+ z2 (1 —zy)? 1_‘_((as+y))2 T 1422 - (1 —2zy)2 + (z+y)2 T 1422 1+ 22 + y2 + 22y2 T 14 a2 B
l—xy

af _
Bj(m,y) =

S

(1 +22)(1 +y2) )

De méme : a—y = 0 et donc df (z,y) = 0.

On constates que D est la réunion disjointe de trois ouverts connexes par arcs :

D1 = {(@) € ®D?, v > é} D2 = {(@n) €8, ey <1} e Dy = @) e @),y < é}

Grace au théoréme précédent, f est constante sur chacun de ces ouverts (ils sont connexes par arcs).
Pour x €]1,4o0[, on a (z,1) dans Dy et :

x+1 T T
f(xz,1) = Arctan (z) + Arctan (1) — Arctan ( ) — — + — — Arctan(—1) = .

1—xz/) z—+occ 2 4
Ainsi : V(z,y) € Dy, f(z,y) =m.
Comme f(0,0) = 0, alors : V(z,y) € Da, f(z,y) =0.
Enfin : ¥(z,y) € D3, f(z,y) = —f (-=z, —y) = —=.

N———
€D,

4 Applications de classe C"

4.1 Définitions et opérations

U désignera un ouvert de R”.



Définition 4.1.1 (Dérivées partielles successives) Soient k € N*, j1,...,jx € |[1,p] et une application

R , L \ :
f: v - . On dit que f admet une dérivée k-éme successivement selon les
(1, mp) = [T, ., xp)

variables x;,, ...,z ,, lorsque aa < 0 ( ( of ) )) existe sur U.

m]k ax]k_l ale
oz, (5’93jk_1 < (a%) )) est noté 9, 0, 0T, ou 05,05, ,...05 f

Une telle fonction s’appelle dérivée partielle d’ordre k.

Dans ce cas, la fonction

Définition 4.1.2 (Applications C) 1. Une application f : U — F est dite de classe C* si toutes
ses dérivées partielles d’ordre k existent et sont continues sur U.

2. On note C*(U, F) I’ensemble des applications de classe C¥ de U dans F.
3. Une application est dite de classe C* sur U si elle est dans C*(U, F) pour tout k de N.
4. On note C*(U, F) l’ensemble des applications de classe C* de U dans F.

Exemple 4.1.1 Les fonctions polynomiales sont dans C*°(RP, R).

Proposition 4.1.1 (Structure de C*(U, F)) Soit k € NU {oc}. Alors :
1. L’ensemble C*(U, F) est un espace vectoriel : Vf,g € C*(U, F),Y\,u € R, Af + ug € C¥(U, F).

2. 8i F = R, alors lespace vectoriel C¥(U,R) posséde de plus une structure d’anneau, donc de

R-algebre. On a donc : ¥ f,g € C*(U,R), fg € C*(U,R).
3. La composition d’applications de classe C* est de classe CF.
Démonstration : Admis.

| ch (zy) — cos(zy) P
Exemple 4.1.2 1. Soit f(x,y) = x2y)2
1 sty =0

. Montrer que f est de classe C*

sur R2.

2

Oyox =0

2. Déterminer les fonctions de classe C* sur R? telles que :



R*> — R
3. Soientk € N\{0,1} et f : R — R de classe C*. On pose F : Jy) = J(z) si
(:E,y) = y—x

Montrer que F est de classe C¥™1 sur R?.

1 Y 1 t—x
Pourz #vy, ona: F(z,y) = —— / Flt)dt = / (1 = )@ + sy)ds, en posant t = (1 — s)x + sy, soit s = . Cette derniére égalité reste valable
y—x Ja 0 y—z

pour x = y.
Montrons que — existe.
On fize y € R.

e Soits € [0,1]. x — F((1 = s)x + sy) est de classe ¢t surR.
e Soitx €R. s — f'((1—s)x+ sy) est continue par morceauz et donc intégrable sur le segment [0, 1].

e Soit [a,b] C R. La fonction (x,s) — 8—(}"/((1 —8)z 4+ sy)) = (1 — s)f"((1 — s)x + sy) est continue sur le compact [a,b] x [0,1], donc il ewiste
x
M € Rg+ tel que : ¥(z,s) € [a,b] x [0,1], | (1 — s)@ + sy)| < M. De plus s — M est continue par morceaus et intégrable sur [0, 1].
Ainsi x — F(xz,y) est de classe ¢l surR et : V(z,y) € ]R2, B—(w,y) = / (11— S)f”((l — s)x + sy)ds.
T 0

F
Montrons maintenant que 6— est continue sur R2.
E
e Soit s € [0,1]. (x, y) — (1= s)f"((1 = s)x + sy) est continue sur R2
e Soit (zg,y0) € R2. Ainsi B((z0,Y0),1) est un voisinage de (zoyo)- Sur le compact B((z0,y0),1) X [O 1] la fonction ((z,y),s) — (1 — s)f" ((1 —
s)x + sy) est continue, donc il exviste K € Ry tel que : V((z,y),s) € B((zo,v0),1) x [0,1], [(1 — )f((1 = s)z+sy)| < K et s — K est continue
par morceauz et intégrable sur [0, 1].

o oF 1 1" ) 2
Ainsi (z,y) — 6—(:16, y) = / (1 —=3s)f"((1 — s)x + sy)ds est continue sur R”.
T 0

9
On a le méme résultat pour a—

Pour conclure on raisonne par récurrence sur k.

Le cas k = 2 a été traité. b1 &

Soit k > 2 et on suppose le résultat vrai pour k. Soit f : R — R de classe C + , on montre que F est de classe C* de la méme maniére, en montrant que
i ti R

pour i,j € N tels que i + j = k alors : T —(z,y) = / (1— g) 'f(i+j+1)((1 — s)xz + sy)ds.

Théoréme 4.1.1 (Théoréme de Schwarz) On suppose f : U — F de classe C* eti,j € [1,p]. Alors :
*f o*f
VaeU, —*(a)=—2—
“4 8:6]8;1:1 (a) 8:@8% (&)
Démonstra/tion J (HORS PROGRAMME) Sans perte de généralité, on peut supposer que n = 2. Notons les variables (z,y). Soit

(z0,y0) € U et montrons que :
2

g, = zg, .
0, %0 ENE) 0, %0

Oxdy
Pour h € R petit pour avoir (zg 4+ h,yo + h) € U, on pose :

F(h) = f (zo + h,yo + h) — f (zo + h,y0) — f (z0,y0 + h) — f (z0,y0) -

h étant fixé, possons g : y — f (zg + h,y) — f (z0,y), qui est de classe ¢! sur un intervalle ouvert contenant yo. De sorte que F(h) = g (yo + h) — g (yo). Soit

;1] - F .
w'{t — g (yo + th) Ona:

1 1 1/ 1]
F(h):<p(1)7<p(0):/0 «p'(t)dt:h/o g’(yo+th)dt:h/0 (a—i(zoth,yothh)*Fg(l‘oyyothh))dt

[0;1] — F

o . 1
“ s l (20 + uh, yo + th) qui est de classe C™.

t étant fixé, soit Wy : {

2
F(h) = h/ (P (1) — W (0)) dt = h/ / v ¢ (u)dudt = h / /1 9 (z 4+ uh,yo + th) dudt.

Oz dy
82
Par continuité de sur U : pour € dans ]Rj_, il existe o € ]R:_ tel que :
\h\<o¢et\k|<a:>ﬂ(z + h,yo + k) — i (zo,y0)| < e
> > xdy 0 » Y0 EWE 0,Y0)| > &-
Si |h| < e( et h # 0), alors on a :
P02 | < [ ]2 o) = 2L (o )| auar <
— —— (o, s — xq, udt < €
e aoy (70 YO Yo oy (F07 Y0
Ainsi, li F(h) 82f< ). De mé t 1 f( +h)— f( ), btient i F(h) 62f( ) et lut icité de 1
insi, lim = g, . De méme en posan T — x, — f (=, on obtient lim = xq, et on conclut par unicité de la
=3 moy (70 Y0 p Yo ) m = g0 (Z0 Y0 p

limite.

TFY
JTZy



Remarque 4.1.1 Si f est de classe C*, avec k > 2, alors les dérivées partielles d’ordre k ne dépendent
pas de l'ordre de dérivation.

R® = R
‘ 2% — 42 _
Exemple 4.1.3 1. Soit f: (2,y) — :By$2 P si (x,y) # (0,0
0 si (z,y) = (0,0)
R? - R
a 4 4 2,3 _ .5
Dans l'exemple 2.5.2, nous avons vu que : 8_£ : () T y(J;Q j_ ;/2>2 LAY (x,y) # (0,0
0 si (z,y) = (0,0)
R* — R
of x® — 4a3y? — 2yt
et : = st (x, 0,0
8y (x’y> — (.’£2 +y2)2 ( y) 7é ( )
0 si (x,y) = (0,0)
Montrer que f est de classe C* sur R*\ {(0,0)}. Montrer que il (0,0) et il (0,0) existent
1 e 1 Oxdy Oyox '

Que peut-on conclure ?

2. Soit f une fonction de classe C* de R" dans R" et si x est un élément de R™, on note

fi(x)

fo(z) L "
f(x) = ) , en identifiant M., 1(R) avec R".
Soient i,j € [1,n], alors D, fi(x) désignera &(x)

0a:j

Avec les notations précédentes, on a : J¢(x) = [D; fi(x)|i<ij<n-
2

Soient i, j, k € [1,n], alors D, ; fi(x) désignera Y (2), ou encore fijn(z).

81’1'61']'
On considere la proposition
(P) : Pour tout x de R", la matrice jacobienne J¢(x) de f est orthogonale.
0 f 0 f
Pour x dans R" et i, j,k dans |1,n], on note o; —L(2).—L(x
J 1], (® Z 8:62 8xj8xk

(a) On suppose (P).

i. Montrer que pour tous 1,7 et k dans [1,n], on a : a; jr = Qik; = —Qp ji-



. En déduire que pour tous i,j et k dans [1,n], on a : a;;, = 0.
115. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale A et un élément b de R" tels que :
Ve € R", f(z) = Az +b.

(b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que la proposition (P) soit réalisée.

3. Equation de d’Alembert sur la propagation d’une onde :

0? 102
, . . 2 2 f f
déterminer les fonctions de classe C* sur R* telles que : 22 2oE 0, avec ¢ > 0. On
T C
posera le changement de variable w = x — ct et v = x + ct.
v —u
_ t =
Le changement de variable est bijectif de R? dans ]RQ, car { : ; i ; Z: = { . u2-|§v
B 2
Soit f une de classe c? surR? et on pose g : (u,v) — f v ; v’ U; v qui est définie sur R? et de classe C2.
N———r \—\tc'—’
x t
Ona: f(z,t) =g (xz —ct,x + ct).
N——— S~
of ('?gu 9g .
Ona:—(z,t) = —(z — ct,z + ct) + — (z — ct,z + ct), puis :
ox ou v
P )= L8 o et b et Lo eyt et) 4 (o= ctvob ot) D (o= ot et) = o (y0) + 22 () Ly 0) grice a
922 z,t) = Suz x—ct,x+c oo xz—ct,x+c Suom z —ct,x+c 902 x —ct,x+ct) = D2 u, v P u, v 02 w,v) grice au
théoréme de Schwarz, car g est de classe c? surR2.
ona: 2oty = —e22 0~ ctatet) 4 e2L (o — ctya b o), puis < o (a.1) =
nz.at z,t) = cauz Z,z c cav:v c,zzc,puzs,8t2 z, 72 . . .
2 gug (z — ct,z + ct) — ? (j'uéqu (z — ct,z + ct) — 62%(1 —ct,xz + ct) + ? gvz (x — ct,z + ct) = 2 Zuz (u,v) — 22 ai;u (u,v) + 2 ng (u,v)



(theoreme de Schwarz).
a2 1 82 82 a2
Ainsio= 04 19 F 9 o V(u,v) er?, =2
dx2 c2? ot2 dvdu dvdu

Grace a Uezemple 4.1.2, cela est équivalent a lexistence de H, K dans CQ(R, R) telles que : V(u,v) € ]RQ, g(u,v) = H(v) + K(u).

(u,v) = 0.

Ainsi S = {(z,t) — H(z +ct) + K(z —ct), H,K € CQ(]R,]R)}.

5 Cas des applications a valeurs dans R

5.1 Gradient
5.1.1 Gradient sur R?

Soient U un ouvert de R” et f: U — R une application différentiable en a.

Définition 5.1.1 (Gradient sur R?) Le gradient de f en a est le vecteur

of
d1f(a) 3_%((1)
Vf(a) = : = : ou Vf(a)= (9 f(a),..,0f(a)).
apf(a’) 8_f(a)
Oz,

Proposition 5.1.1 (Différentielle et Gradient) On munit R? de sa structure euclidienne usuelle. Soit
fe€CYUR) etacU. Alors, pour tout h € R?,

df(a) - h = (Vf(a)lh).

Démonstration :

Remarque 5.1.1 Grace a la proposition précédente, on remarque que pour un petit déplacement h par
rapport a a, avec ||h|| fizé, la variation entre f(a+ h) et f(a) (¢’est-a-dire f(a+ h) — f(a) qui vaut a
Vordre un (V f(a)|h)) est :

e mazximale lorsque

o minimale lorsque

Ainsi V f(a) donne la direction selon laquelle f varie le plus vite. Nous verrons plus d’interprétations
du gradient dans le chapitre sur les courbes.

M,(R) — R

M s det(M) Déterminer V(f) et exprimer la différentielle df .

Exemple 5.1.1 Soit f: {



5.1.2 Cas general

Dans ce paragraphe F est un espace euclidien et f : U — R est une application différentiable en a.
L’application df (a) : E — R est donc une forme linéaire. Le théoréeme de représentation de Riesz nous
donne :

Définition 5.1.2 (Gradient) [l existe un unique vecteur v € E tel que :

Vh e E, df(a)(h) = (h|v) = (v|h).
Le vecteur v est le gradient de f en a noté V f(a). Ainsi : Yh € E, df(a)(h) = (h|V f(a)).

Faisons le lien comme dans le paragraphe précédent avec les dérivées partielles :

Proposition 5.1.2 (Composantes du gradient en base orthonormée) Soit B = (ey, ..., e,) une base or-
thonormée de E. Alors :

P

Vf(a) = g—i(a)ei = Z@if(a)ei.

=1

n

Démonstration : Soit ¢ € [1,n]. Comme B est une base orthonormée, V f(a) = Z(Vf(a)|ei)ei

=1
(Vf(a) est un vecteur de E que 'on vient de décomposer dans B). Soit i € [1,n]. On a par définition
du gradient : (V f(a)le;) = df(a)(e;) = D, (a) = 0;f(a).

Exemple 5.1.2 Soit E un espace euclidien et f un endomorphisme autoadjoint de E et u € E. Soit g
1
définie sur E par g : x +— §(f(x)|x) — (ulx).

1. Déterminer Vg(a).

2. Soit B = (e, ...,e,) une base orthonormée de E et A = [a; jl1<ij<n = Matg(f). Déterminer

dg

a—xk(x) pour z € E et k € [1,p].

5.2 Extremums
5.2.1 Extremums et points critiques

Définition 5.2.1 (Extremum local / global) Soient A une partie de E, f : A — R une application et
a € A

1. f présente un maximum local en a s’il existe une boule ouverte B(a,r) telle que pour tout
x € Bla,r)N A, f(x) < f(a). Ce mazimum vaut f(a).

2. f présente un minimum local en a s’il existe une boule ouverte B(a,r) telle que pour tout
z € Bla,r)NA, f(x) > f(a) Ce minimum vaut f(a).

3. f présente un maximum global en a si : Vx € A, f(x) < f(a).



4. [ présente un minimum global en a si : Vx € A, f(x) > f(a).

5. Un extremum est un mazximum ouw un minimum.

sin(x) x sin(y)

maximum global

maximum local

Exemple 5.2.1 Soient E un espace euclidien, ||.| la norme de cet espace, ¢ une forme linéaire non
nulle sur E et f définie sur E par : Vx € E, f(x) = go(m)e_”xllz. Etudier les extrema de f. On pourra
se placer dans une base simplifiant les expressions.

Définition 5.2.2 (Point critique) Soient U un ouvert de E, f : U — R une application différentiable
ena € U. On dit que a est un point critique de f si df (a) = 0.
0
Autrement dit si on se fize une base B = (ey, ...,e,) de E, alors : Vi € [1,p], a—f(a) =0,
i

soit Vf(a) =0 si E est un espace euclidien avec B une base orthonormale .

Exemple 5.2.2 Soit E un espace euclidien, f € STT(E) et u € E. Soit g définie sur E par

1
g:x> §(f(x)|x) — (u|z). Montrer que g a un unique point critique.



Proposition 5.2.1 (Condition nécessaire d’existence d’un extremum) Soient U un ouvert de L,
f U — R une application différentiable en a € U. Si f présente un extremum local en a, alors a est
un point critique de f.

Démonstration :

0,1]
x

Remarque 5.2.1 1. ATTENTION : on doit étre sur un ouvert! Par exemple si f : { [ : ;’ 1 ,

f admet des extrema en 0 et 1, mais f' =1 et ne s’annule jamais.

2. ATTENTION : étre un point critique n’implique pas étre un extremum local ou global. Contrexemple :

soit f : { Hj : ng On a f'(0) =0, mais f n’admet pas d’extremum en 0.

3. IMPORTANT : pour chercher des extrema, on se place sur un ouvert et on cherche les points
critiques.
Ensuite il faut vérifier que si a est un point critique, alors f admet un extremum local ou global
en a. Pour vérifier cela, on étudie le signe de f(a + h) — f(a) avec h voisin de 0. Pour avoir
un minimum local, cette quantité doit étre positive au voisinage de a et pour un maximum, elle
doit étre négative.
Si f est définie sur une partie de RP, alors a = (ay, ...,a,) et on étudie le signe de
flar + hyy.oyap + hy) — f(as, ..., ap) avec h = (hy, ..., h,) voisin de 0.
Dans le paragraphe suivant nous donneront des méthodes efficaces pour savoir si on a un mini-
mum ou un maximum local.

Exemple 5.2.3 1. Soit E un espace euclidien, f € SYT(E) et u € E. Soit g définie sur E par

1
g:x— 5(f(x)|x) — (ulx). Montrer que g admet un minimum global.

2. Soit f une fonction conveze de classe C* de R™ dans R. Montrer que a € R™ est un point critique
de f si et seulement si c’est un minimum global.

Le sens retour découle de la proposition précédente car R™ est un ouvert de R™.

Pour le sens direct, grace a la formule de l’exzemple 3.3.1, si a est un point critique, alors : Vx € R™, 0 = df (a)(z — a) < f(z) — f(a).

5.2.2 Extremum et fonctions de classe C?

Dans ce paragraphe, U désignera un ouvert de R? et f : U — R une application de classe C2.
On rappelle un point que l'on a vu en exemple dans le chapitre 13. Si A est dans S,(R), avec
A < ... < )\, ses valeurs propres comptées avec leur multiplicité, alors :

VX € M, 1(R), || X]|* < XTAX <\ X1



Définition 5.2.3 (Hessienne) On appelle matrice hessienne de f en x dans U, la matrice

0*f
Hy(x) = { } :
8:1:1-83:]- 1<i,j<n
: D’ f , ,
Remarque 5.2.2 1. (IMPORTANTE) On a aussi Hy(x) = qui est donc symé-
070 ] 1< j<n

trique, grace
2. Hy(z) est donc diagonalisable en tant que matrice symétrique réelle.
8. Ona: Hi(x) = Jusa)-

Exemple 5.2.4 Soit B = (ey,...,e,) la base canonique de R"™ muni de son produit scalaire usuel, f €
1

STH(R™) et u € R™. Soit g définie sur R™ par g : x §(f(a:)]x) — (ulz).

On pose A = [a; j]1<ij<n = Matg(f). Soit x € R". Déterminer Hy(x).

Proposition 5.2.2 (Formule de Taylor-Young a 'ordre 2) On a :

(@)+(V £ (@), h)+5 (Hy(2)h, h)+ol 1]}

Fleth) = fla)+df(e) it g (b, h)y+o(hlP) =, f .

o
F(@) + VF (@) h o+ SHTHy )+ of 1),
soit

Flath) = F(a)+df () ot (), )+ [RIP=(h) = £(2)+ (V7 (@), B) + 5 (Hy(a)h, B) + [h]e(h) =

F(a) + VA @) o+ ShTHy (@) o+ AP (R),

avec lime(h) = 0.
h—0

Démonstration : (Hors-programme)



Soit g : (h,t) = (1 —t).|||H;(a + th) — Hs(a)||| définie sur B(0,«a) x [0, 1].

Soit ¢ € [0, 1]. La fonction h + g(h,t) est continue sur B(0, a).

Soit h € B(0, ). La fonction ¢ — g(h,t) est continue par morceaux sur [0, 1].

L’ensemble B(0,a) x [0,1] est compact (produit de deux espaces compacts qui sont respectivement
des fermés bornés d’'un espace vectoriel de dimension finie). De plus, la fonction ¢ est continue par
opération sur ce compact, donc elle y est bornée. Il existe donc M € R, tel que :

Y(h,t) € B(0,a) x [0,1], |g(h,t)] < M. Par ailleurs la fonction ¢ — M est continue et intégrable sur
le segment [0, 1].

1 1
Ainsi I'application h — / g(h,t)dt = / (1 —1t).|||H(a+th) — H(a)|||dt est continue sur B(0, ) et
0 0
1 1 1
donc lim/ g(h,t)dt = / g(0,t)dt = / 0 = 0. Ceci clot la preuve.
h—0 Jq 0 0

Remarque 5.2.3 1. En utilisant les coordonnées, on a pour a € U et h = (hq, ..., hy,) qui tend vers
(0,...,0) :
fla+h) =
2. En utilisant cette preuve, si on a U =R" et : Vo € R", Sp(Hy(x)) C [a, +o0], alors :
2
al|lx
Ve € R, f(2) = £(0) + (V(F)(O)) + L2

On reprend la preuve précédente et on a :

1
Yo €R", f() = F0) + (V(HOle) + [ (1 =0T Hy(ta)adr.
0
Comme Hy(tx) est une matrice symétrique, nous avons vu dans le chapitre 13 que si X est sa plus petite valeur propre, alors : zTHf(tz)z > xeTz > a||z\|2

1 T 1 2 2
puis:/ (-t Hf(tz)zdtZ/ (= tallz)?dt = allz)?/2.
JO JO

3. Soit f: E — R de classe C*.
Grace a cette démonstration, on peut prouver f est convexe si et seulement si :
Va € E, H¢(a) € S} (R).
Soient a, h € E. Dans la démonstration de la proposition 5.2.2, on a vu que si on pose ¥t € R, @(t) = f(a + th), alors ¢ est de classe C? sur R et :
vt € R, ¢ (t) = KT Hy(a+ th)h.
Supposons f conveze. On a alors :
Va,y € R,Vt € [0,1], p(tz+ (1 —t)y) = fla+ (tz+ (1 —t)y)h) = f(t(a+zh)+ (1 —t)(a+yh)) < tf(a+zh)+ (1 —t)f(at+yh) = te(x) + (1 —t)e(y).
Alinsi ¢ est conveze et en particulier '’ (0) > 0, puis : Vh € E, h" Hy(a)h > 0. Comme Hj(a) est symétrique, alors : Hy(a) € S, (R).
On suppose que : Ya € E, Hy(a) € 5,7 (R).
Soient x,y € E. On pose h = & — y et grace au résultat rappelé, ¢ : t — f(y + th) est convewe, car : @'’ > 0.

En particulier, on a : Vt € [0,1], @(t) = @(t.1 4+ (1 —1).0) < te(l) + (1 — t)p(0), soit : f(tz + (1 —t)t) < tf(x) + (1 —t)f(y), donc f est convexe.

Proposition 5.2.3 (Condition nécessaire d’extremum) Si f admet un minimum (resp. mazimum) lo-
cal en xg € U, alors xq est un point critique de f et Hy(xg) est dans S} (R), c’est-a-dire que les valeurs
propres de H(xo) sont positives (resp. —Hp(wo) est dans S;"(R), c’est-a-dire que les valeurs propres
de Hy(zo) sont négatives).

Démonstration : On suppose que f(xy) est un minimum local.



Proposition 5.2.4 (Condition suffisante d’extremum) Sixy € U est un point critique de f et si Hy(xo)
(resp. —H(x0)) est dans S;'H(R), alors f atteint un minimum (resp. mazimum) local en xq et locale-
ment, c’est le seul point en lequel ce minimum (resp. maximum) est atteint.

Démonstration : La formule de Taylor-Young nous donne :

1
flxo + h) — f(zo) = =hTHi(xo)h + ||h||?e(h), avec € : U — R telle que lime = 0. Grace au rappel
2 f 0

donné au début de ce paragraphe, si on note m = min(Sp(H¢(xo)), on a :

Flao+h) — f(xo) > %||h||2+ 1h]2(h) = ||A])? (% n 5(h)> . Par définition de la limite, il existe r € R,
tel que B(xzo,7) C U et : Yh € B(0,7), |e(h)| < m/4. Ainsi :

Vh e B(0,r), f(xo+h)— f(zo) > %Hh”2 > 0, ce qui fait de f(zp) un minimum local et

f(zo+h) — f(xo) = 0 si et seulement si h = 0, pour h dans B(0,r), ce qui fait que f(zg) n’est atteint
qu'en zg sur B(xzg, 7).

Exemple 5.2.5 Soit B = (e, ...,e,) la base canonique de R™ muni de son produit scalaire usuel,
1
fe€STH(R") et u e R™. Soit g définie sur R™ par g : x — §(f(x)|x) — (ulx).
On pose A = [a; ;|1<ij<n = Matp(f). On a vu dans Uezemple 5.2.4 que : Vo € R", Hy(x) = A et A

est définie positive (car B est une base orthonormée). Ainsi on retrouve le fait qu’en a = f~'(u), on
ait un minimum local (vu dans lezemple 5.2.3).

Corollaire 5.2.1 (Condition suffisante d’extremum pour n = 2) Soit xy un point critique de

f: { (U;c,y) : Hﬁ(x,y) . avec U un owvert de R?.
0 f 0 f

0*f
@(IEO), t= a7 o (x0). Alors

o Sidet(Hf(zg)) =1t —5>>0 ettr(Hs(zg)) =7+t >0, alors f admet un minimum local en x
(Hy (o) a deux valeurs propres strictement positives).

o Sidet(Hf(zg)) =rt—s°>0ettr(Hs(xg)) =7+t <0, alors f admet un mazimum local en x
(Hy(z0) a deux valeurs propres strictement négatives).

o Sidet(H(xg)) =rt —s* <0, alors f ne présente pas d’extremum local en xo (Hp(zo) a deuz
valeurs propres de signe contraire).

On note r = (x0) et s =

Démonstration : Soient A\; et Ay les deux valeurs propres réelles de Hy(x). On a det(Hf(xg)) = A As.
Dans les deux premiers cas, les valeurs propres sont de méme signe. De plus dans ces cas, comme
tr(Hp(wo)) = A1+Ag, alors la trace donne le signe de ces valeurs propres et donc H(z¢) est dans S, ¥ (R)
si elles sont strictement positives et —H(zg) est dans S, (R) si elles sont strictement négatives. On
est donc dans le cadre de la proposition précédente.

Si det(Hs(zg)) < 0, on a donc deux valeurs propres de signe opposé, par exemple A\; > 0 et Ay < 0.
Soit u; un vecteur propre unitaire associé a la valeur propre A; pour i dans [1, 2]. Pour « petit , comme
lu;] =1, on a :

1 1 Ai
f(o + aw;) — f(x0) = a?=ul Hy(wo)u; + o’e(au;) = o®Ni= uj u; +a’e(au;) = o® | =+ e(au;) ).
2 2 =~ 2
Jusfi=1
062/\1‘
Comme lin%) e(au) = 0, alors f(zo + au;) — f(z0) ~ 5 et donc f(zg + auy) — f(xo) est positif
a—r a—0

pour « petit, donc f(zg) n’est pas un maximum local et f(xg+ aus) — f(xo) est négatif pour « petit,
donc f(x) n’est pas un minimum local.

Remarque 5.2.4 Sirt — s> = 0, alors on ne peut rien conclure. On verra dans le paragraphe suivant
comment faire dans ce cas.



Exemple 5.2.6 Soit f la fonction définie sur R® par :
Y(z,y) € R?, f(x,y) = 22° 4 62y — 3y* + 2.

1. f admet-elle des extrema locauz sur R? 2 Si oui, les déterminer.

2. f admet-elle des extrema globaux sur R* 2

5.2.3 Cas particuliers d’extremums

a) Cas ou la Hessienne ne permet pas de conclure

Exemple 5.2.7 Chercher les extrema locauz sur R* de f : (z,y) — x* +y* +1°.



b) Extremum sur un compact

Lorsque nous faisons I'étude d’extrema sur un compact, la situation est un peu particuliere car pour
Y

chercher les points critiques, nous devons imperativement nous placer sur un ouvert. Voici un exemple

qui montre comment s’en sortir :

Exemple 5.2.8 Montrer que f : (z,y) — 22° 4+ 6xy — 3y* + 2 admet un mazimum global sur K =
[0,1] x [0,1] et le déterminer.



6 Vecteurs tangents a une partie et optimisation sous contrainte

6.1 Surfaces de R?

Définition 6.1.1 (Surfaces de R?) Si F' est une application de classe C' d’un ouvert U de R* dans R,
alors l'ensemble {(x,y,z) € U, F(x,y,z) =0} est appelé surface de R®.

Exemple 6.1.1 1. 0 =ax + by + cz — d, avec (a,b,c) # (0,0,0) représente I’équation d’un plan de
[’espace.

2.0 = 2% +9* + 2% — 22 — 8 représente la sphére de rayon A(0,0,1) et de rayon 3, car on a :
1’2 + y2 + (Z - 1)2 = 32; soit ||<xaya Z) - (0,0, ]-)H =3.

Voici un cas particulier de surface :

R® = R

(@,y) — fla,y)
de classe C* se représente dans l'espace a l'aide de points de coordonnées (x,y, z) tels que z = f(x,y).
Cela définit une surface qui est incluse dans R?, en considérant {(x,y,z) € R*, f(x,y) —z = 0}.

Définition 6.1.2 (Graphe d’une fonction numérique de R*) Une fonction f : {

Exemple 6.1.2 Représenter f: (x,y) v 2 +y* sur R%

6.2 Vecteurs tangents

Dans ce paragraphe, FE désigne un R-espace vectoriel de dimension finie et M est une partie de E.

Définition 6.2.1 (Vecteur tangent a M) Soient x € M et v € E. On dit que v est un vecteur tangent
a M en x s’il existe un réel strictement positif € et une application =y :] — e,e[— M dérivable en 0,
telle que : v(0) = z et 7/(0) = v.

On note T, M l’ensemble des vecteurs tangents a M en x.

M




Exemple 6.2.1 Déterminer 17, (O,(R)).

Proposition 6.2.1 (Vecteurs tangents d’une partie définie implicitement) Soit g : Q — R, une appli-
cation de classe C*, avec Q un ouvert de E. Soit M = {x € Q, g(z) = 0}. Soit x € M. Si dg(z) # 0,
alors T, M = Ker (dg(x)).

En particulier si E est muni d’une structure euclidienne, si Vg(z) # 0, alors T,M = (Vg(x))*.

Démonstration : Nous admettons le premier point.
Le deuxieme point vient du fait que : Vh € E, dg(z).h = (Vg(x), h).

Remarque 6.2.1 On retrouve le fait que le gradient soit orthogonal aux lignes de niveau. En effet soit
f:Q — R une application de classe C*, avec Q un ouvert de E. Soit A € R. On considére la ligne de
nweau Xy = {x € Q, f(x) = A}. Soient x € X et v € T, X). Alors v et V f(x) sont orthogonauz. En
reprenant la proposition précédente, on considére g = f — X et donc X\ = {z € Q, g(x) = 0}. Ainsi
T,X) = (Vg(2))" = (Vf(x))*, car Vg =V F, car \ est constante.
Exemple 6.2.2 1. Nous rappelons que nous avons vu dans le chapitre 15, que si
f =det : M,(R) - R, alors : VH € M,(R), df(I,,)(H) = tr(H). Soit SL,(R) = {M €
M, (R), det(M) = 1}. Déterminer Ty, (SL,(R)).

2. On considere la sphére S d’équation 2° 4+ y* + 2> = R?, avec R > 0. Soit u = (uy,ug,uz) € S.
Déterminer T, S.

Corollaire 6.2.1 (Vecteurs tangents 4 un graphe d’une fonction de deux variables) Soient U un ou-
vert de R* et f: U — R une fonction de classe C'. Soit S la surface (de R®) définie par ’équation :
z = f(z,y) qui est le graphe de f.

Soit a = (xg, Yo, 20) € S. Alors

0 0
1,8 = {(u,v,w) eR’ w= Ua—i(iﬁo,yo) + Ua—i(ﬂfo’%)} :

Démonstration :



Définition 6.2.2 (Plan tangent & une surface de R°) Soient U un ouvert de R° et g : U — R une
fonction de classe C*. On pose S la surface définie par I'équation : g(x,y,2) = 0 et on considére a € S.
Le plan tangent a S en a est le sous-espace affine a +T,S de R®. Ce plan passe donc par a et T,S est
sa direction.

Corollaire 6.2.2 (Equation des plans tangents au graphe d’une fonction de deux variables) Soient U
un ouwvert de R® et f : U — R une fonction de classe C*. On pose S la surface définie par l’équation :
z = flz,y).

Soit a = (xg, Yo, 20) € S. Alors l’équation du plan tangent 4 S en a est :

Démonstration : On a: m(z,y,2) € S & cﬁ(fc — T,y — Yo, 2 — 20) € T, S, car a est dans S.

Exemple 6.2.3 1. Le plan tangent de la spére S d’équation x* + y* + 2* = R* (avec R > 0) en
u = (uy,us,u3) € S est

2. Soit S la surface d’équation z = x* + y*. Soit a = (1,—1,2) € S. Quelle est I"équation du plan
tangent a S en a ?

6.3 Optimisation sous contrainte d’égalité

Proposition 6.3.1 (Extremum sur une partie M) Soit Q un ouvert de E. Soit M une partie de §) et
f:Q = R une application différentiable en un point x de M. Si f|y admet un extremum local en x,

alors : Yv € T, M, df(x)(v) = 0.

Démonstration :

Théoréme 6.3.1 (Optimisation sous contrainte) Soient 2 un ouvert et f et g deux fonctions de §)
dans R de classe C*. On pose M = {x € Q, g(z) = 0}. Soit v € M tel que : dg(x) # 0.

Si flar admet un extremum local en x, alors il existe A € R tel que df (z) = Adg(x).

En particulier, si E est un espace euclidien, dans ces conditions il existe A € R tel que V f(x) = AVg(z).

Démonstration : df (z) et dg(x) sont deux formes linéaires. Or nous avons 7, M = Ker (dg(x)), donc
grace & la proposition précédente, Ker (dg(x)) C Ker (df (z)).

Si Ker (df (z)) = E, alors df (z) = 0, puis df (x) = 0.dg(z).

Si Ker (df (z)) # E, alors dim(Ker (dg(z))) = dim(Ker (df (z))) = dim(F) — 1, puis

Ker (dg(x)) = Ker (df (z)). Ainsi il existe A € R* tel que : df () = Adg(x), car nous avons un hyperplan
défini par les formes linéaires non nulles df (z) et dg(x).

Dans le cas euclidien, cela signifie que : Vh € E, (Vf(z),h) = df (z).h = Adg(x).h = XA (Vg(x), h), puis :
Vh € E, (Vf(z) — A\Vg(z), h). Ainsi V f(2)—AVg(z) est dans B+ = {0} et donc : V f(2)—AVg(z) = 0.

Exemple 6.3.1 1. Soit f Uapplication de R* dans R définie par
[ (z,y) — 42 + 120y — °.
Soit C = {(z,y) € R*,2” + ¢y* = 13}



(a)
(b)

(c)
(d)

(a)

(v)

(c)

(d)

Montrer que sur C, f admet un minimum et un maximum.
Soit (u,v) € C un point ot f atteint un de ses extremums.

Justifier qu’il existe un réel X tel que le systéme (S) suivant soit vérifié :
| Au+6v=)u
(5) 6u —v = v
Montrer que (A —4)(A+ 1) — 36 = 0. En déduire les valeurs possibles de \.
Déterminer les valeurs possibles de (u,v), puis donner le mazimum et le minimum de f sur

C.

C est la sphére de R? de centre (0,0) et de rayon V13 pour la norme || - |2 usuelle.

C' est donc une partie fermée et bornée de R2. Comme R? est de dimension finie, C est un compact de R2. On a aussi C # 0. f est une application
polynomiale donc f est continue sur le compact C. Donc f atteint un mazimum et un minimum sur C.

Soit g : (z,y) — 2+ y2 — 13 qui est de classe 'l sur Uouvert R? en tant que fonction polynomiale, tout comme f. De plus Vg : (z,y) — (2z,2y),
de sorte que Vg(z,y) = (0,0) si et seulement st (z,y) = (0,0). On en déduit que Vg ne s’annule pas sur C.

1l découle alors, du théoréme d’optimisation sous une contrainte, qu’il existe un scalaire X\ tel que (?124;—,13:,) = Vf(u,v) = AVg(u,v) = X (;Z)’
X 4u +6v = A\u
sout { 6u  —v = v
(4 —XMNu +6v =0
<S>‘i’{ 6u —1+Nv =0

Comme (0,0) ¢ C et que f posséde effectivement des extremums sur C, ce systéme linéaire a nécessairement au moins une solution non nulle. La

matrice associée & ce systéme n’est pas inversible. Son déterminant (A — 4)(\ 4+ 1) — 36 est donc nul, donc : A2 —3x—40=0.
Les solutions de cette équation sont 8 et -5.

2
e Si A = 8 on obtient, d’aprés (S),v = gu Comme (u,v) € C, il vient

2, 2 2, 4 o 13 5
u’ + v =u” + gu = ?u = 13, donc u = £3, donc (u,v) € {(3,2),(—3,—-2)}.
3 13
e Si A = —5 on obtient, d’aprés (S),v = 7511,. Comme (u,v) € C, il vient TuQ =13, donc u = £2, donc (u,v) € {(2,—-3),(—2,3)}.
Or f(3,2) = f(—3,—2) = 104 et f(2,—3) = f(—2,3) = —65.
Comme f atteint effectivement un mazimum et un minimum sur C et qu’elle ne peut les atteindre qu’en ces points, on a donc : mcaxf = 104 et
i = —65.
m&n f

2. Soit E un espace euclidien et uw € S(E). On pose f : x — (u(x),z). On a vu dans le chapitre
précédent que f est différentiable et : Vx € E, Vf(z) = 2u(x). Montrer que f admet un
minimum sur S(0,1) et que celui-ci est une valeur propre de u.

n
3. Soient oy, ..., o, € R tels que Zai =1letf:

(R4)" - R

T,y Xp) = xS
( ) ) ) 1

(079

i=1 n

On définit I = {z = (21, ..., z,) € (Ry)", Zaixi =1}.
i=1

Montrer qu’il existe a = (ay, ...,a,) € I' tel que f(a) = sup f(x) (%), avec les a; dans R’
zel
Déterminer tous les points a vérifiant (x) et en déduire que : Vx € I, | x*..ay™ < 1.

n
Montrer que : Vo € (Ry)", z*..xom < Zaixi.
i=1

" SR, x> ajxy 4 -+ anxy — 1 étant polynomiale, est continue. Donc T’ = gil({()}) est un fermé de R™.

La fonction g : (]R+)
D’autre part, on a : Vi € [1,n],0 < ayz; < 1. Do :
1
Vi€ [1,n],0 < z; < — (caray; > 0).
Qg

Il s’ensuit que T' est aussi borné, donc c’est un compact de R™ (on est en dimension finie). Sur T, la fonction f est continue par théoréme sur les



opérations sur les fonctions continues; d’ou l'existence de a € I' tel que f(a) = sup f(xz) = mg%( J(x).
zel ©

Si un des a; est nul, alors f(a) = 0. Or f(1,..., 1) = 1, ce qui contredit le fait que f ait un mazimum en a. Donc Vi € [1,n], a; > 0.

(b)

(c)

Remarque 6.3.1 Parfois, on peut éviter le recours a ce théoréme lorsque l'on peut paramétrer M.
Reprenons le premier exemple avec f Uapplication de R* dans R définie par

[ (z,y) — 42* + 120y — 2.

Soit C = {(z,y) € R*,2” +y* = 13}. On cherche les extremums de f sur C.

OnaC = {(\/1_3008(6), \/ﬁSiD(Q)) , 0e R}.
Ona:VOeR, f (\/1_3608(9), \/ﬁsin(e)) = 13 (4 cos?(0) + 12 cos(8) sin(g) — sin*(9)) =

13 (2(1 + cos(26)) + 65sin(26) — Ls(%)) =13 (§ + > cos(8) + 6sin(29)) =

2 2 2
3 5\ 39 169
— — 2 — - - _
13 5 + (2> + 62. cos(0 — ¢) 5 + 5 cos(6 — ).
1l est donc clair que mclnf = —065 et mcaxf = 104.

7 Compléments : Laplacien et fonctions harmoniques

Soit U un ouvert de R™ et f : U — C de classe C?, avec n > 2. On appelle Laplacien de f la fonction
A(f) =S 2L

On dit qu’une telle fonction est harmonique si A(f) = 0.

1. Soit g : R* — R de classe C*. Soit f définie sur R" \ {0} définie par :

V(x1,...,x,) € R®\ {0}, f(x1,...,2,) =g

que A(f) =0.

2. Dans cette question, on se place dans R2.

n
Z z? | . Déterminer toutes les fonctions g telles
i=1

(a) On pose g(r,0) = f(rcosf,rsinf). Exprimer le laplacien de f en coordonnées polaires
(c’est-a-dire a l'aide de g).



2T
(b) On suppose que U = R? et que f est harmonique. Montrer que r — / f(rcos(f),rsin(6))dod
0

est constante sur r.
(c) Soit g a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et on pose

U={(z.y) eR’ |z +iy| < R}.
“+oo

Montrer que g : (z,y) — Z an(z +iy)" est de classe C? sur U et que g est harmonique.
n=0

3. (Principe du maximum) On se place sur R", on note B = B(0,1), B = B(0,1) et S = 5(0,1).
Soit f : B — R continue et de classe C* sur B.
(a) Comme f est continue sur le compact B, alors admet un maximum en un point zo € B. On
suppose de plus que : Vx € B, Af(x) > 0.

Montrer que zy appartient a S et en déduire que : Vo € B, f(x) < sup f(y).
yes

(b) On suppose que f harmonique sur B. B
Pour tout € > 0, on pose g.(7) = f(x) + ¢[|x||*, qui est continue sur B, de classe C* sur B.

i. Montrer que : Vo € B, Ag.(z) > 0.
ii. En déduire que Vx € B, f(z) < sup f(y).
yeSs

iii. Montrer que si f est nulle sur .S, alors f est nulle.



