MP* 2025-2026 DEVOIR A LA MAISON N 9 Chaptal

A rendre pour le jeudi 18 décembre

On note C l'ensemble des nombres complexes, N l’ensemble des entiers naturels, R 1’ensemble des
nombres réels, et R 'ensemble des nombres réels positifs. On note Re(z) la partie réelle du nombre
complexe z.

(H1) On dit que la fonction g : C — C vérifie I'hypothese (H1) si elle possede un développement en
série entiere au voisinage de 1’origine, de rayon de convergence supérieur ou égal a 1.

1 Séries entieres

Soit g a,z" une série entiere, ou z ainsi que les coefficients a,, sont complexes. On pose
neN

h(z) = Z a,z" et H.(0) = h (rew) ,our =zl et 0 =Argz

neN
On suppose désormais que la fonction h vérifie I'hypothese (H1).
Soit r €]0, 1]

1. Pour n € N*, on note t, le nombre de 0 a la fin de I’écriture décimale de n et s, la somme de

+oo “+o0o
ses chiffres. Par exemple t1904270 = 1 et s1004270 = 14. On note T'(z) = Ztnz”7 S(z) = Z S, 2"
n=1 n=1

Ecrire des fonctions Python renvoyant t, et s,.

a,r st n>0

0 i n<0 et donner un résultat du méme type

L[ ,
2. Montrer que —/ H,(0)e ™ dp = {
2m J,

1 2r )
pour —/ H,(0)e ™dp.
2 Jo

3. En fonction du signe de n, en déduire les différentes expressions de

1 [t , .
= / Re (h (re’)) e ™db

™ s

On suppose que, outre (H1), la fonction h vérifie I'hypotheése suivante :
(H2) le coefficient ag du développement en série entiere de h est réel, positif ou nul.

4. Montrer que

I

ag — —
2 J .

Re (b (re”)) do

On pose a, = |a,| ", et on choisit 7 €]0,1].

5. Montrer que

1 [T7 . 1
Sl e = [T 1o (5 3 oo+ ) )

neN n>1

On choisit maintenant 7 €]0,1/3]



6. Déterminer le signe de 1/2 + Z 7" (cos (nf + ¢,,)). Montrer que

n>1
0
neZN\an\T r" < %}éﬂ‘% (h (re”))|

(H3) On dit que la fonction g : C — C vérifie 'hypothese (H3) si
vre[0,1], max |Re(yg (re’e))‘ < 1.

—m<0<m

7. En admettant que h vérifie les hypotheses (H1), (H2) et (H3), montrer que Z la,| 2" < 1,

neN
des que |z| < 1/3.
2 Le rayon de Bohr
On consideére maintenant la fonction f(z Zb 2", vérifiant ’hypothese (H1) ainsi que

neN
(H4)Vz € C, |2| < 1= |f(2)] < 1.

8. A laide du résultat de la question 7 montrer que
VzeC, 2| <1/3= ) |ball2|" < 1.
neN

La valeur |z| = 1/3 constitue le rayon de Bohr de la série Z b 2",
neN
On considere maintenant le cas particulier de la fonction f, donnée par

Hh(z)=(z=2/(1=2X2)
ot A € RT
9. Sous quelles conditions relatives a A, la fonction fy vérifie-t-elle les hypotheses (H1) et (H4) ?

En admettant que X vérifie ces conditions, on note b, ()\) les coefficients du

développement en série entiere de f) : Z by (
neN
1

10. Mont b "< t 1 t < .

onrerqueZ| M|z si et seulement si |z| T o

neN
11. Démontrer que si |z| €]1/3,1], alors il existe A €]0, 1] tel que Z b, (N)] 2" > 1.
neN

12. En déduire que la constante 1/3 obtenue a la question 8 ne peut étre améliorée sans hypothese
supplémentaire sur f.

3 Au-delade |z|=1/3...

Nous venons de démontrer que, sous les hypotheses (H1) et (H4) 'estimation de la question
8 est optimale. Dans ce paragraphe on établit une estimation plus générale, valable au-dela du
rayon de Bohr r = 1/3.

13. Montrer que si f et g vérifient (H1), ou

= Z byz" et g(z) = Z CnZ

neN neN

alors



14.

15.

16.

17.

18.

19.

m

Vr €]0,1], Z bl = %/ f(re®) g (re®)do

neN -

On pose

1/2
=] su b, 2 p2n
(pall <0<£1 ;6 [ )

sous réserve que cette derniere quantité soit finie.

L’ensemble des fonctions de z € C qui vérifient (H1) et (H4) et, par souci de simplification, dont
les coefficients du développement en série entiere sont réels est noté &.

On suppose désormais que f € &.
En s’aidant de la question 13, montrer que |||f||| < 1.

On note V), I'espace vectoriel des fonctions de la variable complexe z de la forme 9 (z) = a+ 2"
ou « et [ appartiennent a R.

On note P,,n > 1, I'application qui a g = Z cp2" vérifiant (H1) et dont les coefficients ¢,, sont

neN
réels, fait correspondre la fonction g, € V,, définie par g,(z) = ¢o + ¢,2".

On note A; I'application qui & ¢ € V), fait correspondre la fonction fi).

Démontrer que pour tout ¢ € V,,, [[[Af(¥)||| < [[|]|| et en déduire que |||, o Af()||| < [[|2]]]-

On note S la bijection de V, dans R?, qui & 1 définie par ¢(2) = o + 52"

fait correspondre le vecteur ¥ = ( g )

«

3 ) fait correspondre S o P, o As(v))

Déterminer la matrice D de 'application linéaire qui a (

(67

oﬁ@Z):S_l(B ) =a+ 82"
On munit R? de la norme euclidienne : ||¥|| = /|a|? + |3]2, dérivant du produit scalaire

(\I/|@):(w+ﬁ6,oillllz(g)et@:(g

Montrer que pour tout W, et pour tout © € R? (¥ | DO) = (D"V | ©)

On dit que la matrice A est positive si et seulement si (AW | ¥) > 0 pour tout ¥ € R2.
On note I la matrice identité.

Déduire de la question 15 que A = I — D”D est positive (on donne A = (1 bo — bn bob") ).

—boby, 1— b
En déduire que bg < 1 et que les valeurs propres de A sont positives ou nulles.

En déduire que |b,| < 1 —bp.

Pour 0 < r < 1, on pose

Mmmﬂwmﬂr)

0<t<1 1—r



20. Montrer que

V2eC, |2l < 1= |ba2"| < M(|2])

neN

21. Déterminer M(r) pour r € [0, 1].
On pose

m(r) = min (M(T), (1 _ T2)—1/2>

22. Montrer que

1/2
Ve €l0.1[Vz€C, o <1-c= ) [hne" < (Z biu—ei”‘) (1= a2/ — )2

neN neN

En déduire a l'aide de la question 14 que

VzeC, |zl <1= > |ba||2]" < m(]2])

neN



