MP* 2025-2026 DEVOIR A LA MAISON N 15 Chaptal

A rendre pour le jeudi 19 mars

EXERCICE

Soient d € N* et A € My(R). On munit M4(R) d’une norme ||.|| matricielle vérifiant :
YU,V € My(R), ||UV] < ||U]|.||V] (cela existe toujours en considérant une norme subordonnée).

1. Pour R assez grand, montrer que, pour toutd € R, la matrice (Re?I; — A) est inversible dans

M,(R) et que son inverse est la matrice

+oo

(Re™)™ > (Re) ™A™,

n=0

2. Montrer que, pour tout n € N* et tout R assez grand, on a :

1 27 ) )

— | (ReY(Re®I; — A)7'do = A",

2

d
3. On considere la polynéme caractéristique y4(X) = det(X 1, — A) = Z arX". Montrer que pour
k=0
R assez grand :
1 [ , .
) = o= [ (e (e, - Ay .

T Jo

4. En déduire que x4(A) =0 (on pourra faire intervenir des comatrices).

PROBLEME 1

C*(R",R) — C(R”,R)
Soit A = [a; j]1<ij<n € Sn(R). Soit Iapplication linéaire D : ¥ s - Zn: a”@ 8 :
i=1 j=1 LiOL;

On note N = Ker (D).

e Si u est une application de R" dans R", on notera v = (uy, ..., u,), avec uy : R" — R représentant
les applications coordonnées.

Ju;
e Si de plus u est dans C'(R™,R") , on note sa matrice jacobienne J,(u) = {au (x) , pour
Tji  li<ij<n
x e R"
. 2 om . : 0*f
e Enfin si f est dans C*(R",R), on note sa matrice hessienne H,(f) = (x) , pour
Gxiaxj J1<ij<n

z € R".

u désignera un fonction de C*(R",R") qui laisse N stable :
Vf e C*(R",R), D(f) =0= D(fou) =0, cest-a-dire f EN = fou e N.

1. Montrer que les applications composantes de u appartiennent & A/. Pour montrer que D(uy) = 0,

on pourra considérer fi : x = (x1,....,T,) — Tp.
2. Soit f € C*(R™,R).
I(f ow) 31% af

en fonction des — et de w.

a. Exprimer



0. En appliquant deux 1ois cette relation, montrer que :
ou) Ou,,  Ou 0? " J%u 0
e =32y G (G ene e (5 ) o
Oxﬁxj p Or; Oz, 0x,0x; p O0x;0x; oxy,
c. Interpréter I’ensemble de ces égalités pour i,j € [1,n] comme une identité matricielle qui

exprimer H,(f ou) en fonction de J,(u)", Hyw (f), J.(u) et des g—f[u(x)] et H,(ug) (on
T
pourra calculer J,(u)” Hye)(f)J2(w)).

3. a. Montrer que (U, V) — tr(UV) définit un produit scalaire sur S,(R).
b. Soient V1, V5 € §,(R). On suppose que :

VS € Su(R), tr(V4S) = 0= tr(15S5) = 0.
Déduire de la question précédente qu’il existe A € R, tel que V5 = AV;.
4. Soit f € C*(R",R).
a. Montrer que Df(x) = tr(AH,(f)).
b. Montrer que D(f o u)(z) = tr(AJ,(u)" Hyw) (f)J:(w)).
5. a. Soit S = [S”]l<”<n €S, ( ).

Soit q(x1, ..., Ty, ZZS”I ;.

=1 j=1
Montrer que H,(q) = S, pour tout z € R".

b. Soit x € R". En considérant dans la question 3.b. Vi = A, Vi = J, ()T A(f)J.(u) et f = q,
montrer qu'il existe A(z) € R tel que : J,(u)AJ,(u)" = \z)A.
c. En déduire que : Vf € C*(R",R),Vx € R", D(f ou)(z) = Mz)D flu(z)].

On suppose jusqu’a la fin du probleme que pour tout = € R", la matrice J,(u) est inversible et

que A est aussi inversible. On note B = A™! = [b; j]1<i j<n-

6. a. Montrer que : Vz € R", A(z) # 0.

b. Montrer que \ est de classe C* sur R™.

c. Montrer que : Vo € R", J,(u)' BJ,(u) = \(z)B.
7. Montrer que pour tout 4,7,k € [1,n], on a :

" o ou, Pug 1 (0N O O
Z Z bp’qa_m drdw, 2 (8_bk,i + a_xibk,j - a—%bm) ;

p=1 ¢=1

n n
. " Ju,, Ou,
on pourra dériver par rapport a x; la quantité E E bpg = 5 e e et écrire
x; 0x;

p=1 ¢=1

0*u, _ Ju, 0 {8% 5’uq] B ou, 0*u,

0x1.07; 8_% - Ox; | Oxy, Oxj dxy, Ox;0x;

8. Calculer E E E E a; ibp 4 8::2 oz, g:c , puis montrer que :
i=1 j=1 p=1 q= J

VEk e [1,n], (n— 2)867)\ = 0.
k

9. On suppose n # 2.



Ou,
O0x;0x; N
b. En déduire qu'il existe a € L(R") et b € R" tel que : Vo € R", u(z) = a(z) + b.
c. Montrer que a est dans GL(R").

a. Montrer que A est constante et en déduire que : Vi, j,q € [1,n],

PROBLEME 2

1. Dans toute cette partie, on considere un intervalle fermé I et une fonction f définie sur I a
valeurs dans [ et qui vérifie, pour tout x € I et tout y € I,

|f(x) = f(y)] < klz -y

ou k est une constante positive strictement inférieure a 1.
On dit dans ce cas que la fonction f est contractante sur I.

a. Montrer que si f(z1) =x1 et f(x9) = xo, alors z7 = xs.

b. On considere la suite (u,,), .,y définie par récurrence

neN

ug € 1
Vn € N, Up+1 = f (un)

Montrer que la suite (u,), .y converge et que sa limite appartient a 1.
c. Montrer qu'il existe un unique réel x € [ tel que f(z) = x.

2. Dans toute cette partie, on considere un ouvert U de R? muni de la norme euclidienne, et f une
application de classe C' sur U, & valeurs réelles.
0
On suppose qu’il existe un point (a,b) de U tel que f(a,b) =0 et que 8—f(a, b) # 0.
Y

On définit enfin une fonction g sur U a valeurs dans R par

1
g(r,y) =y — Wf(l’ay)-

a. Montrer qu’il existe un réel r > 0 tel que la boule B fermée de centre (a,b) et de rayon 2r
soit incluse dans U et tel que

W(z.y) € B. ‘g—gu,w‘ <

b. En déduire que, pour tout (z,y) € B et tout (z,y’) € B,

1
5

1
19 (z,y') — g(z,y)| < 3 ly—y'].

c. Montrer qu'il existe un intervalle ouvert I =|a — «, a + «f, avec a > 0 tel que
[a—a,a+a] x [b—r,b+7r] C B et tel que

VIGI, |g(:v,b)—g(a,b)|§

N3

d. Déduire des deux dernieres inégalités que

V(z,y) eI x[b—rb+r], glz,y) €b—rb+r].
e. Montrer que pour tout x € [ fixé, application y — g(z, y) est une application contractante
sur [b—r,b+r].
f- Montrer que pour tout x € [, il existe un unique y € [b —r,b+ r| tel que f(z,y) =0. Cey
sera noté p(z).



g. Montrer que ¢ est lipschitzienne sur I (on pourra partir de g(x,y) — g(xo, yo), avec y = ¢(x)
et yo = p(x0)).

h. Montrer que ¢ est C' sur I et donner I’expression de la dérivée de ¢ en fonction des dérivées
partielles de f (on pourra partir de f(z,y) — f(zo, %), avec y = p(z) et
Yo = ¢(xo) et utiliser un développement limité a 'ordre un de f).

3. Soit f et F deux fonctions définies sur un ouvert U de R? et de classe C' sur cet ouvert. On
cherche les extrema de la fonction F restreinte a ’ensemble {(z,y) € U, f(x,y) = 0}. Une solution
de ce probleme sera appelé extremum de F' 1ié par la relation f(x,y) = 0.

Soit (a,b) un point de U tel que f(a,b) =0 et tel que g(a, b) # 0.
Y

a. Montrer qu'il existe un ouvert V' de R? contenant (a,b) et contenu dans U, un intervalle
ouvert I de R contenant a et une application ¢ de classe C' sur I tels que

((ZL’,y) E‘/;f(ﬁ,y)ZO)@(IEI,yZQD(ﬁ))

b. Montrer que si (a,b) est un extremum de F' lié par la relation f(z,y) = 0, alors

oF of oF of B
a_x(“’ b)a_y(a, b) — Fy(a,b)%(a,b) =0.

c. La réciproque est-elle vraie ?



