Résumé du chapitre 7 : Topologie I
MP Paul Valéry

1 Rappels sur ’ensemble des réels

Définition 1.0.1 (Bornes supérieures, inférieures, minima, maxima) Soit A une partie de R.

1. Si A possede un plus grand élément (majorant qui est dans A), on appelle cet élément mazimum
de A et on le note max(A). On a : max(A) € A et Va € A, a < max(A).

2. Si A posséde un plus petit élément (minorant qui est dans A), on appelle cet élément minimum
de A et on le note min(A). On a : min(A) € A et Va € A, a > min(A).

3. On dit que x est la borne supérieure de A si c’est le plus petit élément de [’ensemble des
magjorants de A. On le note sup(A).
Si A a un plus grand élément, alors sup(A) = max(A).

4. On dit que x est la borne inférieure de A si c’est le plus grand élément de [’ensemble des
minorants de A. On le note inf(A).
Si A a un plus petit élément, alors inf(A) = min(A).

Remarque 1.0.1 Soit A une partie non vide majoré de R, alors : Yk € R, sup(kA) = ksup(A).

Théoréme 1.0.1 (Théoréme de la borne supérieure et inférieure) 1. Toute partie A de R non vide
et majorée admet une borne supérieure.

Dans ce cas il existe une suite (x,) de A telle que : lim x, = sup(A).
n—+4o00

2. Toute partie A de R non vide et minorée admet une borne inférieure.
Dans ce cas il existe une suite (x,) de A telle que : lir_"I_l x, = inf(A).
—+00

n

2 Normes et distances

Soit E un espace vectoriel sur K =R ou C.

2.1 Normes

Définition 2.1.1 (Norme) On appelle norme sur E une application N : E — R telle que :
e Positivité : Yo € E, N (z) > 0.
e Séparation :Vx € E, N(x)=0= 2 =0.
e Homogénéité : VYo € E, VA € K, N (Az) = |\| N ().
o [Inégalité triangulaire : Vr,y € E, N (z+y) < N (z)+ N (y).

Proposition 2.1.1 (Norme associée & un produit scalaire) Soit E un espace préhilbertien muni d’un
produit scalaire (.|.). L’application : x — ||z|| = \/(z|x) est une norme.

Proposition 2.1.2 (Quelques normes sur K") Sur K" : pour tout u = (uy, ..., u,) dans K", on pose :
1 ully = Z |uk| ; 2. ull2 = Z |ug|*; 3. |lulleo = llgggxnﬂud)-
k=1 k=1

Remarque 2.1.1 Sur M,,(K), on peut reprendre les normes précédentes :

_ TAA _ 2.
L)AL = Y lal; 2. ||All = \/tr(FAA) = [ > aisl;

<i,g<
1<i,j<n Enisn

(de plus : VA, B € M, (K), ||AB|]2 < ||A|2]|Bll2) ;

9. Al = max fai,l.
St,)sSn



Proposition 2.1.3 (Quelques normes sur C(|a,b|,K)) Sur C(|a,b|,K) : pour tout f dans C(|a,b|,K),
on pose :

2. [ flle = sup ([f()]);

b
LIl = / |f(t)] dt appelée norme de la convergence en moyenne ; vefab]

b
3. flle = / ]f(t)]2 dt appelée norme de la convergence en moyenne quadratique.

2.2 Distances

Dans ce paragraphe, (£, |.||) désigne un K-espace vectoriel normé.

Définition 2.2.1 (Distance) Soit (z,y) € E?. La distance entre x et y associée a la norme ||.|| est le
réel d(z,y) = ||z -y

Définition 2.2.2 (Distance d’un point & une partie non vide) Etant donné une partie A de E et x un
élément de E, on appelle distance de x a A la borne inférieure des distances de x a tous les éléments
de A (attention : cette borne n’est pas nécessairement atteinte) :

d(z,A) = infd(z,a) = |z —a.

2.3 Parties bornées

Définition 2.3.1 (Boule ouverte / fermée) Soita € E et r € R.
1. B(a,r) ={z € E, d(a,z) < r} est la boule ouverte de centre a et de rayon r.
2. Bla,7) ={x € E, d(a,z) <r} est la boule fermée de centre a et de rayon r.
3. S(a,r) ={z € E, d(a,x) =r} est la sphere de centre a et de rayon r.

Définition 2.3.2 (Partie convexe) On suppose que K =R. Soit A C E. La partie A est conveze si
V(z,y) € A, Vt€[0,1], tr + (1 — t)y € A.
Exemple 2.3.1 Toute boule est convexe.

Définition 2.3.3 (Parties, suites, fonctions bornées) Soient A C E, (uy)nen une suite d’éléments de
E et f une fonction d’un ensemble X a valeurs dans F.

1. La partie A est un ensemble borné s’il existe M > 0 tel que : Vo € A, ||z|| < M (autrement dit
A est contenue dans une certaine boule fermée. Par exemple ici, on a : A C B(0, M) ).

2. La suite (u,) est bornée si s’il existe K dans Ry tel que : Vn € N, ||u,| < K.

3. La fonction f est bornée si f(X) est une partie bornée de E, c’est-a-dire : il existe M > 0 tel
que :Vr € X, ||f(z)]| < M.

2.4 Produit fini d’espaces vectoriels normés

Proposition 2.4.1 (Produit d’espaces vectoriels normés) Soit p € N* et (Ey, Ny), ..., (E,, N,), des es-
paces vectoriels normés sur K. On pose

Vo = (1'1,...7.I'p) GEl X E2 X X Ep, N(l‘) = HlaXNZ<ZL',L)

1<i<p

Ainsi (Ey x ... x E,, N) est un espace vectoriel normé.



3 DSuites d’un espace vectoriel

Définition 3.0.1 (Convergence) Soit (u,) une suite d’éléments de E et { € E. La suite (u,) converge

vers { si lim ||u, — /|| =0. .
n—+00

Autrement dit : Ve € R, AN e N, Vn e N, n > N = ||u, — /|| < e.

S’il n'existe pas d’éléments € vérifiant cette propriété, la suite (u,) diverge

Proposition 3.0.1 (Propriétés sur les suites convergentes) 1. Toute suite (u,) convergente de E
est bornée.

2. Si (uy,) posséde une limite alors celle-ci est unique.

3. Si (uy) et (v,) convergent vers respectivement £ et €', alors pour tout A\ dans K, on a :
lirf (U + Avp) =0+ M.
n—-+0oo

4. St (uy,) converge vers £, alors (||uy,||) converge vers ||¢]|.
Remarque 3.0.1 La convergence dépend de la norme choisie.

Exemple 3.0.1 Soit A € M,,(K) telle que ||A||> < 1, alors klim AR = 0.
—+o00

Proposition 3.0.2 (Convergence d’une suite dans un produit d’espace) Soient (Ey, Ny), ..., (E,, N,) des
espaces vectoriels normés sur K. On considére une suite (x,) de Ey X Ey X --- X E,, avec :

vneN, z, = (V... 2P) € By x By x --- x B,

La suite (z,)nen converge vers (01,...,0,) si et seulement si pour tout k de [1,p] la suite (2),cx

converge vers ly.

Proposition 3.0.3 (Sous-suites d’une suite convergente) Soit (u,) une suite convergeant vers £. Alors,
toute suite extraite de (u,) converge vers (.

Définition 3.0.2 (Valeur d’adhérence) On appelle valeur d’adhérence d’une suite (uy,,) tout élément de
E qui est limite d’une sous-suite de (uy,).
4 Limite et continuité

f désigne une application d'une partie A d’'un e.v.n. (£, ||.|g) dans un e.v.n. (F,||.||r).

4.1 Définition de la limite

Définition 4.1.1 (Limite en un point) Soit a € A et b € F. La fonction f a pour limite b en a si
Ve>0,3In>0,Ve e A, ||lx—a|lg <n=|f(x)=b||r<e.

Si la limite existe, on note ceci lim f(x) =b ou lim f = b.

r—a
Définition 4.1.2 (Limite avec b = +00 ou b = —o0) Soit a € A. Dans le cas particulier F = R, on
parle aussi de limite infinie b = 400 ou b = —oo et alors les définitions deviennent respectivement :

VM eR, Ja>0,Ve e A, |lz—a|lg<a= f(x) > M et on note cela : lim f(x) = +oo.
T—a

VM eR,Ja>0,Ve e A, |lz—allpg <a= f(xr) <M et on note cela : lim f(x) = —c0.
T—a

Définition 4.1.3 (Limite avec a = +00 ou a = —o0) Dans le cas particulier E =R, on parle aussi de
limite infinie en a = +00 ou a = —oo (lorsque A n’est respectivement pas majorée ou minorée) et
alors les définitions deviennent respectivement :

VeeRL, IM e R, Ve € A, x> M = | f(x)—bllr < e et on note cela : lim f(x)=>b.

T—+00

Vee R, IM e R, Ve € A, o< M= |f(x)—0bllr < et on note cela : lim f(x)=">

T——00



Définition 4.1.4 ( Limite avec ||z||g — +00) On suppose que A n’est pas bornée. On dit que la fonction
admet pour limite b lorque ||z||p — 400 si

Ve > 0,IM € RV € A, ||z||p > M = || f(z) — b||r < e.

Si la limite existe, on note ceci  lim  f(z) = b.
lzllg—+o0

Remarque 4.1.1 On a les méme opérations sur les limites que pour les suites (combinaison linéaire,
espace produit), mais il faut rajouter les opérations de compisition.

Définition 4.1.5 (Continuité) Lorsque a € A et f admet une limite en a, alors lim f(z) = f(a). Dans

Tr—a
ce cas, on dit que la fonction f est continue en a.

La fonction f est continue sur A si f est continue en tout point de A.

o
Exemple 4.1.1 f: (z,y) = { /22 + 42 si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

est continue sur R?.

4.2 Caractérisation par les suites

Proposition 4.2.1 (Caractérisation séquentielle) 1. Soita € A. Soit f: A — F. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(a) f tend vers { en a.

(b) Pour toute suite (x,) d’éléments de A qui converge vers a, la suite (f(x,)) converge vers .
Le cas échéant, lim f(x) = {.
T—a

2. Soit a € A. L’application f est continue en a si et seulement si pour toute suite (u,) de A, telle

QUe n1—1>1:iI-100 un - a; on a : n1—1>1:iI-1C>O f(un> = f(a’)

Exemple 4.2.1 La fonction constante est la seule fonction continue h : R — R telle que :
Vr € R, h(x) = h( Arctan (z)).

4.3 Applications uniformément continues et lipschitziennes
4.3.1 Uniforme continuité

Définition 4.3.1 (Applications uniformément continues) Soient E et F' deuz espaces vectoriels nor-
més. Une application f d’une partie A de E dans F' est dite uniformément continue sur A lorsque :

¥e>0, 3a>0, Y@y €A’ |r—ylpg<a = |f(2)-fWlr=<e

Proposition 4.3.1 (Uniforme continuité et continuité) Toute application uniformément continue est
continue.

4.3.2 Application Lipschtzienne

Définition 4.3.2 (Fonctions lipschitziennes) Soit k € Ry. La fonction f est k-lipschitzienne sur une
partie A de E si

V(z,y) € A% |[f(z) = f(W)llr < Kllz —yle.

Exemple 4.3.1 1. La norme est une fonction 1-lipschitzienne.

2. Soit A C E, Uapplication x — d(z, A) est lipschitzienne.

Proposition 4.3.2 (Continuité et application lipschitzienne) Toute fonction lipschitzienne est unifor-
mément continue, donc continue.



4.3.3 Continuite des applications linéaires

Proposition 4.3.3 (Caractérisation des applications linéaires continues) Soient E et F' deux espaces
vectoriels normés et f une application linéaire de E dans F'. Les propositions suivantes sont équiva-

lentes :
1. P1 : f est continue sur E.

2. P2 : f est continue en Op.

3. P3:3dK e R+, Vx € E, [[f(x)|lr < Klz||g. On note L.(E,F) l’ensemble des applications

linéaires continues de E dans F'.
1

Exemple 4.3.2 Soient E = C([0,1],R) et g € E. Alors f / g(t) f(t)dt. est continue sur E pour les
0

normes ||.||s €t ||.]2-

Définition 4.3.3 (Norme subordonnée) Soit f : E — F une application linéaire continue. On pose

1A = 1f 1 = sup e 5@

rer\0} 2lE jelp=
Proposition 4.3.4 (Norme subordonnée) L’application f > ||f|| est une norme sur L.(E, F).

Exemple 4.3.3 Soit E = R", avec n € N*. Soit (ay,...,a,) € R"\ {0}. Soit I'endomorphisme

E — K

n
U . Déterminer ||ul|| pour les normes ||.||a et ||.||s-
) S 0 llull » 1z et |1l

i=1

Proposition 4.3.5 (Norme subrodonnée et norme d’algébre) Soient G un espace vectoriel normé,
feELAEF) etge LF,G). Alors go f est continue et :

llg o Il < gl < A

On dit que ||.|| est une norme sous-multiplicative ou une norme d’algébre.

5 Topologie

5.1 Voisinages, intérieur, adhérence

5.1.1 Voisinages

Définition 5.1.1 (Voisinage d’un point) On appelle voisinage d’un point x de E toute partie V de E

qui contient une boule ouverte de centre x (rappelons qu’une boule a un rayon strictement positif).
On note Vr(x) ouV(z) la collection de tous les voisinages de x dans E ; ainsi V' est dans Vg(z) signifie
que :

Ir>0, VyekE, [y—zf<r = yeV

5.1.2 Intérieur

Définition 5.1.2 (Point intérieur) Soient A C E et x € A.

1. x est un point intérieur a A s’il existe une boule ouverte non vide centrée en x incluse dans A.

C’est-a-dire : Ir € RY,, B(z,r) C A.
Autrement dit x est intérieur a A si A est un voisinage de x.

2. L’intérieur de A, noté A, est l’ensemble des points intérieurs a A

Exemple 5.1.1 Les points intérieurs de [0, 1[U[3, 7|U]8, 9] sont ]0, 1[U]3, 7[U]8, 9].



9.1.3 Adheérence
Définition 5.1.3 (Point adhérent) Soient A C F et € E.

1. Le vecteur ¢ est un point adhérent a A si toute boule ouverte non vide centrée en { remncontre
A:Nr>0, Blt,r)ynA#0.

2. L’adhérence de A, notée A, est l'ensemble des points adhérents a A.
Exemple 5.1.2 L’ensemble des points adhérents de [0, 1[U[3, 7]U]8, 9[ est [0, 1] U [3,7] U [8,9].

Proposition 5.1.1 (Caractérisation séquentielle) Soient A C E et £ € E. Le point { est adhérent a A
si et seulement s’il existe une suite d’éléments de A qui converge vers (.
Autrement dit : £ € A < [3(2p)nen € AV, lirf x, = 1.

n—-—+0oo

Exemple 5.1.3 Soit A une partie de E.
1. Si A est convezxe, alors A aussi.
2.Vz €E, dz,A)=0=z¢c A

5.1.4 Frontiere
Définition 5.1.4 (Frontiere) Soit A C E. La frontiére de A, notée OA, est l'ensemble des points de E

adhérents mais non intérieurs a A, soit : A = A\ A.

Exemple 5.1.4 9B(a,r) = dB(a,r) = S(a,r).

5.2 Parties ouvertes et fermées
5.2.1 Parties ouvertes

Définition 5.2.1 (Partie ouverte) Soit A C E. La partie A est une partie ouverte de E si pour tout
a € A, il existe r > 0 tel que B(a,r) C A .

Exemple 5.2.1 1. Soient (Ey, Nv), ..., (E,, N,) des espaces vectoriels normés sur K. Soient )y, ..., €,
des ouverts de E, ..., E, respectivement. Alors Q0 = €y x...x€), est un ouvert de E = Ey x...x E),.

2. Si A est une partie de E, alors A est un ouvert de E.
Proposition 5.2.1 (Ouverts et boules) Soient a € E et R € RY, alors B(a, R) est un ouvert de E.

Proposition 5.2.2 (Union et intersection d’ouverts) 1. Une réunion quelconque d’ouverts est un
ouvert : soit (V;);er une famille d’ouverts. Alors V = U Vi est un ouvert.
icl
2. Une intersection finie d’ouverts est un ouvert. Soit (Vi)i<i<n une famille d’ouverts. Alors

V= ﬂ Vi est un ouvert.

i=1
Proposition 5.2.3 (Lien entre intérieur et ouvert) Une partie A de E est un ouvert de E si et seule-

ment s1: A= A.

Proposition 5.2.4 (Image réciproque d’un ouvert par une application continue) Soit E et F' deux es-
paces vectoriels normés et f une application continue de E dans F'. Alors :
Soit O un owvert de F, alors f~1(O) est un ouvert de E.

Exemple 5.2.2 GL,(K) est un ouvert de M,,(K).



9.2.2 Parties fermees

Définition 5.2.2 (Partie fermée) Une partie F' de E est dite fermé dans E si son complémentaire E\ F
est un ouvert de E.

Exemple 5.2.3 1. Soient (Ey, Nv), ..., (E,, N,) des espaces vectoriels normés sur K. Soient Fy, ..., F,,
des fermés de E, ..., E, respectivement. Alors F' = Fy x...x F}, est un fermé de & = E; x...x E,.

2. Si A est une partie de E, alors A est un fermé de E.

Proposition 5.2.5 (Fermés et boules et sphéres) 1. Toute boule fermée est un fermé.

2. Toute sphere est un fermé.

Proposition 5.2.6 (Union et intersection de fermés) 1. Une intersection quelconque de fermés est
un fermé, autrement dit soit (F;);cr une famille de fermés de E, alors ﬂ F; est un fermé de E.
iel
2. Une réunion finie de fermés est un fermé, autrement dit soit (F;)icpip une famille finie de
fermés de E, alors U F; est un fermé de B

i€[1,p]

Proposition 5.2.7 (Lien entre adhérence et fermé) Une partie A de E est un fermé dans E si et seule-
ment si A = A.

Proposition 5.2.8 (Caractérisation séquentielle des fermés) Soit A C E. La partie A est une partie
fermée de E si et seulement si toute suite convergente d’éléments de A a sa limite dans A (on appelle
cela la caractérisation séquentielle).

Cela revient a dire que A est une partie fermée de E si et seulement si pour toute suite (x,) d’éléments

de A qui converge vers x, alors lim x, = x est dans A.
n—-+oo

Exemple 5.2.4 GL,(K) n'est pas fermé dans M, (K).

Proposition 5.2.9 (Image réciproque d’un fermé par une application continue) Soit E et F' deux es-
paces vectoriels normés et f une application continue de E dans F'. Alors :

Soit F un fermé de F, alors f~'(F) est un fermé de E.

Exemple 5.2.5 B = {(z,y) € R?, 2% = y + 4} est fermé dans R.

5.3 Parties denses
Définition 5.3.1 (Parties denses) Soit A une partie de E. Une partie D de A est dite dense dans A si
D= A.

Autrement dit pour tout x de A il existe une suite (d,,) a valeurs dans D telle que lirf d, =x.
n—-+0oo

Exemple 5.3.1 1. Q est dense dans R.
2. GL,(K) est dense dans M,,(K).

3. L’ensemble des matrices diagonalisables de C est dense dans M,,(C).

Proposition 5.3.1 (Applications coincidant sur un ensemble dense) Soient
f:A— Fetg:A— F continues telle que : Yx € D, f(x) = g(x), avec D une partie dense de A.
Alors : f=g.

Exemple 5.3.2 Soient B € M, (K) et A € GL,(K), alors xap = XxBa, puis on étend cela pour
A e M, (K).



9.4 Tlopologie induite sur une partie

Définition 5.4.1 (Voisinage relatif & une partie) Soient A une partie de E et x un élément de A. Soit
V' une partie de A. C’est un voisinage relatif de A du point x s’il existe un voisinage V de x dans E

tel que : V=ANV.

Définition 5.4.2 (Ouvert/fermé relatif a une partie) Soit A une partie de E.

1. Soit U une partie de A. C’est un ouvert relatif de A s’ existe un ouvert U de E tel que :

U=ANU.
2. Soit F une partie de A. C’est un fermé relatif de A s’il existe un fermé F de E tel que :
F=ANF.

6 Comparaison de normes

Définition 6.0.1 (Normes équivalentes) Soient N; et Ny deux mormes sur E. On dit que Ny et N
sont équivalentes sl existe «, 3 dans R tels que :

Vo € E, aNy(x) < Na(z) < BN(x).
Exemple 6.0.1 Sur C([0,1],R), Les normes ||.||2 et ||.||cc ne sont pas équivalentes.
Proposition 6.0.1 (Invariances pour des normes équivalentes) Soient Ny et Ny deuz normes équiva-

lentes sur E.

1. Une partie A de E est bornée pour la norme Ny si et seulement si elle est bornée pour la norme
Ns.

2. Une suite (u,) de E converge vers { pour la norme Ny si et seulement si elle converge vers {
pour la norme Ns.

3. Les ouverts et les fermés de E pour les normes Ny et Ny sont les mémes.

7 Parties compactes

7.1 Définition d’une partie compacte

Définition 7.1.1 (Partie compacte) Une partie A de E est dite compacte lorsque de toute suite d’élé-
ments de A, on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de A.
Autrement dit, toute suite de A admet une valeur d’adhérence dans A.

Proposition 7.1.1 (CNS de convergence d’une suite d’éléments d’un compact) Une suite d’éléments
d’une partie compacte est convergente si et seulement si elle admet une seule valeur d’adhérence.

Proposition 7.1.2 (Compact implique fermé/borné) Soit A une partie compacte de E. Alors A est
fermée et bornée dans E.

Proposition 7.1.3 (Fermé d’un compact) Toute partie fermée F d’une partie compacte A est com-
pacte.

Proposition 7.1.4 (Produit fini de compacts) Soient E, ..., E, des espaces vectoriels normés et Ay, ..., A,
des parties compactes de Fy, ..., E,. Alors A; x ... X A, est une partie compacte de Ey X ... X E,.



7.2 Applications continues sur une partie compacte

Proposition 7.2.1 (Image continue d’un compact) Soit E et F' deuz espaces vectoriels normés et f
une application d’une partie compacte A de E dans F. Si f est continue alors f(A) est une partie
compacte de F.

En d’autres termes l'image continue d’un compact est un compact.

Théoréme 7.2.1 (Théoréme des bornes atteintes) Soit A une partie compacte non vide de E d’un
espace vectoriel normé et f : A — R une fonction continue. Alors, f est bornée et atteint ses bornes.

Exemple 7.2.1 Soient A partie compacte de E et x € E. Alors il existe xqg € A tel que :
|z = wo|| = d(z, A).

Théoréme 7.2.2 (Heine) Soit E et F' deux espaces vectoriels normés. Toute application continue sur
un compact A de E et a valeurs dans F est uniformément continue sur A.

8 Parties connexes par arcs

A est une partie de E.

8.1 Parties connexes par arcs

Définition 8.1.1 (Chemin) On appelle chemin de A toute application continue v : [0,1] — A, et arc
Uensemble des points de A atteints : ([0, 1]). Les points v(0) et y(1) sont appelés extrémités de l’arc.

Définition 8.1.2 (Connexité par arcs) On définit une relation d’équivalence R sur A en posant : aRb
si et seulement s’il existe un chemin continu de A allant de a vers b.

1. Les classes d’équivalence de cette relation d’équivalence sont appelées les composantes connexes
par arcs de A.

2. Une partie A de E est dite connexe par arcs lorsqu’elle n’admet qu’une seule composante connezxe
par arcs. En d’autres termes : pour tous points a et b de A, il existe un arc d’extrémités a et b
inclus dans A.

Définition 8.1.3 (Partie étoilée) Une partie A de E est dite étoilé lorsqu’il existe un point a de A tel
que pour tout x de A, le segment [a, x| est inclus dans A.

Exemple 8.1.1 1. L’ensemble R* admet deux composantes connexes par arcs, a savoir RY et R*.
2. Les parties convezes et étoilées sont connexes par arcs.

3. Les parties connezes par arcs de R sont les intervalles.

8.2 Image continue d’une partie connexe par arcs

Proposition 8.2.1 (Image continue d’une partie connexe par arcs) Soit E et F' deux espaces vecto-
riels normés et f une application continue d’une partie A de E dans F. On suppose que A est conneze
par arcs.

Alors f(A) est connexe par arcs dans F.

Exemple 8.2.1 G L, (R) n’est pas conneze par arcs.

Corollaire 8.2.1 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit E un espace vectoriel normé et f une
application continue d’une partie connexe par arcs A de E dans R. Alors f(A) est un intervalle de R.
En d’autres termes si f atteint sur une partie connexe par arcs deuzx valeurs réelles ¢ et d alors elle
atteint sur cette partie toute valeur intermédiaire entre c et d.



9 Resultats specifiques a la dimension finie

Ici E est de dimension finie.

9.1 Normes et convergence de suites et de séries

Théoréme 9.1.1 (Equivalence des normes en dimension finie) Toules les normes de E sont équiva-
lentes.

Corollaire 9.1.1 (Invariances en dimension finie) La convergence de suite, la limite d’une fonction, la
continuité d’une fonction, le caractére borné d’une partie ou d’une fonction, la notion d’ouvert ou de
fermé ne dépend pas de la norme choisie.

Proposition 9.1.1 (Convergence composante par composante) Soient (u,) une suite d’éléments d’un
espace vectoriel normé E de dimension finie et (eq,...,e,) une base de E. Pour tout n € N, on note

P
Uy = E Up, i€, avec les u,,; dans K.
i=1
La suite (uy,) est convergente si et seulement si pour tout i € [1,p], la suite (up;)nen converge vers un

P P
scalaire ¢;. Le cas échéant, lim wu, = E ( lim um) e = E lie;.
i=1

n—+oo — n—+o0o
1=

1

1—A
0
1

>~

Exemple 9.1.1 Soit B =

O > O

0
O n—-+o0o

1 0
0| dans M5(K), avec [A| < 1. Déterminer lim B" = |
1

0

oo O

Théoréme 9.1.2 (L’absolue convergence implique la convergence) Toute série absolument convergente
N

Un || CcOonverge) est convergente Uy CONVETQE, C EeSt-a-alre que 1m U, €existe aans .
t t ‘est-a-di N1.+ iste d E
—+00
n=0

9.2 Exponentielle

Corollaire 9.2.1 (Série exponentielle de matrice/endomorphisme) e Soit A e M,(K). La série
A +0 n
Z — converge (absolument) dans M,,(K) et on pose e = exp(A) = Z —r» que Uon appelle
n! n!
n=0

exponentielle de A.

o Soit u € L(E). La série Z 4 converge (absolument) dans L(E) et on pose e* = exp(u) =

n!
+00 un
5 — que l’on appelle exponentielle de u.
n!
n=0

cos(f) —sin(0)

Exemple 9.2.1 Soit A = (sin(Q) cos(6)

) et calcul de exp(A).

Proposition 9.2.1 (Exponentielle de matrices/endomorphismes qui commutent) o Soient
A, B € M, (K) telles que AB = BA. Alors :

exp(A + B) = exp(A) exp(B).

e Soient u,v € L(E) tels que uv = vu. Alors :

exp(u + v) = exp(u) exp(v).

Exemple 9.2.2 Soit A =

o O 2

11
a 1], avec a € C. Déterminer exp(A).
0 a



Proposition 9.2.2 (Continuité de ’exponentielle) e L’application exp est continue de M,,(K) dans
e L’application exp est continue dans L(E) dans L(E).

Proposition 9.2.3 (Similitude, spectre et exponentielle)

1. VA € M, (K),YP € GL,(K), Pexp(A)P~! = exp(PAP™").
2. Pour A € M,(C), on a : Sp(exp(A)) = {e*, A € Sp(A)}.

9.3 Limites et continuité

Proposition 9.3.1 (Composante & composante) Soit (ey,...,e,) une base de F.

P
Notons f = Z pie;, avec les p; des fonctions définies sur A a valeurs dans K.
i=1
1. Soit a € A. La fonction f admet une limite en a si et seulement si, pour tout i € [1,p], la
P
fonction p; admet une limite en a. Alors, lim f(x) = Z lim p;(z)e;.
Tr—a i—1 Tr—a
p
Autrement dit st on pose { = Zfiei, avec l; dans K, alors lim f = { si et seulement si pour

=1
tout i de [1,p], on alimp; = ¥; ;

2. Soit a € A. La fonction [ est continue en a si et seulement si pour tout i dans [1,p], la fonction
p; est continue en a.

3. La fonction [ est continue sur A si et seulement si pour tout i dans [1,p], la fonction p; est
continue sur A.

Définition 9.3.1 (Fonctions polynomiales) On dit que f : K" — K est polynomiale si elle est combi-

naison linéaire de fonctions de la forme (x1,...,x,) — x5 a2 a* avec ky, ..., k, dans N. Autrement

L

dit f est construite par combinaisons linéaires et produits des fonctions (z1, ..., x,) +— z; avec 1 dans
[1,7n].
Proposition 9.3.2 (Fonctions polynomiales) Toute fonction polynomiale est continue sur K".

Corollaire 9.3.1 (Continuité du déterminant) L application det : M,,(K) — K est continue.

GL.(K) — GL,(K)

M Y est continue.

Exemple 9.3.1 L’application {

9.3.1 Continuité des applications linéaires en dimension finie

Théoréme 9.3.1 (Applications linéaires) Soient E et F' deuz espaces vectoriels avec E de dimension finie.
Toute application linéaire de E dans F' est lipschitzienne et donc continue.

Exemple 9.3.2 Sur M, (C), Uapplication linéaire M — PMP™' est continue.

9.3.2 Applications multilinéaire en dimension finie

Définition 9.3.2 (Application multilinéaire) Soient p € N* et Ey, ..., E,, F des espaces vectoriels. On
dit qu’une application f définie sur Ey X ... x E, a valeur dans F' est p-linéaire si pour tout i de [1,p],
lorsque l'on fize les vecteurs xy, ..., x, de Ey, ..., E, sauf x;, alors x; — f(x1,..., 24, ...,x,) est linéaire.

Proposition 9.3.3 (Continuité des application multilinéaires) (Démo CCP 58, cas p = 2) Soient
pe N et (Ey, 1) (Ep |Illp), (£, ||-||F) des espaces vectoriels normés et f: Ey X ... x E, — F une
application p-linéaire. On suppose Ey, ..., E, de dimension finie. Alors :
1. Il existe K dans R tel que : V(x1,...,xp) € By X ... x Ep, || f(@1, ..., 2p)||p < K211 X .o X |||
2. f est continue sur By x ... X E,.

Exemple 9.3.3 Sur M,,(K), Uapplication (A, B) — AB est bilinéaire et donc continue.



9.3.3 Norme subordonnée de matrices

Définition 9.3.3 (Norme subordonnée pour les matrices) Soit A € M, (K), muni d’une norme |.|.
On pose :

[AX|
A} = 1| Allop = sup {W’ X € My (K)\ {0} ¢
Proposition 9.3.4 (Propriétés des normes subordonnées matricielles) 1. A ||A]] est une norme

sur M, (K).
2. VA, B € Mn(K), [[AB]| < [[Alll < || BIll

Exemple 9.3.4 Soit A € M,,(K). On suppose que (|| A" ||)nen est bornée. Montrer que pour tout A dans
Sp(A), on a |\ < 1.

9.4 Parties compactes d’un espace vectoriel de dimension finie

Théoréme 9.4.1 (Caractérisation des compacts en dimension finie) Les parties compactes d’un espace
vectoriel normé E de dimension finie sont ses parties fermées bornées.

Exemple 9.4.1 [a,b] est une partie compacte de R.
Plus généralement, dans R"™ ou C" et dans tout espace vectoriel normé de dimension finie, toute boule
fermée B(a, R) est compacte.

Corollaire 9.4.1 (Suites bornées en dimension finie) On suppose E de dimension finie. Toute suite

(u,) bornée, admet au moins une sous-suite convergente (c’est-a-dire admet au moins une valeur
d’adhérence).

Corollaire 9.4.2 (Suites bornées et valeur d’adhérence en dimension finie) On suppose E de dimension
finie. Une suite (u,) bornée converge si et seulement si elle a une unique valeur d’adhérence.

Proposition 9.4.1 (Sous-espace de dimension finie implique fermé) Soit F' un sous-espace vectoriel
de dimension finie E (qui n’est pas nécessairement de dimension finie). Alors F' est fermé dans E.



