Faire partie 1, puis 2, puis Q10 a Q15 et pousuivre le sujet
SUJET 1 AGREGATION INTERNE ET CAERPA DE MATHEMATIQUES
SECONDE EPREUVE ECRITE 2025

DireW{es assertions suivantes sont vraies ou fausses. On justifiera soigneusement la

X
R est une fonction continue, la fonction x — J (x t)dt est deux fois
0

dérivable surNg et sa dérivée seconde est f.

+00

2. Lintégrale J . dt est convergente et est null
0

3. Il existe une probabilité

IN* telle que :

ors A est dense dans E.
a réunion de deux parties convexes de IR" est une partie conv

7. La seule partie convexe dense de R est R.

8. Soit ® 'application défini€
produit scalaire sur M, (R).

par ®(A,B) = Tr (ABT). Montrer que ® est un

Dans la suite de I'exercice, M, ( me associée au produit scalaire @. On considere
M, (R) comme un espace to 1que avec la topologie AW par cette norme. Dans la suite, toute partie
A de M, (R) est muni a topologie induite de M, (R) ( un ouvert de A si, et seulement si, il

existe un ouvert M, (R) tel que O = U N A).

9. (a) A € S8,(R). Montrer que A € S,; (R) si, et seulement s1

Enoncer et démontrer une caractérisation similaire des matrice
de leurs spectres.

A)cR,.

S *(R) a laide

10. Soient A une matrice de S;'*(R) et B € M,(R) une matrice inversible. Montrer que
BTABe Si*(R).

11. Montrer que S;f (R) et S;*(R) sont convexes.

12. Montrer que S;; (R) est un fermé de M, (R).

13. Montrer que S;f T (R) est dense dans S;; (R).

14. Soit S € S;"*(R). Montrer qu’il existe une unique matrice R € S; *(R) telle que R? = S.
On notera R = S'/2.

15. Soit S € S; 7 (R). Justifier que S'/? est inversible, puis que (S'/?)~! = (S~1)/2, On notera
plus simplement S~/2 la matrice (S%/2) 1.

Premiére partie : jauge d’un corps convexe symétrique

Définition 3. Soit C une partie de R". On dit que C est un corps convexe si C est compact, convexe
et si 0 appartient a l'intérieur de C, c’est-a-dire 0 € C. On dit que C est symétrique si

VxeR", (xeC) < (—xe().

On notera que cette notion de « corps convexe » n’est aucunement liée avec la notion de corps en algeébre.
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16. Montrer que si C est la boule unité d'une norme N définie sur R", alors C est un corps
convexe symétrique.

Le but de cette partie est de caractériser les corps convexes symétriques de R" comme des boules unités
d’une certaine norme sur R". Pour cela, on va introduire la jauge associée a un corps convexe symétrique :

Définition 4. Soit C un corps convexe symétrique. On définit sur R" 'application |, appelée jauge de
C, par :

VxeR", J(x)= inf{/\ e RY, %xe C}.

On se donne maintenant un corps convexe symétrique C.

17. Justifier que J, la jauge de C, est bien définie et que J(0) = 0.

18. Soit x € IR". Montrer que J(x) = 0 si, et seulement si, x = 0.

19. (a) Montrer que pour tout x € R", pour tout p € R*, J(ux) = pJ(x).
(b) Montrer que pour tout x € R”, pour tout u € R, J(ux) = |u|J(x).

20. Montrer que C = {x e R", J(x) < 1}.

21. Soient x et y deux éléments de IR". Soit € un réel strictement positif. On note :

X = - et Yy =

J(x) +¢
J(x) +J(y) +2¢

(a) Montrer que x’ et i’ appartiennent a C. En déduire que z € C.
(b) En déduire que J(x +y) < J(x) + J(y).

22. (a) Déduire de ce qui précede que | est une norme.

Soit a = etz=ax'+(1-a)y.

(b) Quelle est la boule unité de cette norme J?
(c) En déduire que 0C = {x e R", J(x) = 1}.

23. Montrer que si N1 et N> sont deux normes de R" ayant la méme boule unité, alors
N1 = Na.

Deuxiéme partie : généralités sur les ensembles convexes

Soit E un espace euclidien, dont on note {-, -)p le produit scalaire. On note |-| la norme associée au
produit scalaire (-, - ).
Dans toute cette partie, on désigne par C un convexe compact de E.
24. Soita e E.
(a) Montrer qu’il existe x, € C tel que |ja — x| = ing |a — x| . Justifier que sia ¢ C, alors
X€E
la = xallg > 0.
(b) Soient xp,x1 € C tels que |a —xo|g = a — x1]lp = iné |a — x| g. Montrer que xp = x3.
X€
X0 + X1

Indication : On pourra raisonner par I’absurde et considérer >

Ainsi, pour tout a € E, il existe un unique x, € C tel que |la — x,|p = ing |la — x|g. On définit alors
Xxe
I'application ic : E — C par la relation 1ic(a) = Xx,.
25. Soita € E.

(a) Soit l'application f : E — R définie par f(x) = <{a — mc(a),x)p. Soit I'ensemble
H = {x€E, f(x) = f(a)}.Justifier que H est un sous-espace affine de E. Quelles sont
les dimensions possibles pour H?
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(b) Vérifier que f(ric(a)) < f(a) et que cette inégalité est stricte sia ¢ C.
(c) Montrer que pour tout x € C, f(x) < f(mc(a)).
Indication : On pourra considérer 1’application g : [0,1] — R, qui a t associe
la — (1 = Hmc(a) + tx)]Z.
(d) Soit b € C tel que pour tout x € C, {a — b,x — b)g < 0. Pour tout x € C, montrer que
|a — x| > |a — b||g et en déduire que b = nc(a).

Ainsi, on a montré que pour tout a € E, mic(a) est 'unique point b de C tel que pour tout x € C,
{a—b,x—Db)p<0.
26. (a) Soient a,a’ € E. Montrer que |rc(a') — nic(a)|z < (@' —a, nc(a’) — mic(a))d.
(b) En déduire que ¢ est 1-lipschitzienne.
27. Soit a € 0C. Soit (ay)peN une suite d’éléments de E\C qui converge vers a.
ay — mic(ap)

lap = mc(ay)
sous-suite convergeant vers un élément y de E.

(a) Montrer que la suite < > est une suite de E et qu’elle possede une
peN

(b) Montrer que y est non nul et que pour tout x € C, {(y,x —a)g < 0.

Troisieme partie : sur les ellipsoides
Définition 5. Soit A € S,/ *(IR). On appelle ellipsoide associé a A la partie E4 définie par
Er={xeR", (Ax,x) < 1}.
Une partie & de R" est un ellipsoide s'il existe A € S;; T (R) telle que & = E.

28. Soit r > 0. Montrer que B(0,7) (la boule fermée de centre 0 et de rayon r) pour la norme
||| est un ellipsoide de R" et préciser une matrice A, € S,;  telle que B(0,7) = &a,.
29. Soit &, l'ellipsoide associé a une matrice A € S;f 7 (R).
(a) Soit B € M, (R) une matrice inversible. Montrer que B~'E4 = {B~'x, x € E4} est un
ellipsoide.
(b) Montrer que E4 = A 1/2BY.
(c) En déduire que &4 est un corps convexe symétrique.
(d) Quelle est la jauge J4 associée a E4?
(e) Montrer que cette jauge J4 est une norme euclidienne. On donnera la matrice du
produit scalaire associé a cette norme dans la base canonique de R".

30. Soient &4 et Ep deux ellipsoides de R”, respectivement associés a A et B € S,/ (R).
Montrer que E4 = &Ep si et seulement si A = B.

31. Soient &4 et Ep deux ellipsoides de R”, respectivement associés a A et B € S,/ " (R).
Montrer que E4 < &g si et seulement si pour tout x € E, (Bx, x) < (Ax, x).

Définition 6. Soit & un ellipsoide. On a montré qu'il existe une unique matrice A € S, " (R) telle que
& = Ex. On définit alors 1a mesure de &, noté u(E), par

1
M8 = Feray

32. Dans cette question uniquement, on suppose n = 3. Soit r un réel strictement positif.
Donner une relation entre p1(B(0,7)) et le volume de B(0, r).

33. Soit & un ellipsoide de R". Soit B € M, (IR) une matrice inversible. Préciser la mesure de
B~1& en fonction de la mesure de &E.
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34.

35.

36.

Soit (ey,...,e,) une base orthonormée de R" et soient ay,...,a, des réels strictement
n n

positifs. Soit & = {x = 2 x;e; € R", Z aixl.z <1 } Montrer que & est un ellipsoide de R”
i=1 i=1

et calculer sa mesure.

Soit A € S, (R).

(a) Justifier que A admet n valeurs propres réelles (comptées avec leurs ordres de mul-
tiplicité) Ay = Ay > -+ = A, et qu'il existe une base orthonormée (fi,..., f,) de R”
telle que pour touti e {1,...,n}, Af; = Aifi.

(b) Soitk € [[1,n]]. Montrer que l'on a

Ak = sup min (Ax, x),
VEGk Hiﬁzl
ol Gy désigne 1’ensemble des sous-espaces vectoriels de IR” de dimension k.
Indication : Si V € G, on pourra considérer l'intersection de V avec le sous-espace
engendré par fy, ..., fu.
Soient & et & sont deux ellipsoides de R" tels que & < &'. Montrer que (&) < u(&').

Quatrieme partie : existence d'un ellipsoide de mesure maximale

Soit C un corps convexe symétrique de R".

37.
38.

39.

40.

41.

42.
43.

44.
45.

Justifier que C est borné et qu’il existe un ellipsoide & tel que C c &'.

Soit A = {u (E), & ellipsoide tel que & = C}. Montrer que A est non vide et majoré. En
déduire qu’il admet une borne supérieure notée a.

Justifier qu'il existe une suite (Ap)pen+ d’éléments de S, (R) telle que, en notant &,
I’ellipsoide associé a Ay, pour tout p € N*, &, < Cet pEr-il:loo (&) = a.

Pour A € S,,(R), on pose N(A) = sup [(Ax, x)|. Montrer que N est une norme sur S, (R).
lx]=1

Soit p € IN*. On introduit 0 < A1(p) < --- < Ay(p) les valeurs propres de A,. Montrer

que la suite (A1(p))pen= est minorée par un réel strictement positif, puis que la suite

(An(p))pen= est majorée.

En déduire que la suite (Ap)pen+ est bornée pour la norme N.

En déduire qu’il existe ¢ : N* — IN* strictement croissante et A € S,/ (R) telles que

pETOO App) = A.

Montrer que A € S; " (R).

En déduire qu'il existe un ellipsoide & de mesure maximale inclus dans C.

Cinquiéme partie : unicité de ’ellipsoide de mesure maximale

46.
47.

48.

49.

Montrer que la fonction f : x — In (1 + e*) est strictement convexe sur R.

Montrer que pour tout A € S;7*(R), det/"(I, + A) = 1 + det"/"(A) avec égalité si, et
seulement s’il existe A > 0 tel que A = AL,.

En déduire que pour tous A, B € SF7(R), det”/"(A + B) > det'/"(A) + det'/"(B) avec
égalité si, et seulement s’il existe A > 0 tel que B = AA. Indication : on pourra utiliser la
matrice A'/? introduite dans I’exercice préliminaire.

A+B

En déduire que si A et B appartiennent a S, " (RR), det < ) > 4/det(A) det(B).

Caractériser les cas d’égalité.
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50. Montrer 'unicité de 'ellipsoide de mesure maximale.

Sixieme partie : le théoreme de John, sens indirect
Définition 7. Soit u € R". L'application linéaire 1, : R" — IR" est définie par :
Vo e R", ¥, (v) = {u, v)u.
Le but des parties 6 et 7 est d’établir le théoreme suivant, dii a Fritz John.

Théoréme 8. Soit C un corps convexe symétrique de R". BJ est I'ellipsoide de mesure maximale de C
si et seulement si, B < C et s'il existe des points uy, ..., Uy € S"=1 ~ gCetdesréelscy, ..., cm > 0 tels

m
que Z ¢y, = idRn.
i=1

51. Soit u € R", non nul.

(a) Déterminer le noyau et I'image de 1, ainsi que leurs dimensions.
(b) Montrer que ¢, est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.
(c) Déterminer la trace de ;.

(d) Déterminer la matrice de i, dans la base canonique de R".

Dans les questions numérotées de @ a @ C est un corps convexe symétrique contenant Bj. On
suppose de plus qu’il existe des points uy, ..., u, appartenant @ 0C n S et des réels strictement

m
positifs c1,...,cy tels que Z ciYy, = idRn.
i=1
52. Soit v € dC n S"~1. D’apres la question 27] il existe y € R", non nul, tel que pour tout
xeC,{y,x—v)<O0.
(a) Montrer que 'ensemble H = {x € R", (y,x — v) = 0} est 'hyperplan tangent a S"~!
en .
(b) En déduire que pour tout x € C, (v, x) < 1.
53. Soit & 'ellipsoide inclus dans C de mesure maximale.

(a) Montrer qu’il existe une base orthonormée (e, ...,e,) de R" et des nombres réels
ai, ..., ay strictement positifs tels que

n
(x,e;)°
E=<{xeR" 1221 a?

<1

Quitte a appliquer une isométrie, on suppose maintenant que (eq,...,e,) est la base
canonique ¥ de R". Alors

X

2

i
E={x=(x;,...,x,) eR", Z; <1
=19

(b) Exprimer la mesure de & en fonction de ay, ..., ay.
n
(c) Soit v = (vy,...,v,) € 0C n S"~1. Montrer que 2 a]-vjz. < 1. Indication : On pourra
j=1

utiliser le vecteur w = (101, ..., a,vy).

m
(d) Calculer ) c:.
i=1
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m
(e) Montrer que si x € R", alors x| = Z ¢ (x, u>
i=1
(f) Pour toutie {1,...,m}, onpose u; = (u;1,...,u;,). Montrer que

Z cia]'uizj < n.
i=1j=1

1/n
- 1
[Taj] <=Daj<1.
=1 n«

j=1

(g) En déduire que

(h) Conclure.

Septiéme partie : le théoréme de John, sens direct

Soit C un corps convexe symétrique de R" et on suppose que son ellipsoide de mesure maximale est
BJ. On note X I'ensemble des points de contact entre C et Sl je X =8"1~aC.

On munit M, (R) du produit scalaire ® défini dans I’exercice préliminaire.
54. Montrer que X est un compact non vide.

On pose T = {Matg (¢,), ue X} < My,(R) oit, rappelons-le, F est la base canonique de R". On
admet dans toute la suite que conv(T) (le plus petit convexe de M, (R) qui contient T) est un compact

1
de M, (R) (théoréeme de Carathéodory). On souhaite donc montrer que EIn e conv(T). Pour cela, on
1
raisonne par I'absurde et on suppose que EI" ¢ conv(T).

55. Montrer que conv(T) est inclus dans S, (IR).
56. Montrer que pour toute matrice M € conv(T), la trace de M vaut 1.

57. (a) Montrer qu’il existe une forme linéaire f de M, (RR) telle que
1
VMe conv(T), f(M)> f <EI”> .

(b) Montrer qu’il existe H € M, (IR) unique telle que
VMe M,(R), f(M)=Tr(HM).

Quitte a changer f on peut supposer aussi que H € S,(IR) et que H est de trace nulle (admis). On
conserve cette hypothese dans toute la suite.

58. En déduire que pour tout u € 0C n S"~1, (Hu, u) > 0.

59. Pour tout 6 > 0, on pose E; = {x € R", {(I, + 6H) x,x) < 1}. Montrer qu’il existe & > 0
tel que pour tout 0 €]0, a[, &s est un ellipsoide de IR” et calculer sa mesure.

60. (a) Montrer qu’il existe 17 €]0, a[ tel que pour tout 6 €]0, [, pour tout u € 9C,
(L, + 6H) u, uy > 1.

Indication : On pourra utiliser le fait suivant, apres ’avoir justifié : pour toute réunion

oC = U (U; n 0C) avec pour tout i € I, U; ouvert de R”, il existe | < I fini tel que
i€l

oC = J (Wi n 20).

i€]

—8/|§|—



AGREGATION INTERNE ET CAERPA DE MATHEMATIQUES
SECONDE EPREUVE ECRITE

(b) En déduire que pour tout 6 €]0, n[, & < C.

61. Conclure.

Huitieme partie : une conséquence du théoréme de John
Soit C un corps convexe symétrique de R". On note & I'ellipsoide de mesure maximale inclus dans
C.

62. On suppose uniquement dans cette question que & = BJ. Montrer que By ¢ C \/ﬁBg
63. En déduire que & c C c /n&.

Dans les questions numérotées deﬁ on se propose de montrer que la constante «/n est optimale.
On pose C = [-1,1]".

64. Vérifier que C est un corps convexe symétrique.

Soit & l'ellipsoide inclus dans C de mesure maximale. On note Jg la jauge de E. On rappelle qu’il s’agit
d’une norme euclidienne.

65. Soit (X;)i<i<n une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un univers
probabilisé (Q, A, P), qui suivent une loi de Rademacher. Montrer que :

E (H(Xl,...,Xn)Hé) > n.

66. Conclure.

FIN DU SUJET
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SUJET 2 Mines MP 2014 épreuve 1

Représentation matricielle Ae”

Soit n un entier naturel non nul et .4 ,,(C) I'espace vectoriel des matrices
carrées d’ordre n a coefficients complexes. On note I,, la matrice identité de
A, (C). Une matrice N de .4, (C) est dite nilpotente d’indice p si p est le plus
petit entier strictement positif pour lequel N” = 0.

Pour A € ./4,(C), on appelle exponentielle de A, et on note exp(A) ou e,
+00 n

la matrice e = Z o On admet que si deux matrices A et B de .#,(C) sont
n=0 %

telles que AB = BA, on a e*8 = e/eB. Enfin, on appelle bloc de Jordan d’ordre n
associé au nombre complexe A, la matrice

A1 0 - 0
0 A 1
Ja=|: ol
Z AR
O ceeeeeen 0o A

Si n et p sont deux entiers naturels non nuls on note .4, (C) I'espace vectoriel
des matrices a coefficients complexes comportant 7 lignes et p colonnes. On
notera indifféremment .4, ,(C) ou .4, (C).

A. Préliminaire sur la représentation ze* dans C

1) Soit r et R des nombres réels strictement positifs, a et 0 des nombres réels.
On note w = re'® et z = Re'®. Montrer que I'équation ze® = w équivaut au
systeme :

ReRcos(Q) =r
{Rsin(H) =a—-0 (modulo2n).

On choisit dorénavant le réel a dans l'intervalle 2,47 |. Soit alors ¢ 'application
de 10, 7[ dans R définie par la formule :

«a cosfO
¢00) = sin (@) )

2) Déterminer les limites de ¢(0) lorsque 6 — 0% et lorsque 8 — 7~. Que

peut-on en déduire sur les solutions de I'équation ¢(8) = r pour r > 0 fixé ?

Soit D = {Reie ; R>0er0<0<m}ui{0} et g 'application de D dans C définie
par g(z) = ze®.

exp((a -9 sin@

3) Déduire de ce qui précéde que g est surjective.



B. Représentation Ae” d’un bloc de Jordan

Soit N € .4, (C) une matrice nilpotente d’'indice n.

4) Montrer qu'il existe X € .4, 1(C) telle que N""1X # 0 et que la famille
{X,NX,...,N""1X} estlibre.

5) En déduire que N est semblable a J,,(0).
6) Montrer que e/ est inversible et que J,(0) e/n0) est nilpotente d’indice n.

7) Montrer que si P € ./, (C) est inversible, on a Pe]"(f))P_1 = ePInOP! Ep
déduire qu'il existe N € .#,,(C) telle que J,(0) = Ne®.

Soit A un nombre complexe non nul.

8) Justifier I'existence d'un nombre complexe u # —1 tel que A = ue* et
montrer que I'on peut écrire :

Tn(we!n™ = A1, + (u+1)e" J,,(0) + (J(0))? p(J,,(0))

ol p est un polyndéme a coefficients complexes qui dépend de p.

9) Montrer que (u+ 1)e”J,(0) + (J,(0))? p(J,(0)) est nilpotente d’indice n. En
déduire qu'il existe M € .#,,(C) telle que J, (1) = MeM.

C. Forme de Jordan d'une matrice nilpotente

Soit N € ./, (C) une matrice nilpotente d’indice p. On suppose dans un
premier temps que 1 < p < n.

10) Montrer qu'il existe B € 4y ;,—,(C) et C € My p,n—p(C) telles que N est
semblable a la matrice par blocs suivante :

(], B
A‘( 0 C)

ou O est la matrice nulle de .4, ,(C).

Pour tout X € .4} ,—,(C), on définit la matrice par blocs Ty suivante :

(5| X
TX = (T‘m) € ./%n(q:)

11) Montrer que Tx est inversible et calculer son inverse. Vérifier que A’ =

TxATy' estdelaforme
(1O Y
N S ara

oul'on explicitera les matrices Y € 4, ,,(C) et Z € My p,n—p(C).

3



12)

13)

14)

Montrer que dans I'écriture de A’ de la question précédente, on peut choi-
sir X € My n—-p(C) de telle sorte que toutes les lignes de Y, a I’exception
éventuelle de la derniere, soient nulles. (On pourra noter X(; la ieme
ligne de X pour i € {1,..., p} et étudier l'effet sur les lignes de X de la
multiplication par J,(0) dans le produit J,(0) X.)

Justifier que A’ est nilpotente d’indice p. En déduire que sila matrice X est
choisie comme dans la question précédente, la matrice Y est nulle. (On
pourra raisonner par ’absurde en étudiant I'effet des endomorphismes
associés aux puissances de A’ sur les vecteurs de la base canonique de C".)

En déduire que lorsque 1 < p < n, la matrice nilpotente N est semblable a
une matrice diagonale par blocs de la forme :

Jp, (0) (0)
J 1, (0)

0 Jp, ()

our et py, po,..., pr désignent des entiers naturels non nuls.

D. Représentation Ae” dans ./, (C)

Soit A € 4, (C). On note A, Ay,..., A, ses valeurs propres complexes dis-
tinctes, d’ordres de multiplicité respectifs ay,as,..., a; dans le polynéme ca-
ractéristique de A. Soit f 'endomorphisme de C"” dont la matrice dans la
base canonique de C” est A et F; le sous-espace vectoriel de C" défini par
F; =Ker((f —A;Idc»)") pour tout i € {1,..., s}.

15) Montrer que I'espace vectoriel C” est la somme directe des espaces F;. En

considérant une base de C" adaptée a cette somme directe, montrer que
A est semblable a une matrice diagonale par blocs de la forme :

Ao, + Ny (0)
/12[,12 + Ng

) AsIaS + N

ol N1, No,..., Ng sont des matrices nilpotentes.

16) Montrer que I'application A — Ae” de .#,,(C) dans lui-méme est surjec-

tive.

FIN DU PROBLEME



MATHEMATIQUES I Filiere PC

. MATHEMATIQUES II

SUJET

Notations

On désigne par %p,q(d:) I'ensemble des matrices a p lignes et q colonnes dont
les coefficients sont des nombres complexes. Pour toute matrice Ae.#, 4(C) on
note ‘A la matrice transposée de A, A la matrice obtenue en conjuguant tous
les coefficients de la matrice A et rg(A) le rang de A.

On fixe un entier n>2 et on considére V =.#, |(C), E =/ »(C) munis des
opérations usuelles. Les vecteurs nuls sont notés respectivement 0,, et 0.

L'espace vectoriel V admet pour base canonique

1 0 0
0 1 0

e, =|0], e, =[0]..... e,=|0].
0 0 1

Pour (k,m)e [ 1,n]* onpose E, ., = e ‘&, ce qui donne une matrice & n lignes
et n colonnes dont le coefficient d'indice (i,j) vaut 1 si (i,j) = (k,m) et 0 sinon.
La base canonique de E est constituée des n° matrices Exm,1sksn, 1<m<n.

On note |1 la matrice identité, 1 = Y E, .
1<k<n
Si A est une matrice élément de E et W un sous-espace vectoriel de v, A(W)

désigne I'ensemble {Aw|jwe W}.
Si F est un sous-ensemble de E, on dit que W est stable par F si
VAe F,A(W)cW.
Pour tout sous-ensemble - de E on s'intéresse aux propriétés suivantes :
Pq: < contient (au moins) une matrice de rang 1,
Py & contient (au moins) une matrice de rang n,
P;: < contient I,
P, : - estun sous-espace vectoriel de E,
Ps: . est stable par produit de matrices :ABe Y= ABe £,

Pg : si W est un sous-espace vectoriel de V stable par <, alors soit W = {0y}
SOIit W =V .
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Filiere PC

Partie | - Etude de quelques exemples

I.A - Dans cette section LA - , . est I'ensemble des Ae E qui sont inversibles :
L = GL,(C).

ILA1)  Soit x un vecteur non nul de V. Montrer que pour tout vecteur y non

nul de V il existe une matrice inversible A telle que Ax = y.

Indication : on peut considérer deux cas,

a) la famille (x, y) est liée,

b) la famille (x, y) est libre.

En déduire que la propriété Pg est vérifiée par Z.

I.LA.2) Indiquer celles des propriétés Py,..., P5 qui sont vérifiées par < jus-

tifier les réponses.

I.B - Dans cette section 1.B -, %" est I'ensemble des matrices T = (tym) € E qui
sont triangulaires inférieures, c'est-a-dire telles que
m>k=t, ., =0

I.B.1)  Montrer que e, est vecteur propre de tout T e % . Que peut-on dire de
la propriété Pg pour .

1.B.2)  Indiquer celles des propriétés P,..., Ps qui sont vérifiées par - ; jus-
tifier les réponses.

1.C - Dans cette section 1.C-, n =2 et % est un sous-ensemble de E pour
lequel P et P4 sont vérifiées.

I.C.1)  Onsuppose que P, n'est pas vérifiée par Z (les matrices 2x2 de rang
1 appartiennent donc toutes a E\.Z le complémentaire de < dans E). Soit
Aec.Z et Le €. Quelles sont les valeurs possibles du rang de A-Al ? Montrer
que - est I'ensemble des homothéties vectorielles.

1.C.2)  On suppose que Pg est vérifiée par < . Montrer qualors la propriété
P, est vérifiée par .
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Dans toute la suite du probleme, P, et P5sont supposées vérifiees :
< estdoncun sous-espace vectoriel de E stable par produit matriciel.

Partie Il -
Dans cette partie, les propriétés P; et Pg sont supposées vérifiées par < (en
plus de P4 et P5). On veut montrer gu’alors P, aussi est Vérifiée.
On note

m = min{rg(M) M eg\{OE}},

et on se propose de montrer que m = 1, ce qui établira P;.

On suppose dans un premier temps que m=2. On note alors M, un élément de
< qui vérifie rg(M,) = m et on considére une base (z), ;.. de My(V).On
note x,,..., x,, des élémentsde Vv telsque Vie [ 1,m] , Myx; = z;.

I1.A - Montrer que {Nle eg} =V.
On note alors N, un élément de - qui vérifie N,z, = x, et on pose
M, = M N, M, . Montrer que (M,, M,) est une famille libre.
11.B - Montrer que My (V) est stable par M;N, puis que

(o, z2)e CxMy(V), tel que z=0,, et MyN,z = oz.
En déduire que 0 <rg(M, —aM;) <rg(M,) .
Conclureque m = 1.

Partie 111 -

Dans cette partie on suppose que n >2 et que la dimension de . est supérieure
ou égale & n>—1.0n veut montrer que P et Pg sont vérifiées, puis que ¥ = E,
c'est-a-dire qu'il n'existe pas d’hyperplan de E stable par produit matriciel.

I11.A - Soit W un sous-espace vectoriel de V stable par - ; on note k la dimen-
sion de W. Montrer que {M e E| M(W)cW} est un sous-espace vectoriel de E
qui contient & et dont la dimension vaut n’-k(n-k). En déduire que
W = {0y} ou W = V.On adonc démontre Pg.

11.B -

111.B.1) On suppose ici : (*)dk, me [ 1,n]]2, kzm et E, e E\.Y .

On note alors 7 = Vect(Ey ,1) le sous-espace vectoriel de E engendré par
Exm €t 1.

Montrer que dim(Z L) =1 puis que < contient une matrice inversible.
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111.B.2) On suppose ici que c’est le contraire de (*) qui est vrai, donc
k#m=E, € Z .

Trouver une combinaison linéaire de ces E, ., qui donne une matrice inversible.
En déduire que dans tous les cas < contient une matrice inversible A .

I11.C - Montrer que pour la matrice A définie ci-dessus, la famille

2 | . .,
( A A% ., A" T | est une famille liée.

En déduire qu'il existe un entier p>0 et des nombres complexes (&), ;. o tels
que Apd, =0 et

P _
Ml + A A+ +A,AT = 0.

Montrer alors que 1 e < .
On a donc démontré Ps.

Compte tenu de la partie 11 -, la propriété P, est donc satisfaite. On note alors
M, une matrice de rang 1 qui appartient a -, matrice que I'on peut écrire
M, = Vo'W, , 0l vy, wye V\{0y}.

On introduit le produit scalaire canonique sur V, (v, w) - Yw et pour ve V on
pose

A, = {LvLeff},

B, = {tLvLe.ff},
1
C, = (B, .
I11.D - Soitue V, u=0,,. Montrer que C, est un sous-espace vectoriel de V sta-
ble par -£” et que B, n'est pas réduit a {0,,}.
Montrer alors que C, = {0} et B, = V.
Montrer que A, = V. En déduire que pour tout (x, y) e v? il existe LM e

tels que Lv, = x et tho =y, puis que toute matrice A< E de rang 1 appar-
tienta - . Montrer que £ = E.

oo FIN ooe

Concours Centrale-Supélec 2001 4/4



SUJET 4 Mines MP 2009 épreuve 2

Théoréme de Miintz

On désigne par C([0,1]) 'espace vectoriel des fonctions réelles continues
sur [0, 1]. Pour tout A = 0, on note ¢y 1'élément de C([0, 1]) défini par ¢ (x) = Kt
Par convention on a posé 0° = 1 de sorte que ¢y est la fonction constante 1.

Soit (A1) ren une suite de réels = 0 deux a deux distincts. On note W le sous-
espace vectoriel de C([0,1]) engendré la famille (¢ )ken. Le but du probleme
est d’établir des criteres de densité de I'espace W dans C([0, 1]) pour 'une ou
I'autre des deux normes classiques N, ou N, définies par :

1

1 2

Noo(f) = sup [f(x)] et Nz(f)=(f If(x)lzdx) .
x€[0,1] 0

La question préliminaire et les parties A, B, C et D
sont indépendantes les unes des autres.

Question préliminaire

1) Montrer que (¢)) >0 est une famille libre de C([0, 1]).
A. Déterminants de Cauchy
On considere un entier n > 0 et deux suites finies (ax)1<k<n €t (br)1<k<n de

réels telles que ay + by # 0 pour tout k € {1,2,..., n}. Pour tout entier m tel que
0 < m < n, le déterminant de Cauchy d’ ordre m est défini par :

1 1 1
(l1+b1 a +b2 (l1+bm
1 1 1
a2+b1 d2+b2 a2+bm
D, =
1 1 1
am+b1 am+b2 am+bm

On définit la fraction rationnelle :

n-1
[TX-ap
R(X) = S

[1X+by)
k=1



n

2) Montrer que si R(X) est de la forme R(X) = Z

k
——, alors

AnDy =R(an)Dy-;.

On pourra pour cela considérer le déterminant obtenu a partir de D, en
remplacant la derniére colonne par

R(ay)
R(ay)

R(ay)

3) En déduire que
[l (aj—ank;-by)

1<i<js<n

[T @i+bj

1<i<n
1<j<n

Dn:

B. Distance d’'un point a une partie dans un espace normé

Soit E un espace vectoriel normé par une norme | - ||. On rappelle que la
distance d’'un élément x € E a une partie non vide A de E est le réel noté d(x, A)
défini par:

d(x, A) = inf || x - y|.
YEA
4) Montrer que d(x, A) = 0 si et seulement si x est adhérent a A.
5) Montrer que si (A;);=0 est une suite croissante de parties de E et si
A=Ups0Apalorsd(x, A) =lim, d(x, Ay,).
On considere un sous-espace vectoriel V' de dimension finie de E, et on note
B={y;lly—xl < IlxI}

6) Montrer que BNV est compacte et que d(x,V) = d(x,Bn V) pour tout
xeE.

7) En déduire que pour tout x € E, il existe un élément y € V tel que
d(x,V)=lx-yl.

C. Distance d’'un point a un sous-espace de dimension finie dans
un espace euclidien

Dans cette partie, on suppose que la norme sur I’espace vectoriel E est dé-
finie a partir d'un produit scalaire (-|-) sur E : | x|| = v/(x|x).

3



8) Montrer que si V est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E,
alors pour tout x € E, la projection orthogonale de x sur V est 'unique
élément y € V vérifiant d(x, V) =[x - y|.

Pour tout suite finie (x1, x,..., x,) € E" on désigne par G(x1, X2, ..., X,) le déter-
minant de la matrice de Gram d’ordre n définie par :

(x1lx1)  (x1lx2) -+ (x1lxp)

(x21x1)  (x20x2) -+ (x20xp)
M(x1,%2,...,%x,) = } . .

(xplx1)  (xplx2) -+ (xulxp)

9) Montrer que G(x1, X, ..., X,) = 0si et seulement si la famille (x;, xo, ..., x;)
est liée.

10) On suppose que la famille (x1, x2,...,x,) est libre et 'on désigne par V
’espace vectoriel qu’elle engendre. Montrer que, pour tout x € E,
G(x1,X2,...,Xn, X)

d(x,V)* =
G(x1,x2,...,Xpn)

D. Comparaison des normes N, et N,

Pour toute partie A de C([0,1]) on note A% et Zz les adhérences de A pour
les normes N, et Ny, respectivement. Pour f € C([0,1]) la notation d(f, A) dé-
signe toujours la distance de f a A relativement a la norme N, (on ne considé-
rera jamais, dans I'énoncé, la distance d’'un élément a une partie relativement
alanorme N).

11) Montrer que pour tout f € C([0,1]), N2(f) < No(f). En déduire que pour
toute partie Ade C([0,1])) ona A cA

On considere I'ensemble V; = {f € C([0,1]) ; f(0) = 0}, et on rappelle que ¢y
désigne la fonction constante 1.
12) Montrer que ¢g € 702.

13) En déduire que Vj est dense dans C([0, 1]) pour la norme N>, mais n’est
pas dense pour la norme Ny

14) Montrer que si V est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel normé,
alors son adhérence V est également un espace vectoriel.

15) Montrer qu'un sous-espace vectoriel V de C([0, 1]) est dense pour lanorme
Ny si et seulement si pour tout entier m =0, ¢, € v

16) En déduire qu'un sous-espace vectoriel V de C([0,1]) est dense pour la
—2
norme N si et seulement si pour tout entier m=0, ¢, €V .



E. Uncritere de densité de IV pour la norme N,

Pour tout n € N, on note W, I'espace vectoriel engendré par la famille finie
(¢Ak)0<ksn-
17) Montrer que I'espace W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N si et
seulement si lim, d(¢,, Wy) = 0 pour tout entier = 0.

18) Montrer que pour tout y =0,

Ak —
[1

d(py, Wy) = .
P Wn Vou+1 k:0/1k+y+1
. | Ak — pl .
19) Montrer que pour tout u = 0, la suite (—) tend vers 1 si et
Ak +p+1/keN

seulement si la suite (A1) ren tend vers +oo.
(On pourra pour cela étudier les variations de la fonction

xe[0,u]— )

X+pu+1l .
20) En déduire que I'espace W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N> si et
seulement si la série Z T est divergente.
Kk Mk

E Un critere de densité de W pour la norme N,

21) Montrer que si W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N, alors la série

1

Z — est divergente.

Ak

22) Soity =3}, axpy, un élément quelconque de W,. Montrer que si A > 1
pour tout k€ 1{0,1,...,n}, alors pour tout y=1,0na:

Noo (=) < No(pipp—1— Y, arAipa,—1)-
k=0

23) On suppose que la suite (A1) reny Vérifie les deux conditions suivantes :

(l') : /10 =0
(ii): Ag=1pourtout k=1.
1
Montrer que sous ces conditions, si la série Z — est divergente, alors W

k Vk
est dense dans C([0,1]) pour la norme No.

24) Montrer que la conclusion précédente est encore valable si on remplace
la condition (i7) par la condition plus faible :

(ii): ]icr>1£/lk>0.

FIN DU PROBLEME
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Polynomes de Tchebychev et de Dickson, applications

I Définitions et propriétés usuelles

Les polynémes de Tchebychev de premiere espece (T),),,cn sont définis par la relation

YneN, VOeR, T, (cos ) = cos(n )
On ne demande pas de justifier I'existence et 'unicité de la famille de polynémes définie par cette relation.

I.A — Polynémes de premiére espéce
I.A.1) Déterminer Ty, Ty, Ty et Ts.

I.A.2) En remarquant que pour tout réel 6, on a e’ = (¢?)", montrer que
VneN, T,= Y [ )x2-1kxnn
2k
0<k<n/2

Ecrire en langage Maple ou Mathematica une fonction 7' prenant en argument un entier naturel n et renvoyant
I’expression développée du polynome T,,.

I.A.3) Montrer que la suite (7},),,cy vérifie la relation de récurrence

YneN, T

Ti

+2 — 2XTn+1 - Tn (Il)
En déduire, pour tout entier naturel n, le degré et le coefficient dominant de T,,. Retrouver ce résultat avec
I’expression de la question 1.A.2.

I.A.4) Montrer que, pour tout entier naturel n, le polynéme T, est scindé sur R, & racines simples appartenant
a |—1,1[. Déterminer les racines de T,,.

I.B — Polynémes de deuxiéme espéce

On définit les polynémes (U, ),y de Tchebychev de deuxiéme espéce par

1 /
VTLGN, Un:an+1

I.B.1) Montrer que
sin ((n + 1)6)

VneN, VOeR\nZ, U, (cosf) =
N nl ) sin 6

I.B.2) En déduire les propriétés suivantes :

a) La suite (U,,),cy vérifie la méme relation de récurrence (I.1) que la suite (7},),,cp-

b) Pour tout entier naturel n, le polynéme U,, est scindé sur R & racines simples appartenant & ]—1, 1[.

Déterminer les racines de U,,.

IT Arithmétique des polynémes de Tchebychev

II.A — Division euclidienne
IT.A.1) Montrer que

1
m =75 (Triorn + Ton) pour tous entiers 0 <m < n
1
T, U, 1= 3 (Upim + U, m_q) pour tous entiers 0 <m <n

I1.A.2) Pour m et n entiers naturels tels que m < n, on se propose de déterminer le quotient Qn.m et le reste
R, ., de la division euclidienne de T}, par T,,,.
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a) On suppose m < n < 3m. Montrer que

Qn,m = 2Tn7m et R = _ﬂn72m\

n,m

b) Déterminer Q,, ,,, et R, ,, lorsque n est de la forme (2p + 1)m avec p € N*.

¢) On suppose que m > 0 et que n n’est pas le produit de m par un entier impair. Montrer qu’il existe un
unique entier p > 1 tel que [n — 2pm| < m et que

Qn,m =2 (Tnfm - Tn73m +eee (_1>p71Tn7(2p71)m) et Rn,m = (_1)p1—‘\n72pm\

II.B — Plus grand commun diviseur
Dans toute cette sous-partie I1.B, on fixe deux entiers naturels m et n.

II.B.1) Soit h le pged dans N de m + 1 et n + 1. En examinant les racines communes a U,, et U,,, montrer

que U,,_; est un pged dans R[X] de U,, et U,,,. "
I1.B.2) Soit g > 0 le pged de m et n. On pose m; = m/g et n; =n/g.

a) Montrer que si m; et n; sont impairs, alors T, est un pged de T}, et T,,,.

b) Montrer que si 'un des deux entiers m, ou n, est pair, alors T, et T, sont premiers entre eux.

¢) Que peut-on dire des pged de T, et T, lorsque m et n sont impairs ? Lorsque n et m sont deux puissances
de 2 distinctes ?

ITT Un théoréme

Dans cette partie, on munit ’ensemble C[X] des polynomes complexes de la loi de composition interne associative
donnée par la composition, notée o. Plus précisément, étant donné P, Q € C[X], si P = ZZ:B P, XF, la suite
(Pr)gen €étant nulle a partir d’un certain rang, on a

+oo
Po@Q=> pQ*
k=0

On dit que les polynémes P et Q commutent si Po@) = QoP. On note C(P) ensemble des polyndmes complexes
qui commutent avec le polynéme P

C(P)={QeC[X], PoQ=Q°P}
On cherche dans cette partie les familles (F},), o, de polynémes complexes vérifiant
VneN, degF,=n et V(m,n)eN? F,oF,=F,oF, (IT1.1)

11 est clair que la famille (X ™), convient.

On note G I'ensemble des polynomes complexes de degré 1, et pour a € C, on pose P, = X2 + a.

III.A - Préliminaires
ITI.A.1) Montrer que la famille (7,),cy vérifie la propriété (III.1). On pourra comparer T,, o T, et T, .
ITI.A.2) Vérifier que G est un groupe pour la loi o.

L’inverse pour la loi o d’un élément U de G sera noté U !.

III.B — Commutant de X? et T,

ITI.B.1) Soit o € C et soit @ un polynéme complexe non constant qui commute avec P,. Montrer que @ est
unitaire.

ITI.B.2) En déduire que, pour tout entier n > 1, il existe au plus un polynéme de degré n qui commute avec
P.,. Déterminer C(X?).

IT1.B.3) Soit P un polynoéme complexe de degré 2. Justifier ’existence et 'unicité de U € G et « € C tels que
UoPoU™! =P, . Déterminer ces deux éléments lorsque P = Ty,.

IT1.B.4) Justifier que C(T,) = {—1/2} U{T,,,n € N}.

III.C -
ITI.C.1) Montrer que les seuls complexes « tels que C(P,) contienne un polynoéme de degré trois sont 0 et —2.

IT1.C.2) En déduire le théoréme de Block et Thielmann : si (F},), o vérifie (II1.1), alors il existe U € G tel que

VneN', F,=U"'loX"oU ou VneN, F,=U"'eT,oU
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IV Puissances dans GL,(Z)

Dans toute cette partie, on note GL,(Z) 'ensemble des éléments inversibles de ’anneau M,(Z), muni de son
addition et de sa multiplication usuelle.

IV.A — Justifier qu'un élément M de M4(Z) appartient & GL,(Z) si et seulement si |det M| = 1.

IV.B - On introduit les polynémes de Dickson de premiere et deuxiéme espece, (D,,),en €t (E,,),en, définis
sous la forme de fonctions polynomiales de deux variables par

Dy(z,a) =2 Di(z,a) =z Ey(z,a)=1 Ei(z,a) =1
puis, pour tout entier n € N,
D, y(x,a)=2D, (x,a) —aD,(x,a) et E,  s(x,a)=2E, (z,a) —aE,(z,a)
Justifier la relation suivante avec les polynémes de Tchebychev
V(z,a) € C?, D, (2za,a?) = 2a"T,(z) et E,(2za,a®)=a"U,(z)

ainsi que les deux relations suivantes, valables pour tout entier naturel n et tout (z,a) € C* x C

n+1
D, (1‘+g,a,) =zt et (a:—g) E, (a:—l—g,a) = (x”“—a) (Iv.1)
x T x x

pntl

IV.C — Dans cette sous-partie, on cherche une condition nécessaire et suffisante pour qu'un élément A de
GL4(Z) soit une puissance n-iéme dans GL4(Z), c’est-a-dire pour qu’il existe une matrice B € GL,(Z) telle que
A = B". Dans toute la suite, on notera

A:(‘C‘ Z) F=TrA  §—detA

IV.C.1) Soit B € GLy(Z). On note, dans cette question uniquement, o = Tr B et v = det B. Montrer pour
tout n > 2, I'égalité

B"=FE, ((o,v)-B—vE, 5(o,v)-I,

n

ol I, est la matrice identité d’ordre 2.

Etablir que Tr(B™) = D, (o,v).

IV.C.2) En déduire que si A est une puissance n-ieme (n > 2) dans GLy(Z), alors il existe o0 € Z et v € {—1,1}
tels que

i. E, (o,v)divise b, ¢ et a — d. On justifiera briévement que E,_,(o,v) est bien un entier.

ii. 7=D,(0,v)etd=0v"

IV.C.3) On va maintenant établir la réciproque.

Soit A un élément de GL4(Z) pour lequel il existe o € Z et v € {—1, 1} vérifiant les deux conditions précédentes

t

1 a—d b c 1 a—d
T=*<U+ > 5= t=— u:f(o— )
2 p D

i et ii. Pour simplifier, on note p = E,,_; (0, v). On définit alors une matrice B = (T Z) avec

a) En introduisant une racine complexe du polynome X2 — o X + v et a l'aide de (IV.1), montrer que
72 — 45 = p2(0? — 4v) puis ru—st=v

En déduire que B appartient & GLy(Z).

b) Montrer que A = B™.

7 10

IV.C.4) Montrer que la matrice A = (5 -

telle que B® = A.

) est un cube dans GL,(Z) et déterminer une matrice B € GLy(Z)

oo 0o[[Ne oo
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SUJET 6 Mines MP 2023 épreuve 2

Fonction de Wallis

Préliminaires

Dans tout le sujet, 'intervalle | — 1, +oo[ de R est appelé I et o et f sont les fonctions,
de R dans R, définies par :

et

w/2
fla) = / (sin(1))® d.
0
On se propose, dans cette épreuve, d’étudier f (domaine de définition, régularité, varia-

tions, convexité, développement éventuel en série entiere,...) puis, dans la derniére partie,
de montrer qu’elle est la seule fonction numérique a vérifier certaines propriétés.

1 Calcul de (1)

1 > Déterminer le domaine de définition de ¢ puis justifier que o est continue sur
celui-ci.

2 > Exhiber deux nombres réels « et 3 tels que :

n?’

™ 1
Vn € N¥, / (at? + Bt) cos(nt) dt = —
0

puis vérifier que si t €]0, 7], alors :

. & B sin (W) 1
Vn € N¥, kz::lcos(k:t) = (é) -5

3 > Justifier que, si ¢ est une application de classe C! de [0, 7] dans R, alors

™

lim @(t) sin(zt) dt = 0,

rz——+00 Jo



et en conclure que

2 Equivalents
4 > Déterminer le domaine de définition de f puis vérifier que
Veel, (z+1)f(x) = (x+2)f(x+2). (1)
5 > Justifier que f est de classe C2, décroissante et convexe sur I.
6 > Donner un équivalent simple de f(z) lorsque x tend vers —1.

7 > Montrer que pour tout entier naturel n,

T
f(n)f(n+1) = 2t 1)
puis que :
s
f(z) oo 2%

8 > Représenter graphiquement f en exploitant au mieux les résultats précédents.

3 Développement en série entiere

w/2
Sin € N, on note D, I'intégrale généralisée / (In(sin(t)))"™ dt.
0

9 > Justifier que, si n € N, l'intégrale généralisée D,, est convergente, puis montrer que

= " In(cos(t)) dt.

10 > Calculer f'(0) et f'(1).



11 > Vérifier que si n € N*, alors

puis que
D, ~ (=1)"n!

n—-+o0o

12 > Démontrer que f est développable en série entiere sur | — 1, 1].

4 Convergence de suite de fonctions

On se propose dans cette partie de calculer f”(0). Dans ce but, on considere deux
nombres réels strictement positifs a et b, et on pose
b— a
b+a

p =

On appelle ¥ 'application de R dans R définie par :

Vz € R, ¥(z) = In(a® cos* z + b*sin? z).

13 > Montrer que ¥ est de classe C! sur R, puis que pour tout = € R,

+o0
U'(z) =4 p¥sin(2kz).
k=1

14 > En déduire que pour tout z € R,

_22

“+o00
¥(z) = 21n (a + b) cos( 2k:x

15 > En conclure que

/0” U(z)’dr = 4r (m (a ‘; b>>2 + 20 ().



On définit les suites réelles (a,)nens €t (by)nen+ par

1
et b, = "

Vn € N*, a, = .
" “ n+1 n+1

16 > Etablir la convergence simple de la suite d’applications (¥,,),en-, de ]0, 7] dans R,
définie par :

Vn € N*, Vt €]0, 7], ¥, (t) = In(a? cos®*t + b2 sint).

En déduire f”(0).

5 Convexité logarithmique

Une application A d'un intervalle non trivial J de R dans R est dite In-convexe si, et
seulement si, elle est a valeurs dans R et Inoh est convexe sur J.

17 > Vérifier que f est une application de I dans R In-convexe.

On souhaite désormais déterminer toutes les applications de I dans R qui sont In-
convexes et qui vérifient la propriété (1), voir question 4.
On appelle f I'application de R, dans R, définie par :

Vo € RT, f(z) = In(f(2z)).
18 > Montrer que

p—1
. . o 20 + 2k + 1
Vp € N Vz € Ry, f(z +p) —J”(ﬂf/‘)*kz:%ln <2x+2k+2>

19 > On suppose ici que x € R%, (n,p) € (N*)? et 2 < p. Vérifier que

F) = fn—1) < LO D =) _ Fn+p) = ()

et que (f(n+ x) — f(n)) admet une limite lorsque n tend vers 4-oc.



20 > En conclure que f est la seule application de I dans R, qui soit In-convexe, qui
vérifie (1) et telle que

21 > Plus généralement, déterminer, si 7" € R, toutes les applications g de | — T, +00[
dans R, In-convexes et vérifiant

Vte| =T, 400, (t+T)g(t) = (t+27)g(t+ 27).

22 > Existe-t-il une application h, de R dans R et In-convexe, vérifiant

Vt € R, (t + T)h(t) = (t + 2T)h(t + 2T)?
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I1.C — Application a Uapproximation uniforme

Dans cette sous-partie, on note C 1’espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans R. On geffnit C de la
ndzge de la borne supérieure, notée || || :

Viel, [fllec= sup |f(z)].

z€[0,1]
Pour f € C et nWN", on définit le n-itme polynéme de Bernstein de f, ngy B, (f), en posant, pour tout

x € [0,1]

n

)(z) = Ey(m z* n=k,
50 =3 1(3) (1)

Le but de cette sous-partie est d’étudi®WB.(f) — flloo lgg#liue f est un élément de C vérifiant une hypotheése
additionnelle.

I.C.1) Un exemple
Si f(x) = 2? pour tout x € [0,1], déterminer gMur Mg 7 € N*, le polynéme B,,(f) et en déduire la valeur de

I.C.2) Soit f € C. Montrer, pour tg# = € [0, 1], la relatio

)
I.C.3) a) Moy que si f est d-lipschitzienne, alors || B (f) — flleo < S N tout entier n > 1.

\/ﬁ c

b) En dédy# que si f est de classe C?, alors il existe un réel ¢ tel que, pour tout n € N" W8, (f) — flleo < —=.

Vn
c) dre le résultat précédent au cas ol f est une fonction continue, de classe C'' par morceMN&

.4)  Soit f :[0,1] — R une fonction continue, C' par morceaux. Déduire de ce qui précede que,wgur tout
réel r > 0, il existe un polynéme P & coefficients réels tel que Vz € [0,1], f(z) —r < P(z) < f(z) +r.

II Un théoreme de Hardy-Littlewood

Soit (an)n>0 une suite réelle. On suppose que la série entiere associée E anx™ admet pour rayon de convergence
R, =1 et que la somme f de cette série, définie par

+oo
Vee]-1,1] f(z) = Zanx"

n=0
vérifie
1
fz) ~ T quand z — 1, =z < 1. (I1.1)
-z
On note
n
- A
A, = Zak et a,= n—fl'
k=0
Ainsi, a, est la moyenne arithmétique des nombres ag, ..., ay.

Le but de cette partie est d’étudier le comportement des a, lorsque n tend vers l'infini. On s’intéresse en
particulier aux deux propriétés suivantes :

lim a, =1 (11.2)
n—oo

et
7)11_>Irolc an =1 (11.3)

II.A — L’hypothése II.1 n’entraine pas la propriété II.2

IT.A.1) Déterminer une suite réelle (b,)n>0 telle que
1 =
VZ’G]—Ll[, mzzbnxn.
n=0
IT.A.2) En déduire un exemple de suite (ay,)n>0 vérifiant II.1 mais ne convergeant pas vers 1.
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II.B — L’hypothése II.1 n’entraine pas la propriété 11.3

I1.B.1) Donner le développement en série entiére de la fonction ¢ — ainsi que son rayon de conver-

1
FE=nE
gence. Préciser si la série converge aux bornes de l'intervalle de convergence.

1 1
———— et Y : x+ —» ———5——. Déterminer des suites
(1 — 22)2 v (1+2)?2(1 —2)

(un)nen €t (Un)nen telles que, pour tout = € |—1,1],

II.B.2) On considére les fonctions ¢ : = —

+oo —+oo
p(x) = Z upx™ et Y(z) = Z v ™.
n=0 n=0

On explicitera en fonction de n, suivant la parité de n, les réels u,, et v,.
I1.B.3) Calculer v,, (moyenne arithmétique des nombres vo, ..., v,).

II.B.4) Construire a’aide de ¥ un exemple de suite (a,, ), >0 vérifiant IT.1 mais ne vérifiant pas la propriété IL.3.

Jusqu’a la fin de cette partie, on continue de supposer II.1 et on fait I’hypotheése supplémentaire :
vn €N, a, = 0. (I1.4)

L’objectif principal, apreés quelques observations concernant la suite (ay, )n >0, est de démontrer la propriété I1.3
(théoréme de Hardy et Littlewood).

II.C - Majoration de la suite (a,)n>0

I1.C.1) Pour tout z € [0,1] et tout n € N, montrer que f(z) > A,a".

I1.C.2) Montrer l'existence d’un entier N > 0 tel que

Vn > N, f(e_l/”) < H%U”'
I1.C.3) En déduire que la suite (@, ),>0 est majorée.
II.D - Minoration, d partir d’un certain rang, de (an)n>0 par un réel > 0
On désigne par p > 0 un majorant de la suite (ap)n>0 : Vn € N, @, < p.
II.D.1) a) Pour tout z € -1, 1], montrer que (1 — x) fAkxk = f(x).
b) En déduire que pour tout = € [0,1] et tout N € N* kzo
+o0
if(_gcl < Anoa 11—_95: - Mk;v(k + 1)t

¢) En déduire que pour tout x € [0,1] et tout N € N*

ZN+L
f(x)éAN—l—l—,u((N—Fl)xN—Fl )

— T

I1.D.2) Soit A un réel strictement positif.
a) Montrer qu'il existe un entier Ny > 0 tel que pour tout N > Ny,

1 N

N > > o

b) Montrer que pour tout N > Ny

~ 1 _ 1 _ 1
W*>%—WAG+N+“quﬂqu-

¢) Déterminer en fonction de A la limite, quand N tend vers l'infini, du membre de droite dans 'inégalité
précédente.

d) Montrer qu’il existe un réel A > 0 tel que cette limite soit strictement positive.

I1.D.3) Conclure qu'il existe un réel v > 0 tel qu’a partir d’un certain rang on ait @, > v.
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II.LE — Démonstration de la propriété I11.3, due a Karamata

Soit g : [0,1] — R la fonction telle que g(x) = 1/x si > e~ ' et g(x) = 0 sinon.

On fixe un réel € € ]0,e~![. On définit deux applications continues g, ¢~ : [0,1] — R ainsi :

— g" est affine sur [e”! —,e7!] et coincide avec g sur [0,e”! — ] U [e7!, 1];

— g~ est affine sur [e™!, e +¢] et coincide avec g sur [0,e [U e + ¢, 1].
Pour tout entier NV > 0 on pose xny = e /N,

On rappelle que dans cette sous-partie, on fait les hypotheses I1.1 et I1.4

1 1
I1.E.1) Calculer/ gt (t)dt et/ g~ (t)dt.
0 0

II.E.2) Soit P un polynéme a coefficients réels. Montrer que
1
(1—-= Z anx" P(z™) P(t)dt.

x—>1
<1 0

On considérera d’abord le cas particulier P(z) = 2", ot k € N.
I1.E.3) Etablir Pexistence de deux polynémes P, Q & coefficients réels tels que :

Q(x) <

g
I1.E.4) Etablir 'existence d’un entier Ny > 0 tel que pour tout entier N > Ny,

“+oo
(1—2zn) ZaanP / P(t)dt —e

n=0

Ve € [0,1], g () —e< P(z) <g(z)

/N

T(x) +e.

et

(1—2zn) ZaanQ /Q )dt + €.

n=0
II.E.5) Déduire des trois questions précédentes que pour tout entier N > N;
1—55\(1—1‘1\7)14]\] 1+ 5¢e.

II.E.6) Conclure.

o e o[[Ne oo
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Le but des deux premieres parties est d’étudier I'existence d’une fonction de classe C*° de R dans C, dont on
a fixé a priori les valeurs des dérivées successives en 0. Les deux parties suivantes sont consacrées a des classes
de fonctions pour lesquelles les dérivées successives en 0 de f déterminent complétement la fonction f.

On note W l’ensemble des fonctions C*° de R dans C nulles en dehors d’un segment (qui dépend de la fonction
considérée dans W). On notera (7)) ou Cf les coefficients binomiaux.

I Intervention des séries entieres

Soit (un)nen une suite complexe. On cherche dans cette partie des fonctions f € C*°(R,C), qui sont somme
d’une série entiere sur un intervalle |6, §[ pour au moins un réel § > 0 et vérifiant Vn € N, f(")(0) = u,,.

LA - Sif(x)= ::B an,z™ pour tout x € |—6, [, avec § > 0, donner une expression de f*)(z) sur |6, 4],
et en déduire f*)(0) en fonction de a; pour tout k > 0.

I.B — Dans les exemples suivants, proposer une solution f, en précisant une valeur de § convenable :
I.B.1) VneN,u, =2

I.B.2)  Pour tout n € N pair, u, = (—1)"/?n!, et pour tout n impair, u,, = 0.

I.C — Pour la suite (uy)nen définie par Vn € N, u,, = (2n)!, montrer qu’aucune fonction du type considéré
dans cette partie n’est solution du probleme.

IT Le théoréme de Borel

II.A — Une fonction en cloche
1
Soit g la fonction de R dans R définie par g(x) = { er@= six €]0,1]
0 sinon
II.A.1)
a)  Montrer que pour tout naturel p il existe un polynéme @, € R[X] tel que
Qp(x) ﬁ

va €]0,1], g (z) = We

Pour tout entier p > 1, exprimer @), en fonction de @,_1 et Q;,_l.
b)  En déduire que, pour tout entier naturel p non nul, @, est de degré 3p — 2.

c) Ecrire dans le langage de calcul formel de votre choix un algorithme d’argument un entier p renvoyant la
valeur de @, en fonction d’une indéterminée X.

On pourra utiliser la commande renvoyant, a partir d’une expression E et d’une variable x, la valeur de la
dérivée de cette expression par rapport d cette variable que U'on pourra noter diff(E,x) ou D[E,x] selon le
langage choisi.

I1.A.2)

a)  Montrer que pour tout entier naturel p

lim ¢®(z) = lim ¢®(z) = 0.

z—0t r—1—
b)  En déduire que g € W.

II.B — Une fonction en plateau

1
. . , . P fmfl g(t) dt
Soit A la fonction de R dans R définie, pour tout réel z, par h(z) = —7——.
Jo g(t)dt
II.B.1)  Montrer que h est de classe C° sur R, constante sur |—oo, 1] et sur [2, col.
I1.B.2)  Soit ¢ la fonction de R dans R définie par ¢(x) = h(2z)h(—2z) pour tout réel x.
a)  Montrer que ¢ est de classe C™ sur R et que ) (0) = 0 pour tout p > 1.

b)  Montrer que @ est nulle en dehors de [—1,1] et tracer sommairement Pallure de son graphe.
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¢)  Justifier pour tout entier naturel p non nul 'existence du réel

Ap = max max ‘ *) (z ‘
P keq0,. . p—1} ze[-1,1] v ()

II.C — Le théoréme de Borel

Soit (un)nen une suite complexe. On définit pour tout entier naturel n une fonction g, par

n

Ve €R go(z) =p(z) etsin>1 gu(z) = —70(Pnr)

ou 3, = max(1,4™|u,|A,).
II.C.1)

a)  Montrer que pour tout entier naturel n, la fonction g, est de classe C* sur R.

1 1
b)  Montrer que g, est nulle hors du segment {—, ]
Br’ Bn
I1.C.2)  Soit n et j des entiers naturels tels que j < n.
a)  Montrer que

() Zj 7\ gi o0 2"
J — 7 7 e
VJU S R gn (J?) - — (Z) n‘p (ﬁnx) (n _j + ’L)' .
b)  En déduire que g7(,,j)(0) =0.

1 ,
¢)  Montrer que, pour tout réel x tel que |z| > 5 on a gﬁf)(x) =0.

1
d)  Montrer que, pour tout réel z tel que || < —, on a

Bn
I1.C.3) Déduire des questions précédentes que pour n, j € N,

g;ﬂ(o):{o sij#n

1 sij=n

ungﬁj)(x)’ < 2~ (D),

I1.C.4) En considérant o = Zf:o Ungn, montrer qu’il existe une fonction f de classe C*° sur R telle que
Vj €N, fU9)(0) = u; (théoréme de Borel).

IIT Un autre élément de W

On considére une suite (a,)nen de réels strictement positifs, décroissante de limite nulle, et telle que la série
> a, converge.

III.A — Une fonction affine par morceaux

On pose pour tout z réel

1
folz) = 55 (|2 + aol + |z — ao| — 2Jz]).
g

ITI.A.1)  Montrer que fj est nulle en dehors de [—ag, ag], préciser sa valeur sur [—aop, 0] et [0, ag], justifier sa
continuité et tracer rapidement son graphe.

1
ITI.A.2)  On pose k = —.
g

1
a) Pour tout réel x, montrer que |fo(z)| < —.
ag

b)  Montrer que fy est lipschitzienne de rapport k& sur R.
III.B — La premiére étape
On pose pour tout = réel

x+ay
fi(@) = — / folt) dt

2(11 r—ay

III.B.1)  Montrer que f; est de classe C! sur R et calculer f{(x) pour tout = réel.
ITI.B.2)  Montrer que f; est nulle en dehors de [—ag — a1, a9 + a1].
ITI.B.3)  Montrer que Vz € R, |f1(z)| < % et |f1(z)] < =2

apay”

IT1.B.4)  Montrer que f; est lipschitzienne de rapport &k sur R.
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III.C — Une suite de fonctions

On définit par récurrence une suite (f,,)nen de fonctions par fo et fi définies comme dans les questions précé-
dentes et, pour tout naturel n > 2 et tout x réel,

x+an,
fn() ! / fn—1(t)dt

2apn Jy—g

ITI.C.1)  Montrer que f, est de classe C™ sur R et calculer f](x) pour tout x réel.
II1.C.2)  Montrer que f, est nulle en dehors de [— Y0 a;, > i a4l

1 1
ITI.C.3)  Pour tout « € R, montrer que |f,(x)] < — et que, si p < n, on a ‘fT(Lp) (.Z’)‘ < —.
ag apai -+ ap

ITI.C.4)  Montrer que f,, est lipschitzienne de rapport k sur R.
ITI.C.5)  Montrer que pour tout naturel n

S [e%S)

/ fat)dt =1 ot S =" ay.

-5 n=0
III.D — La limite
On consideére la série de fonctions Zn>1 k, ou k, = fn — fn_1 pour tout n > 1.
II1.D.1)

k
a) Pour tout entier n > 1 et tout réel x, montrer que |k, (x)| < 50
b)  En déduire la convergence normale de la série de fonctions > k.
Pour tout réel x, on note
o0
s(@) = ka(x)
n=1
111.D.2)
a) Montrer que pour tout z réel, f,(x) converge vers une limite que l'on notera w(z) et qui vérifie
w(z) = fo(x) + s(x).
1
b)  Pour tout réel x réel, montrer que |w(z)| < —.
ao

¢)  Montrer que w est lipschitzienne de rapport k sur R.
d)  Montrer que w est nulle en dehors du segment [—S, S].

IT1.D.3)
a)  Montrer que

/S w(t)dt = 1.

-s
b)  En déduire que w n’est pas constante nulle sur R.
IT1.D.4)
a)  Montrer que >, ~,(f;, — f,_1) converge normalement sur R.

b)  Trouver un lien entre w, fi et > 7 o(fu — fn—1)-

¢)  En déduire que w est de classe C! sur R.

d)  Montrer que pour tout z réel, |w'(x)| < .
aopaq

IIL.D.5)  Soit p > 2.

a)  Montrer que >, - . ( P) _ 7(31) 1) converge normalement sur R.

b)  Trouver un lien entre w, f, et Ezozpﬂ(fn — fa-1)

¢)  En déduire que w est de classe CP sur R.
1

d)  Montrer que pour tout z réel , |w® (z)] < ——.
apay - - - ap
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IV Classes quasi-analytiques

On considére une suite réelle M = (M,,), >0 vérifiant les trois conditions :

VneN, M,>0 (Iv.1)
My=1 (IV.2)
Vn>=1, M2<M, M, (IV.3)

On note C(M) 'ensemble des fonctions f : R — C de classe C* pour lesquelles il existe deux constantes A > 0
et B > 0 (dépendantes de f) telles que

Vn eN, Vz e R, |f™(z)] < AB"M,,.

L’ensemble C(M) est dit classe associée a la suite M.
La classe C(M) est dite quasi-analytique si

VfecC(M) (VkeN, f®0)=0)= f=0.
IV.A — Quelques propriétés d’une classe
IV.A.1) Montrer quesi f € C(M) et (a,b) € R?, alors la fonction g : x — f(az+b) appartient aussi a C(M).
IV.A.2)  Vérifier que C(M) est un espace vectoriel sur C.
IV.A.3)
a) Montrer que pour tous n, k € N tels que k < n, on a MM, _j < M,. On pourra étudier, pour p fixé, la
monotonie de la suite (Mn/Mn—p)n>p-
b)  En déduire que le produit de deux éléments quelconques de C(M) est un élément de C(M).

IV.B — Un exemple de classe quasi-analytique
On note U la suite définie par U,, = n! pour tout n € N.
IV.B.1) Montrer que la suite U vérifie les conditions IV.1, IV.2 et IV.3.
IV.B.2) Soit f € C(U); on fixe A > 0, B > 0 tels que
VneN, VzeR, |f™(x) < AB™n!

a) Dans cette question et la suivante, on suppose que le réel a vérifie Vk € N, f*)(a) = 0. Montrer que

x _ t n
VreR, VneN, f(z)= / %f(”ﬂ)(t) dt
P 1
b)  En déduire que Vx € R, |z — a < Eéf(x)zo.
¢)  Montrer que C(U) est une classe quasi-analytique.
IvV.C -
IV.C.1) Montrer que si C(M) est quasi-analytique, alors C(M) N W = {0}.
IV.C.2) Montrer la réciproque; on pourra montrer, lorsque C(M) n’est pas quasi-analytique, l'existence

d’une fonction g # 0 dans C*°(R, C), nulle sur |—o0, 0], puis considérer h : x — g(x)g(c — ) pour un ¢ € R bien
choisi.

IV.D —  On se donne une suite réelle M = (M,,),>0 vérifiant les trois conditions IV.1, IV.2 et IV.3 et on
considéere les assertions :

1/n
1
la série Z (Mz) converge (Iv.4)
n>1
M, _
la série 7; Mnl converge (IV.5)

la classe C(M) n’est pas quasi-analytique (IV.6)

Pour tout n > 1, on note a,, = M,,_1/M,,.
IV.D.1) Exprimer M, en fonction de ay, ..., a, et en déduire que IV.4 = IV.5.
IV.D.2) Démontrer en utilisant la partie III que IV.5 = IV.6.

On peut montrer a l'aide d’outils mathématiques plus élaborés que IV.6 = IV.4, ce qui donne une caractéri-
sation des classes quasi-analytiques. Ce résultat constitue une partie du théoréme de Denjoy-Carleman.

oo e[[Ne oo
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Ce probléme aborde I’étude de deux transformations intégrales utilisées pour le traitement des signaux analo-
giques : la transformation de Fourier et celle de Laplace. Chacune d’elles permet de modéliser le comportement
fréquentiel d’un signal. La partie I étudie quelques propriétés de la transformée de Fourier d’un signal analogique
continu par morceaux et intégrable sur R. La partie IT aboutit & la formule d’inversion de Fourier qui permet de
retrouver un signal a partir de sa transformée de Fourier. La partie III traite le cas particulier d’un signal dont
le spectre des fréquences est limité & [—1/2,1/2]. La partie IV étudie le cas particulier d’un signal périodique. Le
résultat auquel elle aboutit est utilisé dans la partie V pour démontrer le théoreme de 1’échantillonnage de Shan-
non. La partie VI utilise un résultat classique de probabilité pour démontrer 'injectivité de la transformation
de Laplace sur I'’ensemble des fonctions continues sur R, et nulles hors d’un segment.

On note
— E ., le C-espace vectoriel des fonctions f: R — C continues par morceaux sur R et intégrables sur R ;

— 8 le C-espace vectoriel des fonctions f : R — C continues sur R telles que V& € N, la fonction = — 2" f(x)
est bornée sur R.

I Transformation de Fourier

Pour toute fonction f € E on considére la fonction F(f) (transformée de Fourier de f) définie par

cpm>?

+o0 )
VEER, F(H)E) = / f(tye2mt dt

I.A — On considere la fonction ¢ définie sur R par

{1 size[-1, 1]

v ER,  plx) = 0 sinon

Justifier que ¢ appartient & E,,,, et calculer sa transformée de Fourier 7 (¢).

I.B —  On considere la fonction ¢ définie sur R par
. sin(mx)
Ve e R, (r) = —5 et P(0) =1

I.B.1) Justifier que ¢ est développable en série entiere. Préciser ce développement ainsi que son rayon de
convergence. En déduire que v est de classe C*° sur R.

I.B.2) Prouver que

n+1
2
> —=
Vn €N, / @)l de > =5y

n
En déduire que ¢ n’appartient pas a E,.

I.C - Soit f € E,,- Montrer que la fonction 7 (f) est continue sur R.

I.D - Soit fes.

I.D.1) Justifier que, pour tout entier naturel n, la fonction = 2™ f(x) est intégrable sur R.

I.D.2) Démontrer que la fonction F(f) est de classe C* sur R et que

+o00
vneN, VeeR (7(f)"(§) = (—2mi) / 7 F(1)e 2 At
ILE —  On considere la fonction 6 : R — C définie par (z) = exp (—mz?), pour z € R.

I.LE.1) Justifier que 6 appartient & § et que F () est solution de I’équation différentielle
VEER, y'(§) =—2mEy(§)
I.E.2) Etablir que () = 0.
On admettra que f:;io 0(z)dx = 1.

2016-01-13 14:24:16 Page 1/4 (@) BY-NC-SA_]


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/

IT Formule d’inversion de Fourier

Soit f € 8. On suppose que F(f) est intégrable sur R. Pour tout entier naturel non nul n, on pose

+o00 +oo
L= [ anen(s) a o= [ r(h) s
II.A — Montrer que nganoo I, = - F(f)(&)de.

II.B — Calculer lim J,.
n—+o0o
II.C — Prouver que Vn e N*, I, = J

n*

On admettra la formule de Fubini :

IR

+o00
ILD — Démontrer que £(0) = / F(F)(€) de.

o f(H)o (%) e 2mits dt) d¢

—00

En déduire, en utilisant la fonction h : t — f(z +t), que

veeR, f@)= [ F(HEeEEde (L)

—00
Cette formule permet de reconstruire le signal f & partir de sa transformée de Fourier F(f).

II.LE — Une application
627rix£

1
- — ezl
1+ (27€)2 de=ge

+o0
Démontrer que Vz € R, / 5
—0o0

IITI Transformée de Fourier a support compact

Soit f une fonction de § dont la transformée de Fourier & (f) est nulle en dehors du segment [—1/2,1/2]. D’apres
la relation II.1, on a

1/2

VeeR, fla)= / F(f)(€)e2me g

—1/2

ITI.A — Démontrer que F(f) est de classe C™ sur R et que F(f) € §. En déduire que f est de classe C'
sur R.

IIT.B — Prouver que

2 — (x —xp)" 1/2 ce\n 2miz €
V(z,z0) €R?, ) - / 2" F (f)(§)e ™ot dE = f(x)
n=0 . —-1/2

III.C — On suppose que f est nulle en dehors d’un segment [a, b]. Montrer que f = 0.

IV Cas des fonctions périodiques

Pour tout entier naturel n, on note S,, la fonction définie sur R par
Ve eR, S,(z)= Z e?mike

Soit f : R — C une fonction de classe C'* sur R et 1-périodique. On considere :
— la fonction g définie sur [—1, 1] par

v e -1,1(\ {0}, g(z) = LD =10 g(0) = L1 g(1) = g(—1) = —g(0)

sin(mrz)

— la suite de complexes (¢, ( f>)n€Z définie par
1/2

VneZ, c,(f)= / f(x)e 2mn qy

1/2
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IV.A -
IV.A.1) Montrer que la fonction g est de classe C! sur |—1,1[\ {0} et continue sur ]—1,1[.

IV.A.2) Calculer la limite de ¢’ en 0. En déduire que g est de classe C* sur |—1,1].

On admet dorénavant que g est de classe C* sur [—1,1].
1/2

IV.B — Soit n € N. Calculer I'intégrale S, (x)dx.
—1/2

IV.C — Démontrer que

sin((2n + 1)7z)

11 =

IV.D — Justifier que

n 1/2
Vn € N, Z cp(f) = f(0) —|—/ g(z)sin((2n + 1)) dx

k=—n 1/2

IV.E — A l'aide d’une intégration par parties, montrer l'existence d’un réel C tel que

< C

vneN, P

1/2
/ g(z)sin((2n + 1)7z) dz
—1/2

IV.F — Soit t € [-1/2,1/2]. On consideére la fonction G, définie sur [—1/2,1/2] par

voe =34 G@) = Fa+ sin(re) - (flz + 1) = f(0)mcos(ra)

Etablir lexistence d’un réel D, indépendant de z et de ¢, tel que

vie [-34], vee[-L1], IG.@) < De?

IV.G — Prouver 'existence d'un réel E tel que
n

v [-34]. [ro- Y e

k=—n

E
Sl (IV.1)

On pourra introduire la fonction h, : z > f(x +t).

V Formule d’échantillonnage de Shannon
Soit f € 8§ dont la transformée de Fourier (f) est nulle en dehors du segment [—1/2,1/2]. On pose

VkeZ, VreR, .(v)=v(z+k) (V.1)

ou 1 est définie a la question I.B.

V.A — Justifier que Vn € N, (?(f))m) (%) = ({T(f))(n) (—%) =0.

V.B — Soit h la fonction définie sur R, qui est 1-périodique et qui vaut F(f) sur lintervalle [—1/2,1/2].
Montrer que h est de classe C*° sur R.

V.C — A l'aide de Iinégalité V.1, prouver Iexistence d'une suite de nombres complexes (d,) wez telle que la

suite de fonctions (x > Z dkez’“’”) converge uniformément vers F(f) sur [—1/2,1/2].
k=—n
neN

V.D — Démontrer que la suite de fonctions ( Z dkwk) converge uniformément vers f sur R.
neN

+o0
On notera symboliquement f = Z d .
k=—o00

V.E — Etablir que Vj € Z, f(—j) = d,.

+00
L’égalité f = Z f(=k)y;, traduit la reconstruction du signal f & partir de Péchantillon (f(k))

k=—00

kez’
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VI Transformation de Laplace

Soit f : R, — C une fonction continue et nulle en dehors d’un segment. On définit la fonction £(f) (transformée
de Laplace de f) sur R par

+oo
Ve ER, £(f)(x) = / F(t)e=t dt
0
On admettra que £(f) est de classe C* sur R et que
+o00o
Ve eR, VneN, (£()" ()= (—1)n/ Ft)tre=t dt
0

Rappelons que, pour tout réel x, |x| désigne la partie entiére de x.

VI.A - On considére (X)), o une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P), mutuellement indépendantes et suivant la méme loi de Poisson de parameétre A > 0. On pose

VneN, S, =X, +-+X,

VI.A.1) Par récurrence, démontrer que, pour tout entier n € N, S,, suit la loi de Poisson de parameétre nA.
On admettra que, pour tout entier n € N*, les variables S,, et X,,,; sont mutuellement indépendantes.
VI.A.2) Soit € € R’ . Prouver que

Ve N, P(|S, —n\ > ne) < A

ne?

VI.A.3) Soit € > 0. Justifier les deux inclusions suivantes
(S, >n(A+¢)) C (]S, —nA| > ne)
(Sn <A —¢)) C (IS, —nA| > ne)

VI.A.4) Dans toutes les questions qui suivent, on suppose = > 0.
Déduire du VI.A.3 que

1_131 P(S,<nz)=0 si0<z<A
lim P(S,<nz)=1 siz>A\

n
n—+oo

VI.B — A Taide de la question VI.A, montrer que

k .
lim Z (n) e”)‘:{o si0<az <A

n—+o0 k! 1 siz> A\
0<k< | nx]

VI.C — Dans la suite de cette partie, on admettra que

. (n)\)k —n\ __ 1 : —
o S CEem o) s
0<k< | nx]
VI.C.1) Soit € R,. Démontrer que
im0 ) Yo = [ )
n—-+0oo k"
0<k< | nx 0

VI.C.2) En déduire que lapplication £ : f +— £(f) est injective sur l’ensemble des fonctions a valeurs com-
plexes, continues sur R, et nulles en dehors d'un segment.

oo oe[[Ne oo
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SUJET 10
ECOLE POLYTECHNIQUE
ECOLE SUPERIEURE DE PHYSIQUE ET DE CHIMIE INDUSTRIELLES

CONCOURS D’ADMISSION 2000 FILIERE PC

DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée : 4 heures)
L’utilisation des calculatrices est autorisée pour cette épreuve.

* Kk Kk

Le but de ce probléme est ’étude d’approximations discrétes de solutions d’équations
différentielles avec conditions aux extrémités de 'intervalle de définition.

Premiére partie

Soit n un entier fixé, n > 1. On note M,,(R) l'espace vectoriel des matrices carrées réelles a
n lignes, et I la matrice identité & n lignes. On note X;;, 1 <7 < n, 1 < j < n, les coefficients

d’une matrice X € M, (R). On identifie un vecteur V' de R", de composantes v1, ... ,v, dans
U1

la base canonique, a la matrice colonne | @ |. On désigne par || - || la norme euclidienne de R”.
Un

1. Pour toute matrice X € M, (R), on pose

IIXV|>
N(X) = sup (=21
(X) féﬁ( VI

V0

a) Montrer que N est une norme sur M, (R).
b) Montrer que, pour toutes matrices X, Y € M, (R), N(XY) < N(X)N(Y) .

Cette propriété est-elle vérifiée si 'on remplace la norme N sur M, (R) par la norme Ny
définie par
Noo(X) = sup [Xy| ?

1<i<n
1<5<n

2. Soit (X})p=1,2,... une suite de matrices de M,,(R) et X une matrice de M,,(R). On suppose

que X est inversible et que lim X, = X.
p—+00

a) Montrer que, pour p assez grand, X, est inversible.
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b) Soit V' € R". Montrer que, si X, est inversible,

I,V = XTIV < N(XTHNX - X,)[1X, V]

En déduire qu’il existe un entier pg et un nombre C' indépendant de p tel que, pour p > py,

-1 -1
X, VI <Clx—v].

¢) Montrer que pgrfoo N(Xp—l — X =o.

3. On dit qu’une matrice X = (Xj;;) de M,,(R) possede la propriété (P) si les trois conditions
suivantes sont satisfaites

Xi;i >0 pour tout i =1,... ,n (P)
Xi; <0 pour tous 7,5 = 1,... ,n tels que i # j (P,)
> j=1Xi; >0 pourtouti=1,...,n. (P3)
Soit X une matrice qui posséde la propriété (P) et soit V € R"™, de composantes vy, ... , Up.

a) Montrer que si XV =0, alors V' = 0. [On considérera ig tel que |v;,| = ,max [vil ]

b) On suppose que XV a toutes ses composantes positives ou nulles. Montrer que V' a

toutes ses composantes positives ou nulles. [On considérera i tel que v;;, = I{lin v;.]
i=1,...,n

4. Soit X € M,(R). On suppose que X est inversible et que X = liT Xp, ol chaque
p—+o0

X, est une matrice de M,,(R) qui possede la propriété (P). Montrer que les coefficients de la
matrice inverse X ! sont positifs ou nuls.

Deuxiéme partie

Soit f une fonction & valeurs réelles, de classe C? sur lintervalle [0, 1].

5.a) Montrer qu’il existe une unique fonction u de classe C* sur [0, 1] telle que

= f
u(0) =0 (1)
u(l) =0.

b) Montrer que si f > 0, alors u > 0.

c) On choisit pour f la fonction constante égale a 1. Déterminer la solution @ du
probléme (1) dans ce cas.
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1
Soit m un entier, n > 1. On pose h = ) et 'on consideére la subdivision (z;)i=0,1,... nt+1
n

de lintervalle [0, 1] telle que o =0, 241 =1 et 2501 —x; = h pour i =0,1,... ,n.

6.a) Soit u une fonction a valeurs réelles de classe C* sur [0,1]. Montrer que, pour tout
1=1,...,n,
2

1 h
[ (i) = 75 (u(@i-1) = 2u(:) + u(@it))| < 35 sup ()],
x€[0,1]

ot u® désigne la dérivée quatrieme de wu.

b) Que devient cette inégalité dans le cas ou u est la fonction u trouvée a la question 5.c) ?

7. Soit F' € R"™, de composantes f1,... , f,. On désigne par U un vecteur de R", de compo-
santes uj,... ,u, et I'on pose ug = 0, up+1 = 0.
a) Ecrire sous forme matricielle AU = F le systéme (2) linéaire en les inconnues uy, . .. ,uy, :
1 .
ﬁ(*ui—1+2ui*’ui+1)=fi, 1<i<n. (2)

b) Montrer que, pour tout vecteur V de R", le produit scalaire canonique (AV|V') peut
s’écrire comme une somme de carrés de nombres réels.

c) En déduire que la matrice A est inversible.
8.a) Soit B = A~! I'inverse de A. Montrer que les coefficients B;; de B sont positifs ou nuls.
b) Soit F' le vecteur de composantes toutes égales & 1. Déterminer les composantes de

BF aTaide des valeurs de la fonction 4 trouvée a la question 5.c). En déduire que, pour tout
1=1,...,n,

L 1
0< Z: B;j < 3
7=1
9. On suppose que (uq,... ,u,) est la solution du systéme (2) avec f; = f(x;), 1 <i < mn,
et I'on désigne par u(xi1),...,u(z,) les valeurs prises en x1,...,z, par la solution u du

probléme (1).

a) Donner une majoration de |u; — u(z;)|, valable pour tout i = 1,...,n,
en fonction de h et de la fonction f”.

b) En quel sens peut-on dire que la solution du probléme linéaire (2) avec f; = f(=z;)
approxime la solution du probléme (1) ?

25
c¢) On choisit la fonction f définie par f(z) = ——— .
zt+5
Trouver une valeur de 'entier n qui assure |u; — u(x;)| < 107%, pourtouti=1,...,n.
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Troisiéme partie

Soit f une fonction de classe C? sur [0,1] comme dans la deuxiéme partie. Pour tout entier
p > 1, on considére le probléme

1
_u// + p—2u = f
w(0) =0 (3)
u(l)=0
10.a) Montrer que, pour tout entier p > 1, il existe une unique fonction ul?) de classe C'* sur
[0,1] qui est solution du probléme (3).
b) Montrer que la suite de fonctions (u[p])pzl tend simplement, quand p tend vers +oo,
vers une fonction u de classe C* sur [0, 1], et que u est solution du probléme (1) de la deuxiéme

partie.

11. On choisit pour f la fonction constante égale a 1 et I'on note @l la solution du
probléme (3) dans ce cas.

a) Déterminer al?).

b) Pour tout entier p > 1, étudier les variations de la fonction z € [0,1] — al?!(z) € R.

c) Montrer que, pour tout entier p > 1 et pour tout z € [0, 1], 0 < alPl(z) < % .
12. On reprend les notations de la deuxiéme partie.
a) Montrer que pour chaque entier p > 1, le systéme linéaire
1
(A+ DU =F (4)
p
a une solution unique, notée UP). Que peut-on dire de lir}rl Ul e
pP— 100
b) Soit (u[lp], . 7u%)}) la solution du systéme (4) avec f; = f(z;), 1 < i < n. Donner une
majoration de |u£p] — ulPl(2;)], valable pour tout i = 1,... ,n, en fonction de h, p, f et f".
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Grandes déviations

Toutes les variables aléatoires mentionnées dans ce sujet sont supposées discretes.

La partie I est composée de trois sous-parties mutuellement indépendantes A, B, C, toutes trois utilisées dans
la partie IT.

Notations et rappels

Soient X une variable aléatoire discréte réelle et (X,),,~, une suite de variables aléatoires réelles, mutuellement
indépendantes, définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P), suivant toutes la loi de X. On pose S; = 0
et, pour n dans N*,

n
S, = X,
k=1
Si Y est une variable aléatoire réelle admettant un moment d’ordre 1, on note E(Y) I’espérance de Y.
Si Y est une variable aléatoire réelle admettant un moment d’ordre 2, on note V(Y') la variance de Y.
Si Y est une variable aléatoire a valeurs dans R*, on abrége « Y est d’espérance finie » en « E(Y) < +00 ».
Si 7 est un élément de R, on dit que X vérifie (C,) si E (e7X!) < 4o0.
On pourra utiliser la propriété suivante :

(P)  pour Z et Y variables aléatoires réelles telles que 0 <Y < Z, E(Z) <40 = EY)<+x

Etant données deux variables aléatoires Y et Z définies sur (Q, A, P), on dit que Yest presque surement égale a
Zlorsque P(Y =Z) = 1.
On admet le résultat suivant (lemme des coalitions) : soit (Y, ), cn- une suite de variables aléatoires mutuellement

indépendantes. Soient A et B deux sous-ensembles de N* disjoints. Alors toute variable aléatoire fonction des
Y, ,n € A est indépendante de toute variable aléatoire fonction des Y,,,n € B.

I Premiers résultats

I1.A - Une classe de variables aléatoires

I.A.1) Soient U et V deux variables aléatoires sur (€, A, P) possédant un moment d’ordre 2 et telles que V'
n’est pas presque surement nulle. Montrer que E(U?)E(V?) — E(UV)? > 0 et que E(U*)E(V?) - E(UV)?2 =0
si et seulement s’il existe A € R tel que AV + U est presque surement nulle.

I.A.2)

a) On suppose que X est bornée. Justifier que X vérifie (C,) pour tout 7 dans R**.

b) On suppose que X suit la loi géométrique de parameétre p € 10, 1]

VkeN*,  P(X=k) =pl—pr?
Quels sont les réels t tels que E(e!X) < 400 ? Pour ces t, donner une expression simple de E(e'X).
¢) On suppose que X suit la loi de Poisson de parameétre A :

k
VEeN, P(X=k) :e*/\% ot A € R

Quels sont les réels ¢ tels que E(e!X) < 400 ? Pour ces ¢, donner une expression simple de E(e*X).
I.A.3) Soient a et b deux réels tels que a < b. On suppose E(e?X) < +o00 et F(eX) < +oc.
a) Montrer Vt € [a,b], !X < eX + etX. En déduire E(e!X) < +o0.
Que peut-on en déduire sur I'ensemble {t € R; E(e!X) < +o0} ?
yrety
e + by’
Déterminer les limites de 6, ,, en +00 et —oo. Montrer que cette fonction est bornée sur R.
¢) Montrer que E(|X|*e!X) < +o0.

b) Soient k dans N, ¢ dans ]a, b[. On note 6, ; , ,, la fonction y € R +—
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d) On reprend les notations de la question b). Soient k dans N, ¢ et d deux réels tels que a < ¢ < d < b. Montrer
quil existe M;, , ;.4 € R tel que pour tout ¢ € [¢,d] et pour tout y € R: |0y, s (¥)| < My o pca-

I.A.4) Dans cette question, 7 est un élément de R™ et X vérifie (C).

a) Montrer que I'ensemble des réels ¢ tels que E(e!X) < +o0 est un intervalle I contenant [—7, 7).

Pour ¢ dans I, on note oy (t) = E(etX).

b) Montrer que si X () est fini, ¢y est continue sur I et de classe C* sur l'intérieur de I.

¢) On suppose maintenant que X(£2) est un ensemble infini dénombrable. On note X (Q2) = {z,,;n € N*} ou
(2, ) nen- €st une suite de réels deux a deux distincts et on pose pour tout n € N*, p, = P(X =z,,).
En utilisant les résultats établis a la question I.A.3 et deux théorémes relatifs aux séries de fonctions que 1’on
énoncera completement, montrer que ¢y est continue sur I et de classe C'™ sur 'intérieur de I.
d) Vérifier que pour ¢ dans 'intérieur de I et k dans N, gp()];)(t) = B(XFketX).
’

Px

Montrer que ¥y est croissante sur I et que, si X n’est pas presque surement égale a une constante, ¥y est

strictement croissante sur 1.

I.B — Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
On suppose que X admet un moment d’ordre 2.
I.B.1) Soit § un élément de R™*. Montrer que, pour n dans N*,

V(X)

P(S, —nB(X)| > nd) < =5

I.B.2) Siu et v sont deux nombres réels tels que u < E(X) < v, déterminer la limite de la suite (7,,),cp-
définie par

Vn € N*, 7, = P(nu < S,, < nv)

I.C — Suites sur-additives
Soit (u,,),so une suite réelle telle que : V(m,n) € N2, w, . > u,, + u,.
u
On suppose que ’ensemble {i, n e D\l*} est majoré et on note s sa borne supérieure.
n
I.C.1) Soient m, q et r des éléments de N. On pose n = mgq + r. Comparer les deux nombres réels u,, et
qu,,, + u, et montrer que wu,, — ns > q(u,, —ms) + u, —r8s.

I.C.2) On fixe m dans N* et € dans R**. En utilisant la division euclidienne de n par m, montrer qu’il existe
un entier N tel que pour tout n > N,

U,

u
T2 m €

n

I.C.3) Montrer lim Un _ g,

n—oco M

II Le théoréeme des grandes déviations
Soit a un nombre réel.

II.A — Exposant des grandes déviations
II.LA.1) Montrer P(X >a)=0 <<= VnelN", P(S,
IT.A.2) Soient m et n dans N.

a) Montrer que S,,,,, — S,, et S,, ont méme loi.
b) Soit b un nombre réel. Montrer P(S,,.,, > (n+m)b) > P(S, > nb) P(S,, > mb).

On suppose dans toute la suite du probléme P(X > a) > 0.

In
IT.A.3) Montrer que la suite ( est bien définie et admet une limite ~, négative ou nulle

vérifiant

YneN,  P(S

L = na) < ele

Dans toute la suite du probléme, on suppose que X vérifie (C,) pour un certain 7 > 0 et n’est pas presque
surement constante. On suppose également que a est strictement supérieur a E(X).
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On se propose d’établir que v, < 0 (ce qui montre que la suite (P(S,

= na)),s; converge géométriquement
vers 0) puis de déterminer +,.

II.B — Majoration des grandes déviations
L’intervalle I et la fonction ¢y sont définis comme dans la question 1.A 4.
II.B.1) Montrer que, pour n dans N* et ¢ dans I N R™

E(e!5) = (ox(®)",  P(S, > na) < 2X1)”

enta

I —>R
t=In(px(t)) —ta

a) Montrer que la fonction x est minorée sur I N R*.

I1.B.2) On définit la fonction y :

On note 7, la borne inférieure de x sur I NR*.

b) Donner un équivalent de x(t) lorsque ¢ tend vers 0. En déduire n, < 0.
¢) Montrer Vn € N*,  P(S, > na) < ™.

En déduire que v, < 0.

d) Dans chacun des deux cas suivants, déterminer l’ensemble des nombres réels a vérifiant les conditions
P(X >a)>0et a> E(X); puis, pour a vérifiant ces conditions, calculer 7,,.

i. X suit la loi de Bernoulli B(p) avec 0 < p < 1.
ii. X suit la loi de Poisson P(\) avec A > 0.

II.C — Le théoréme de Cramer

On suppose ici que la borne inférieure 7, de la fonction x sur INR* est atteinte en un point ¢ intérieur & I NR™.

“(t
Soient ¢ un nombre réel intérieur a I et tel que ¢ > o, b un nombre réel tel que b > £x ((t))
Yx
II.C.1)
tx
a) Calculer Z %P(X:m).

zeX(92)
On admet alors (quitte & modifier (2, A, P))

— qu'il existe une variable aléatoire X’ sur (§2,.A) telle que X'(2) = X(Q) et dont la loi de probabilité est
donnée par

Ve e X(Q), PX =2)= = PX=2)

— qu’il existe une suite (X/ ), - de variables aléatoires mutuellement indépendantes définies sur (£, .4, P)
suivant toutes la méme loi que X’.
b) Montrer

E(X) = Zi((f))’ E(X')>a

I1.C.2) On admet que, si n dans N* et si f est une application de X(Q)" dans R*, on a

E(f<X17 "'7Xn> etSn)
px(t)"

E(f(X],..X)) =

a) Pour n dans N*, on pose S/ = ZX;@ Montrer P(na < S <nb) < P(S 0
k=1 Yx

X" = R
On pourra introduire I'application f : (z 5) b 1 sina< ) z;<nb
1y ooy Ty .
0 sinon

b) En utilisant les questions 1.B.2, I1.B.2c et le a) ci-dessus, montrer finalement que 7, = 7,.
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II.C.3) Dans cette question on pourra utiliser les résultats du II1.B.2d.

a) Soit « dans ]0,1/2[. Pour n dans N*, on pose

A, = {k € {0, ...,n},

kf%’>om},

Déterminer la limite de la suite (U 1/ ") .
n n>1

b) Soit A dans R™, « dans ]|\, +o0[. Pour n dans N*, on pose
— nk\k
T.= > "
keN
k>an

Déterminer la limite de la suite (Tl/") .
n n>1

oo oe[[Ne oo

2016-10-26 09:42:35 Page 4/4

(@) ov-nc-sa


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/

SUJET 12
X-ENS PC 2019

Théoréme 2. Soit n = 1 un entier et A(z) = T‘}:;[‘J a2 un polynéme non nul tel que ax € {—1.0.1}

e

pour tout 0 < k& < n— 1. Alors pour tout entier L = 1 on a

Py 1
sup |A(e”)]| = g
-:nC|--I'—i—

Troisiéme partie

Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3. On fixe p, g € [0, 1]. Soit n > 1 un entier et soit S,, une somme de n variables aléatoires
a valeurs dans {0, 1} mutuellement indépendantes de Bernoulli de parameétre p. Alors

2
(sl o) <t
n n

Pour démontrer ce résultat, on fixe p, ¢ € [0,1] et (X;)1<i<n une famille de n variables aléatoires a valeurs
dans {0, 1} mutuellement indépendantes de Bernoulli de parameétre p. On pose alors S,, = > ; X;.

12. Soit g : Ry — R la fonction définie par g(z) = In(1 — p + pe®) pour tout = > 0.

a. Montrer que g est bien définie et de classe C2 sur Ry. Pour = > 0, exprimer ¢”(x) sous la

forme %, ou « et 3 sont des réels positifs pouvant dépendre de .

b. Montrer que g”(z) < 1 pour tout z > 0.

c. Montrer que
2

T
In(1 —p+ pe*) < pr + g pour tout x > 0.
13. On suppose dans cette question que p < q.

a. Justifier que
S S
(el ) e
n n

b. Soit X une variable aléatoire de Bernoulli de paramétre p. Pour u > 0, calculer E(e%X).

c. Montrer que pour tout u > 0,
P (S, > 2fin) < e n(FFul-ptre),

Indication. On pourra admettre que si (Z;)1<i<n sont n variables aléatoires réelles mutuelle-
ment indépendantes et prenant un nombre fini de valeurs, alors E(IT/L; Z;) = [T~ E(Z,).

=)
d. Montrer que P(S,, > }%n) e "

14. Démontrer le Théoréme 3.
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Quatriéme partie

Dans cette partie, on s’intéresse a la reconstruction d’une suite de 0 ou 1 & partir d’'un échantillon
d’observations bruitées (on pourra utiliser le Théoréme 2 et le Théoréme 3).

Plus précisément, étant donné un élément = = (xq,...,x,—1) € {0,1}", appelé la source, et un parameétre
p € 10, 1] fixé, on considere la variable aléatoire O(z) a valeurs dans {0, 1}" construite comme suit :

— soient (B;)o<i<n—1 des variables aléatoires a valeurs dans {0,1} mutuellement indépendantes de
Bernoulli de parametre p;

— on note N la variable aléatoire définie par
N=Card({0<i<n—-1:B;=1})
et Ip < I} < -+ < In—1 les éléments de 1’ensemble aléatoire {0 < i < n —1:B; = 1} rangés dans

I'ordre croissant ;

— on pose enfin
O(z) = (O¢(x),01(x),...,0n-1(x)) = (z1y, 1,5 ---,T1y_4,0,0,...,0) € {0,1}"

avec la convention O(z) = (0,0,...,0) € {0,1}" si N = 0.

La variable aléatoire O(x) est appelée observation bruitée de source x. Ainsi, O(x) est obtenue a partir
de z en gardant chaque coordonnée avec probabilité p, indépendamment les unes des autres (complétée
par des 0 pour obtenir un vecteur de longueur n). Par exemple, si z = (xg, x1, 22,23, 24) = (1,0,1,1,1)
et siBg =0, By =1, By =0, B3 = 1, By = 1 (ce qui arrive avec probabilité p3(1 — p)?), alors
O(J?) = (OO(:C)’ 01(.27), SRR O4($’)) = (1‘17 x3, 24,0, 0) = (07 1,1,0, 0)
15. Soit 6 € [—7, m].
a. Montrer que cos(0) > 1 — ﬁ,
b. Montrer que |8_71p)] exp (Tp 92).
Indication. On pourra calculer |671p)]2

16. Soit = = (zg,...,Tn—1) € {0,1}" et considérons une observation bruitée

O(z) = (Og(z),01(x),...,0n-1(x))

de source .
a. Sio<j<k<n—1, montrerque[P’(N}j—i—let Ii=k)=p (I;.)pj(l—p)k*j.

b. Montrer que, pour tout 0 < j <n — 1, E[O;(z)] = p>}Z; a:k( )pi (1 — p)ka.
c. Montrer que pour tout w € (C,
n—1 ) n—1
E|>Y Oj@)w| =pY aplpw+1-p)*.
=0 k=0

Dans la suite, on pose L, = |n!/?], ol |t] désigne la partie entiére d’un nombre réel ¢.

n—1

17. Soient z,y € {0,1}" tels que = # y. Posons, pour z € C, A, 4(2) = Z(wk —yp)2F
k=0
a. Justifier 'existence de 6y € [—7-, 7| tel que | Az y(e0)| > -



b. Démontrer que
e —(1-p)
p

p .
nin—1

n—1
> |E[0; ()] — E[O;(y)]] - >
j=0

c. Justifier 'existence d’'un entier j,(x,y) tel que 0 < jp(z,y) <n—1et

p l-p =°
B[O, (2.0 (@)] = B[Oy, (@4) ()] = —F-exp <—2pz ' L%”) '

Dans la suite, on fixe une fois pour toutes un entier n qu’il faut considérer comme étant tres grand. Pour
chaque couple (z,y) € ({0,1}")? tel que = # y, on fixe un entier j,(x,y) dont I'existence est prouvée
dans la question 17c.

Soient T'> 1 et (E', E?,...,ET) € ({0,1}")". Ainsi, pour 1 <i <T et 0 < j<n—1,onaE} e {0,1}.

On dit que z est meilleur que y compte tenu de E*, E2, ... E7 si
1 &, 1 &,
72 B ~ Bl ea) @))| < |F 2 Ejuen) ~ B0y W)]] -
i=1 i=1
On pose alors R, r(E', E? ..., ET) = x si pour tout y # , x est meilleur que y. Si I'on ne peut pas

trouver de tel x on pose R, r(E', E%, ..., ET) = (0,0,...,0).

18. Démontrer que si T;, > €3 In(m)n'/? 4lors pour tout z € {0,1}" et toute suite
O'(z),0%(z),..., 0" (z)

de T,, variables aléatoires a valeurs dans {0,1}" mutuellement indépendantes de méme loi que
O(z), on a
1 2 T,
.. " <
i gggﬁnP(Rn,Tn (0 (),0%(z),...,0 (w)) #w) < Un
ol (un)n>1 est une suite tendant vers 0 lorsque n tend vers I'infini.

Indication. On pourra commencer par écrire, en le justifiant, que

P (R,r(0'(z),0%(x),...,07(x)) # z)

< Z P (a; n’est pas meilleur que y compte tenu de O'(z), 0%(z),.. ., OT(:U)> .

yE{O,l}"
y#T

On a donc démontré qu’en partant de = € {0,1}" inconnu, on peut retrouver x a partir de la donnée
d’une suite
0'(z),0%(z), .., 07 (x)

de T variables aléatoires a valeurs dans {0,1}" mutuellement indépendantes de méme loi que O(x)
(qui représentent la donnée de T' échantillons bruités obtenus & partir d’une méme source), avec grande

3ln(n)n

probabilité a partir de e % échantillons différents.

) 3k ok



b Mathématiques 2
_c°/' MP

CONCOURS CENTRALE-SUPELEC 4 heures Calculatrices autorisées

2017

Ce probléme a pour objet la représentation de la loi d’une variable aléatoire comme loi d’une somme de variables
aléatoires indépendantes.

On s’intéresse d’abord au cas d’une somme de deux variables & valeurs entieres, puis au cas de variables aléatoires
dont la loi est celle de la somme d’un nombre quelconque de variables indépendantes de méme loi.

Notations

Toutes les variables aléatoires considérées dans ce probléme sont discretes. On note Py la loi d’une variable
aléatoire X.

Si X et X’ sont deux variables aléatoires définies sur les espaces probabilisés respectifs (Q, 4, P) et (', A", P’),
la notation X ~ X’ signifie que X et X’ ont méme loi, c’est-a-dire Py = Py, .

Pour toute variable aléatoire X a valeurs dans N, on note G x sa fonction génératrice, définie, pour ¢ € R, par

lorsque la série converge.
On pourra si nécessaire utiliser librement le résultat suivant.

Sim € N* et si £ est une loi de probabilité sur un espace probabilisé €2,, alors il existe
des variables aléatoires X,..., X,,, définies sur un espace probabilisé €2,,, mutuellement
indépendantes et de loi £.

m>

Si a et b sont deux entiers tels que a < b, on désigne par [a, b] 'ensemble des entiers k tels que a < k < b.

I Variables aléatoires entieres décomposables

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On appelle décomposition de X toute relation de la forme
X ~Y + ZouYet Z sont deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N, définies sur un espace
probabilisé pouvant étre distinct de celui sur lequel X est définie.

On dit que X est décomposable si X admet une décomposition ot Y et Z ne sont pas constantes presque stirement.

I.A — Premiers exemples

I.A.1) Soit X et X’ deux variables aléatoires & valeurs dans N. Justifier que X ~ X’ si et seulement si
Gy =Gy .

I.A.2) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N admettant une décomposition X ~Y + Z, ou Yet Z
sont des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N. Quelle relation lie Gy, Gy et G4 7

I.A.3) Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n,p) ot n > 1 et p € |0,1[. Montrer que X
est décomposable si et seulement si n > 2.

I.A.4) Soit A(T) € R[T] le polynéme : A(T) = T* + 2T + 1.
a) Soit U(T) et V(T') deux polynoémes a coefficients réels positifs ou nuls tels que U(T)V(T') = A(T). Montrer
que I'un des polynémes U(T) ou V(T') est constant.
On pourra distinguer les cas selon les valeurs des degrés de U(T') et V(T).
b) En déduire qu’il existe une variable aléatoire décomposable X telle que X2 ne soit pas décomposable.
On pourra considérer le polynéme 1 A(T).

I.B —  Variables uniformes

Dans cette sous-partie, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et X est une variable aléatoire a valeurs
dans N, définie sur un espace probabilisé (€2, A4, P) et suivant la loi uniforme sur [0,n — 1] :

[P(X:k‘)zlsike[[o,n—l]] et P(X = k) = 0 sinon

n

I.B.1) Variables uniformes décomposables

On suppose dans cette question que n n’est pas premier : il existe des entiers a et b, supérieurs ou égaux a 2,
tels que n = ab.

2017-03-29 09:37:28 Page 1/4 (@) BY-NC-SA_]


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/

a) Montrer qu'il existe un unique couple de variables aléatoires entiéres (@, R) définies sur ) telles que
X=aQ+R et Ywe, Rw)e[0,a—1]

On pourra considérer une division euclidienne.
b) Préciser la loi de (@, R), puis les lois de @ et de R.

¢) Montrer que X est décomposable. En déduire une expression de Gy comme produit de deux polynémes non
constants que 'on précisera.

I.B.2) Variables uniformes non décomposables
On suppose dans cette question que n est un nombre premier et on établit que X n’est pas décomposable.

a) Montrer qu'’il suffit de prouver le résultat suivant : si U et V'sont des polyndmes de R[T’] unitaires & coefficients
dans R, tels que U(T)V(T) =1+ T + -+ T, alors 'un des deux polyndmes U ou V est constant.

Dans ce qui suit, on fixe des polynémes U et V de R[T'] unitaires & coefficients dans R, tels que
UTV(T)=1+T+- 4T

On pose r = degU et s = deg V et on suppose par 'absurde que r et s sont non nuls.
1

b) Montrer que U(T) =T"U (%) et V(T) = TSV<T>.
On note alors U(T) = 1+u; T+ +u, T" 1 +T" et V(T) = 14+v, T+ +v, ;TS 1 +T% avec r < s (quitte
a échanger les roles de U et V).
¢) Montrer que Vk € [1,r], u,v, = 0.
d) En déduire que Vk € [1,7], u;, € {0,1} et v, € {0,1}.
e) Conclure.

On pourra d'abord montrer que tous les coefficients de V'sont a valeurs dans {0, 1}.

IT Variables infiniment divisibles : exemples

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans R. On dit que X est infiniment divisible si, pour tout
m € N*, il existe des variables aléatoires réelles discretes X, 1, ..., X,,, ,,, mutuellement indépendantes, de méme
loi, et vérifiant X ~ X, | + -+ X,, ,,. Dans cette définition, I’espace probabilisé¢ 2, sur lequel sont définies

les X, ; peut dépendre de m.

3

II.A — Variables bornées
IT.A.1) On suppose que X est constante égale & a € R. Montrer que X est infiniment divisible.

L’objectif de cette sous-partie est de montrer que toute variable aléatoire bornée infiniment divisible est presque
siirement constante.

Soit X une variable aléatoire bornée infiniment divisible définie sur un espace probabilisé (2, A, P). On note
M = sup, | X], de sorte que |X(w)| < M pour tout w € Q.

IT.A.2) Soit n € N* et soit X, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi, et telles que
X, + -+ X, ait méme loi que X.

M
a) Pour tout i € [1,n], montrer que X, < — presque stirement, puis |X;| < — presque slirement.
n n
M?
b) En déduire que V(X) < —, ou V(X) désigne la variance de X.
n

IT.A.3) Conclure que X est presque siirement constante.

II.B — Etude du caractére infiniment divisible de quelques variables entiéres
I1.B.1) Une variable binomiale est-elle infiniment divisible ?

I1.B.2) Soit n un entier naturel non nul et soit X1, ..., X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes
suivant des lois de Poisson de parameétres respectifs A, ..., A,,.
Montrer que X; + -+ + X, suit une loi de Poisson de parametre A\; + -+ A,,.

I1.B.3) Soit X une variable aléatoire de Poisson. Montrer que X est infiniment divisible.

I1.B.4) Soit r un entier naturel non nul et soit X;, ..., X, des variables aléatoires de Poisson mutuellement
T

indépendantes. Montrer que Z 1 X, est une variable aléatoire infiniment divisible.
i-1
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II.C — Séries de variables aléatoires a valeurs entiéres
II.C.1) Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (2, 4, P) et a valeurs dans N.

a) Montrer que si A et B sont des événements de A, et si A et B sont leurs événements contraires respectifs,
alors

IP(A) — P(B)| < P(ANB) + P(AN B)

b) En déduire que, pour tout t € [—1,1], |Gx(t) — Gy(t)| < 2P(X #Y).

I1.C.2) Soit (U;);c- une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes & valeurs dans N telle que
la série des P(U; # 0) soit convergente.

a) Soit Z, = {w € Q| Ji > n,U;(w) # 0}. Montrer que (Z,
lim, ,.P(Z,) = 0.

b) En déduire que 'ensemble {i € N* | U; # 0} est presque slirement fini.

) est une suite décroissante d’événements et que

n—00

¢) On pose S, = Z?:l U, et S = Zzl U;. Justifier que S est définie presque siirement. Montrer que Gg
converge uniformément vers Gg sur [—1,1].

II.C.3) Soit (A;);cn- une suite de réels positifs ou nuls. On suppose que la série > A, est convergente, et on
note A = 37 A,

Soit (X;);cp une suite de variables aléatoires indépendantes telles que, pour tout ¢, X; suive une loi de Poisson
de parametre A;. On convient que, si A\; = 0, X, est la variable aléatoire nulle.

a) Montrer que la série > P(X,; # 0) est convergente.

b) Montrer que la série Zi> L X, est presque siirement convergente et que sa somme (définie presque stirement)
suit une loi de Poisson de parametre .

¢) Montrer que la série Zi> | iX; est presque stirement convergente et que sa somme X = Z;’Z | ©X; définit une
variable aléatoire infiniment divisible.

III Variables entieres infiniment divisibles : étude générale

III.A — Série entiére auxiliaire
Dans cette sous-partie, X est une variable aléatoire a valeurs dans N telle que P(X = 0) > 0.
ITI.A.1) Montrer qu’il existe une unique suite réelle (\;),cy- telle que, pour tout k € N*

k
KP(X =k) =Y jA\P(X =k—j)
j=1
ITI.A.2) Pour tout k € N*, montrer

E—1 k—1
IMIP(X = 0) SPX = k) + Y _INIP(X =k —j) < (1-P(X =0)) (1 +Z|Aj|>

k
1
ITI.A.3) Pour tout k € N*, montrer : 1 + ; |)\j| < m

IT1.A.4) Montrer que la série entiere Y A,t¥ a un rayon de convergence p(X) supérieur ou égal & P(X = 0).
Pour tout réel ¢ de |—p(X), p(X)[, on pose

Hy(t) =In(P(X =0)) + i AptF
k=1

A toute variable aléatoire X & valeurs dans N et telle que P(X = 0) > 0, on associe ainsi une série entiere Hy.
Dans la suite du probleme, H sera appelée série entiére auziliaire de X.

ITI.A.5) Pour t € |—p(X), p(X)[, montrer G’ (t) = H' (t)G x(t), puis G x(t) = exp(Hx(t)).

ITI.A.6) Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes, définies sur 'espace 2 et & valeurs dans N, et

soit Hy et Hy leurs séries entieres auxiliaires. Montrer Hy y(t) = Hy(t) + Hy(t) pour tout réel ¢ vérifiant
[t| < min(p(X), p(Y')).
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III.B — Variables aléatoires entiéres A-positives
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N telle que P(X = 0) > 0, et soit Hy sa série enti¢re auxiliaire :

Hy(t) =In(P(X =0)) + i Agt®
k=1

On dira que X est A-positive si \;, = 0 pour tout k > 1.
On suppose dans cette sous-partie que X est A-positive.
P(X =k)
P(X=0)
II1.B.2) Montrer que, pour tout ¢ € [~1,1], Gx(t) = exp(Hx(t)) et que > A, = —In(P(X =0)).
ITI.B.3) Soit (X;) la suite de variables aléatoires définie au II1.C.3. Montrer que X ~ Zzl 1 X,

i

ITI1.B.1) Pour tout k € N*, montrer que A, < . En déduire que la série Y A, converge.

III.C - Caractérisation des variables entiéres infiniment divisibles
Soit X une variable aléatoire infiniment divisible & valeurs dans N et telle que P(X = 0) > 0.
Le but de cette sous-partie est de montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes.
(i) X est infiniment divisible ;
(ii) X est A-positive ;
(iii) il existe une suite (X;);5; de variables de Poisson indépendantes, comme au IL.C.3, telle que
X~ ZZ N2

Dans les questions III.C.1 a II1.C.4, on suppose que X est une variable aléatoire infiniment divisible a valeurs
dans N et telle que P(X = 0) > 0. Pour tout n € N*, il existe donc n variables aléatoires indépendantes
Xy 15+ Xy, de méme loi telles que la variable aléatoire X, ; + -+ X, |, suive la loi de X.

IT1.C.1)

a) Pour tout n € N*, montrer que X,, ; est presque sirement positive ou nulle.

b) Pour tout n € N*, montrer que P(X,, ; =0) > 0.

¢) Montrer que les variables aléatoires X,, ; sont presque stirement a valeurs dans N.
ITI1.C.2)

a) Montrer lim,,_,

P(X,;=0) =1
b) En déduire que, pour tout i € N*, lim

n—oo

P(X,,=1)=0.

ITI.C.3) Soit Hy la série entiére auxiliaire de X, comme elle est définie a la question III.A .4, et soit p(X) son
rayon de convergence.

Pour tout n € N*, soit H,, la série entiére auxiliaire de X'n,,l‘

a) Pour tout n € N*, montrer nH,, = Hy.

b) En déduire, pour tous n et k dans N*

k
knP(X,, =k) =Y jN\P(X,, =k—j)
=1

ITII1.C.4) Pour tout k € N*, montrer que la suite (nP(X,, ; = k))
A-positive.
ITI.C.5) Conclusion

a) Montrer le résultat annoncé au début de cette sous-partie I11.C.

o converge vers M- En déduire que X est
n

b) Comment adapter ce résultat aux variables aléatoires & valeurs dans N* ?

¢) Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique G(p), ou p € 10, 1] :
VEEN" P(X =k)=(1—-p)1p

La variable aléatoire X est-elle infiniment divisible ?

o 0o o[[Ne oo
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