
AGRÉGATION INTERNE ET CAERPA DE MATHÉMATIQUES
SECONDE ÉPREUVE ÉCRITE

Vrai/faux

Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. On justifiera soigneusement la réponse.

1. Si f : R ÝÑ R est une fonction continue, la fonction x ÞÝÑ
» x

0
px � tq f ptqdt est deux fois

dérivable sur R et sa dérivée seconde est f .

2. L’intégrale
» �8

0

lnptq
1 � t2 dt est convergente et est nulle.

3. Il existe une probabilité P surN� telle que :

@k PN�, Pptkuq � 1
kpk � 1q .

4. Si X et Y sont deux variables aléatoires définies sur un univers probabilisé pΩ,A,Pq
suivant toutes les deux des lois de Rademacher. Alors la variable aléatoire XY suit une
loi de Rademacher.

5. Soit E un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties de E telles que A � B. On
suppose que A est dense dans B et que B est dense dans E. Alors A est dense dans E.

6. La réunion de deux parties convexes de Rn est une partie convexe de Rn.

7. La seule partie convexe dense de R est R.

Exercice préliminaire

8. Soit Φ l’application définie surMnpRq2 par ΦpA,Bq � Tr
�
ABJ

�
. Montrer que Φ est un

produit scalaire surMnpRq.
Dans la suite de l’exercice,MnpRq est muni de la norme associée au produit scalaire Φ. On considère
MnpRq comme un espace topologique avec la topologie définie par cette norme. Dans la suite, toute partie
A deMnpRq est munie de la topologie induite deMnpRq (O est un ouvert de A si, et seulement si, il
existe un ouvert U deMnpRq tel que O � U X A).

9. (a) Soit A P SnpRq. Montrer que A P S�n pRq si, et seulement si, SppAq � R�.
(b) Énoncer et démontrer une caractérisation similaire des matrices de S��n pRq à l’aide

de leurs spectres.

10. Soient A une matrice de S��n pRq et B P MnpRq une matrice inversible. Montrer que
BJAB P S��n pRq.

11. Montrer que S�n pRq et S��n pRq sont convexes.

12. Montrer que S�n pRq est un fermé deMnpRq.
13. Montrer que S��n pRq est dense dans S�n pRq.
14. Soit S P S��n pRq. Montrer qu’il existe une unique matrice R P S��n pRq telle que R2 � S.

On notera R � S1{2.

15. Soit S P S��n pRq. Justifier que S1{2 est inversible, puis que pS1{2q�1 � pS�1q1{2. On notera
plus simplement S�1{2 la matrice pS1{2q�1.

Première partie : jauge d’un corps convexe symétrique

Définition 3. Soit C une partie de Rn. On dit que C est un corps convexe si C est compact, convexe
et si 0 appartient à l’intérieur de C, c’est-à-dire 0 P C̊. On dit que C est symétrique si

@x P Rn, px P Cq ðñ p�x P Cq.
On notera que cette notion de « corps convexe » n’est aucunement liée avec la notion de corps en algèbre.
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16. Montrer que si C est la boule unité d’une norme N définie sur Rn, alors C est un corps
convexe symétrique.

Le but de cette partie est de caractériser les corps convexes symétriques de Rn comme des boules unités
d’une certaine norme surRn. Pour cela, on va introduire la jauge associée à un corps convexe symétrique :

Définition 4. Soit C un corps convexe symétrique. On définit sur Rn l’application J, appelée jauge de
C, par :

@x P Rn, Jpxq � inf
"
λ P R��,

1
λ

x P C
*
.

On se donne maintenant un corps convexe symétrique C.

17. Justifier que J, la jauge de C, est bien définie et que Jp0q � 0.

18. Soit x P Rn. Montrer que Jpxq � 0 si, et seulement si, x � 0.

19. (a) Montrer que pour tout x P Rn, pour tout µ P R��, Jpµxq � µJpxq.
(b) Montrer que pour tout x P Rn, pour tout µ P R, Jpµxq � |µ|Jpxq.

20. Montrer que C � tx P Rn, Jpxq ¤ 1u.
21. Soient x et y deux éléments de Rn. Soit ε un réel strictement positif. On note :

x1 � x
Jpxq � ε et y1 � y

Jpyq � ε.

Soit α � Jpxq � ε
Jpxq � Jpyq � 2ε

et z � αx1 � p1 � αqy1.
(a) Montrer que x1 et y1 appartiennent à C. En déduire que z P C.
(b) En déduire que Jpx � yq ¤ Jpxq � Jpyq.

22. (a) Déduire de ce qui précède que J est une norme.
(b) Quelle est la boule unité de cette norme J ?
(c) En déduire que BC � tx P Rn, Jpxq � 1u.

23. Montrer que si N1 et N2 sont deux normes de Rn ayant la même boule unité, alors
N1 � N2.

Deuxième partie : généralités sur les ensembles convexes

Soit E un espace euclidien, dont on note x�, �yE le produit scalaire. On note }�}E la norme associée au
produit scalaire x�, �yE.
Dans toute cette partie, on désigne par C un convexe compact de E.

24. Soit a P E.

(a) Montrer qu’il existe xa P C tel que }a � xa}E � inf
xPC

}a � x}E. Justifier que si a < C, alors

}a � xa}E ¡ 0.
(b) Soient x0, x1 P C tels que }a � x0}E � }a � x1}E � inf

xPC
}a � x}E. Montrer que x0 � x1.

Indication : On pourra raisonner par l’absurde et considérer
x0 � x1

2
.

Ainsi, pour tout a P E, il existe un unique xa P C tel que }a � xa}E � inf
xPC

}a � x}E. On définit alors

l’application πC : E Ñ C par la relation πCpaq � xa.

25. Soit a P E.

(a) Soit l’application f : E ÝÑ R définie par f pxq � xa � πCpaq, xyE. Soit l’ensemble
H �  

x P E, f pxq � f paq(. Justifier que H est un sous-espace affine de E. Quelles sont
les dimensions possibles pour H ?
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(b) Vérifier que f pπCpaqq ⩽ f paq et que cette inégalité est stricte si a < C.
(c) Montrer que pour tout x P C, f pxq ¤ f pπCpaqq.

Indication : On pourra considérer l’application g : r0, 1s ÝÑ R� qui à t associe
}a � pp1 � tqπCpaq � txq}2

E.
(d) Soit b P C tel que pour tout x P C, xa � b, x � byE ⩽ 0. Pour tout x P C, montrer que

}a � x}E ⩾ }a � b}E et en déduire que b � πCpaq.

Ainsi, on a montré que pour tout a P E, πCpaq est l’unique point b de C tel que pour tout x P C,
xa � b, x � byE ⩽ 0.

26. (a) Soient a, a1 P E. Montrer que }πCpa1q � πCpaq}2
E ⩽ xa1 � a, πCpa1q � πCpaqyE.

(b) En déduire que πC est 1-lipschitzienne.

27. Soit a P BC. Soit papqpPN une suite d’éléments de EzC qui converge vers a.

(a) Montrer que la suite

�
ap � πCpapq��ap � πCpapq

��
E

�
pPN

est une suite de E et qu’elle possède une

sous-suite convergeant vers un élément y de E.
(b) Montrer que y est non nul et que pour tout x P C, xy, x � ayE ⩽ 0.

Troisième partie : sur les ellipsoïdes

Définition 5. Soit A P S��n pRq. On appelle ellipsoïde associé à A la partie EA définie par

EA � tx P Rn, xAx, xy ¤ 1u .
Une partie E de Rn est un ellipsoïde s’il existe A P S��n pRq telle que E � EA.

28. Soit r ¡ 0. Montrer que Bp0, rq (la boule fermée de centre 0 et de rayon r) pour la norme
}�} est un ellipsoïde de Rn et préciser une matrice Ar P S��n telle que Bp0, rq � EAr .

29. Soit EA l’ellipsoïde associé à une matrice A P S��n pRq.
(a) Soit B PMnpRq une matrice inversible. Montrer que B�1

EA � tB�1x, x P EAu est un
ellipsoïde.

(b) Montrer que EA � A�1{2Bn
2 .

(c) En déduire que EA est un corps convexe symétrique.
(d) Quelle est la jauge JA associée à EA ?
(e) Montrer que cette jauge JA est une norme euclidienne. On donnera la matrice du

produit scalaire associé à cette norme dans la base canonique de Rn.

30. Soient EA et EB deux ellipsoïdes de Rn, respectivement associés à A et B P S��n pRq.
Montrer que EA � EB si et seulement si A � B.

31. Soient EA et EB deux ellipsoïdes de Rn, respectivement associés à A et B P S��n pRq.
Montrer que EA � EB si et seulement si pour tout x P E, xBx, xy ⩽ xAx, xy.

Définition 6. Soit E un ellipsoïde. On a montré qu’il existe une unique matrice A P S��n pRq telle que
E � EA. On définit alors la mesure de E, noté µpEq, par

µpEq � 1
detpAq .

32. Dans cette question uniquement, on suppose n � 3. Soit r un réel strictement positif.
Donner une relation entre µpBp0, rqq et le volume de Bp0, rq.

33. Soit E un ellipsoïde de Rn. Soit B PMnpRq une matrice inversible. Préciser la mesure de
B�1
E en fonction de la mesure de E.
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34. Soit pe1, . . . , enq une base orthonormée de Rn et soient a1, . . . , an des réels strictement

positifs. Soit E �
#

x �
ņ

i�1

xiei P Rn,
ņ

i�1

aix2
i ¤ 1

+
. Montrer que E est un ellipsoïde deRn

et calculer sa mesure.

35. Soit A P SnpRq.
(a) Justifier que A admet n valeurs propres réelles (comptées avec leurs ordres de mul-

tiplicité) λ1 ¥ λ2 ¥ � � � ¥ λn et qu’il existe une base orthonormée p f1, . . . , fnq de Rn

telle que pour tout i P t1, . . . ,nu, A fi � λi fi.
(b) Soit k P rr1,nss. Montrer que l’on a

λk � sup
VPGk

min
xPV
}x}�1

xAx, xy ,

où Gk désigne l’ensemble des sous-espaces vectoriels de Rn de dimension k.
Indication : Si V P Gk, on pourra considérer l’intersection de V avec le sous-espace

engendré par fk, . . . , fn.

36. Soient E et E1 sont deux ellipsoïdes de Rn tels que E � E1. Montrer que µpEq ¤ µpE1q.

Quatrième partie : existence d’un ellipsoïde de mesure maximale

Soit C un corps convexe symétrique de Rn.

37. Justifier que C est borné et qu’il existe un ellipsoïde E1 tel que C � E1.
38. SoitA � tµ pEq , E ellipsoïde tel que E � Cu. Montrer queA est non vide et majoré. En

déduire qu’il admet une borne supérieure notée α.

39. Justifier qu’il existe une suite pApqpPN� d’éléments de S��n pRq telle que, en notant Ep
l’ellipsoïde associé à Ap, pour tout p PN�, Ep � C et lim

pÑ�8
µpEpq � α.

40. Pour A P SnpRq, on pose NpAq � sup
}x}�1

|xAx, xy|. Montrer que N est une norme surSnpRq.

41. Soit p P N�. On introduit 0   λ1ppq ¤ � � � ¤ λnppq les valeurs propres de Ap. Montrer
que la suite pλ1ppqqpPN� est minorée par un réel strictement positif, puis que la suite
pλnppqqpPN� est majorée.

42. En déduire que la suite pApqpPN� est bornée pour la norme N.

43. En déduire qu’il existe φ : N� ÝÑ N� strictement croissante et A P S�n pRq telles que
lim

pÑ�8
Aφppq � A.

44. Montrer que A P S��n pRq.
45. En déduire qu’il existe un ellipsoïde E de mesure maximale inclus dans C.

Cinquième partie : unicité de l’ellipsoïde de mesure maximale

46. Montrer que la fonction f : x ÞÝÑ ln p1 � exq est strictement convexe sur R.

47. Montrer que pour tout A P S��n pRq, det1{npIn � Aq ¥ 1 � det1{npAq avec égalité si, et
seulement s’il existe λ ¡ 0 tel que A � λIn.

48. En déduire que pour tous A,B P S��n pRq, det1{npA � Bq ¥ det1{npAq � det1{npBq avec
égalité si, et seulement s’il existe λ ¡ 0 tel que B � λA. Indication : on pourra utiliser la
matrice A1{2 introduite dans l’exercice préliminaire.

49. En déduire que si A et B appartiennent à S��n pRq, det
�

A � B
2



¥

a
detpAqdetpBq.

Caractériser les cas d’égalité.
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50. Montrer l’unicité de l’ellipsoïde de mesure maximale.

Sixième partie : le théorème de John, sens indirect

Définition 7. Soit u P Rn. L’application linéaire ψu : Rn ÝÑ Rn est définie par :

@v P Rn, ψupvq � xu, vyu.

Le but des parties 6 et 7 est d’établir le théorème suivant, dû à Fritz John.

Théorème 8. Soit C un corps convexe symétrique de Rn. Bn
2 est l’ellipsoïde de mesure maximale de C

si et seulement si, Bn
2 � C et s’il existe des points u1, . . . ,um P Sn�1 X BC et des réels c1, . . . , cm ¡ 0 tels

que
m̧

i�1

ciψui � idRn .

51. Soit u P Rn, non nul.

(a) Déterminer le noyau et l’image de ψu, ainsi que leurs dimensions.
(b) Montrer que ψu est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.
(c) Déterminer la trace de ψu.
(d) Déterminer la matrice de ψu dans la base canonique de Rn.

Dans les questions numérotées de 52 à 53h, C est un corps convexe symétrique contenant Bn
2 . On

suppose de plus qu’il existe des points u1, . . . ,um appartenant à BC X Sn�1 et des réels strictement

positifs c1, . . . , cm tels que
m̧

i�1

ciψui � idRn .

52. Soit v P BC X Sn�1. D’après la question 27, il existe y P Rn, non nul, tel que pour tout
x P C, xy, x � vy ⩽ 0.

(a) Montrer que l’ensemble H � tx P Rn, xy, x � vy � 0u est l’hyperplan tangent à Sn�1

en v.
(b) En déduire que pour tout x P C, xv, xy ⩽ 1.

53. Soit E l’ellipsoïde inclus dans C de mesure maximale.

(a) Montrer qu’il existe une base orthonormée pe1, . . . , enq de Rn et des nombres réels
α1, . . . , αn strictement positifs tels que

E �
$&
%x P Rn,

ņ

j�1

@
x, e j

D2

α2
j

¤ 1

,.
- .

Quitte à appliquer une isométrie, on suppose maintenant que pe1, . . . , enq est la base
canonique F de Rn. Alors

E �
$&
%x � px1, . . . , xnq P Rn,

ņ

j�1

x2
j

α2
j

¤ 1

,.
- .

(b) Exprimer la mesure de E en fonction de α1, . . . , αn.

(c) Soit v � pv1, . . . , vnq P BC X Sn�1. Montrer que
ņ

j�1

α jv2
j ⩽ 1. Indication : On pourra

utiliser le vecteur w � pα1v1, . . . , αnvnq.

(d) Calculer
m̧

i�1

ci.
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(e) Montrer que si x P Rn, alors }x}2 �
m̧

i�1

ci xx,uiy2.

(f) Pour tout i P t1, . . . ,mu, on pose ui � pui,1, . . . ,ui,nq. Montrer que

m̧

i�1

ņ

j�1

ciα ju2
i, j ⩽ n.

(g) En déduire que �
� n¹

j�1

α j

�



1{n

⩽
1
n

ņ

j�1

α j ⩽ 1.

(h) Conclure.

Septième partie : le théorème de John, sens direct

Soit C un corps convexe symétrique de Rn et on suppose que son ellipsoïde de mesure maximale est
Bn

2 . On note X l’ensemble des points de contact entre C et Sn�1, i.e. X � Sn�1 X BC.

On munitMnpRq du produit scalaire Φ défini dans l’exercice préliminaire.

54. Montrer que X est un compact non vide.

On pose T � tMatF pψuq , u P Xu � MnpRq où, rappelons-le, F est la base canonique de Rn. On
admet dans toute la suite que convpTq (le plus petit convexe deMnpRq qui contient T) est un compact

deMnpRq (théorème de Carathéodory). On souhaite donc montrer que
1
n

In P convpTq. Pour cela, on

raisonne par l’absurde et on suppose que
1
n

In < convpTq.
55. Montrer que convpTq est inclus dans SnpRq.
56. Montrer que pour toute matrice M P convpTq, la trace de M vaut 1.

57. (a) Montrer qu’il existe une forme linéaire f deMnpRq telle que

@M P convpTq, f pMq ¡ f
�

1
n

In



.

(b) Montrer qu’il existe H PMnpRq unique telle que

@M PMnpRq, f pMq � TrpHMq.

Quitte à changer f on peut supposer aussi que H P SnpRq et que H est de trace nulle (admis). On
conserve cette hypothèse dans toute la suite.

58. En déduire que pour tout u P BC X Sn�1, xHu,uy ¡ 0.

59. Pour tout δ ¡ 0, on pose Eδ � tx P Rn, xpIn � δHq x, xy ¤ 1u. Montrer qu’il existe α ¡ 0
tel que pour tout δ Ps0, αr, Eδ est un ellipsoïde de Rn et calculer sa mesure.

60. (a) Montrer qu’il existe η Ps0, αr tel que pour tout δ Ps0, ηr, pour tout u P BC,

xpIn � δHqu,uy ¡ 1.

Indication : On pourra utiliser le fait suivant, après l’avoir justifié : pour toute réunion
BC �

¤
iPI

pUi X BCq avec pour tout i P I, Ui ouvert de Rn, il existe J � I fini tel que

BC �
¤
iPJ

pUi X BCq.
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(b) En déduire que pour tout δ Ps0, ηr, Eδ � C.

61. Conclure.

Huitième partie : une conséquence du théorème de John

Soit C un corps convexe symétrique de Rn. On note E l’ellipsoïde de mesure maximale inclus dans
C.

62. On suppose uniquement dans cette question que E � Bn
2 . Montrer que Bn

2 � C � ?
nBn

2 .

63. En déduire que E � C � ?
nE.

Dans les questions numérotées de 64 à 66, on se propose de montrer que la constante
?

n est optimale.
On pose C � r�1, 1sn.

64. Vérifier que C est un corps convexe symétrique.

Soit E l’ellipsoïde inclus dans C de mesure maximale. On note JE la jauge de E. On rappelle qu’il s’agit
d’une norme euclidienne.

65. Soit pXiq1⩽i⩽n une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un univers
probabilisé pΩ,A,Pq, qui suivent une loi de Rademacher. Montrer que :

E
�
}pX1, . . . ,Xnq}2

E

	
¥ n.

66. Conclure.

FIN DU SUJET
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ÉCOLE POLYTECHNIQUE FILIÈRE MP

CONCOURS D’ADMISSION 2006

DEUXIÈME COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES

(Durée : 4 heures)

L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

? ? ?

Matrices réelles de partie symétrique positive

Dans tout le problème, l’espace vectoriel R
n sera muni du produit scalaire usuel noté (.|.) et

de la norme correspondante ‖.‖. On notera Mn(R) l’espace vectoriel des matrices à n lignes et
n colonnes, à coefficients réels, et I la matrice identité ; on munira Mn(R) de la norme usuelle :

‖A‖ = sup

®

‖Ax‖

‖x‖
, x 6= 0

´

.

Une matrice A de Mn(R) sera dite s-positive si l’on a (Ax|x) > 0 pour tout x de R
n.

Première partie

1. Montrer que toute matrice A de Mn(R) s’écrit de façon unique comme somme d’une
matrice symétrique As et d’une matrice antisymétrique Aa.

2. Soit A une matrice de Mn(R). Trouver une condition nécessaire et suffisante, portant sur
les valeurs propres de As, pour que A soit s-positive.

Deuxième partie

3. Montrer que, pour toute matrice s-positive A et tout nombre réel λ > 0, la matrice λI +A

est inversible.

On posera alors Rλ(A) = (λI + A)−1.

4. (Étude d’exemples) On examinera les deux exemples suivants :

a) n = 2, A =

Ç

0 1
−1 0

å

.

1
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b) n = 3, A =

Ö

0 0 1
0 0 0
−1 0 0

è

.

Pour chacun de ces exemples : calculer Ker A, Im A, Rλ(A), dire si Rλ(A) (resp. λRλ(A))
admet une limite lorsque λ → 0 et, si oui, donner cette limite.

Dans la suite de cette deuxième partie on se donne une matrice s-positive A et un réel λ > 0.

5. Démontrer les assertions suivantes :

5.a) ARλ(A) = Rλ(A)A = I − λRλ(A) .

5.b) Pour tout réel µ > 0, on a

Rλ(A) − Rµ(A) = (µ − λ)Rλ(A)Rµ(A) .

6. Démontrer l’inégalité ‖Rλ(A)‖ 6
1

λ
, avec égalité si et seulement si det A est nul.

7. Démontrer les assertions suivantes :

7.a) Pour tout x ∈ Im A, λRλ(A)x → 0 lorsque λ → 0.

7.b) L’espace R
n est somme directe de Ker A et Im A.

7.c) Lorsque λ tend vers 0, λRλ(A) tend vers le projecteur sur Ker A parallèlement à Im A.

8. Montrer que l’application Φ : λ 7→ Rλ(A) de ]0,+∞[ dans Mn(R) est indéfiniment déri-
vable, et exprimer ses dérivées successives Φ(p) en fonction de ses puissances Φq : λ 7→ Φ(λ)q.

Troisième partie

Dans cette troisième partie on se donne une application F de ]0,+∞[ dans Mn(R) possédant
les propriétés suivantes :

(i) ∀λ > 0 , ‖F (λ)‖ 6
1

λ
;

(ii) ∀λ , µ > 0 , F (λ) − F (µ) = (µ − λ)F (λ)F (µ) ;

(iii) F (1) est inversible.

9. Montrer que F (λ) est inversible pour tout λ > 0.

10.a) Calculer F (λ)−1 − F (µ)−1.

10.b) Montrer que, lorsque λ → 0, F (λ)−1 admet une limite A et que l’on a, pour tout λ > 0,
λI + A = F (λ)−1.

11. Montrer que les matrices AF (λ) et A sont s-positives.
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Quatrième partie

Étant donné une matrice A de Mn(R), on pourra admettre les résultats suivants :

(i) La série
+∞∑
k=0

Ak

k!
est convergente. Notons exp A sa somme.

(ii) La fonction de variable réelle t 7→ exp(tA) est dérivable et sa dérivée est donnée par

d

dt
exp(tA) = A exp(tA) .

12. Soit A une matrice de Mn(R). Démontrer l’équivalence des conditions suivantes :

(i) pour tout t > 0, on a ‖ exp(−tA)‖ 6 1 ;

(ii) pour tout x ∈ R
n, la fonction t 7→ ‖ exp(−tA)x‖2 est décroissante ;

(iii) A est s-positive.

On fixe maintenant une matrice A s-positive et un réel λ > 0.

13. Démontrer la convergence des intégrales

ρ(λ)i,j =

∫ +∞

0
e−λt(exp(−tA))i,j dt , 1 6 i, j 6 n .

On note ρ(λ) la matrice de coefficients ρ(λ)i,j .

14. Comparer ρ(λ) et Rλ(A). [On pourra calculer d’abord Aρ(λ) + λρ(λ).]

15. On considère le premier exemple de la question 4. Calculer exp(−tA), puis ρ(λ). Retrouver
la valeur de Rλ(A) obtenue à la question 4.

∗ ∗
∗
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Le but de ce problème est d’étudier certains aspects de la diagonalisabilité des matrices

symétriques à coefficients rationnels. Ces matrices sont diagonalisables dans R, mais il se

trouve que leurs valeurs propres ne peuvent pas prendre n’importe quelle valeur réelle. Le

principal objectif de ce problème est de caractériser les nombres réels qui apparaissent comme

valeurs propres de matrices symétriques à coefficients rationnels.

Notations

Dans tout le problème, si n et m sont des entiers naturels non nuls et K est un corps,

— on note Mm,n(K) l’ensemble des matrices à m lignes et n colonnes à coefficients

dans K ainsi que Mn(K) = Mn,n(K) l’ensemble des matrices carrées de taille n à

coefficients dans K ;

— on identifie l’espace vectoriel Kn
à l’espace vectoriel des vecteurs colonnes Mn,1(K) ;

— on note Sn(K) l’ensemble des matrices symétriques carrées de taille n à coefficients

dans K ;

— si A 2 Mm,n(K), on note AT
la matrice transposée de A et, si m = n,

�A(X) = det(XIn �A)

son polynôme caractéristique, qui est donc un polynôme unitaire ;

— si q1, . . . , qn sont des éléments de K, on note Diag(q1, . . . , qn) la matrice diagonale de

taille n de coefficients diagonaux q1, . . . , qn.

Première partie

1. Exhiber une matrice M 2 S2(Q) dont
p
2 est valeur propre.

2. Le but de cette question est de montrer que
p
3 n’est pas valeur propre d’une matrice

de S2(Q). On suppose qu’il existe M 2 S2(Q) telle que
p
3 est valeur propre de M .

2a. En utilisant l’irrationnalité de
p
3, montrer que le polynôme caractéristique de M est

X2 � 3.

2b. Montrer que si n 2 Z, alors n2
est congru à 0 ou 1 modulo 3.

2c. Montrer qu’il n’existe pas de triplet d’entiers (x, y, z) premiers entre eux dans leur

ensemble tel que x2 + y2 = 3z2.

2d. Conclure.

3a. On se donne q 2 Q, n 2 N?
et une matrice A 2 Sn(Q) telle que A2 = qIn. Construire

une matrice B 2 S2n(Q) commutant à la matrice
�
A 0
0 A

�
et telle que B2 = (q + 1)I2n.

3b. Montrer que pour tout d > 1, il existe n 2 N?
et des matrices M1, . . . ,Md 2 Sn(Q) qui

commutent deux à deux et telles que M2
k = kIn pour tout entier 1 6 k 6 d.

3c. Soit d > 1 un entier. En déduire que si q1, . . . , qd 2 Q, qi > 0, alors il existe n 2 N?
et

des matrices M1, . . . ,Md 2 Sn(Q) qui commutent deux à deux et telles que M2
i = qiIn pour

tout 1 6 i 6 d.

1
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4. Le but de cette question est de montrer que
3
p
2 n’est pas valeur propre d’une matrice

symétrique à coefficients dans Q. On raisonne par l’absurde, supposant l’existence d’une

matrice M 2 Sn(Q) (pour un certain entier n) dont
3
p
2 est valeur propre.

4a. Montrer que X3 � 2 divise le polynôme caractéristique de M . (On pourra commencer

par prouver que
3
p
2 62 Q.)

4b. Conclure.

5. Pour n 2 N?
, construire une matrice M 2 Sn(Q) dont cos(2⇡n ) est valeur propre. (On

pourra commencer par construire une matrice orthogonale à coefficients dans Q qui admet

e2i⇡/n pour valeur propre.)

Deuxième partie

Soit P (X) un polynôme unitaire de degré d > 1 à coefficients complexes que l’on écrit sous

la forme :

P (X) = a0 + a1X + a2X
2 + · · ·+ ad�1X

d�1 +Xd.

On suppose que a0 6= 0. On note �1, . . . ,�d 2 C les racines de P (X) (avec multiplicité). Pour

tout entier n > 1, on définit :

Nn = �n
1 + �n

2 + · · ·+ �n
d .

6. Soit Q(X) le polynôme réciproque de P (X) défini par Q(X) = XdP ( 1
X ). Montrer que :

Q(X) = 1 + ad�1X + · · ·+ a1X
d�1 + a0X

d

= (1� �1X)(1� �2X) · · · (1� �dX).

7. On définit la fonction f : R\(R \ { 1
�1
, . . . , 1

�d
}) ! C par f(x) = Q0(x)

Q(x) .

Montrer qu’il existe r > 0 tel que f est développable en série entière sur ]�r, r[, et que le

développement en série entière de f en 0 s’écrit :

8x 2 ]�r, r[ , f(x) = �
1X

n=0

Nn+1x
n.

8a. Montrer que si a0, . . . , ad�1 sont des éléments de Q, alors Nn 2 Q pour tout n > 1.

8b. Réciproquement montrer que si Nn 2 Q pour tout n > 1, alors a0, . . . , ad�1 sont des

éléments de Q.

8c. En déduire que si µ1, . . . , µd sont des nombres complexes et si P (X) =
Qd

i=1(X � µi),
alors P (X) 2 Q[X] si et seulement si

8n > 1,
dX

i=1

µn
i 2 Q.
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9. Soient n > 1 et m > 1 deux entiers et ↵1, . . . ,↵n,�1, . . . ,�m des nombres complexes. On

définit :

A(X) = (X � ↵1)(X � ↵2) · · · (X � ↵n)

B(X) = (X � �1)(X � �2) · · · (X � �m).

Montrer que si A(X) et B(X) sont à coefficients rationnels, alors les polynômes

nY

i=1

mY

j=1

(X � ↵i�j) et

nY

i=1

mY

j=1

(X � ↵i � �j)

sont aussi à coefficients rationnels.

Troisième partie

On dit qu’un nombre complexe z est totalement réel (resp. totalement positif ) s’il existe un

polynôme P (X) non nul à coefficients rationnels tel que :

(i) z est une racine de P , et

(ii) toutes les racines de P sont dans R (resp. dans R+).

10. Soit M une matrice symétrique à coefficients dans Q. Montrer que les valeurs propres

de M sont totalement réelles.

11a. Montrer que l’ensemble des nombres totalement réels est un sous-corps de R. (On

pourra utiliser le résultat de la question 9.)

11b. Montrer que l’ensemble des nombres totalement positifs est inclus dans R+, est stable

par addition, multiplication et que l’inverse d’un nombre totalement positif non nul est

totalement positif.

12. Soit x un nombre complexe. Montrer que x est totalement réel si et seulement si x2 est

totalement positif.

Quatrième partie

Le but de cette partie est de montrer que, réciproquement, tout nombre totalement réel est

valeur propre d’une matrice symétrique à coefficients dans Q.

On note R l’ensemble des nombres totalement réels et on admet qu’il existe une fonction

t : R ! Q vérifiant les deux propriétés suivantes :

(i) pour x, y 2 R et �, µ 2 Q, on a t(�x+ µy) = �t(x) + µt(y)

(ii) pour x totalement positif, on a t(x) > 0 et l’égalité est stricte si x 6= 0.

On considère un nombre z totalement réel non nul. Par définition, il existe un polynôme

unitaire Z(X) 2 Q[X] qui annule z. On écrit Z(X) sous la forme :

Z(X) = Xd �
�
ad�1X

d�1 + · · ·+ a1X + a0
�

3



avec d 2 N?
et ai 2 Q pour tout i 2 {0, . . . , d� 1}. On suppose en outre que Z(X) est choisi

de façon à ce que d soit minimal parmi les degrés des polynômes unitaires P (X) 2 Q[X] tels

que P (z) = 0.

On considère la matrice S de taille d⇥ d dont le coefficient (i, j), 1 6 i, j 6 d, vaut t(zi+j).
Pour X,Y 2 Rd

, on pose B(X,Y ) = XTSY .

13a. Montrer que B(X,X) > 0 pour X 2 Qd
, X 6= 0.

13b. En déduire que la matrice S est inversible.

14. Montrer que B est un produit scalaire sur Rd
.

15a. Montrer qu’il existe une base (e1, . . . , ed) de Rd
avec ei 2 Qd

pour tout i et B(ei, ej) =
0 pour i 6= j.

15b. En déduire qu’il existe P 2 GLd(Q) et q1, . . . , qd 2 Q, qi > 0, tels que :

S = P T · Diag(q1, . . . , qd) · P.

On pose :

M =

0

BBBBBBB@

0 0 · · · 0 a0

1 0
. . . 0 a1

0
. . .

. . .
.
.
.

.

.

.

.

.

.
. . .

. . . 0 ad�2

0 · · · 0 1 ad�1

1

CCCCCCCA

.

16. Calculer le polynôme caractéristique de M .

17a. Vérifier que la matrice SM est symétrique.

17b. En déduire que la matrice RMR�1
est symétrique où R = Diag(

p
q1, . . . ,

p
qd) · P .

18. Construire une matrice symétrique à coefficients rationnels dont z est valeur propre.
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ÉCOLE POLYTECHNIQUE ÉCOLES NORMALES SUPÉRIEURES

CONCOURS D’ADMISSION 2017 FILIÈRE MP

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES – A – (XLCR)

(Duré: 4 heures)

L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

? ? ?

Dans tout le problème

• E est un R-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗,
• Id est l’application identité sur E: Id(x) = x pour tout x ∈ E,

• L(E) est l’algèbre des endomorphismes de E,

• GL(E) est le groupe des automorphismes de E,

• E∗ = L(E,R) est l’espace vectoriel des formes linéaires sur E,

• A(E) est l’espace vectoriel des applications ω : E × E → R qui sont bilinéaires et anti-

symétriques, c’est-à-dire qui vérifient, quel que soit (x, y, z) ∈ E3 et quel que soit λ ∈ R,

ω(λx+ y, z) = λω(x, z) + ω(y, z) , ω(x, λy + z) = λω(x, y) + ω(x, z) ,

ω(x, y) = −ω(y, x) .

Pour tout ω ∈ A(E) et x ∈ E, on note ω(x, ·) la forme linéaire définie par

ω(x, ·) : E → R
y 7→ ω(x, y)

Pour tout ω ∈ A(E), on note ϕω l’application linéaire définie par

ϕω : E → E∗

x 7→ ω(x, ·)

Un élément ω de A(E) est appelé forme symplectique sur E si ϕω est un isomorphisme de

E sur E∗.

Un élément J de L(E) est appelé structure complexe sur E s’il vérifie J2 = −Id.

On dit qu’une forme symplectique ω sur E dompte une structure complexe J si ω(x, J(x)) > 0

pour tout x ∈ E \ {0}.

On note

• Mn(R) l’algèbre des matrices carrées de taille n à coefficients réels,

• GLn(R) le groupe des matrices inversibles de taille n à coefficients réels,

• In la matrice unité de taille n,

• lorsque n est pair, Jn la matrice carrée de taille n définie par blocs

Jn =

(
0 −In

2

In

2
0

)

1
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• det l’application déterminant sur Mn(R),

• tM la transposée de la matrice M .

On identifie tout élément de M1(R) à un nombre réel.

La partie I est utilisée dans les parties III et IV. Les parties II et III indépendantes entre

elles, sont utilisées dans la partie IV.

Partie I: Bases symplectiques

1. Montrer que la dimension de l’espace vectoriel E∗ vaut n.

2. Montrer que ω(x, x) = 0 pour tout ω ∈ A(E) et pour tout x ∈ E.

3. Soit ω ∈ A(E) et B = (b1, . . . , bn) une base de E.

(a) Montrer qu’il existe une unique matrice M ∈Mn(R), dont on précisera les coefficients,

telle que pour tout (x, y) ∈ E2, ω(x, y) = tXMY où X,Y ∈ Rn sont les matrices

colonnes représentant respectivement x et y dans la base B:

X =

x1...
xn

 , Y =

y1...
yn

 ,

x = x1b1 + · · ·+ xnbn ,

y = y1b1 + · · ·+ ynbn .

On notera alors M = MatB(ω).

(b) Montrer que M est antisymétrique, c’est-à-dire que tM = −M .

(c) Montrer que l’espace vectoriel A(E) est de dimension 1 lorsque E est de dimension 2.

(d) Montrer l’équivalence entre les trois énoncés suivants.

(E1): ω est une forme symplectique sur E.

(E2): Pour tout x ∈ E \ {0}, il existe y ∈ E tel que ω(x, y) 6= 0.

(E3): MatB(ω) est inversible.

4. Montrer que, s’il existe une forme symplectique sur E, alors E est de dimension paire.

Dorénavant, jusqu’à la fin du problème, n est un entier pair > 2.

5. Montrer que l’application ω0 définie par

ω0 : Rn × Rn → R
(X,Y ) 7→ tXJnY

est une forme symplectique sur Rn.

Jusqu’à la fin de cette partie, on fixe une forme symplectique ω sur E.

Le but des questions 6 à 9 est de montrer qu’il existe une base B de E telle que

MatB(ω) = Jn.

6. Traiter le cas où E est de dimension 2.

7. Soit F un sous-espace vectoriel de E .

2



(a) Montrer que, pour toute forme linéaire u : F → R, il existe une forme linéaire ũ : E →
R dont la restriction à F cöıncide avec u.

On note Fω le sous-espace vectoriel de E défini par

Fω = {x ∈ E : ∀y ∈ F, ω(x, y) = 0}

et ψF l’application linéaire définie par

ψF : E → F ∗

x 7→ ϕω(x)|F

où ϕω(x)|F est la restriction de ϕω(x) à F .

(b) Montrer que la restriction de ω à F × F est une forme symplectique sur F si et

seulement si F ∩ Fω = {0}.

(c) Quels sont le noyau et l’image de ψF ?

(d) Montrer que dim(F ) + dim(Fω) = dim(E).

(e) Montrer que, si la restriction de ω à F × F est une forme symplectique sur F , alors

E = F ⊕ Fω et la restriction de ω à Fω × Fω est une forme symplectique sur Fω.

8. Montrer par récurrence qu’il existe une base B̃ de E telle que

MatB̃(ω) =


J2 0 · · · 0

0 J2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 J2


9. Conclure. En déduire que ω dompte au moins une structure complexe sur E.

Partie II: Deux outils sur les polynômes

On note Rd[X] l’espace vectoriel des polynômes de degré 6 d à coefficients réels,

pour tout d ∈ N.

10. Soit P,Q ∈ R[X] des polynômes non nuls de degrés respectifs p et q strictement positifs.

Montrer que l’application linéaire LP,Q définie par

LP,Q : Rq−1[X]× Rp−1[X] → Rp+q−1[X]

(V,W ) 7→ V P +WQ

est un isomorphisme si et seulement si P et Q sont premiers entre eux dans R[X].

11. Soit d ∈ N∗. Construire une application

r : Rd[X] → R
P 7→ r(P )

polynomiale en les coefficients de P , telle que, si r(P ) est non nul, alors les racines de P

dans C sont simples.

Indication: On pourra utiliser la question précédente.
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12. Soit d ∈ N∗ et f une fonction polynomiale sur Rd. On suppose que la fonction f est non

nulle. Montrer que f−1(R \ {0}) est dense dans Rd.
Indication: On pourra utiliser le fait qu’un polynôme non nul à une variable n’a qu’un

nombre fini de racines.

Dans les parties III et IV, on fixe deux formes symplectiques ω et ω1 sur E.

Partie III: Réduction simultanée

13. Montrer qu’il existe un unique u ∈ GL(E) tel que ω1(x, y) = ω(u(x), y) pour tout (x, y) ∈
E2. Montrer alors que u appartient à l’ensemble S défini par

S =
{
u ∈ GL(E) : ∀(x, y) ∈ E2, ω

(
x, u(y)

)
= ω

(
u(x), y

)}
.

Dans les questions 14 à 19, on suppose que E est de dimension 4.

14. Soit B une base de E telle que MatB(ω) = J4. Soit U ∈ M4(R) la matrice de u dans la

base B.

(a) Quelle relation y a-t-il entre les matrices J4 et U?

(b) Montrer qu’il existe N ∈M2(R) et α , β ∈ R tels que

U =

(
N αJ2
βJ2

tN

)
.

(c) Déterminer, en fonction de N , α et β les coefficients du polynôme T défini par T (X) =

det(N −XI2) + αβ. Montrer que T est un polynôme annulateur de U .

Dans les questions 15 à 19, on suppose que u n’admet aucune valeur propre

réelle.

Le but des questions 15 à 19 est de montrer qu’il existe une base B̃ de E, r > 0

et θ ∈ R \ πZ tels que

MatB̃(ω) = J4 et MatB̃(ω1) = r

(
0 −R−θ
Rθ 0

)

où Rθ =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
.

15. Montrer que U est diagonalisable sur C. En déduire qu’il existe λ ∈ C \ R et des vecteurs

Z et Y de C4 linéairement indépendants sur C tels que UZ = λZ et UY = λY .

16. Soient Z1, Z2, Y1, Y2 des vecteurs de R4 tels que Z = Z1 + iZ2 et Y = Y1 + iY2. Soient

(z1, z2, y1, y2) ∈ E4 de coordonnées respectives Z1, Z2, Y1, Y2 dans la base B. Montrer que

B̃ := (z1, z2, y1,−y2) est une base de E.

17. Montrer que
ω(z1, z2) = ω(y1, y2) = 0 ,

ω(z1, y1) = −ω(z2, y2) ,

ω(z1, y2) = ω(z2, y1) .
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18. Montrer que, quitte à remplacer Y par ξY avec ξ ∈ C\{0} bien choisi, on a ω(z1, y1) = −1

et ω(z1, y2) = 0.

19. Montrer qu’il existe r > 0 et θ ∈ R \ πZ tels que

MatB̃(u) = r

(
Rθ 0

0 R−θ

)
et conclure.

Jusqu’à la fin de cette partie, on ne fait plus d’hypothèse sur la dimension de E

ni sur l’endomorphisme u. On considère un polynôme P ∈ R[X] annulateur de

u et une décomposition P = P1 · · ·Pr, où r ∈ N∗ et P1, . . . , Pr sont des polynômes

premiers entre eux deux à deux dans R[X]. On note Fj = ker[Pj(u)] pour j =

1, . . . , r.

20. Montrer que E = F1 ⊕ · · · ⊕ Fr et que Fj est stable par u pour j = 1, . . . , r.

21. Montrer que, pour tous j et k appartenant à {1, . . . , r} et distincts, on a Fk ⊂ Fωj et

Fk ⊂ Fω1

j (la notation Fω est définie en question 7).

On dit alors que F1, . . . , Fr sont deux à deux orthogonaux pour ω et pour ω1.

22. En déduire que, pour tout j ∈ {1, . . . , r}, les restrictions de ω et ω1 à Fj × Fj sont des

formes symplectiques sur Fj .

23. On suppose que le polynôme caractéristique de u est à racines au plus doubles dans C.

Montrer que E est la somme directe de sous-espaces de dimension 2 ou 4, deux à deux

orthogonaux pour ω et ω1, et sur lesquels les restrictions de ω et ω1 sont des formes

symplectiques.

Partie IV: Structures complexes domptées simultanément

Dans cette partie, nous allons étudier les liens entre les propositions

(F1) : Il existe une structure complexe domptée par ω et par ω1.

(F2) : Le segment [ω, ω1] = {(1− θ)ω + θω1; θ ∈ [0, 1]} est inclus dans

l’ensemble des formes symplectiques sur E.

24. Soit u l’automorphisme de E défini en question 13. On suppose que (F2) est satisfaite et

que le polynôme caractéristique de u est à racines au plus doubles dans C. Montrer que

(F1) est satisfaite.

Indication: On pourra démontrer puis utiliser le fait que, pour tout θ ∈ R \ πZ, il existe

φ ∈ R tel que, pour tout X ∈ R2 \ {0}, tXRφX > 0 et tXRθ+φX > 0.

25. Soit S l’ensemble défini en question 13. Montrer que l’ensemble des éléments de S, dont le

polynôme caractéristique P est à racines au plus doubles dans C, est dense dans S.

Indication: On pourra utiliser r(P ′) où l’application r est définie en question 11.

26. Que peut-on conclure?
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ÉCOLE POLYTECHNIQUE FILIÈRE MP

CONCOURS D’ADMISSION 2005

PREMIÈRE COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES

(Durée : 4 heures)

L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

? ? ?

Endomorphismes d’espaces fonctionnels

Ce problème a pour but l’étude de certains endomorphismes des espaces de fonctions diffé-
rentiables et des espaces duaux.

Pour tout entier n > 0 on désigne par En l’espace vectoriel des fonctions à valeurs complexes,
de classe Cn, définies sur l’intervalle [−1, 1] ; pour toute f de E0 on pose

‖f‖ = sup {|f(x)| , x ∈ [−1, 1]} .

Enfin, on munit En de la norme πn définie par

πn(f) = max {‖f (k)‖ , k = 0, 1, . . . , n} .

(On ne demande pas de vérifier que πn est effectivement une norme).

Première partie

1. Calculer πn(Xp) où p ∈ N et où X désigne la fonction x 7→ x.

Pour tout f de En, n > 0 et tout g de En, n > 1, on pose

(Anf)(x) = x f(x) , (Bng)(x) =

∫ 1

0
g′(xt)dt pour tout x ∈ [−1, 1] .

2.a) Vérifier que Anf appartient à En, et que Bng appartient à En−1.

b) Montrer que An est une application linéaire continue de En dans lui-même, de norme
égale à n+ 1, et que Bn est une application linéaire continue de En dans En−1, de norme égale
à 1.

3. Calculer les produits BnAn et An−1Bn, applications de En dans En−1.
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4. On se propose maintenant de démontrer que le sous-espace image de An est le sous-

ensemble Fn de En formé des fonctions g telles que g(0) = 0 et que, en outre,
1

x

(

g(n)(x)−g(n)(0)
)

admette une limite finie lorsque x tend vers 0.

a) Traiter le cas où n = 0.

b) Supposant maintenant n > 0, vérifier que Im An est inclus dans Fn.

c) Prenant g dans Fn et posant f = Bng, montrer que f est de classe Cn sur [−1, 1] privé

de 0, puis étudier le comportement de
1

x

(

f (n−1)(x) − f (n−1)(0)
)

lorsque x tend vers 0.

d) Conclure.

Deuxième partie

On désigne par E l’espace vectoriel des fonctions à valeurs complexes, de classe C∞, définies
sur [−1, 1]. Pour toute f ∈ E on pose

δ(f) =
+∞
∑

n=0

1

2n

πn(f)

1 + πn(f)
.

5. Démontrer les assertions suivantes :

a) Pour f1, f2, f3 ∈ E, on a

δ(f1 − f2) 6 δ(f1 − f3) + δ(f2 − f3) .

b) Étant donnés des éléments f et fi(i ∈ N) de E, les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) δ(fi − f) tend vers 0 lorsque i tend vers +∞

(ii) pour tout n > 0, f (n)
i converge uniformément vers f (n).

c) La fonction δ définie ci-dessus est-elle la seule pour laquelle les assertions 5.a) et 5.b)
sont vraies ?

On désigne respectivement par A et B les endomorphismes de E définis par

(Af)(x) = x f(x) , (Bg)(x) =

∫ 1

0
g′(xt)dt pour tout x ∈ [−1, 1] .

6.a) Déterminer les produits AB et BA.

b) Déterminer les noyaux et les images de A et B.

2



7.a) Déterminer des fonctions ϕn, n = 1, 2, . . . sur [0, 1] telles que l’on ait, pour toute g ∈ E,

(Bng)(x) =

∫ 1

0
ϕn(t) g(n)(xt)dt .

[On pourra procéder par récurrence sur n.]

b) Calculer (Bng)(0).

c) On fixe g dans E. Déterminer des polynômes Pn, n = 0, 1, . . . tels que l’on ait

∀x ∈ [0, 1] ∀n > 1 , (AnBng)(x) = g(x) − Pn−1(x) .

[On pourra procéder par récurrence sur n et écrire An+1Bn+1 = AnABBn.]

d) Déduire de ce qui précède une démonstration de la formule de Taylor avec reste intégral.

8. Déterminer l’image de An et le noyau de Bn.

Troisième partie

On désigne par E′ l’espace vectoriel des formes linéaires ϕ sur E possédant la propriété
suivante : si des éléments f et fi(i ∈ N) de E sont tels que δ(fi − f) tend vers 0 lorsque i tend
vers +∞, alors ϕ(fi) tend vers ϕ(f).

9. Vérifier que, si ϕ appartient à E′, il en est de même des formes linéaires ϕ ◦ A et ϕ ◦B.

On note A′ et B′ respectivement les endomorphismes de E′ ainsi définis. Pour tout i ∈ N et
tout α ∈ [−1, 1], on note ϕα;i la forme linéaire sur E : f 7→ f (i)(α).

10. Pour n entier positif, déterminer Im (A′)n et Ker (B′)n ; montrer que les ϕ0;i ,

i = 0, . . . , n− 1, forment une base de Ker (A′)n.

11. Déterminer les éléments ψ de E′ solutions de l’équation (A′)nψ = ϕ0;0.

Étant donné un nombre complexe α, on désigne par Tα l’endomorphisme de E défini par

(Tαf)(x) = (x− α) f(x) pour tout x ∈ [−1, 1] .

On pourra admettre les résultats suivants :

(i) si ϕ appartient à E′, il en est de même de ϕ ◦ Tα. On notera T ′

α l’endomorphisme de E′

ainsi défini.

(ii) si α ∈ [−1, 1], (T ′

α)n est surjectif et Ker (T ′

α)n admet pour base les ϕα;i, i = 0, . . . , n− 1.
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12. Dans cette question on désigne par G un espace vectoriel et par U1, . . . , Ur des endomor-
phismes de G, commutant deux à deux et tels que, pour i 6= j, on ait

Ker Ui = Uj(Ker Ui) .

Montrer que l’on a
Ker (U1 . . . Ur) = Ker U1 + . . .+ Ker Ur .

13. Soit Q un polynôme à une indéterminée, à coefficients complexes ; notons TQ l’endomor-
phisme de E défini par (TQf)(x) = Q(x) f(x).

a) Vérifier que, si ϕ appartient à E′, il en est de même de ϕ ◦TQ. On note T ′

Q l’endomor-
phisme de E′ ainsi défini.

b) Préciser l’image de T ′

Q et donner une base de son noyau.

∗ ∗
∗
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Avertissement et Notations

L’usage des calculatrices et téléphones portables est interdit.

L’objet de cette épreuve est l’étude des nombres de Pisot, qui interviennent dans différents
domaines de l’arithmétique et de l’analyse. L’épreuve comporte quatre parties. Ces parties
ne sont pas indépendantes (les parties 1 à 3 sont liées, la partie 4 ne dépend que de la partie
1). Les résultats de questions non-traitées peuvent être admis et utilisés dans les réponses
aux questions suivantes, mais cela doit être clairement indiqué dans la copie.

Dans la suite, on notera Z[X] (resp. Q[X]) l’ensemble des polynômes à coefficients dans
Z (resp. dans Q). On utilisera les deux définitions suivantes:

• θ ∈ C est un nombre algébrique, s’il est racine d’un polynôme non-nul de Q[X].

• θ ∈ C est un entier algébrique, s’il est racine d’un polynôme unitaire de Z[X].

Il est clair qu’un entier algébrique est un nombre algébrique, la réciproque étant fausse.
D’autres définitions (dont celle des nombres de Pisot) sont données dans la partie 1.

Partie 1

1. Soit θ un nombre algébrique. Montrer que Iθ := {P ∈ Q[X], P (θ) = 0} est un idéal
de Q[X]. En déduire qu’il existe un unique polynôme Πθ ∈ Q[X] unitaire, de degré
minimal, et annulant θ. Le polynôme Πθ est appelé polynôme minimal de θ.

2. Un polynôme P ∈ Z[X] est dit primitif si ses coefficients sont premiers entre eux dans
leur ensemble. Montrer que si P,Q ∈ Z[X] sont primitifs, leur produit PQ l’est aussi.

Indication: On raisonnera par l’absurde. En notant P =
∑

akX
k, Q =

∑
bkX

k et

PQ =
∑

ckX
k, on introduira un diviseur premier p de tous les ck, ainsi que le plus

petit entier N pour lequel p ne divise pas aN .

3. En déduire que si θ est un entier algébrique, alors Πθ ∈ Z[X].

4. On appelle nombre de Pisot un entier algébrique θ tel que:

i) |θ| ≥ 1.

ii) ∀α ∈ C, α 6= θ, Πθ(α) = 0⇒ |α| < 1.

On note P l’ensemble des nombres de Pisot. Montrer que P ⊂ R.

5. Soit θ ∈ P. On admet qu’il existe k ∈ N, et des nombres complexes α0, . . . , αk de
module strictement plus petit que 1, tels que

θn +

k∑
i=0

αni ∈ Z, pour tout n ∈ N.

En déduire que la série de terme général sin2(πθn) est convergente. On montrera dans
la partie 3 la réciproque de ce résultat.

2
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Partie 2

Dans toute cette partie,

f(z) =
+∞∑
n=0

cnz
n

désigne une série entière à coefficients complexes cn, n ∈ N, de rayon de convergence R > 0
(éventuellement infini). On note D(0, R) := {z ∈ C, |z| < R}.

1. On suppose dans cette question que f est une fraction rationnelle, c’est-à-dire qu’il

existe P,Q ∈ C[X] avec Q(z) 6= 0 et f(z) =
P (z)

Q(z)
pour tout z ∈ D(0, R). Montrer qu’il

existe p ∈ N, des complexes non tous nuls β0, . . . , βp, et n0 ∈ N tels que

β0cn + β1cn+1 + . . . + βpcn+p = 0, pour tout n ≥ n0. (0.1)

2. Réciproquement, on suppose qu’il existe p ∈ N, des complexes non tous nuls β0, . . . , βp,
et n0 ∈ N tels que (0.1) soit vérifiée. Montrer que f est une fraction rationnelle.

3. On suppose que f est une fraction rationnelle. Montrer que les déterminants

∆m :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c0 c1 . . . . . . cm
c1 c2 . . . . . . cm+1

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .
cm cm+1 . . . . . . c2m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, m ∈ N

sont tous nuls à partir d’un certain rang.

4. On suppose réciproquement que ∆m = 0 pour tout m à partir d’un certain rang. On
note p le rang minimal. On souhaite montrer que f est une fraction rationnelle. On
suppose p ≥ 1 (le cas p = 0 est trivial).

(a) Montrer qu’il existe des complexes β0, . . . , βp−1 tels que

Cj+p := β0cj + β1cj+1 + . . . + βp−1cj+p−1 + cj+p

soit nul pour tout j = 0, . . . , p.

(b) Montrer que ∆p+1 = −∆p−1(C2p+1)
2.

(c) Montrer que Cj+p = 0 pour tout j ∈ N.

Indication: on pourra raisonner par récurrence, et montrer que si Cj+p est nul
pour tout j ≤ m− 1 (m > p), alors ∆m = (−1)m+p∆p−1(Cp+m)m−p+1.

(d) En déduire que f est une fraction rationnelle.

5. On suppose que f est une fraction rationnelle, que l’on écrit sous forme irréductible:

f(z) =
P (z)

Q(z)
=
p0 + p1z + · · ·+ pmz

m

q0 + q1z + · · ·+ qnzn
, z ∈ D(0, R)

avec P et Q premiers entre eux dans C[X], uniques à constante multiplicative près. On
suppose de plus que f est à coefficients dans Z: cn ∈ Z pour tout n ≥ 0.

On admet que les coefficients pi et qj peuvent alors être choisis dans Z et premiers entre
eux dans leur ensemble. On supposera désormais ces deux hypothèses satisfaites.
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(a) Montrer que les coefficients qj de Q sont premiers entre eux dans leur ensemble.

(b) En utilisant le théorème de Bezout dans Q[X], montrer qu’il existe U, V ∈ Z[X] et
r ∈ Z \ {0} tels que r = Q (Uf + V ).

(c) En déduire que r divise les coefficients de Uf + V .

Indication: on pourra s’inspirer du résultat de la question 2, Partie 1, en le
généralisant aux séries entières.

(d) Conclure que q0 = ±1.

Partie 3

Soient θ > 1 et λ > 0 tels que la série de terme général sin2(λπθn) converge. L’objectif
de cette partie est de montrer que θ est un nombre de Pisot. Pour tout n ∈ N, on écrit
λθn = an + εn, avec an ∈ Z et εn ∈ [−1

2 ,
1
2 [. On introduit aussi ηm := am − θam−1, m ≥ 1.

1. (a) Montrer que les séries de terme général ε2n et η2n convergent.

(b) On introduit pour tout n ∈ N le déterminant ∆n := |(ai+j)0≤i,j≤n|. Montrer que

∆2
n ≤

(
n∑
0

a2m

)(
n+1∑
1

η2m

)(
n+2∑
2

η2m

)
. . .

(
2n∑
n

η2m

)

Indication: on utilisera sans démonstration le lemme d’Hadamard suivant: pour
toute matrice A réelle de taille n, de colonnes A1, . . . , An, on a

| det(A)| ≤ ‖A1‖2 . . . ‖An‖2, où ‖ ‖2 désigne la norme euclidienne sur Rn.

(c) Déduire des questions précédentes que ∆n → 0 quand n→ +∞.

2. En utilisant les résultats de la partie 2, montrer qu’il existe deux polynômes P,Q ∈ Z[X]
premiers entre eux, tels que Q(0) = 1 et

+∞∑
n=0

anz
n =

P (z)

Q(z)
, ∀|z| < θ−1.

3. On garde les notations de la question précédente. Montrer que la série entière f(z) =∑+∞
n=0 εnz

n a un rayon de convergence R ≥ 1, et que

f(z) =
λ

1− θz
− P (z)

Q(z)
, ∀|z| < θ−1.

4. En déduire que θ−1 est l’unique zéro de Q dans le disque unité ouvert.

5. Montrer que (1− |z|) f(z)→ 0 quand |z| → 1. En déduire que θ−1 est l’unique zéro de
Q dans le disque unité fermé.

6. En déduire que θ est un nombre de Pisot.
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Partie 4

On rappelle pour cette partie le résultat suivant, démontré dans les parties précédentes:

Soit θ ≥ 1. Si θ est un nombre de Pisot, la série de terme général sin2(πθn) converge.
Réciproquement, s’il existe λ > 0 tel que la série de terme général sin2(λπθn) converge, alors
θ est un nombre de Pisot.

Soit θ > 1. On introduit, pour tout u > 0,

Γ(u) := lim
n→+∞

n∏
k=0

cos(uθ−k)

1. Montrer que la fonction Γ est bien définie sur R∗+.

2. Montrer que dans le cas θ = 2, Γ(u) =
sin(2u)

2u
pour tout u > 0.

Indication: on fera bon usage de la formule cosx sinx = 1
2 sin 2x.

3. On suppose dans cette question que Γ(u) 6→ 0 lorsque u→ +∞.

(a) Montrer l’existence d’un δ > 0, d’une suite réelle convergente (λs)s∈N, et d’une
suite d’entiers strictement croissante (ms)s∈N tels que:

pour tout s ∈ N, 1 ≤ λs < θ, et |Γ (πλsθ
ms)| ≥ δ.

On notera us = πλsθ
ms , et λ ∈ [1, θ] la limite des λs.

(b) Montrer que pour tout s ∈ N,

|Γ(us)| ≤ |cos(πλs) cos(πλsθ) . . . cos(πλsθ
ms)| .

En déduire que pour tout s ∈ N,

ms∑
q=0

sin2(πλsθ
q) ≤ ln(1/δ2).

(c) En déduire que θ est un nombre de Pisot.

4. On suppose dans cette question que θ est un nombre de Pisot avec θ 6= 2.

(a) Montrer que θm 6= 2k+1
2 , pour tout m ∈ Z \ {0} et pour tout k ∈ N.

(b) Montrer que le produit
∏n
m=1 cos2(πθ−m) converge vers un nombre A > 0 lorsque

n→ +∞.

(c) Montrer que le produit
∏n
m=1 cos2(πθm) converge vers un nombre B > 0 lorsque

n→ +∞.

(d) En déduire que Γ(u) 6→ 0 lorsque u→ +∞.
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-0 S SAINT-CLOUD FONTENAY 

Dmix  : 4 h e m  
OPTION MATH MATH 2 

Une importance purticdière sera attache'e à la prdsentutwn et à la clurtd des 
copies. Les parties I et II sont indépendantes. 

1 

Soit r un entier r 2 1 et a un nombre réel strictement positif. 

A 

On considère une fonction f définie et de dasse C' sur l'intervalle [ O ,  a ]  
qui vérifie 

f ( 0 )  = O ,  
f(.) < z pour % € I O ,  a l ,  
f ' ( z )  > O pour z E [O ,  a ] .  

10 Montrer que l'on a f '  ( O )  < 1 .  

20 On définit une suite de fonctions 1, par f, (x) = z et fn (2) = fun- (z) ) 
pour n 2 1. Montrer que les fonctionsf,, sont définies et de dasse C' sur l'in- 
t e r d e  [ O, a ]  et que ieurs dérivées y sont strictement positives. 

30 Montrer que la suite fn converge uniformément vers O sur l'intervalle [ O ,  a ] .  

B 

40 Soient A un nombre réel dans l'intervalle ] O ,  1 [ et h, une fonction conti- 
nue strictement croissante sur [A, 11 qui vérifie 

hl (1) = f ( a )  
h ' ( 1 )  = a .  

Montrer qu'il existe une fonction h, unique, sur l'intervalle ]O,  11 telie que 
(i) h ( z )  = h,  (z) pour z E [ A ,  1 1 ,  
(ii) h ( z )  € ] O ,  a ]  pour z € ] O ,  1 1 ,  
(iii) h ( A  x) = f ( h  (z)) pour z € ] O ,  1 1 .  

Montrer que h est continue et strictement croissante sur l'intervalle ] O ,  1 [ 
et que l'on a Iim h (z) = O .  *+ 

50 Montrer que si - h (2) admet une limite (finie) non nulle en O, on doit 
z 

avoir A = f ' ( 0 ) .  

C 

60 On se donne A E ] O ,  1 [ . Soient g, h deux fonctions définies, continues 
et strictement croissantes sur l'intervaile [ O ,  11 qui vérifient 

(i) h ( O )  = g ( O )  = O ,  h ( 1 )  = g ( 1 )  = a .  
(ii) Pourtoutz  E [ O ,  11 onah(A z ) . = f ( h ( z ) ) , g ( A z )  = f ( g ( z ) ) .  

On pose K (z) = g-' ( h ( z ) )  pour z E [O,  1 1 .  

a. Montrer que K est définie, continÙe et strictement croissante sur [ O ,  11 
et que l'on a K ( A r )  = 1. K (z) pour tout z E [ O ,  1 1 .  

b. Si K est dérivable en O,  montrer que K (z) = z . 
c. Montrer qu'il existe des fonctions K continues, strictement croissantes sur 

[O, 11 qui vérifient K (O)  = O ,  K ( 1 )  = 1 et K ( A  z) = A K (z) 
pour tout z E [O,  1 1 ,  mais qui sont Wérentes de la fonction z - z. 

D 

Dans cette partie, on suppose que A = f' ( O )  €10, 11 et quefest  dedasse 
C'et r 2 2 .  

70 Montrer que pour tout L > O,  il existe une constante c > O telie que pour 
tout z € [ O ,  a]  et tout entier n 2 O on ait 

f n  (z) < c ( A  + L ) " z .  

80 Soit 4 la fonction définie sur l'intervalle [O,a] par 4 ( O )  = O et 

4 (z) = l o g f 0  A %  pourz  € ] O ,  a]. 

a. Montrer que + est de dasse C' sur [ O ,  a ]  . 
b. Montrer que la série Xl 4 o f t  converge uniformément sur l'inter- 

& > O  

d e  [ O ,  a ]  . 'Soit Y sa somme. 
c On pose g (z) = z exp Y (z)  pour z E [O, a ] .  Montrer que 

g c / ( x ) )  = A g (z) pour tout z E [ O ,  a ] .  
'd.' Montrer que pour tout E > O ,  il existe une constante c' > O telie que l'on 

f; (z) G c' ( A  + E)f .  

ait pour tout z E [O, a ]  et tout entier i 2 O 

e. Montrer que h fonction g est de dasse C' sur [ O ,  a ]  et que sa dérivée 
y est strictement positive. 

Tourna 1. p q e  S. V.P. 
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E 

90 On d6finit une fonction f sur l ' i n t e d e  IO, a] par f (O) = O et 
f ( % ) = A % ( I - j - - )  1 .pour % E l O , a l .  

OnsupposequeAetasonttebqueO < f ( z )  < z p o u r z ~ ] O ,  a]. 
a. Montrer que f est de ciasse C' sur [O ,  a] , que sa dérivée y est stricte 

ment positive et que l'on a f' ( O )  = A .  

b. Montrer que A-"f, ,  (a) tend vers + CO quand n tend vers + 00. 
c. Soit b un nombre strictement positif. Montrer qu'il n'existe pas de fonc- 

tion continue h : [ O ,  b ]  - [ O ,  u ] ,  dCrivable en O, telie que 
(1 %) = f ( h  (%I l '  

II 

Etant donné une fonction de variable réelle v , de &se C" au voisinage de O, 
on lui associe une série entière Z vn z" dite développement de Taylor de v en 
zéro définie par 

v ( f )  ( O )  
Co = v (O), b', = -- 

i !  

On considère dans cette partie un polynôme à coefficients complexes 
\l" P (%) = q 2' (P ( O )  = O ) .  
A i r 1  

10 Soit une série entière h (2) = h, z' telle que h ( O )  = O.  Montrer 

que 2 b, zf dont le disque 

de convergence contient celui de h. Montrer que l'on a pour tout entier i 2 1 : 

d i a n  
R 

a, ( h  ( t ) ) f  est une série entière b1 
i l 1  d i  2 1 

20 Soit c un nombre réel strictement positif. On considère la fonction v dCfinie 
dans un voisinage de O par 

l ( l + z - d  1 - 2 (1 + 2 c )  % + 5). 
2 (1 + c )  

v = =  

u. Montrer que v est de dasse C" au voisinage de O.  

b. On note X un t" le développement de Taylor de u en O. Montrer que u, = O, 
Y, = 1 et que la série entière ~ c ' , z n  converge pour 

(On pourra décomposer le radical en facteurs du premier degré.) 
12 1 < ( f i + d E ) - ' .  

c. Montrer que la fonction u vérifie pour x dans un voisinage de O 
c v (%y 
1 - u (2) 

= v (%) - 2. 

d. En déduire que l'on a pour n >/ 2 

30 On pose a, = A et on suppose 1 h ] # 1, O. On définit une suite (h,) , ,  a ,  
de nombres complexes par la relation de récurrence : h, = 1 et, pour i >/ 2 

1' - h d k  œ 2 (Aj, \i? + ... + j k -  i , j P  a 1 4,. - .hk) - 
1 )-,inl(i. X) 

ak h f = -  

Montrer que l'on peut choisir le nombre réel c de h question 20 de façon à 
avoir pour tout entier n 2 1 : 

1 hn 1 G Un- 

40 Montrer que le rayon de convergence de la série entière &, * h, 2% est stric- 
tement positif. On note h la somme. Montrer que la fonction h vdrifie au voi- 
sinage de l'origine 

P ( h  ( r ) )  = h (? x ) .  



Le sujet comprend 6 pages numérotées de 1 à 6

⋆ ⋆ ⋆

Soit d un entier valant 1 ou 2. On rappelle qu’une fonction polynômiale sur R2 à valeurs
complexes est un élément de VectC{(t, s) 7→ tksℓ : k, ℓ ∈ N}.
Une fonction g : Rd → C est dite bornée s’il existe une constante positiveM pour laquelle
l’inégalité |g(x)| 6M est vraie pour tout vecteur x de Rd.

Une fonction g : Rd → C est dite à décroissance rapide si pour toute fonction polynômiale
P : Rd → C, la fonction gP est bornée sur Rd. L’ensemble des fonctions continues à
décroissance rapide est noté C 0

rap(R
d;C).

Une fonction h : Rd → C est dite à croissance lente s’il existe une fonction polynômiale
P : Rd → C∗ pour laquelle h/P est bornée sur Rd.

Pour toute fonction f ∈ C ∞(R2;C) et tout multi-indice α = (α1, α2) ∈ N2 on pose

∂αf = ∂α1

1 ∂α2

2 f.

Par un abus de notation, si f ∈ C ∞(R;C) et n ∈ N, on notera ∂ nf la fonction f (n) dans
les deux lignes qui suivent. On introduit les ensembles suivants :

S(Rd;C) =
{

f ∈ C
∞(Rd;C) : ∀α ∈ N

d, ∂αf est à décroissance rapide
}

,

O(Rd;C) =
{

h ∈ C
∞(Rd;C) : ∀α ∈ N

d, ∂αh est à croissance lente
}

.

Pour k ∈ {1, 2} on considère les endomorphismes suivants de C ∞(R2;C):

∂k : f 7−→ ∂kf, Mk : f 7−→ {(x1, x2) 7→ xkf(x1, x2)},

et les endomorphismes suivants de C ∞(R;C) :

D : f 7−→ f ′, M : f 7−→ {t 7→ tf(t)}.

Pour tout élément g de C 0
rap(R

2;C), la fonction (t, s) 7→ g(t, s)(1 + t2)(1 + s2) est bornée
sur R2. En particulier, par le théorème de convergence dominée, les deux fonctions

t 7→
∫

R

g(t, s) ds, s 7→
∫

R

g(t, s) dt

sont bien définies, continues et intégrables sur R. On admet dans tout le sujet le Théorème
de Fubini sur C 0

rap(R
2;C) qui exprime l’égalité suivante pour les éléments g de cet espace :

∫

R

{∫

R

g(t, s) ds

}

dt =

∫

R

{∫

R

g(t, s) dt

}

ds.

On notera dorénavant le nombre complexe précédent
∫

R2

g,

et on pourra utiliser sans la justifier l’inégalité
∣
∣
∣
∣

∫

R2

g

∣
∣
∣
∣
6

∫

R2

|g|.

1
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Le but de ce sujet est de démontrer un résultat fondamental établi en 1974 et par
la suite considérablement généralisé dans le cadre de l’étude des équations aux dérivées
partielles non linéaires.

Les parties I et II sont indépendantes. La partie III utilise des résultats de la partie
II. La partie IV utilise ceux des parties II et III. La partie V dépend de toutes les
précédentes.

I. Convergence faible

Soit (H, 〈·, ·〉, ‖·‖) un espace préhilbertien réel. On dit qu’une suite (vn)n∈N de H converge
faiblement vers v ∈ H si, pour tout z ∈ H , 〈vn, z〉 converge vers 〈v, z〉 ; ce mode de
convergence sera dorénavant noté vn ⇀ v. On dit que (vn)n∈N converge fortement vers v
lorsque ‖v − vn‖ → 0 quand n → +∞ ; ce mode de convergence est classiquement noté
vn → v.

(I.1) Démontrer que la limite faible, lorsqu’elle existe, est unique.

(I.2) Démontrer que la convergence forte implique la convergence faible.

(I.3) Démontrer que si vn ⇀ v et si ‖vn‖ converge vers ‖v‖, alors vn → v.

(I.4) Démontrer que si H est de dimension finie, alors la convergence faible équivaut à
la convergence forte.

(I.5) Soit (vn)n∈N une suite bornée. Démontrer que si vn ⇀ v et wn → w, alors 〈vn, wn〉 →
〈v, w〉.

(I.6) Soit H = C 1([0, 1];R) muni du produit scalaire suivant pour f, g ∈ H

〈f, g〉 =
∫ 1

0

f(t)g(t) dt.

(I.6.a) En notant cn : t 7→ cos(nt), montrer que la suite (cn)n∈N est bornée dans H et
que cn ⇀ 0.
Indication : On pourra utiliser une intégration par parties.

(I.6.b) Montrer cependant que (〈cn, cn〉)n∈N ne converge pas vers 0.

Le reste du sujet se consacre à l’élaboration d’un cadre préhilbertien précis que l’on
exploitera dans la partie V pour assurer le passage à la limite dans un produit 〈vn, wn〉
sans qu’aucune des deux suites (vn)n∈N ou (wn)n∈N ne converge fortement.

II. L’espace S(Rd;C)

Dans cette section nous allons établir quelques propriétés de l’espace S(Rd;C) qui nous
seront utiles pour la suite.

On admet dans tout le sujet que S(Rd;C) et O(Rd;C) sont des sous-espaces vectoriels
du C-espace vectoriel C ∞(Rd;C) stables par les opérateurs ∂k et Mk lorsque d = 2 et par

les opérateurs D et M lorsque d = 1.

(II.1) Soit f ∈ S(R2;C). Montrer qu’en fixant l’une ou l’autre de ses variables, la fonction
d’une variable obtenue est un élément de S(R;C).
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(II.2) Exhiber un élément γ ∈ S(R;C) qui ne s’annule en aucun point.

(II.3) Montrer que si f ∈ S(R;C) et g ∈ S(R;C), alors la fonction

f ⊗ g : R
2 −→ C

(x1, x2) 7−→ f(x1)g(x2)

appartient à S(R2;C).

(II.4) Soit V un sous-espace vectoriel de C ∞(R2;C) ne contenant que des fonctions
bornées. On suppose que V est stable par les opérateurs ∂k et Mk pour k ∈ {1, 2}.
Démontrer que V ⊆ S(R2;C).

(II.5) Montrer que si (h, f) ∈ O(R2;C)× S(R2;C), alors hf ∈ S(R2;C).
Indication : On peut traiter cette question en utilisant la précédente.

(II.6) À l’aide du théorème de convergence dominée sur R, établir la version bidimension-
nelle suivante : si (fn)n∈N ∈ S(R2;C)N converge simplement vers 0 sur R2 et s’il
existe un élément g ∈ S(R2;C) telle que |fn| 6 |g| pour tout n, alors

∫

R2

fn −→
n→+∞

0.

III. Endomorphismes de S(R2;C) commutant avec les opérateurs ∂k et Mk

Dans cette section nous allons montrer qu’un endomorphisme de C-espace vectoriel de
S(R2;C) commutant avec les opérateurs ∂k et Mk est nécessairement une homothétie.
Nous commençons par le cas d’une seule variable, où les opérateurs précédents sont
simplement remplacés par D et M.

(III.1) Soit L un endomorphisme de C-espace vectoriel de S(R,C) commutant avec M.

(III.1.a) En utilisant une formule de Taylor, montrer que si f ∈ S(R;C) s’annule en
a ∈ R, alors f s’écrit f(s) = (s− a)g(s) où g ∈ S(R;C).

(III.1.b) Démontrer que si f ∈ S(R;C) s’annule en a ∈ R, alors L(f) également.

(III.1.c) Soient g, f ∈ S(R;C) et a ∈ R. Montrer que f(a)L(g)(a) = g(a)L(f)(a).

(III.1.d) En déduire l’existence d’une fonction ψ ∈ C ∞(R;C) telle que L(f) = ψf .

(III.1.e) Montrer que si L commute en plus avec D, alors L est une homothétie, i.e.
qu’il existe α ∈ C tel que pour toute f ∈ S(R;C), on ait L(f) = αf .

(III.2) Soit T un endomorphisme de C-espace vectoriel de S(R2;C) commutant avec tous
les opérateurs ∂k et Mk, pour k = 1, 2.

(III.2.a) Soit a ∈ R et

µa : S(R2;C) −→ S(R;C)
f 7−→ {t 7→ f(t, a)}.

Démontrer que µa est une surjection linéaire.
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On admet l’égalité Kerµa = Im νa, où νa désigne l’endomorphisme M2 − a I de

S(R2;C) avec I l’endomorphisme identité sur S(R2;C). La preuve de cette égalité

est analogue à celle développée pour la question (III.1.a).

(III.2.b) Montrer que pour h ∈ S(R;C), l’application µa◦T est constante sur l’ensemble
µ−1
a (h).

La valeur que prend µa ◦ T sur µ−1
a (h) sera par la suite notée La(h) ; c’est un

élément de S(R;C).

(III.2.c) Montrer que pour tout a ∈ R l’application La est un endomorphisme de
S(R;C) commutant avec D et M.

(III.2.d) En déduire l’existence d’une fonction β ∈ C ∞(R;C) telle que pour tout couple
(t, a) de R2, on ait T(f)(t, a) = β(a)f(t, a). Conclure.

IV. La transformée de Fourier sur S(R2;C)

Pour ξ ∈ R2, on note eξ la fonction de R2 dans C définie par la formule eξ(x) = e−i(x|ξ),
où (·|·) est le produit scalaire euclidien sur R2.

(IV.1) Pour f ∈ S(R2;C) on pose

Γ(f) : R2 −→ C

(z, t) 7−→
∫

R

e−iszf(t, s)ds.

(IV.1.a) Démontrer que pour f ∈ S(R2;C), Γ(f) est bien définie et continue sur R2.

(IV.1.b) Démontrer que pour f ∈ S(R2;C), Γ(f) est de classe C
1(R2;C) en exprimant

∂1Γ(f) et ∂2Γ(f).

(IV.1.c) Démontrer que pour f ∈ S(R2;C) et α ∈ N2 \ {(0, 0)}, ∂αΓ(f) est bien définie
et qu’il existe une fonction g ∈ S(R2;C) telle que ∂αΓ(f) = Γ(g). En déduire
le caractère C ∞(R2;C) de Γ(f).

(IV.2) En utilisant (II.4), montrer que Γ(f) ∈ S(R2;C).

(IV.3) Soit f ∈ S(R2;C), montrer que pour tout ξ ∈ R2, eξf ∈ S(R2;C).

Pour f ∈ S(R2;C), on introduit sa transformée de Fourier :

pf : R2 −→ C

ξ 7−→
∫

R2

eξf.

(IV.4) Que vaut Γ ◦ Γ(f) ? En déduire que pf ∈ S(R2;C).

De la même manière qu’en (II.6) nous avons établi un théorème de convergence dominée

bidimensionnel, il est possible de démontrer un théorème de dérivation sous l’intégrale

et une formule d’intégration par parties sur R2. Avec l’aide de tels résultats on peut

démontrer les formules suivantes pour k = 1, 2, que l’on admet jusqu’à la fin de l’énoncé :

∂k pf = −izMkf,

Mk
pf = −iy∂kf.
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(IV.5) Montrer l’existence d’une constante α ∈ C telle que pour tout élément f ∈ S(R2;C),
ppf = α qf , où qf est définie par qf(x) = f(−x).

(IV.6) On considère sur S(R2;C) l’endomorphisme h 7→ h⋆ défini par h⋆(x1, x2) = h(x2, x1).

(IV.6.a) Pour f, g ∈ S(R2;C), montrer que

∫

R2

gΓ(f) =

∫

R2

Γ(g⋆)⋆f.

(IV.6.b) En déduire
∫

R2

g pf =

∫

R2

pgf.

Indication : Démontrer que les endomorphismes g 7→ g⋆ et g 7→ pg de S(R2;C)
commutent.

(IV.7) En déduire que, pour f, g ∈ S(R2;C), on a

∫

R2

pf pg = α

∫

R2

fg,

où g 7→ g désigne la conjugaison complexe et α le nombre complexe de la question
(IV.5), dont on démontrera qu’il est réel et strictement positif.

V. Structure préhilbertienne sur S(R2;R)

Pour deux éléments h1, h2 ∈ C 0
rap(R

2;C) on définit

〈h1, h2〉 = Re

∫

R2

h1h2.

On admet par la suite que l’expression ‖h‖2 =
√

〈h, h〉 définit une norme sur C 0
rap(R

2;C)
et que l’on dispose de l’inégalité de Cauchy-Schwarz suivante (cas complexe) :

∀h1, h2 ∈ C
0
rap(R

2;C),

∣
∣
∣
∣

∫

R2

h1h2

∣
∣
∣
∣
6 ‖h1‖2‖h2‖2.

Le sous-espace S(R2;R) des fonctions de S(R2;C) à valeurs réelles muni de 〈·, ·〉 est
un espace préhilbertien ; c’est dans ce cadre que nous allons reprendre la notion de
convergence faible introduite dans la partie I.

Une suite (hn)n∈N de S(R2;R) sera dite bornée si la suite (‖hn‖2)n∈N est bornée dans R.

On rappelle que pour tout élément h ∈ S(R2;C), on a défini dans la partie IV sa

transformée de Fourier, laquelle est notée ph.

Pour tout entier naturel N > 1 on pourra utiliser sans preuve le résultat suivant :

il existe une fonction paire θN ∈ S(R2;R) à valeurs dans [0, 1], identiquement égale à 1
sur le carré [−N,N ]2, identiquement nulle en dehors du carré [−3N, 3N ]2 et telle que

|∂kθN | 6 1 pour k = 1, 2.
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(V.1) Soient (fn)n∈N et (gn)n∈N deux suites bornées de S(R2;R) convergeant faiblement
vers 0 dans cet espace (voir partie I).

(V.1.a) Montrer que pour toute fonction θ ∈ S(R2;R), les suites (yθ gn)n∈N et (yθ fn)n∈N
convergent simplement vers 0 sur R2 et que

sup
n∈N, ξ∈R2

| xθgn(ξ)| <∞, sup
n∈N, ξ∈R2

| xθfn(ξ)| <∞.

(V.1.b) On suppose l’existence d’un compact K ⊂ R2 en dehors duquel toutes les
fonctions gn sont identiquement nulles. Montrer que pour tout n ∈ N on a
〈fn, gn〉 = 〈ϕn, ψn〉, où (ϕn)n∈N et (ψn)n∈N sont deux suites de S(R2;R) telles

que (xϕn)n∈N et (xψn)n∈N convergent simplement vers 0 sur R2 et

sup
n∈N, ξ∈R2

|xϕn(ξ)| <∞, sup
n∈N, ξ∈R2

|xψn(ξ)| <∞,

ainsi que

‖∂1ϕn‖2 6 ‖fn‖2 + ‖∂1fn‖2,
‖∂2ψn‖2 6 ‖gn‖2 + ‖∂2gn‖2.

(V.1.c) En déduire (toujours en supposant l’existence deK) que si (∂1fn)n∈N et (∂2gn)n∈N
sont bornées dans S(R2;R), alors 〈fn, gn〉 → 0.
Indication : On pourra montrer que |1− θN(x1, x2)| 6 (|x1|+ |x2|)/N .

(V.2) Montrer le Théorème de Rellich : soit K un compact de R2 et (hn)n∈N une suite
bornée dans S(R2;R) identiquement nulle en dehors deK et convergeant faiblement.
Si (∂1hn)n∈N et (∂2hn)n∈N sont également bornées dans S(R2;R), alors (hn)n∈N
converge fortement.

(V.3) Pour cette dernière question étant donnés deux éléments F = (f1, f2) et G = (g1, g2)
de S(R2;R)2 on pose

〈〈F,G〉〉 = 〈f1, g1〉+ 〈f2, g2〉.

On admet que 〈〈·, ·〉〉 est un produit scalaire sur S(R2;R)2 et on y considère (Fn)n∈N,
(Gn)n∈N deux suites bornées convergeant faiblement vers F et G. On suppose
l’existence d’un compact K ⊂ R2 en dehors duquel les éléments de la suite (Gn)n∈N
sont identiquement nuls. Démontrer que si (div(Fn))n∈N et (rot(Gn))n∈N sont bornées
dans S(R2;R), alors

〈〈Fn, Gn〉〉 −→ 〈〈F,G〉〉,

où la divergence et le rotationnel d’une application H = (h1, h2) ∈ S(R2;R)2 sont
définis par

div(H) = ∂1h1 + ∂2h2,

rot(H) = ∂2h1 − ∂1h2.

Fin de l’épreuve

⋆ ⋆

⋆
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ÉCOLE POLYTECHNIQUE

CONCOURS D’ADMISSION 2013 FILIÈRE MP

COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES – B – (X)

(Durée : 4 heures)

L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

? ? ?

Exposant de Hölder ponctuel d’une fonction continue

N désigne l’ensemble des entiers naturels et R celui des nombres réels.

On note C l’espace vectoriel réel des fonctions continues définies sur l’intervalle compact [0, 1]
et à valeurs dans R. Cet espace est muni de la norme ‖ · ‖∞ définie pour tout f ∈ C, par
‖f‖∞ = supx∈[0,1] |f(x)|.

On note C0 le sous-espace de C formé par les fonctions f telles que f(0) = f(1) = 0.

log2 est la fonction définie pour t ∈ ]0,+∞[, par log2 t =
ln t

ln 2
, où ln est le logarithme népérien.

Première partie : définition de l’exposant de Hölder ponctuel

Soit x0 ∈ [0, 1]. Pour tout s ∈ [0, 1[, on désigne par Γs(x0) le sous-ensemble de C formé par
les fonctions f qui vérifient :

sup
x∈[0,1]\{x0}

∣∣∣f(x) − f(x0)
∣∣∣

|x − x0|s
< +∞ .

1a. Montrer que Γs(x0) est un sous-espace vectoriel de C, puis que, pour tous réels s1 et s2

vérifiant 0 ≤ s1 ≤ s2 < 1, l’on a Γs2(x0) ⊂ Γs1(x0). Enfin, déterminer Γ0(x0).

1b. Soit f ∈ C. Si f est dérivable en x0, montrer que f ∈ Γs(x0) pour tout s ∈ [0, 1[.

1c. Montrer que pour tout x0 ∈ ]0, 1[, il existe f ∈ C non dérivable en x0 tel que pour tout
s ∈ [0, 1[, f ∈ Γs(x0).

Pour tout f ∈ C et tout x0 ∈ [0, 1], on pose

αf (x0) = sup {s ∈ [0, 1[ | f ∈ Γs(x0)} .

1
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Le réel αf (x0) est appelé exposant de Hölder ponctuel de f en x0 ; il permet de mesurer finement
la régularité locale de f au voisinage du point x0.

2. Soit p : [0, 1] → R, x 7→
»

|1 − 4x2|. Déterminer l’exposant de Hölder ponctuel de p en
1

2
.

Pour tout f ∈ C, on définit la fonction ωf : [0, 1] → R+ par

ωf (h) = sup {|f(x) − f(y)| |x, y ∈ [0, 1] et |x − y| ≤ h} .

3a. Montrer que ωf est croissante, et continue en 0.

3b. Montrer que pour tous h, h′ ∈ [0, 1] tels que h ≤ h′, ωf vérifie

ωf (h′) ≤ ωf (h) + ωf (h′ − h) .

3c. En déduire que ωf est continue sur [0, 1].

4a. Soit s ∈ [0, 1[. On suppose que la fonction h 7→ ωf (h)

hs
est bornée sur ]0, 1]. Pour tout

x0 ∈ [0, 1], montrer que f ∈ Γs(x0).

4b. Soit q : [0, 1] → R définie par





q(x) = x cos

Å

π

x

ã

pour x > 0 ,

q(0) = 0 .

Montrer que pour tout x0 ∈ [0, 1], αq(x0) = 1, mais que
ωq(h)√

h
ne tend pas vers 0 quand h tend

vers 0.

Deuxième partie : le système de Schauder

On note I =
¶

(j, k) ∈ N
2 | j ∈ N et 0 ≤ k < 2j} ; pour j ∈ N, on désigne par Tj l’ensemble

Tj =
¶

k ∈ N | 0 ≤ k < 2j} .

Pour tout (j, k) ∈ I, soit θj,k : [0, 1] → [0, 1] la fonction de C0, définie pour tout x ∈ [0, 1] par

θj,k(x) =

{
1 − |2j+1x − 2k − 1| si x ∈ [k2−j , (k + 1)2−j ] ,

0 sinon.

La famille des fonctions (θj,k)(j,k)∈I est appelée le système de Schauder.

On note k̃j(x) la partie entière du réel 2jx, c’est donc l’unique entier tel que

k̃j(x) ≤ 2jx < k̃j(x) + 1 .

5a. Montrer que pour tout j ∈ N et tout k ∈ Tj+1, il existe un unique entier k′ ∈ Tj tel que

[k2−j−1, (k + 1)2−j−1] ⊂ [k′2−j , (k′ + 1)2−j ] .
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On précisera le lien entre k et k′.

5b. Calculer θj,k(`2
−j−1) pour tous j ∈ N, k ∈ Tj, ` ∈ Tj+1.

5c. Montrer que pour tout (j, k) ∈ I, la fonction θj,k est continue, affine sur chaque intervalle
de la forme [`2−n, (` + 1)2−n] où n > j et ` ∈ Tn.

5d. Prouver que pour tous (j, k) ∈ I et (x, y) ∈ [0, 1]2, on a

∣∣∣θj,k(x) − θj,k(y)
∣∣∣ ≤ 2j+1|x − y| .

Dans le reste de cette partie f est un élément de C0.

Pour tout n ∈ N, soit Snf la fonction de C0 définie par

Snf =
n∑

j=0

∑

k∈Tj

cj,k(f) θj,k ,

où, pour tout (j, k) ∈ I, on a posé

cj,k(f) = f

ÅÅ

k +
1

2

ã

2−j
ã

− f
(
k2−j

)
+ f

(
(k + 1)2−j

)

2
.

6. Montrer que lim
j→+∞

max
k∈Tj

|cj,k(f)| = 0.

7a. Pour tout (j, k) ∈ I, (i, `) ∈ I, calculer cj,k(θi,`).

7b. Soit aj,k une famille de réels indexée par (j, k) ∈ I. On note bj = max
k∈Tj

|aj,k|, et on suppose

que la série
∑

bj est convergente.

Pour tout j ∈ N, soit fa
j la fonction définie par

fa
j (x) =

∑

k∈Tj

aj,kθj,k(x) .

Montrer que la série
∑

fa
j est uniformément convergente sur [0,1] vers une fonction noté fa, qui

appartient à C0 et qui vérifie, pour tout (j, k) ∈ I, cj,k(f
a) = aj,k.

8a. On suppose f de classe C1. Montrer qu’il existe une constante M ≥ 0 telle que pour tous
(j, k) ∈ I, |cj,k(f)| ≤ M2−j .

En déduire que la suite de fonction Snf est uniformément convergente sur [0, 1] lorsque n
tend vers ∞.

8b. On suppose f de classe C2. Montrer qu’il existe une constante M ′ ≥ 0 telle que pour tous
(j, k) ∈ I, |cj,k(f)| ≤ M ′4−j .

9a. Montrer que pour tout n ∈ N et tout ` ∈ Tn+1, la fonction Snf est affine sur l’intervalle
[`2−n−1, (` + 1)2−n−1].
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9b. Soit n ∈ N. On suppose que pour tout ` ∈ Tn, (Sn−1f)(`2−n) = f(`2−n). Montrer que
l’on a aussi que pour tout ` ∈ Tn+1, (Snf)(`2−n−1) = f(`2−n−1).

On pourra distinguer les cas suivant la parité de `.

9c. En déduire que pour tout n ∈ N et tout ` ∈ Tn+1, (Snf)(`2−n−1) = f(`2−n−1).

10a. Déduire de la question 9 que pour tout f de C0, lim
n→+∞

‖f − Snf‖∞ = 0.

10b. Soit n ∈ N. Montrer que Sn est un projecteur sur C0, dont la norme subordonnée (à
‖ · ‖∞) vaut 1.

11a. Soit s ∈ ]0, 1[. Montrer que si a, b ≥ 0, alors as + bs ≤ 21−s(a + b)s.

11b. Montrer que si f ∈ Γs(x0)∩C0, alors il existe un réel c1 > 0, tel que pour tout (j, k) ∈ I,
on a,

|cj,k(f)| ≤ c1

Ä

2−j + |k2−j − x0|
äs

.

Troisième partie : minoration de l’exposant de Hölder ponctuel

L’objectif de cette partie est d’établir une forme de réciproque du résultat de la question
11b. Dans toute cette partie, on désigne par f ∈ C0 une fonction vérifiant la propriété suivante :

(P1) il existe x0 ∈ [0, 1], s ∈ ]0, 1[ et c1 ∈ ]0,+∞[, tels que pour tout (j, k) ∈ I,

|cj,k(f)| ≤ c1

Ä

2−j + |k2−j − x0|
äs

.

Dans tout le reste de cette partie, on fixe les x0, s et c1 de la propriété P1 et x ∈ [0, 1] \ {x0}.

12. Montrer qu’il existe un unique n0 ∈ N tel que 2−n0−1 < |x − x0| ≤ 2−n0 .

13. On rappelle que la notation k̃j(x) a été introduite en préambule de la deuxième partie.
On pose

Wj =
∑

k∈Tj

|cj,k(f)|
∣∣∣θj,k(x) − θj,k(x0)

∣∣∣ .

Montrer que

Wj ≤
(
|c

j,̃kj(x)
(f)| + |c

j,̃kj(x0)
(f)|

)
2j+1|x − x0| .

14a. Montrer que pour j ≤ n0 (n0 est déterminé dans la question 12), on a

Wj ≤ 4c12
(1−s)j3s|x − x0| .

14b. En déduire que, en posant c2 = 8
Ä

21−s − 1
ä−1Ä

3/2
äs

c1,

n0∑

j=0

∑

k∈Tj

|cj,k(f)|
∣∣∣θj,k(x) − θj,k(x0)

∣∣∣ ≤ c2|x − x0|s .
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15. Montrer que pour tout j ∈ N, |c
j,̃kj(x0)

(f)| ≤ 2s(1−j)c1. En déduire, en posant

c3 =
Ä

1 − 2−s
ä−1

2sc1,

+∞∑

j=n0+1

∑

k∈Tj

|cj,k(f)| |θj,k(x0)| ≤ c3|x − x0|s .

Dans la suite du problème, on suppose que ‖f‖∞ = 1 et on rappelle que la fonction ωf a été
définie à la question 3.

16. Montrer qu’il existe un unique n1 ∈ N tel que ωf (2−n1−1) < 2−n0s ≤ ωf (2−n1).

17. Montrer que pour tout n ≥ n1, où n1 est déterminé dans la question 16, on a

‖f − Snf‖∞ ≤ 2s+1|x − x0|s .

On pourra utiliser les résultats des questions 9a et 9c.

18a. Montrer que lorsque n0 < n1, on a,

n1∑

j=n0+1

∑

k∈Tj

|cj,k(f)| |θj,k(x)| ≤ c13
s(n1 − n0)|x − x0|s .

On suppose de plus dans la suite que la fonction ωf vérifie la propriété suivante :

(P2) pour tout entier N ≥ 1, il existe un réel c4(N) > 0, tel que pour tout h ∈ ]0, 1],

ωf (h) ≤ c4(N) (1 + | log2 h|)−N .

18b. Pour tout entier N ≥ 1, on pose c5(N) = 3sc1

Ä

c4(N)
ä1/N

. Montrer que

n1 − n0 ≤ n1 + 1 ≤
Ç

c4(N)

ωf (2−n1)

å
1

N

et en déduire

n1∑

j=n0+1

∑

k∈Tj

|cj,k(f)| |θj,k(x)| ≤ c5(N)|x − x0|(1−
1

N
)s .

19. Déduire de ce qui précède que αf (x0) ≥ s.

On pourra distinguer les cas n0 ≥ n1 et n0 < n1.

∗ ∗
∗
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Les trois parties sont indépendantes.

Notations

Dans tout le sujet, (⌦,A , P ) désigne un espace probabilisé sur lequel seront définies les
différentes variables aléatoires. On notera P [A] la probabilité d’un événement A ⇢ ⌦ et E[X]
l’espérance d’une variable aléatoire X sur (⌦,A , P ) à valeurs réelles.

On pourra utiliser sans démonstration le résultat suivant :
Si Y1, . . . , Yn sont des variables aléatoires réelles discrètes mutuellement indépendantes et

intégrables, alors
E[Y1 · · ·Yn] = E[Y1] · · ·E[Yn].

On note log la fonction logarithme népérien. Par convention, on pose log 0 = �1.

Première partie

Soit n > 1 un entier naturel, et soient (X1, . . . , Xn) des variables aléatoires réelles discrètes
mutuellement indépendantes telles que, pour tout k 2 {1, . . . , n},

P [Xk = 1] = P [Xk = �1] =
1

2
.

On définit

Sn =
1

n

nX

k=1

Xk

ainsi que, pour tout � 2 R,

 (�) = log

✓
1

2
e
� +

1

2
e
��

◆
.

1. Soit Z une variable aléatoire réelle discrète telle que exp(�Z) est d’espérance finie pour
tout � > 0. Montrer que pour tout � > 0 et t 2 R,

P [Z > t] 6 exp(��t)E[exp(�Z)].

2. Montrer que P [Sn > 0] > 1
2 .

3. Montrer que pour tout t 2 R, on a

1

n
logP [Sn > t] 6 inf

�>0
( (�)� �t) .

Pour chaque � > 0, on pose

m(�) =
E[X1 exp(�X1)]

E[exp(�X1)]
,

ainsi que
Dn(�) = exp (�nSn � n (�)) .

1
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4. Montrer que la fonction m est strictement croissante sur R+, et que pour tout t 2 [0, 1[,
il existe un unique � > 0 tel que m(�) = t.

5a. Pour n > 2 et � > 0, montrer que

E[(X1 �m(�))(X2 �m(�))Dn(�)] = 0.

5b. En déduire que, pour n > 1 et � > 0,

E[(Sn �m(�))2Dn(�)] 6
4

n
.

Pour tous n > 1, � > 0 et " > 0, on note In(�, ") la variable aléatoire définie par

In(�, ") =

(
1 si |Sn �m(�)| 6 ",

0 sinon.

6. Montrer que

P [|Sn �m(�)| 6 "] > E[In(�, ") exp(�n(Sn �m(�)� ")],

7. Montrer que
E[In(�, ")Dn(�)] > 1� 4

n"2
.

8a. En déduire, pour chaque � > 0 et " > 0, l’existence d’une suite (un("))n>1 qui tend
vers 0 quand n tend vers l’infini et telle que

1

n
logP [Sn > m(�)� "] >  (�)� �m(�)� �"+ un(").

8b. Conclure que pour tout t 2 [0, 1[,

lim
n!1

1

n
logP [Sn > t] = inf

�>0
( (�)� �t) .

8c. La formule précédente est-elle encore valide pour t = 1 ?

Deuxième partie

On admet l’identité Z +1

�1
exp

�
�x

2
�
dx =

p
⇡.

Soient a < b deux réels et f : [a, b] ! R une fonction infiniment dérivable. Appelons (H)
l’hypothèse suivante : il existe un unique point x0 2 [a, b] où f atteint son maximum, on a
a < x0 < b, et f

00(x0) 6= 0.

9. Montrer que sous l’hypothèse (H), on a f
00(x0) < 0.

2



10. Sous l’hypothèse (H), montrer que pour tout � > 0 tel que � < min(x0 � a, b� x0), on
a l’équivalent, quand t ! +1,

Z b

a
e
tf(x) dx ⇠

Z x0+�

x0��
e
tf(x) dx.

11. Sous l’hypothèse (H), montrer l’équivalent, quand t ! +1,
Z b

a
e
tf(x) dx ⇠ e

tf(x0)

s
2⇡

t |f 00(x0)|
.

12a. Montrer que pour tout entier n 2 N, on a

n! =

Z +1

0
e
�t

t
n dt.

12b. En utilisant les résultats précédents, retrouver la formule de Stirling donnant un
équivalent asymptotique de n! .

Troisième partie

13. Montrer que

lim
a!+1

Z a

0
| sin(x2)| dx = +1.

14. Montrer que pour tout a 2 R,
Z a

0
sin(x2) dx =

+1X

n=0

(�1)n
a
4n+3

(2n+ 1)! (4n+ 3)
.

15. Montrer que les limites

lim
a!+1

Z a

0
sin(x2) dx et lim

a!+1

Z a

0
cos(x2) dx

existent et sont finies.
On admet les identités :

lim
a!+1

Z a

0
sin(x2) dx = lim

a!+1

Z a

0
cos(x2) dx =

p
2⇡

4
.

16. Montrer qu’il existe des nombres réels c, c
0 2 R tels que, pour a ! +1, on a

Z a

0
sin(x2) dx =

p
2⇡

4
+

c

a
cos(a2) +

c
0

a3
sin(a2) +O

✓
1

a5

◆
.

On admettra qu’il existe des nombres réels d, d
0 2 R tels que, pour a ! +1, on a

Z a

0
cos(x2) dx =

p
2⇡

4
+

d

a
sin(a2) +

d
0

a3
cos(a2) +O

✓
1

a5

◆
.

À partir de maintenant et jusqu’à la fin de l’énoncé, f désigne une fonction infiniment
dérivable de [0, 1] dans R. On suppose qu’il existe un unique point x0 2 [0, 1[ où f

0 s’annule.
On suppose également que f

00(x0) > 0. On se donne également une fonction g : [0, 1] ! R
infiniment dérivable.

3



17. Montrer qu’on a, pour t ! +1,
Z 1

x0

g(x) sin(tf(x)) dx = g(x0)

Z 1

x0

sin(tf(x)) dx+O

✓
1

t

◆
.

Pour tout x 2 [x0, 1], on définit

h(x) =
p
|f(x)� f(x0)|.

18a. Montrer que la fonction h définit une bijection de [x0, 1] sur [0, h(1)].

18b. Montrer que l’application h est dérivable en x0 à droite, et que h
0(x0) =

q
f 00(x0)

2 .
On admet que la bijection

h :

⇢
[x0, 1] ! [0, h(1)]
x 7! h(x)

admet une application réciproque h
�1 : [0, h(1)] ! [x0, 1] qui est infiniment dérivable.

19. Montrer que, pour t ! +1,
Z 1

x0

sin(tf(x)) dx = sin
⇣
tf(x0) +

⇡

4

⌘r
⇡

2tf 00(x0)
+O

✓
1

t

◆
.

20. On suppose que x0 2 ]0, 1[. Montrer que, pour t ! +1,

Z 1

0
g(x) sin(tf(x)) dx = g(x0) sin

⇣
tf(x0) +

⇡

4

⌘s
2⇡

tf 00(x0)
+O

✓
1

t

◆
.
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ÉCOLES NORMALES SUPÉRIEURES

CONCOURS D’ADMISSION 2015 FILIÈRE MP

COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES – C – (ULCR)

(Durée : 4 heures)

L’utilisation des calculatrices électroniques est interdite.

? ? ?

On définit, pour tout le problème, la fonction Gaussienne G : R→ R donnée par G(x) =
1√
2π
e−x

2/2.

I

1)
a. Pour t > 0 on pose

A(t) =

(∫ t

0

e−x
2

dx

)2

B(t) = −
∫ 1

0

e−t
2(1+x2)

1 + x2
dx.

A l’aide du changement de variables x = ty, montrer que les fonctions A et B ont la même dérivée.

b. En déduire que ∫ +∞

−∞
G(x) dx = 1.

2) Etant donnée une fonction g bornée continue sur R, résoudre l’équation différentielle ordinaire

ϕ′(x)− xϕ(x) = g(x).

3) Etant donnée une fonction f bornée continue sur R, et posant 〈f〉 =

∫ +∞

−∞
f(x)G(x) dx, montrer que la fonction

donnée par

ϕ(x) = ex
2/2

∫ x

−∞
e−y

2/2(f(y)− 〈f〉) dy

est de classe C1 sur R et est solution de l’équation différentielle

ϕ′(x)− xϕ(x) = f(x)− 〈f〉.

Montrer aussi que

ϕ(x) = −ex
2/2

∫ +∞

x

e−y
2/2(f(y)− 〈f〉) dy.

4) Montrer que pour tous nombres réels x, y, on a

e−y
2/2 6 e−x

2/2e−x(y−x).

Montrer que pour tout x ∈ R on a

|ϕ(x)| 6 C0‖f‖∞
1 + |x|

,

1
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avec C0 6 max(4, 2
√

2πe). Pour ce faire, on distinguera les cas x > 1, x 6 −1,−1 6 x 6 1. En déduire que ϕ′ est
bornée sur R.

5) On suppose dans tout le reste de cette partie en outre que f est de classe C1 avec f ′ bornée sur R.
Montrer que

ϕ(x) = −
∫ +∞

0

e−s
2/2e−sx(f(x+ s)− 〈f〉) ds.

En déduire que pour tout x ∈ R, on a

(1 + |x|)|ϕ′(x)| 6 C(‖f‖∞ + ‖f ′‖∞),

où C est une constante indépendante de f . En définissant C1 comme la meilleure constante possible dans cette
inégalité, en proposer une majoration explicite.

6) Justifier que ϕ est de classe C2 sur R et que pour tout x ∈ R on a

|ϕ′′(x)| 6 C(‖f‖∞ + ‖f ′‖∞),

où C est une constante indépendante de f . En définissant C2 comme la meilleure constante possible dans cette
inégalité, en proposer une majoration explicite.

II

Soit (gn)n∈N une suite de fonctions réelles positives continues par morceaux.

1) En utilisant une intégration par parties que l’on justifiera, montrer que pour toute fonction ϕ de classe C1 sur R
telle que ϕ et ϕ′ soient bornées sur R, on a∫ +∞

−∞
G(x)(ϕ′(x)− xϕ(x)) dx = 0.

2) On suppose pour cette question que la suite (gn) est telle que
∫ +∞
−∞ gn(x) dx = 1 et que pour toute fonction h de

classe C1 sur R telle que h et h′ soient bornées, on a

lim
n→∞

∫ +∞

−∞
gn(x)(h′(x)− xh(x)) dx = 0.

Montrer, en utilisant les résultats de la partie I, que pour toute fonction f continue bornée, on a

lim
n→∞

∫ +∞

−∞
gn(x)f(x) dx =

∫ +∞

−∞
G(x)f(x) dx.

3) On suppose pour cette question que la suite (gn) est telle que
∫ +∞
−∞ x2gn(x) dx est bornée indépendamment de n et

que pour toute fonction f bornée de classe C∞ sur R on a

lim
n→∞

∫ +∞

−∞
gn(x)f(x) dx =

∫ +∞

−∞
G(x)f(x) dx.

a. Justifier que si h est de classe C∞ sur R et à support compact, on a

lim
n→∞

∫ +∞

−∞
gn(x)(h′(x)− xh(x)) dx = 0.

b. On considère une famille (χR)R∈R∗
+

de fonctions bornées indépendamment de R, de classe C∞ sur R, telles que

χR vaut 1 sur [−R,R] et 0 en dehors de [−R− 1, R+ 1]. Montrer que si h est de classe C1 sur R et telle que h et h′

soient bornées sur R, étant donné ε > 0 et n ∈ N, il existe R tel que∣∣∣∣∫ +∞

−∞
(1− χR(x))gn(x)(h′(x)− xh(x)) dx

∣∣∣∣ 6 ε.
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c. Montrer que si h est de classe C∞ sur R, bornée et de dérivée bornée sur R, étant donné ε > 0, il existe R tel que∣∣∣∣ lim
n→∞

∫ +∞

−∞
gn(x)χR(x)(h′(x)− xh(x)) dx

∣∣∣∣ 6 ε.

d. Montrer que le même résultat est vrai si h est seulement de classe C1 sur R, avec toujours h bornée et de dérivée
bornée.

e. Déduire des questions précédentes que si h est de classe C1 sur R et telle que h et h′ soient bornées sur R, on a

lim
n→∞

∫ +∞

−∞
gn(x)(h′(x)− xh(x)) dx = 0.

III

Dans toute cette partie et la suivante, on suppose que (Xi)i∈N est une suite de variables aléatoires discrètes à valeurs
réelles, sur un espace de probabilité. On suppose que les Xi sont indépendantes, d’espérance nulle, de variance
1, et uniformément bornées en valeur absolue par une constante M .

On pose, pour tout n, Zn =
1√
n

(X1 + · · ·+Xn). On notera P la probabilité et E l’espérance.

Soit f une fonction de classe C1 sur R telle que f et f ′ sont bornées sur R, et 〈f〉 =

∫ +∞

−∞
f(x)G(x) dx. Soit ϕ définie

à partir de f comme à la question I. 3).

1) Vérifier que
E (ϕ′(Zn)− Znϕ(Zn)) = E(f(Zn)− 〈f〉).

2) Pour i entier dans [1, n], on définit Zn,i = 1√
n

(X1 + · · ·+Xi−1 +Xi+1 + · · ·+Xn) = Zn − 1√
n
Xi. En utilisant les

résultats de la partie I, montrer que∣∣∣∣Xiϕ(Zn)−Xiϕ(Zn,i)−
X2
i√
n
ϕ′(Zn,i)

∣∣∣∣ 6 C2

2

|Xi|3

n
(‖f‖∞ + ‖f ′‖∞).

3) En déduire que ∣∣∣∣∣E(Znϕ(Zn))− 1

n

n∑
i=1

E(ϕ′(Zn,i))

∣∣∣∣∣ 6 C2M

2
√
n

(‖f‖∞ + ‖f ′‖∞).

4) En utilisant le même type d’arguments, montrer que∣∣∣∣∣E(ϕ′(Zn))− 1

n

n∑
i=1

E(ϕ′(Zn,i))

∣∣∣∣∣ 6 C2√
n

(‖f‖∞ + ‖f ′‖∞).

5) Déduire de toutes les questions précédentes que∣∣∣∣E(f(Zn))−
∫ +∞

−∞
f(x)G(x) dx

∣∣∣∣ 6 C2(1 + 1
2M)

√
n

(‖f‖∞ + ‖f ′‖∞).

6) Montrer que pour tout nombre réel a, on a

lim
n→∞

P (Zn < a) =

∫ a

−∞
G(x) dx

et montrer que la vitesse de convergence peut se majorer par un O(n−1/4). On pourra par exemple encadrer la fonction
indicatrice de l’intervalle ]−∞, a] par des fonctions bien choisies.
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IV

On garde les mêmes hypothèses qu’à la partie précédente, à savoir que (Xi) forme une suite de variables aléatoires
discrètes à valeurs réelles, indépendantes, d’espérance nulle, de variance 1, et uniformément bornées en valeur absolue
par une constante M .

1)
a. En utilisant une propriété de convexité, montrer que pour tout t ≥ 0 et tout i, on a

E(etXi) 6
1

2
(etM + e−tM ).

b. Montrer que pour t > 0 et M ≥ 0, on a

1

2
(etM + e−tM ) 6 e

1
2 t

2M2

.

2) En déduire que pour tout δ > 0,

P

(
1

n

n∑
i=1

Xi > δ

)
6 e−

nδ2

2M2 .

3) Comparer ce résultat à celui de la question III. 6) : quelle est la meilleure estimation quand n tend vers l’infini
(discuter selon les cas)?

4)
a. On définit sur R la fonction

f(x) =
ex − 1− x

x2
.

Montrer que si |X| ≤M on a f(X) 6 f(M).

b. En utilisant les hypothèses sur Xi et l’inégalité 1 + x 6 ex, en déduire que pour tout t > 0 et tout i, on a

E(etXi) 6 exp

(
1

M2
(etM − 1− tM)

)
.

En déduire l’amélioration suivante du résultat précédent:

P

(
1

n

n∑
i=1

Xi > δ

)
6 e−

n
M2 Φ(Mδ),

où Φ(x) = (1 + x) log(1 + x)− x.

? ?

?
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COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES

(Durée : 4 heures)

L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

Le problème comporte deux parties qui sont indépendantes.

Notations

On note N l’ensemble des entiers naturels et N∗ l’ensemble des entiers naturels non nuls.

Soit n un entier naturel non nul. On note Sn le groupe des permutations de {1, . . . , n} et
ε(σ) la signature d’une permutation σ ∈ Sn.
Si σ ∈ Sn, on appelle point fixe de σ un élement i ∈ {1, . . . , n} tel que σ(i) = i. On note ν(σ)
le nombre de points fixes de σ. On appelle dérangement une permutation σ ∈ Sn n’ayant
aucun point fixe. On note Dn l’ensemble des dérangements de Sn et Dn son cardinal.

Si k est un entier naturel tel que k 6 n, on note
(
n
k

)
le coefficient binomial correspondant au

nombre de parties à k éléments d’un ensemble à n éléments. Par convention, on pose
(
n
k

)
= 0

pour un entier naturel k > n.

On note R[X] l’ensemble des polynômes à une indéterminée et à coefficients réels. Si de plus
n > 0 est un entier naturel, on note Rn[X] l’ensemble des éléments P ∈ R[X] de degré
inférieur ou égal à n.

Si n > 0 et d > 1 sont deux entiers naturels, on note d | n la relation « d divise n ».

Si x est un réel, on note E(x) sa partie entière, c’est-à-dire l’unique entier E(x) tel que
E(x) 6 x < E(x) + 1.

Si p est un nombre premier et n un entier naturel non nul, on note

νp(n) = max{ν ∈ N : pν | n}.

Soit n un entier naturel non nul. On note Mn(R) l’ensemble des matrices carrées de taille n
à coefficients réels.

Pour tout ensemble E, on note P(E) l’ensemble des parties de E.

On note ln2 la fonction de ]1,+∞[ dans R définie par ln2(x) = ln(ln(x)).

Si (an)n∈N∗ désigne une suite de nombres réels, on note, pour tout nombre réel x ∈ R,

∑
n6x

an =

E(x)∑
n=1

an,
∑
p6x

p premier

ap =

E(x)∑
p=1

p premier

ap,
∏
p6x

p premier

ap =

E(x)∏
p=1

p premier

ap

avec la convention que la somme indexée par l’ensemble vide vaut 0 et le produit indexé par
l’ensemble vide vaut 1.

On pourra utiliser sans démonstration le fait qu’il existe un réel γ tel que
n∑
k=1

1

k
=

n→+∞
ln(n) + γ +O

(
1

n

)
.
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Première partie

Soit un entier naturel n > 2. Pour tout nombre réel x, on considère la matrice de Mn(R)
suivante

Mx =


x 1 · · · 1 1
1 x · · · 1 1
...

...
. . .

...
...

1 1 · · · x 1
1 1 · · · 1 x

 .

1a. Montrer que la matrice −M0 est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres et ses
sous-espaces propres.

1b. En déduire que pour tout x ∈ R, on a∑
σ∈Sn

ε(σ)xν(σ) = (x− 1)n−1(x+ n− 1).

2. Calculer ∑
σ∈Sn

ε(σ),
∑
σ∈Sn

ε(σ)ν(σ) et
∑
σ∈Sn

ε(σ)

ν(σ) + 1
.

3. Établir que

Card{σ ∈ Sn : ε(σ) = 1} = Card{σ ∈ Sn : ε(σ) = −1}

et en déduire la probabilité qu’une permutation de Sn tirée uniformément au hasard soit de
signature prescrite.

4. Pour σ ∈ Sn, préciser à quelle condition sur ν(σ), on a σ ∈ Dn. En déduire que

Card{σ ∈ Dn : ε(σ) = 1} = Card{σ ∈ Dn : ε(σ) = −1}+ (−1)n−1(n− 1).

Soit m ∈ N. On considère la matrice

M =



(
0
0

)
0 · · · · · · · · · 0(

1
0

) (
1
1

)
0

...
...

. . . . . .
...

...
. . . . . .

...(
m−1
0

) (
m−1
m−1

)
0(

m
0

)
· · · · · · · · · · · ·

(
m
m

)


∈Mm+1(R).

5a. Justifier que les familles (1, X, . . . ,Xm) et (1, (X − 1), . . . , (X − 1)m) sont des bases de
Rm[X].
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5b. Montrer que la transposée de M est la matrice de l’application linéaire identité

Rm[X] −→ Rm[X]
P 7−→ P

dans les bases (1, X, . . . ,Xm) au départ et (1, (X − 1), . . . , (X − 1)m) à l’arrivée.

5c. Établir que M est inversible et expliciter son inverse.

5d. En déduire que pour tous (u0, . . . , um), (v0, . . . , vm) ∈ Rm+1,

si ∀k 6 m, uk =

k∑
`=0

(
k

`

)
v`, alors ∀k 6 m, vk =

k∑
`=0

(−1)k−`
(
k

`

)
u`.

6. Montrer que pour tout entier naturel n non nul,

Dn = n!
n∑
k=0

(−1)k

k!
.

Pour n un entier naturel supérieur ou égal à 2, on considère l’espace probabilisé (Dn,P(Dn))
muni de la probabilité uniforme. On définit une variable aléatoire Yn par Yn(σ) = ε(σ).

7a. Expliciter la loi de Yn.

7b. Calculer, pour tout ε ∈ {−1, 1}, lim
n→+∞

P(Yn = ε).

Pour n un entier naturel supérieur ou égal à 2, on considère l’espace probabilisé (Sn,P(Sn))
muni de la probabilité uniforme. On définit une variable aléatoire Zn par Zn(σ) = ν(σ).

8a. Expliciter la loi de Zn.

8b. Calculer, pour tout entier naturel k 6 n, lim
n→+∞

P(Zn = k).

8c. Déterminer le nombre moyen de points fixes d’une permutation aléatoire ainsi que sa
limite quand n tend vers +∞.

Soit n un entier naturel non nul. Pour toute permutation σ ∈ Sn, on rappelle qu’il existe, à
l’ordre près, une unique décomposition σ = c1c2 · · · cω(σ), où ω(σ) ∈ N∗ où c1, . . . , cω(σ) sont
des cycles à supports disjoints de longueurs respectives `1 6 `2 6 · · · 6 `ω(σ) et `1+`2+ · · ·+
`ω(σ) = n. En particulier, on prendra garde au fait que l’on prend ici en compte les cycles ci
de longueur 1, qui correspondent aux points fixes de σ, auquel cas ci est l’identité.
Par exemple, si σ est la permutation identité de {1, . . . , n}, on a ω(σ) = n et `ω(σ) = 1. Et
si σ est la permutation (1, 2) de {1, 2, 3}, on a σ = c1 ◦ c2 où c1 est l’identité et c2 = (1, 2)
de sorte que ω(σ) = 2.
On obtient ainsi une application ω : Sn → N. On se propose de montrer qu’en moyenne,
ω(σ) est de l’ordre de ln(n) dans un sens que l’on précisera.
Pour un entier k inférieur ou égal à n, on note s(n, k) le nombre de permutations de Sn

telles que ω(σ) = k. On considère alors, sur l’espace probabilisé (Sn,P(Sn)) muni de la
probabilité uniforme, la variable aléatoire Xn définie par Xn(σ) = ω(σ).
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9. Calculer, pour n ∈ {2, 3, 4}, la quantité
1

n!

∑
σ∈Sn

ω(σ).

10. Préciser s(n, n) et s(n, 1) puis montrer que, pour 2 6 k 6 n− 1, on a

s(n, k) = s(n− 1, k − 1) + (n− 1)s(n− 1, k).

Pour σ ∈ Sn, on pourra distinguer les cas σ(1) = 1 et σ(1) 6= 1.

11. Établir que, pour tout réel x,
n−1∏
i=0

(x+ i) =

n∑
k=1

s(n, k)xk.

12. Démontrer que E[Xn] =
n→+∞

ln(n) + γ +O

(
1

n

)
.

13a. Montrer que
1

n!

n∑
k=1

k(k − 1)s(n, k) =
n∑
i=1

n∑
j=1

1

ij
−

n∑
i=1

1

i2
.

13b. En déduire que

1

n!

n∑
k=1

k2s(n, k) = E[Xn] +

 n∑
i=1

n∑
j=1

1

ij
−

n∑
i=1

1

i2

 .

14a. Montrer que

1

n!

∑
σ∈Sn

ω(σ)2 =
n→+∞

(2γ + 1) ln(n) + c+ ln(n)2 +O

(
ln(n)

n

)
pour un réel c à préciser.

14b. Montrer que

1

n!

∑
σ∈Sn

(ω(σ)− ln(n))2 =
n→+∞

ln(n) + c+O

(
ln(n)

n

)
.

15. Justifier qu’il existe un nombre réel C > 0 tel que, pour tout réel ε > 0 et tout entier
n > 1, on a

P (|Xn − ln(n)| > ε ln(n)) 6
C

ε2 ln(n)
.

Deuxième partie

Pour tout entier naturel n non nul, on pose

ω(n) = Card{p premier : p | n} =
∑
p|n

p premier

1.

Par exemple, ω(6) = ω(12) = 2.

4

nclsj
Ligne

nclsj
Ligne


