Faire partie 1, puis 2, puis Q10 a Q15 et pousuivre le sujet

AGREGATION INTERNE ET CAERPA DE MATHEMATIQUES

SUJET 1 SECONDE EPREUVE ECRITE 2025

Vrai/faux

Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. On justifiera soigneusememt’la réponse.
X

1. 5 : R — R est une fonction continue, la fonction x — | (¥~ t)f(¢)dt est deux fois
U
dérivablesur R et sa dérivée seconde est f.

QL 1 t

2. L’intégralej n®
o 1

3. Il existe une probabilité Psyr IN* telle que”

dt est convergente et est pdile.

1
k(k+1)

Ve NS _P({k}) =

4. Si X et Y sont deuxvariables aléatoires défini®s\sur un univers probabilisé (Q, A, P)
suivant toutes leg“deux des lois de Rademacher. Alors\la variable aléatoire XY suit une
loi de Radepracher.

5. Soit Exh espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties de Etelles que A < B. On
suppose que A est dense dans B et que B est dense dans E. Alors A estdense dans E.

6. La réunion de deux parties convexes de IR" est une partie convexe de R".

7. La seule partie convexe dense de R est R.

Exercice préliminaire

oit ® I'application définie sur M, (R)? par ®(A, B) = Tr (ABT). Montreste @ est un

M, (R) comme un espace topologique
A de M, (R) est munie de la topologie indyi
existe un ouvert U de M, (IR) tel

9. (a) Soit A €
bLE

ffiie par cette norme. Dans la suite, toute partie
R) (O est un ouvert de A si, et seulement si, il

oncer et démontrer une caractérisation similaire des matrices
de leurs spectres.

10. Soient A une matrice de S;'*(R) et B € M,(R) une matrice inversible. Montrer que
BTABe Si*(R).

11. Montrer que S;f (R) et S;*(R) sont convexes.
12. Montrer que S;; (R) est un fermé de M, (R).
13. Montrer que S;f T (R) est dense dans S;; (R).

14. Soit S € S;"*(R). Montrer qu’il existe une unique matrice R € S; *(R) telle que R? = S.
On notera R = S'/2.

15. Soit S € S; 7 (R). Justifier que S'/? est inversible, puis que (S'/?)~! = (S~1)/2, On notera
plus simplement S~/2 la matrice (S%/2) 1.

Premiére partie : jauge d’un corps convexe symétrique

Définition 3. Soit C une partie de R". On dit que C est un corps convexe si C est compact, convexe
et si 0 appartient a l'intérieur de C, c’est-a-dire 0 € C. On dit que C est symétrique si

VxeR", (xeC) < (—xe().

On notera que cette notion de « corps convexe » n’est aucunement liée avec la notion de corps en algeébre.
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16. Montrer que si C est la boule unité d'une norme N définie sur R", alors C est un corps
convexe symétrique.

Le but de cette partie est de caractériser les corps convexes symétriques de R" comme des boules unités
d’une certaine norme sur R". Pour cela, on va introduire la jauge associée a un corps convexe symétrique :

Définition 4. Soit C un corps convexe symétrique. On définit sur R" 'application |, appelée jauge de
C, par :

VxeR", J(x)= inf{/\ e RY, %xe C}.

On se donne maintenant un corps convexe symétrique C.

17. Justifier que J, la jauge de C, est bien définie et que J(0) = 0.

18. Soit x € IR". Montrer que J(x) = 0 si, et seulement si, x = 0.

19. (a) Montrer que pour tout x € R", pour tout p € R*, J(ux) = pJ(x).
(b) Montrer que pour tout x € R”, pour tout u € R, J(ux) = |u|J(x).

20. Montrer que C = {x e R", J(x) < 1}.

21. Soient x et y deux éléments de IR". Soit € un réel strictement positif. On note :

X = - et Yy =

J(x) +¢
J(x) +J(y) +2¢

(a) Montrer que x’ et i’ appartiennent a C. En déduire que z € C.
(b) En déduire que J(x +y) < J(x) + J(y).

22. (a) Déduire de ce qui précede que | est une norme.

Soit a = etz=ax'+(1-a)y.

(b) Quelle est la boule unité de cette norme J?
(c) En déduire que 0C = {x e R", J(x) = 1}.

23. Montrer que si N1 et N> sont deux normes de R" ayant la méme boule unité, alors
N1 = Na.

Deuxiéme partie : généralités sur les ensembles convexes

Soit E un espace euclidien, dont on note {-, -)p le produit scalaire. On note |-| la norme associée au
produit scalaire (-, - ).
Dans toute cette partie, on désigne par C un convexe compact de E.
24. Soita e E.
(a) Montrer qu’il existe x, € C tel que |ja — x| = ing |a — x| . Justifier que sia ¢ C, alors
X€E
la = xallg > 0.
(b) Soient xp,x1 € C tels que |a —xo|g = a — x1]lp = iné |a — x| g. Montrer que xp = x3.
X€
X0 + X1

Indication : On pourra raisonner par I’absurde et considérer >

Ainsi, pour tout a € E, il existe un unique x, € C tel que |la — x,|p = ing |la — x|g. On définit alors
Xxe
I'application ic : E — C par la relation 1ic(a) = Xx,.
25. Soita € E.

(a) Soit l'application f : E — R définie par f(x) = <{a — mc(a),x)p. Soit I'ensemble
H = {x€E, f(x) = f(a)}.Justifier que H est un sous-espace affine de E. Quelles sont
les dimensions possibles pour H?

_4/|§|_



AGREGATION INTERNE ET CAERPA DE MATHEMATIQUES
SECONDE EPREUVE ECRITE

(b) Vérifier que f(ric(a)) < f(a) et que cette inégalité est stricte sia ¢ C.
(c) Montrer que pour tout x € C, f(x) < f(mc(a)).
Indication : On pourra considérer 1’application g : [0,1] — R, qui a t associe
la — (1 = Hmc(a) + tx)]Z.
(d) Soit b € C tel que pour tout x € C, {a — b,x — b)g < 0. Pour tout x € C, montrer que
|a — x| > |a — b||g et en déduire que b = nc(a).

Ainsi, on a montré que pour tout a € E, mic(a) est 'unique point b de C tel que pour tout x € C,
{a—b,x—Db)p<0.
26. (a) Soient a,a’ € E. Montrer que |rc(a') — nic(a)|z < (@' —a, nc(a’) — mic(a))d.
(b) En déduire que ¢ est 1-lipschitzienne.
27. Soit a € 0C. Soit (ay)peN une suite d’éléments de E\C qui converge vers a.
ay — mic(ap)

lap = mc(ay)
sous-suite convergeant vers un élément y de E.

(a) Montrer que la suite < > est une suite de E et qu’elle possede une
peN

(b) Montrer que y est non nul et que pour tout x € C, {(y,x —a)g < 0.

Troisieme partie : sur les ellipsoides
Définition 5. Soit A € S,/ *(IR). On appelle ellipsoide associé a A la partie E4 définie par
Er={xeR", (Ax,x) < 1}.
Une partie & de R" est un ellipsoide s'il existe A € S;; T (R) telle que & = E.

28. Soit r > 0. Montrer que B(0,7) (la boule fermée de centre 0 et de rayon r) pour la norme
||| est un ellipsoide de R" et préciser une matrice A, € S,;  telle que B(0,7) = &a,.
29. Soit &, l'ellipsoide associé a une matrice A € S;f 7 (R).
(a) Soit B € M, (R) une matrice inversible. Montrer que B~'E4 = {B~'x, x € E4} est un
ellipsoide.
(b) Montrer que E4 = A 1/2BY.
(c) En déduire que &4 est un corps convexe symétrique.
(d) Quelle est la jauge J4 associée a E4?
(e) Montrer que cette jauge J4 est une norme euclidienne. On donnera la matrice du
produit scalaire associé a cette norme dans la base canonique de R".

30. Soient &4 et Ep deux ellipsoides de R”, respectivement associés a A et B € S,/ (R).
Montrer que E4 = &Ep si et seulement si A = B.

31. Soient &4 et Ep deux ellipsoides de R”, respectivement associés a A et B € S,/ " (R).
Montrer que E4 < &g si et seulement si pour tout x € E, (Bx, x) < (Ax, x).

Définition 6. Soit & un ellipsoide. On a montré qu'il existe une unique matrice A € S, " (R) telle que
& = Ex. On définit alors 1a mesure de &, noté u(E), par

1
M8 = Feray

32. Dans cette question uniquement, on suppose n = 3. Soit r un réel strictement positif.
Donner une relation entre p1(B(0,7)) et le volume de B(0, r).

33. Soit & un ellipsoide de R". Soit B € M, (IR) une matrice inversible. Préciser la mesure de
B~1& en fonction de la mesure de &E.
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34.

35.

36.

Soit (ey,...,e,) une base orthonormée de R" et soient ay,...,a, des réels strictement
n n

positifs. Soit & = {x = 2 x;e; € R", Z aixl.z <1 } Montrer que & est un ellipsoide de R”
i=1 i=1

et calculer sa mesure.

Soit A € S, (R).

(a) Justifier que A admet n valeurs propres réelles (comptées avec leurs ordres de mul-
tiplicité) Ay = Ay > -+ = A, et qu'il existe une base orthonormée (fi,..., f,) de R”
telle que pour touti e {1,...,n}, Af; = Aifi.

(b) Soitk € [[1,n]]. Montrer que l'on a

Ak = sup min (Ax, x),
VEGk Hiﬁzl
ol Gy désigne 1’ensemble des sous-espaces vectoriels de IR” de dimension k.
Indication : Si V € G, on pourra considérer l'intersection de V avec le sous-espace
engendré par fy, ..., fu.
Soient & et & sont deux ellipsoides de R" tels que & < &'. Montrer que (&) < u(&').

Quatrieme partie : existence d'un ellipsoide de mesure maximale

Soit C un corps convexe symétrique de R".

37.
38.

39.

40.

41.

42.
43.

44.
45.

Justifier que C est borné et qu’il existe un ellipsoide & tel que C c &'.

Soit A = {u (E), & ellipsoide tel que & = C}. Montrer que A est non vide et majoré. En
déduire qu’il admet une borne supérieure notée a.

Justifier qu'il existe une suite (Ap)pen+ d’éléments de S, (R) telle que, en notant &,
I’ellipsoide associé a Ay, pour tout p € N*, &, < Cet pEr-il:loo (&) = a.

Pour A € S,,(R), on pose N(A) = sup [(Ax, x)|. Montrer que N est une norme sur S, (R).
lx]=1

Soit p € IN*. On introduit 0 < A1(p) < --- < Ay(p) les valeurs propres de A,. Montrer

que la suite (A1(p))pen= est minorée par un réel strictement positif, puis que la suite

(An(p))pen= est majorée.

En déduire que la suite (Ap)pen+ est bornée pour la norme N.

En déduire qu’il existe ¢ : N* — IN* strictement croissante et A € S,/ (R) telles que

pETOO App) = A.

Montrer que A € S; " (R).

En déduire qu'il existe un ellipsoide & de mesure maximale inclus dans C.

Cinquiéme partie : unicité de ’ellipsoide de mesure maximale

46.
47.

48.

49.

Montrer que la fonction f : x — In (1 + e*) est strictement convexe sur R.

Montrer que pour tout A € S;7*(R), det/"(I, + A) = 1 + det"/"(A) avec égalité si, et
seulement s’il existe A > 0 tel que A = AL,.

En déduire que pour tous A, B € SF7(R), det”/"(A + B) > det'/"(A) + det'/"(B) avec
égalité si, et seulement s’il existe A > 0 tel que B = AA. Indication : on pourra utiliser la
matrice A'/? introduite dans I’exercice préliminaire.

A+B

En déduire que si A et B appartiennent a S, " (RR), det < ) > 4/det(A) det(B).

Caractériser les cas d’égalité.
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50. Montrer 'unicité de 'ellipsoide de mesure maximale.

Sixieme partie : le théoreme de John, sens indirect
Définition 7. Soit u € R". L'application linéaire 1, : R" — IR" est définie par :
Vo e R", ¥, (v) = {u, v)u.
Le but des parties 6 et 7 est d’établir le théoreme suivant, dii a Fritz John.

Théoréme 8. Soit C un corps convexe symétrique de R". BJ est I'ellipsoide de mesure maximale de C
si et seulement si, B < C et s'il existe des points uy, ..., Uy € S"=1 ~ gCetdesréelscy, ..., cm > 0 tels

m
que Z ¢y, = idRn.
i=1

51. Soit u € R", non nul.

(a) Déterminer le noyau et I'image de 1, ainsi que leurs dimensions.
(b) Montrer que ¢, est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.
(c) Déterminer la trace de ;.

(d) Déterminer la matrice de i, dans la base canonique de R".

Dans les questions numérotées de @ a @ C est un corps convexe symétrique contenant Bj. On
suppose de plus qu’il existe des points uy, ..., u, appartenant @ 0C n S et des réels strictement

m
positifs c1,...,cy tels que Z ciYy, = idRn.
i=1
52. Soit v € dC n S"~1. D’apres la question 27, il existe y € R", non nul, tel que pour tout
xeC,{y,x—v)<O0.
(a) Montrer que 'ensemble H = {x € R", (y,x — v) = 0} est 'hyperplan tangent a S"~!
en .
(b) En déduire que pour tout x € C, (v, x) < 1.
53. Soit & 'ellipsoide inclus dans C de mesure maximale.

(a) Montrer qu’il existe une base orthonormée (e, ...,e,) de R" et des nombres réels
ai, ..., ay strictement positifs tels que

n
(x,e;)°
E=<{xeR" 1221 a?

<1

Quitte a appliquer une isométrie, on suppose maintenant que (eq,...,e,) est la base
canonique ¥ de R". Alors

X

2

i
E={x=(x;,...,x,) eR", Z; <1
=19

(b) Exprimer la mesure de & en fonction de ay, ..., ay.
n
(c) Soit v = (vy,...,v,) € 0C n S"~1. Montrer que 2 a]-vjz. < 1. Indication : On pourra
j=1

utiliser le vecteur w = (101, ..., a,vy).

m
(d) Calculer ) c:.
i=1
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m
(e) Montrer que si x € R", alors x| = Z ¢ (x, u>
i=1
(f) Pour toutie {1,...,m}, onpose u; = (u;1,...,u;,). Montrer que

Z cia]'uizj < n.
i=1j=1

1/n
- 1
[Taj] <=Daj<1.
=1 n«

j=1

(g) En déduire que

(h) Conclure.

Septiéme partie : le théoréme de John, sens direct

Soit C un corps convexe symétrique de R" et on suppose que son ellipsoide de mesure maximale est
BJ. On note X I'ensemble des points de contact entre C et Sl je X =8"1~aC.

On munit M, (R) du produit scalaire ® défini dans I’exercice préliminaire.
54. Montrer que X est un compact non vide.

On pose T = {Matg (¢,), ue X} < My,(R) oit, rappelons-le, F est la base canonique de R". On
admet dans toute la suite que conv(T) (le plus petit convexe de M, (R) qui contient T) est un compact

1
de M, (R) (théoréeme de Carathéodory). On souhaite donc montrer que EIn e conv(T). Pour cela, on
1
raisonne par I'absurde et on suppose que EI" ¢ conv(T).

55. Montrer que conv(T) est inclus dans S, (IR).
56. Montrer que pour toute matrice M € conv(T), la trace de M vaut 1.

57. (a) Montrer qu’il existe une forme linéaire f de M, (RR) telle que
1
VMe conv(T), f(M)> f <EI”> .

(b) Montrer qu’il existe H € M, (IR) unique telle que
VMe M,(R), f(M)=Tr(HM).

Quitte a changer f on peut supposer aussi que H € S,(IR) et que H est de trace nulle (admis). On
conserve cette hypothese dans toute la suite.

58. En déduire que pour tout u € 0C n S"~1, (Hu, u) > 0.

59. Pour tout 6 > 0, on pose E; = {x € R", {(I, + 6H) x,x) < 1}. Montrer qu’il existe & > 0
tel que pour tout 0 €]0, a[, &s est un ellipsoide de IR” et calculer sa mesure.

60. (a) Montrer qu’il existe 17 €]0, a[ tel que pour tout 6 €]0, [, pour tout u € 9C,
(L, + 6H) u, uy > 1.

Indication : On pourra utiliser le fait suivant, apres ’avoir justifié : pour toute réunion

oC = U (U; n 0C) avec pour tout i € I, U; ouvert de R”, il existe | < I fini tel que
i€l

oC = J (Wi n 20).

i€]
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(b) En déduire que pour tout 6 €]0, n[, & < C.

61. Conclure.

Huitieme partie : une conséquence du théoréme de John
Soit C un corps convexe symétrique de R". On note & I'ellipsoide de mesure maximale inclus dans
C.

62. On suppose uniquement dans cette question que & = BJ. Montrer que By ¢ C \/ﬁBg
63. En déduire que & c C c /n&.

Dans les questions numérotées deﬁ on se propose de montrer que la constante «/n est optimale.
On pose C = [-1,1]".

64. Vérifier que C est un corps convexe symétrique.

Soit & l'ellipsoide inclus dans C de mesure maximale. On note Jg la jauge de E. On rappelle qu’il s’agit
d’une norme euclidienne.

65. Soit (X;)i<i<n une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un univers
probabilisé (Q, A, P), qui suivent une loi de Rademacher. Montrer que :

E (H(Xl,...,Xn)Hé) > n.

66. Conclure.

FIN DU SUJET
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SUJET 2

ECOLE POLYTECHNIQUE FILIERE MP

CONCOURS D’ADMISSION 2006

DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée : 4 heures)

L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

* kX

Matrices réelles de partie symétrique positive

Dans tout le probléme, I'espace vectoriel R"™ sera muni du produit scalaire usuel noté (.|.) et
de la norme correspondante ||.||. On notera M, (R) 'espace vectoriel des matrices a n lignes et
n colonnes, & coefficients réels, et I la matrice identité; on munira M, (R) de la norme usuelle :

1Al = sup {M z# o} .

[l

Une matrice A de M,,(R) sera dite s-positive si l'on a (Az|z) > 0 pour tout x de R™.

Premiére partie

1. Montrer que toute matrice A de M, (R) s’écrit de fagon unique comme somme d’une
matrice symétrique A; et d’'une matrice antisymétrique A,.

2. Soit A une matrice de M, (R). Trouver une condition nécessaire et suffisante, portant sur
les valeurs propres de Ay, pour que A soit s-positive.

Deuxiéme partie

3. Montrer que, pour toute matrice s-positive A et tout nombre réel A > 0, la matrice A\l + A
est inversible.

On posera alors Ry(A) = (A + A)~L.

4. (Etude d’exemples) On examinera les deux exemples suivants :

0 1
a) n=2, A_<—1 0).



0
0
-1

b) n=3, A=

o o O
[ e

Pour chacun de ces exemples : calculer Ker A, Im A, Ry(A), dire si Ry(A) (resp. ARx(A))
admet une limite lorsque A — 0 et, si oui, donner cette limite.

Dans la suite de cette deuxiéme partie on se donne une matrice s-positive A et un réel A > 0.

5. Démontrer les assertions suivantes :

5.b) Pour tout réel u > 0, on a
Ra(A) = Ry(A) = (5 — \)Ra(A) Ry (A)

1
6. Démontrer I'inégalité ||Ry(A)|| < T avee égalité si et seulement si det A est nul.

7. Démontrer les assertions suivantes :

7.a) Pour tout x € Im A, AR)(A)z — 0 lorsque A — 0.

7.b) L’espace R est somme directe de Ker A et Im A.

7.c) Lorsque A tend vers 0, AR)(A) tend vers le projecteur sur Ker A parallélement a Im A.

8. Montrer que 'application ® : A — R)(A) de ]0,4o00[ dans M,,(R) est indéfiniment déri-
vable, et exprimer ses dérivées successives ®P) en fonction de ses puissances ®9: X — ®(\)4.

Troisiéme partie

Dans cette troisiéme partie on se donne une application F' de ]0, +oo[ dans M,,(R) possédant

les propriétés suivantes :
(i) VA>0, [[FVI <

(i) VA, p >0, F(\) —
(iii) F(1) est inversible.

1
X ;
F(u) = (u=NFANF(p);

9. Montrer que F'(\) est inversible pour tout A > 0.

10.a) Calculer F(\)~! — F(u)~ 1.

10.b) Montrer que, lorsque A — 0, F(A\)~! admet une limite A et que 'on a, pour tout A > 0,
M+A=F\L

11. Montrer que les matrices AF(\) et A sont s-positives.



Quatriéme partie

Etant donné une matrice A de M,(R), on pourra admettre les résultats suivants :
+oo Ak
(i) La série Z i est convergente. Notons exp A sa somme.
k=0 "
(ii) La fonction de variable réelle t — exp(tA) est dérivable et sa dérivée est donnée par

d
T exp(tA) = Aexp(tA) .

12. Soit A une matrice de M, (R). Démontrer 'équivalence des conditions suivantes :
(i) pour tout t > 0, on a ||exp(—tA)| < 1;
(ii) pour tout x € R™, la fonction t + || exp(—tA)z||? est décroissante;
(iii) A est s-positive.

On fixe maintenant une matrice A s-positive et un réel A > 0.

13. Démontrer la convergence des intégrales
+oo
p(N)ij = / e_M(exp(—tA))m dt , 1<i,j<n.
0
On note p(A) la matrice de coefficients p(\); ;.
14. Comparer p(\) et Ry(A). [On pourra calculer d’abord Ap(\) + Ap(A).]

15. On considére le premier exemple de la question 4. Calculer exp(—tA), puis p()A). Retrouver
la valeur de R)(A) obtenue a la question 4.
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Le but de ce probléme est d’étudier certains aspects de la diagonalisabilité des matrices
symétriques & coefficients rationnels. Ces matrices sont diagonalisables dans R, mais il se
trouve que leurs valeurs propres ne peuvent pas prendre n’importe quelle valeur réelle. Le
principal objectif de ce probléme est de caractériser les nombres réels qui apparaissent comme
valeurs propres de matrices symétriques a coefficients rationnels.

Notations

Dans tout le probléme, si n et m sont des entiers naturels non nuls et K est un corps,

— on note My, ,(K) I'ensemble des matrices & m lignes et n colonnes a coefficients
dans K ainsi que M, (K) = M, ,(K) l'ensemble des matrices carrées de taille n a
coefficients dans K ;

— on identifie 'espace vectoriel K™ & I'espace vectoriel des vecteurs colonnes M, 1 (K);

— on note Sy, (K) 'ensemble des matrices symétriques carrées de taille n a coeflicients
dans K ;

— si A € My, n(K), on note AT la matrice transposée de A et, si m = n,

xa(X) =det(XI, — A)

son polynoéme caractéristique, qui est donc un polyndéme unitaire ;
— siqi,...,q, sont des éléments de K, on note Diag(qs, ..., q,) la matrice diagonale de
taille n de coeflicients diagonaux q1, ..., gn.

Premiére partie

1. Exhiber une matrice M € S5(Q) dont v/2 est valeur propre.

2. Le but de cette question est de montrer que v/3 n’est pas valeur propre d’une matrice
de S5(Q). On suppose qu'il existe M € S»(Q) telle que v/3 est valeur propre de M.

2a. En utilisant lirrationnalité de v/3, montrer que le polynome caractéristique de M est
X% -3

2b. Montrer que si n € Z, alors n? est congru a 0 ou 1 modulo 3.

2c. Montrer qu'il n’existe pas de triplet d’entiers (z,y,z) premiers entre eux dans leur

ensemble tel que x? + y? = 322

2d. Conclure.

S, (Q) telle que A% = qI,,. Construire

3a. On se donne ¢ € Q, n € N* et une matrice A €
(49) et telle que B* = (q+ 1)I,.

une matrice B € S2,(Q) commutant & la matrice

3b. Montrer que pour tout d > 1, il existe n € N* et des matrices My, ..., My € S,(Q) qui
commutent deux & deux et telles que M ,? = kI, pour tout entier 1 < k < d.

3c. Soit d > 1 un entier. En déduire que si ¢q,...,qq € Q, ¢; > 0, alors il existe n € N* et
des matrices M, ..., My € S,(Q) qui commutent deux & deux et telles que M? = ¢;I,, pour
tout 1 <7 <d.



4. Le but de cette question est de montrer que /2 n’est pas valeur propre d’une matrice
symétrique & coefficients dans Q. On raisonne par ’absurde, supposant ’existence d’une
matrice M € S,,(Q) (pour un certain entier n) dont /2 est valeur propre.

4a. Montrer que X3 — 2 divise le polynome caractéristique de M. (On pourra commencer
par prouver que v/2 € Q.)

4b. Conclure.

5. Pour n € N*, construire une matrice M € S,(Q) dont cos(2X) est valeur propre. (On

pourra commencer par construire une matrice orthogonale & coefficients dans Q qui admet
e™/™ pour valeur propre.)

Deuxiéme partie

Soit P(X) un polynéme unitaire de degré d > 1 a coefficients complexes que 'on écrit sous
la forme :
P(X) :a0+a1X+a2X2+"'+ad_1Xd_1—}—Xd_

On suppose que ag # 0. On note Aq,...,Ag € C les racines de P(X) (avec multiplicité). Pour
tout entier n > 1, on définit :

Ny = A+ A5 4+ + Ay
6. Soit Q(X) le polynome réciproque de P(X) défini par Q(X) = XP(+). Montrer que :

QIX)=14aq 1 X+ +a X! +qoXx?
— (1= A X)L = AaX) - (1= AgX).

7. On définit la fonction f: R\(RN {)\—11, ce )%d ) = C par f(z) = Q)
Montrer qu’il existe r > 0 tel que f est développable en série entiére sur |—r,r[, et que le
développement en série entiére de f en 0 s’écrit :

Vo € |-rr], f(z)=-— ZNn+1m".
n=0

8a. Montrer que si ag,...,aq—1 sont des éléments de Q, alors N,, € Q pour tout n > 1.

8b. Réciproquement montrer que si IV, € Q pour tout n > 1, alors ag,...,aq—1 sont des
éléments de Q.

8c. En déduire que si py, ..., ug sont des nombres complexes et si P(X) = H?Zl(X — i),
alors P(X) € Q[X] si et seulement si

d
Vn > 1, Z,u? €Q.
i=1



9. Soient n > 1 et m > 1 deux entiers et ayq, ..., an, 51, ..., 8 des nombres complexes. On
définit :

AX) =X —a)(X —ag) - (X —ay)

B(X) = (X = B1)(X = B2) - (X — Bu).

Montrer que si A(X) et B(X) sont a coefficients rationnels, alors les polynomes

n m

HH(X—OQ‘BJ') et HH(X_ai_Bj)
i=17=1

i=1j=1

sont aussi a coeflicients rationnels.
Troisiéme partie

On dit qu’'un nombre complexe z est totalement réel (resp. totalement positif ) s’il existe un
polynéme P(X) non nul & coefficients rationnels tel que :

(i) z est une racine de P, et

(ii) toutes les racines de P sont dans R (resp. dans R).

10. Soit M une matrice symétrique a coefficients dans Q. Montrer que les valeurs propres
de M sont totalement réelles.

11a. Montrer que l'ensemble des nombres totalement réels est un sous-corps de R. (On
pourra utiliser le résultat de la question @)

11b. Montrer que ’ensemble des nombres totalement positifs est inclus dans R, est stable
par addition, multiplication et que l'inverse d’'un nombre totalement positif non nul est
totalement positif.

12. Soit  un nombre complexe. Montrer que z est totalement réel si et seulement si 2 est
totalement positif.

Quatriéme partie

Le but de cette partie est de montrer que, réciproquement, tout nombre totalement réel est
valeur propre d’une matrice symétrique a coefficients dans Q.

On note Z 'ensemble des nombres totalement réels et on admet qu’il existe une fonction
t: % — Q vérifiant les deux propriétés suivantes :

(i) pour z,y € Z et \,u € Q, on a t(A\x + py) = \t(z) + ut(y)

(ii) pour z totalement positif, on a ¢t(z) > 0 et 'égalité est stricte si x # 0.

On considére un nombre z totalement réel non nul. Par définition, il existe un polyndéme
unitaire Z(X) € Q[X] qui annule z. On écrit Z(X) sous la forme :

Z(X) = X"~ (ag1 X+ + a1 X + ag)



avec d € N* et a; € Q pour tout ¢ € {0,...,d—1}. On suppose en outre que Z(X) est choisi
de fagon a ce que d soit minimal parmi les degrés des polynémes unitaires P(X) € Q[X] tels
que P(z) =0.

On considére la matrice S de taille d x d dont le coefficient (i, j), 1 < i,j < d, vaut t(z17).
Pour X,Y € R%, on pose B(X,Y) = XTSY.

13a. Montrer que B(X, X) > 0 pour X € Q¢, X # 0.
13b. En déduire que la matrice S est inversible.
14. Montrer que B est un produit scalaire sur R

15a. Montrer qu’il existe une base (e1, . . . ,eq) de R? avec e; € Q% pour tout i et B(e;, ;) =
0 pour i # j.

15b. En déduire qu'’il existe P € GL4(Q) et ¢1,...,q4 € Q, ¢; > 0, tels que :

S = PT . Diag(qi,...,qq) - P.

On pose :
0 0 0 ag
1 0 0 aq
M= |y
: . 0 ag_9
0 -+ 0 1 ag_

16. Calculer le polynéme caractéristique de M.
17a. Vérifier que la matrice SM est symétrique.
17b. En déduire que la matrice RM R~ est symétrique ott R = Diag(\/q1, .. .,/qq) - P

18. Construire une matrice symétrique & coefficients rationnels dont z est valeur propre.
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SUJET 4
COMPOSITION DE MATHEMATIQUES - A — (XLCR)

(Duré: 4 heures)
L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

* k x

Dans tout le probleme
e I est un R-espace vectoriel de dimension finie n € N*
e Id est 'application identité sur E: Id(xz) = = pour tout z € E,
o L(E) est l'algebre des endomorphismes de F,
e GL(FE) est le groupe des automorphismes de E,
e B* = L(E,R) est 'espace vectoriel des formes linéaires sur E,
e A(FE) est lespace vectoriel des applications w : F x E — R qui sont bilinéaires et anti-
symétriques, c’est-a-dire qui vérifient, quel que soit (z,y, z) € E? et quel que soit A € R,

wAz +y,2) = dw(z, 2) +w(y, 2), w(x, Ay + 2) = dw(z,y) + w(z, 2),
(U(ZE, y) = —w(y,x) :
Pour tout w € A(E) et x € E, on note w(z, -) la forme linéaire définie par

wlx,): E — R
y = w(z,y)

Pour tout w € A(F), on note ¢, 'application linéaire définie par

v,: E — E*
r = w(z,-)

Un élément w de A(F) est appelé forme symplectique sur E si ¢, est un isomorphisme de
E sur E*.

Un élément .J de L(E) est appelé structure complexe sur F s’il vérifie J? = —Id.

On dit qu’'une forme symplectique w sur £ dompte une structure complexe J si w(z, J(x)) > 0
pour tout z € E'\ {0}.

On note
o M, (R) 'algebre des matrices carrées de taille n a coefficients réels,
e GL,(R) le groupe des matrices inversibles de taille n & coefficients réels,
e [, la matrice unité de taille n,
e lorsque n est pair, J,, la matrice carrée de taille n définie par blocs

0 —1I=»
T = :
! (I 0 )



e det l'application déterminant sur M, (R),
o ')M la transposée de la matrice M.
On identifie tout élément de M;(R) & un nombre réel.

La partie I est utilisée dans les parties III et IV. Les parties II et III indépendantes entre
elles, sont utilisées dans la partie IV.

Partie I: Bases symplectiques

1. Montrer que la dimension de ’espace vectoriel £* vaut n.
2. Montrer que w(x,z) = 0 pour tout w € A(E) et pour tout x € E.
3. Soit w € A(F) et B= (b1,...,by) une base de E.

(a) Montrer qu’il existe une unique matrice M € M,,(R), dont on précisera les coefficients,
telle que pour tout (z,y) € E?, w(z,y) = ‘XMY ou X,Y € R" sont les matrices
colonnes représentant respectivement x et y dans la base B:

T n r=x1b1 + -+ by,

Tn Un y=v1b1+- -+ ynby.
On notera alors M = Matp(w).
(b) Montrer que M est antisymétrique, c’est-a-dire que ‘M = —M.
(c) Montrer que l'espace vectoriel A(E) est de dimension 1 lorsque E est de dimension 2.

(d) Montrer ’équivalence entre les trois énoncés suivants.
(&1):  w est une forme symplectique sur E.
(&2):  Pour tout x € E'\ {0}, il existe y € E tel que w(z,y) # 0.
(€3):  Matp(w) est inversible.

4. Montrer que, s’il existe une forme symplectique sur F, alors E est de dimension paire.

Dorénavant, jusqu’a la fin du probléme, n est un entier pair > 2.
5. Montrer que I'application wqy définie par

wop: R"xR" — R
(X,Y) — tXJY

est une forme symplectique sur R™.

Jusqu’a la fin de cette partie, on fire une forme symplectique w sur E.
Le but des questions 6 a 9 est de montrer qu’il existe une base B de E telle que
Matg(w) = J,.

6. Traiter le cas ou E est de dimension 2.

7. Soit F' un sous-espace vectoriel de F .



10.

11.

(a) Montrer que, pour toute forme linéaire u : F' — R, il existe une forme linéaire u : £ —
R dont la restriction & F' coincide avec wu.

On note F“ le sous-espace vectoriel de E défini par
F*={x€FE :VyeF, wxy) =0}
et ¢ application linéaire définie par
Yp: E — F*
= pu()|r

ou ¢y, (x)|F est la restriction de ¢, (z) a F.

(b) Montrer que la restriction de w a F X F' est une forme symplectique sur F si et
seulement si F' N F* = {0}.

(c) Quels sont le noyau et I'image de p?
(d) Montrer que dim(F') 4+ dim(F¥) = dim(E).

(e) Montrer que, si la restriction de w a F' x F' est une forme symplectique sur F, alors
E=F® F¥ et la restriction de w a F“ x F“ est une forme symplectique sur F“.

. Montrer par récurrence qu’il existe une base B de E telle que

Jo 0 - 0
0 Jo
Matgz(w) =
: . -0
0 - 0 Jo

. Conclure. En déduire que w dompte au moins une structure complexe sur E.

Partie II: Deux outils sur les polynémes

On note Ry X]| l’espace vectoriel des polynémes de degré < d a coefficients réels,
pour tout d € N.

Soit P, @ € R[X] des polynomes non nuls de degrés respectifs p et ¢ strictement positifs.
Montrer que 'application linéaire Lp ¢ définie par

Lpg: Ry a[X]xRpa[X] = Rppq1[X]
(V, W) — VP+WQ

est un isomorphisme si et seulement si P et () sont premiers entre eux dans R[X].
Soit d € N*. Construire une application

r: RyX] — R
P — r(P)

polynomiale en les coefficients de P, telle que, si 7(P) est non nul, alors les racines de P
dans C sont simples.

Indication: On pourra utiliser la question précédente.



12.

13.

14.

15.

16.

Soit d € N* et f une fonction polynomiale sur R%. On suppose que la fonction f est non
nulle. Montrer que f~!(R\ {0}) est dense dans R¢.

Indication: On pourra utiliser le fait qu’un polynome non nul & une variable n’a qu’un

nombre fini de racines.
Dans les parties III et IV, on fixe deux formes symplectiques w et wi sur E.
Partie I1I: Réduction simultanée

Montrer qu’il existe un unique u € GL(E) tel que wi(z,y) = w(u(x),y) pour tout (z,y) €
E?. Montrer alors que u appartient a 'ensemble S défini par

S={ueGL(E) : Y(z,y) € E* w(z,u(y)) = w(u(z),y)} .

Dans les questions 14 a 19, on suppose que E est de dimension 4.

Soit B une base de E telle que Matg(w) = Js. Soit U € My(R) la matrice de v dans la
base B.
(a) Quelle relation y a-t-il entre les matrices Jy et U?

(b) Montrer qu’il existe N € M2(R) et o, 8 € R tels que

N
U= a2
pJa 'N
(c) Déterminer, en fonction de N, « et § les coefficients du polynéme T défini par T'(X) =
det(N — X 1Iy) + aff. Montrer que 1" est un polynéme annulateur de U.

Dans les questions 15 a 19, on suppose que u n’admet aucune valeur propre
réelle.

Le but des questions 15 a 19 est de montrer qu’il existe une base B de E.r>0
et 6 € R\ 7Z tels que

Matz(w) = Js et Matg(w1) =7 ( 0 —R_y )

Ry 0
cosf) —sinf
L Ry = .
o fto (sin@ cos 0 )
Montrer que U est diagonalisable sur C. En déduire qu’il existe A € C \ R et des vecteurs
Z et Y de C* linéairement indépendants sur C tels que UZ = A\Z et UY = \Y.

Soient Z1, Z»,Y1,Ys des vecteurs de R?* tels que Z = Z; +iZy et Y = Y] + iYs. Soient
(21,22,Y1,Y2) € E* de coordonnées respectives Z1, Zo,Y1,Ys dans la base B. Montrer que

B := (21, 22, Y1, —y2) est une base de E.

17. Montrer que

w(z1,22) = w(y1,92) =0,
W(Zhyl) = _w(227y2)7

w(z1,42) = w(z2,91) -



18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

Montrer que, quitte & remplacer Y par Y avec £ € C\ {0} bien choisi, on a w(z1,y1) = —1
et w(z1,y2) = 0.

Montrer qu’il existe 7 > 0 et § € R\ 7Z tels que

Ry 0
Matz(u) = r ( 0 R_9>

et conclure.

Jusqu’a la fin de cette partie, on ne fait plus d’hypothése sur la dimension de E
ni sur l’endomorphisme u. On considére un polynéme P € R[X| annulateur de
u et une décomposition P=P;---P., our € N* et P,,..., P, sont des polynémes
premiers entre euxr deux a deux dans R[X]|. On note F; = ker[Pj(u)] pour j =
1,...,r.

Montrer que ' = F; @ --- @ F; et que Fj est stable par w pour j =1,...,7.

Montrer que, pour tous j et k appartenant a {1,...,r} et distincts, on a Fj C F;’ et
Fi C F}* (la notation F* est définie en question 7).

On dit alors que F1, ..., F, sont deur a deux orthogonaux pour w et pour w.

En déduire que, pour tout j € {1,...,7}, les restrictions de w et w; & Fj x Fj sont des
formes symplectiques sur Fj.

On suppose que le polynéme caractéristique de u est a racines au plus doubles dans C.
Montrer que E est la somme directe de sous-espaces de dimension 2 ou 4, deux a deux
orthogonaux pour w et wi, et sur lesquels les restrictions de w et w; sont des formes
symplectiques.

Partie I'V: Structures complexes domptées simultanément

Dans cette partie, nous allons étudier les liens entre les propositions

(F1) : Il existe une structure complexe domptée par w et par w;.
(F2): Le segment [w,w1] = {(1 — 0)w + Ow;;0 € [0,1]} est inclus dans
l’ensemble des formes symplectiques sur E.

Soit u I’automorphisme de E défini en question 13. On suppose que (F2) est satisfaite et
que le polyndéme caractéristique de u est a racines au plus doubles dans C. Montrer que
(F1) est satisfaite.

Indication: On pourra démontrer puis utiliser le fait que, pour tout § € R\ 7Z, il existe

¢ € R tel que, pour tout X € R*\ {0}, I XRyX >0 et ' X Ry X > 0.

Soit S 'ensemble défini en question 13. Montrer que ’ensemble des éléments de S, dont le
polynéme caractéristique P est a racines au plus doubles dans C, est dense dans S.

Indication: On pourra utiliser r(P’) ou Uapplication r est définie en question 11.

Que peut-on conclure?
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Avertissement

La qualité de la rédaction sera un facteur important d’appréciation des copies. On invite en particulier le candidat
3 produire des raisonnements précis et concis. Le candidat peut utiliser les résultats énoncés dans les question:
ou parties précédentes. Chaque partie est d’ailleurs largement indépendante des précédentes, une fois admis le
résultats qui y sont démontrés.

Plus précisément, la partie 1 n’est utilisée que dans la partie 6. Les parties 4 et 5 sont mutuellement indépendante:
ainsi qu’essentiellement du reste du probléme : seules les formules équivalentes obtenues dans les question 4.5 et 5.¢
sont utilisées dans la partie 6.

Notations

Soit ¢ un nombre complexe. On note Q[¢] le Q-espace vectoriel engendré par {(",n € N} : c’est une Q-algeébre
On note Z[(] le sous-groupe additif de Q[(] engendré par {¢",n € N}.

Un sous-corps de C qui est de dimension finie (vu comme Q-espace vectoriel) est appelé un corps de nombres.
Soient n, k deux entiers. Si ¢ est une racine n-iéme de 'unité, le complexe ¢* ne dépend que de la classe z de
dans Z/nZ et sera noté ¢*.

Dans le cas particulier o ¢ = exp(%Z£), on notera 7, la somme

Tn = Z (’”2.

z€Z/nZ

1. Préliminaires
Soit p un nombre premier impair et y € (Z/pZ)*. On dit que y est un carré s'il existe z € (Z/pZ)* tel que y = 22
1.1. Montrer 1’égalité
—1 . ,
—y® iy est un carré,
H =9, 25 :
2€(@]p2)" Yz sinon.
[Indication : regrouper deux & deux dans le produit les termes z,y/z, z € (Z/pZ)*].

1.2. En déduire les égalités

<@
i

p=l .
= —1 sinon.

P
o
|

2L . .
{ 1 si y est un carré,

2. Généralités
2.1. Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Tl existe un polynéme P unitaire & coefficients rationnels annulant ¢ ;
(#) La Q-algébre Q[(] est un corps de nombres.

Soit V un Q-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de V. Si vy,--- , v, sont des éléments d
V, on note Zvy + -+ - + Zv, I’ensemble des combinaisons linéaires & coefficients entiers des v;, ¢ =1,--- ,n.

2.2. Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(4) Tl existe un polynéme P unitaire & coeflicients entiers annulant f ;
(i) 1l existe un entier n et des vecteurs v;, i = 1,--- ,n engendrant V tels que

F(Zvy + -+ Zvy) C 2oy + - + 2oy,

[Indication : pour (ii) == (4), on pourra introduire une matrice carrée dont les coefficients a; ; vérifient
; 1
f(U]) = E Qq,5Vi, i= 17 s
t=1

et considérer son polyndme caractéristique].

Un tel endomorphisme est dit entier.



2.3. Montrer que le composé et la somme de deux endomorphismes entiers f,g de V qui commutent ( ie tels
que fog = go f) sont entiers. [Indication : on pourra montrer qu’on peut choisir un entier n, des vecteurs
vi, 4 =1,--+,n comme dans (i) de (2.2) qui conviennent 4 la fois pour f et g]. Montrer que ce n’est plus le cas
en général si on ne suppose pas que les endomorphismes commutent.

Soit K un corps de nombre, muni de sa structure de Q-espace vectoriel de dimension finie. On dira que z € K est
entier si 'endomorphisme de multiplication

{K - K
Mg :
y = zy

est entier. On note Ok I’ensemble des éléments de K qui sont entiers, qui est donc un sous-anneau de K d’aprés
la question 2.3.

2.4. Montrer Iégalité Ox N Q = Z.

3. Entiers des corps quadratiques

Soit D € Q qui n’est pas le carré d’un rationnel. Si D est négatif, on notera /D le complexe iv/—D. Un corps de
la forme Q[v'D] (avec D non carré) est dit corps quadratique. On remarque que (1,v/D) est une base de QVD).

On note ¢ I'isomorphisme de corps
,.{ QvDl - QWD
"la+d/D = a-b0/D

3.1. Montrer que les seuls isomorphismes de corps de Q[v/D] dans lui-méme sont Iidentité et o.
3.2. Soit D' € Q*. Montrer que Q[vD] = Q[vD] si et seulement si D/D' € Q2.
3.3. Montrer qu'il existe un unique d € Z sans facteur carré tel que QVD] = Q[V4d).

3.4. Soit K un sous-corps de C de dimension 2 sur Q. Montrer que K est un corps quadratique.

Soit d un entier sans facteur carré et K = Q[Vd|.

3.5. Montrer que z € Ok si et seulement si z € K et
z+o(z)€eZ
zo(z) € Z.
Soit w € Ok défini par
LYd 5id=1 mod4
W =
Vd sinon.

3.6. Montrer que I’application
Z2 - OK
{ (z,y) » z+yw
est un isomorphisme de groupes abéliens.

4. Un calcul analytique de 7,.

On se donne n un entier > 1. Po

=0,---,n—1, on note f; la fonction
fv e

et f=fot -+ faa.


nclsj
Ligne

nclsj
Ligne


ontrer que la suite de terme général

k 1

ug = Z / f(t) exp(—2immt)dt
m=—k"0

COLVEIZE VEIS Tp.

4.2. Montrer que la fonction de R* da qui 2 un réel x associe

admet une limite /, € Ren + o,

4.4. Comparer I, et I.

4.6. Soit K un corps quadratique. Montrer qu'il existe une racine de I'unité ¢ telle que K C QJ¢].

5. Un calcul algébrique de 7,

Soit n un entier impair > 1 et { le complexe ( = exp(%).
Soit V' le C-espace vectoriel de dimension n des fonctions de Z/nZ dans C. Soit ¢ ’endomorphisme de V' qui a la
fonction f associe ¢(f) définie par

Z/nZ — C
R S D DR ()[si

yE€Z/nZ
5.1. Soit f € V. Montrer ’égalité
wo(f)(z) =nf(—z) pour tout f €V, z€Z/nZ.

5.2. Diagonaliser ¢ o ¢.

On remarque que

Tn = Z C’Z

z€Z/nZ
est la trace de ¢.

5.3. Montrer que le module |r,] est /n.

On cherche a calculer 7,,.
Soient a, b, ¢, d les multiplicités respectives des valeurs propres /1, —/n, iv/n, —i/n de .

5.4. Montrer les égalités a + b = 2FL et ¢+ d = %5 ainsi que (a — )% + (c—d)? = 1.
5.5. En calculant det(y), calculer a,b,¢,d en fonction de n.
5.6. Montrer

;= vn si m=1 mod 4,
"Tlivn si n=3 mod4.

(formule compatible avec la question 4.5).


nclsj
Ligne

nclsj
Ligne


6. Réciprocité quadratique

On considére deux nombres premiers impairs distincts p,g. On note L le corps de nombres Q[exp(%)] et K le
corps quadratique Q[7,], qui est contenu dans L. On note (g) Pentier qui vaut 1 si la classe ¢ modulo p est un
carré et —1 sinon. On se propose de montrer par deux méthodes différentes la formule

(-

Premieére méthode
6.1. Montrer Pégalité O N K = Ok.

6.2. Montrer la relation 7 — (?)7, € ¢Ok.

6.3. Soit n un entier relatif. Montrer que si n7, est un élément de qQOk, alors ¢ divise n [Indication : utiliser la
question 3.6).

6.4. Montrer I’égalité {1).
Seconde méthode

6.5. Montrer qu’il existe une unique bijection
¢:Z[qZ x Z/pZ — Z]pgZ
telle que
#((z mod g),(y mod p)) = (zp+yq) mod pq

= () Qe

6.7. En déduire I’égalité (1) [Utiliser les formules obtenues aux questions 4.5 ou 5.6].

pour tout (z,y) € Z2.

6.6. Montrer la formule

6.8. On pose dans cette question K = Q[i]. En étudiant (1 +i)? dans O, montrer I’égalité
(2) = (—1)%:}'
q

Une application

[Indication : on s’inspirera de la question 6.2].

On admet le résultat difficile suivant :
Etant donnés des entiers a,b non nuls premiers entre eux, I’ensemble {ak + b,k € Z} contient une infinité de
nombres premiers.

6.9. Soit n un entier relatif. Soit S un ensemble fini de nombres premiers. On suppose que pour tout nombre
premier ! € S, la classe de n modulo ! est un carré dans Z/IZ. Montrer que n est le carré d’un entier.
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Endomorphismes d’espaces fonctionnels

Ce probléme a pour but I’étude de certains endomorphismes des espaces de fonctions diffé-
rentiables et des espaces duaux.

Pour tout entier n > 0 on désigne par E,, I'espace vectoriel des fonctions & valeurs complexes,
de classe C™, définies sur Uintervalle [—1, 1] ; pour toute f de Ey on pose

£l =sup{[f(z)], = € [-1,1]} .
Enfin, on munit F,, de la norme 7, définie par
T (f) = max {||f®], k=0,1,... ,n} .

(On ne demande pas de vérifier que m, est effectivement une norme).

Premiére partie

1. Calculer m,(X?) o p € N et ou X désigne la fonction = — x.

Pour tout f de E,, n > 0 et tout g de E,, n > 1, on pose

1
(Anf)(x) =2 f(z) , (Bng)(z) :/ g (xt)dt pour tout x € [-1,1] .
0
2.a) Vérifier que A, f appartient a E,, et que B,g appartient a F,,_1.
b) Montrer que A,, est une application linéaire continue de E,, dans lui-méme, de norme
égale & n + 1, et que B, est une application linéaire continue de E, dans E,_1, de norme égale

al.

3. Calculer les produits B, A, et A,_1B,, applications de E,, dans F,,_1.



4. On se propose maintenant de démontrer que le sous-espace image de A, est le sous-
1

ensemble F,, de E,, formé des fonctions g telles que g(0) = 0 et que, en outre, — (g(”) (2)—g™ (O))
x

admette une limite finie lorsque x tend vers 0.
a) Traiter le cas ou n = 0.
b) Supposant maintenant n > 0, vérifier que Im A,, est inclus dans F,.

¢) Prenant g dans F), et posant f = B,,g, montrer que f est de classe C" sur [—1, 1] privé

1
de 0, puis étudier le comportement de — (f("_l)(a:) - f(”_l)(O)) lorsque x tend vers 0.
x

d) Conclure.

Deuxiéme partie

On désigne par E l'espace vectoriel des fonctions a valeurs complexes, de classe C*°, définies
sur [—1,1]. Pour toute f € E on pose

X1 7 (f)
o(f) = —_
() nz:‘; 27 14+ m,(f)

5. Démontrer les assertions suivantes :
a) Pour f17f27f3 € E7 on a

O(fr— f2) <O(f1— f3) +6(fa— f3) -

b) Etant donnés des éléments f et fi(i € N) de E, les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) 6(f; — f) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +oo
(ii) pour tout n > 0, fi(") converge uniformément vers (.

c) La fonction § définie ci-dessus est-elle la seule pour laquelle les assertions 5.a) et 5.b)
sont vraies ?

On désigne respectivement par A et B les endomorphismes de E définis par

1
(Af)(z) == f(z) , (Bg)(z) :/ g (xt)dt pour tout =z € [-1,1].
0
6.a) Déterminer les produits A B et B A.

b) Déterminer les noyaux et les images de A et B.



7.a) Déterminer des fonctions ¢,, n =1,2,... sur [0, 1] telles que 'on ait, pour toute g € E,

(B')@) = [ ot g )i
[On pourra procéder par récurrence sur n.|
b) Calculer (B"g)(0).
c¢) On fixe g dans E. Déterminer des polynoémes P,, n =0,1,... tels que l'on ait
Ve el0,1] Yn>=1 , (A" B"g)(z)=g(z) — Py—1(x) .
[On pourra procéder par récurrence sur n et écrire A"t B+ = A" A B B" ]

d) Déduire de ce qui précéde une démonstration de la formule de Taylor avec reste intégral.

8. Déterminer I'image de A™ et le noyau de B".

Troisiéme partie

On désigne par E’ 'espace vectoriel des formes linéaires ¢ sur FE possédant la propriété
suivante : si des éléments f et f;(i € N) de E sont tels que o(f; — f) tend vers 0 lorsque ¢ tend
vers +00, alors ¢(f;) tend vers ¢(f).

9. Vérifier que, si ¢ appartient & F’, il en est de méme des formes linéaires p o A et w o B.

On note A’ et B’ respectivement les endomorphismes de E’ ainsi définis. Pour tout 7 € N et
tout a € [~1,1], on note @, la forme linéaire sur E : f +— f)(a).

10. Pour n entier positif, déterminer Im (A)" et Ker (B’)"; montrer que les ¢q.,
i=0,...,n—1, forment une base de Ker (A")".

11. Déterminer les éléments ¢ de E’ solutions de I'équation (A")") = po.0.

Etant donné un nombre complexe «, on désigne par T, I’endomorphisme de E défini par
(Tof)(z) = (r — «) f(x) pour tout =z € [—1,1].

On pourra admettre les résultats suivants :

(i) si ¢ appartient & E') il en est de méme de ¢ o T,. On notera T,, 'endomorphisme de E’
ainsi défini.

(ii) si a € [—1,1], (T})™ est surjectif et Ker (77,)" admet pour base les ¢q.i, i = 0,... ,n — 1.



12. Dans cette question on désigne par G un espace vectoriel et par Uy, ... , U, des endomor-
phismes de G, commutant deux & deux et tels que, pour i # j, on ait

Ker U; = Uj(Ker U;) .

Montrer que 'on a
Ker (Uy...U,) =Ker Uy + ...+ Ker U, .

13. Soit @ un polynéme a une indéterminée, a coefficients complexes ; notons Tg 1'endomor-
phisme de E défini par (T f)(z) = Q(x) f(x).

a) Vérifier que, si ¢ appartient a E’, il en est de méme de ¢ 0 Ty. On note Té I’endomor-
phisme de E’ ainsi défini.

b) Préciser I'image de Té et donner une base de son noyau.
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Avertissement et Notations

L’usage des calculatrices et téléphones portables est interdit.

L’objet de cette épreuve est I’étude des nombres de Pisot, qui interviennent dans différents
domaines de I'arithmétique et de I'analyse. L’épreuve comporte quatre parties. Ces parties
ne sont pas indépendantes (les parties 1 & 3 sont liées, la partie 4 ne dépend que de la partie
1). Les résultats de questions non-traitées peuvent étre admis et utilisés dans les réponses
aux questions suivantes, mais cela doit étre clairement indiqué dans la copie.

Dans la suite, on notera Z[X] (resp. Q[X]) '’ensemble des polynémes a coefficients dans
Z (resp. dans Q). On utilisera les deux définitions suivantes:

e 0 € C est un nombre algébrique, s’il est racine d’un polynéme non-nul de Q[X].
o 0 € C est un entier algébrique, s'il est racine d’un polynéme unitaire de Z[X].

Il est clair qu’un entier algébrique est un nombre algébrique, la réciproque étant fausse.
D’autres définitions (dont celle des nombres de Pisot) sont données dans la partie 1.

Partie 1

1. Soit # un nombre algébrique. Montrer que Iy := {P € Q[X], P(f) = 0} est un idéal
de Q[X]. En déduire qu’il existe un unique polynoéme IIy € Q[X] unitaire, de degré
minimal, et annulant 6. Le polynoéme Iy est appelé polynéme minimal de 6.

2. Un polynoéme P € Z[X] est dit primitif si ses coefficients sont premiers entre eux dans
leur ensemble. Montrer que si P, Q € Z[X] sont primitifs, leur produit PQ l'est aussi.

Indication: On raisonnera par l'absurde. En notant P = Zaka,Q = Zkak et

PQ = chXk, on introduira un diviseur premier p de tous les cp, ainsi que le plus
petit entier N pour lequel p ne divise pas ap.

3. En déduire que si 0 est un entier algébrique, alors Iy € Z[X].
4. On appelle nombre de Pisot un entier algébrique 0 tel que:
i) |6] > 1.
ii) Va e C, a#0, Ilp(a) =0= |a| < 1.
On note P l’ensemble des nombres de Pisot. Montrer que P C R.

5. Soit § € P. On admet qu’il existe k& € N, et des nombres complexes «g,...,ar de
module strictement plus petit que 1, tels que

k
9”+ZQ?EZ, pour tout n € N,
=0

En déduire que la série de terme général sin?(mf") est convergente. On montrera dans
la partie 3 la réciproque de ce résultat.



Partie 2

Dans toute cette partie,

—+00

f(z) = Z 2"

n=0

désigne une série entiere a coefficients complexes ¢,, n € N, de rayon de convergence R > 0
(éventuellement infini). On note D(0,R) := {z € C,|z| < R}.

1.

On suppose dans cette question que f est une fraction rationnelle, c’est-a-dire qu’il

existe P, € C[X] avec Q(z) # 0 et f(2) = ggz; pour tout z € D(0, R). Montrer qu’il
existe p € N, des complexes non tous nuls o, ..., 3y, et ng € N tels que

Bocn + Bicny1 + ... + Bpcntp =0,  pour tout n > ng. (0.1)

. Réciproquement, on suppose qu’il existe p € N, des complexes non tous nuls Sy, ..., 3y,

et ng € N tels que (0.1) soit vérifiée. Montrer que f est une fraction rationnelle.

On suppose que f est une fraction rationnelle. Montrer que les déterminants

Co C1 Cm
C1 Co cee Cm+1

Ay =1|... ... ... ... ...|, meN
Cm Cm+1 ... Com

sont tous nuls a partir d’'un certain rang.

On suppose réciproquement que A,, = 0 pour tout m a partir d’un certain rang. On
note p le rang minimal. On souhaite montrer que f est une fraction rationnelle. On
suppose p > 1 (le cas p = 0 est trivial).

(a) Montrer qu’il existe des complexes fy, ..., Bp—1 tels que
Civp = Pocj + Bicjr1 + ... + Bp_1cjip-1+Cjtp
soit nul pour tout j =0,...,p.
(b) Montrer que Apr1 = —Apy_1(Copi1)?.
(c) Montrer que Cjyp, = 0 pour tout j € N.

Indication: on pourra raisonner par récurrence, et montrer que si Cji, est nul
pour tout j <m —1 (m>p), alors Ay, = (=1)™PA,_1 (Cppm)™ P

(d) En déduire que f est une fraction rationnelle.

. On suppose que f est une fraction rationnelle, que ’on écrit sous forme irréductible:

P e m
f(z) _ (Z) _ po+p1z+ + DPm~z . z€ D(O, R)
Q) @+ qzt-+gpen
avec P et ) premiers entre eux dans C[X], uniques & constante multiplicative pres. On

suppose de plus que f est a coefficients dans Z: ¢, € Z pour tout n > 0.

On admet que les coefficients p; et g; peuvent alors étre choisis dans Z et premiers entre
eux dans leur ensemble. On supposera désormais ces deux hypotheses satisfaites.



(a) Montrer que les coefficients g; de @) sont premiers entre eux dans leur ensemble.

(b) En utilisant le théoreme de Bezout dans Q[X], montrer qu'il existe U,V € Z[X] et
reZ\{0} telsquer = Q(Uf+V).

(¢) En déduire que r divise les coefficients de U f + V.

Indication: on pourra s’inspirer du résultat de la question 2, Partie 1, en le
généralisant aur séries entiéres.

(d) Conclure que gy = +£1.
Partie 3

Soient # > 1 et A > 0 tels que la série de terme général sin?(A\76") converge. L’objectif

de cette partie est de montrer que 6 est un nombre de Pisot. Pour tout n € N, on écrit

A" = a,, + ey, avec a, € Z et gy, € [—%, %[ On introduit aussi 7, := amy, — Oay,—1, m > 1.

1. (a) Montrer que les séries de terme général €2 et n2 convergent.

(b) On introduit pour tout n € N le déterminant A,, := |(ai+;)o<i,j<n|- Montrer que

n n+1 n-+2 2n
st < () (S) () ()
0 1 2 n
Indication: on utilisera sans démonstration le lemme d’Hadamard suivant: pour

toute matrice A réelle de taille n, de colonnes A1,...,A,, on a

[det(A)] < [[Arll2-- - [[Anll2, ot

|2 désigne la norme euclidienne sur R™.

(c) Déduire des questions précédentes que A, — 0 quand n — +o0.

2. En utilisant les résultats de la partie 2, montrer qu’il existe deux polynoémes P, Q) € Z[X]
premiers entre eux, tels que Q(0) =1 et

z
anz" = —2, V|z| <67
2 = gy

n=0

3. On garde les notations de la question précédente. Montrer que la série entiere f(z) =

;:i% en2™ a un rayon de convergence R > 1, et que

A P(z)

_ -1
1=0:  00) V]z| <6,

f(z) =

4. En déduire que 6! est P'unique zéro de @ dans le disque unité ouvert.

5. Montrer que (1 — |z|) f(2) — 0 quand |z| — 1. En déduire que 6~! est 'unique zéro de
@ dans le disque unité fermé.

6. En déduire que 6 est un nombre de Pisot.



Partie 4

On rappelle pour cette partie le résultat suivant, démontré dans les parties précédentes:

Soit > 1. Si 0 est un nombre de Pisot, la série de terme général sin®(m0") converge.
Réciproquement, s’il existe X > 0 tel que la série de terme général sin2(/\7r0”) converge, alors
0 est un nombre de Pisot.

Soit 8 > 1. On introduit, pour tout u > 0,
n
[(u) :== lim cos(uf ")

n—-4o0o

1. Montrer que la fonction I' est bien définie sur RY .

sin(2u)
2

2. Montrer que dans le cas § = 2, I'(u) = pour tout u > 0.

Indication: on fera bon usage de la formule cosxsinx = %sin 2x.
3. On suppose dans cette question que I'(u) 4 0 lorsque u — 400.

(a) Montrer lexistence d’'un § > 0, d’une suite réelle convergente (\s)sen, et d’une
suite d’entiers strictement croissante (ms)sen tels que:

pour tout s €N, 1< A, <60, et |T'(wAs0™)| > 0.

On notera us = wA;0™=, et X € [1,0] la limite des As.
(b) Montrer que pour tout s € N,

IT(us)| < |cos(mAs) cos(mAs) ... cos(mA0™)].

En déduire que pour tout s € N,

gisinz(m\s&q) <1In(1/6%).

q=0
(¢) En déduire que 0 est un nombre de Pisot.
4. On suppose dans cette question que 6 est un nombre de Pisot avec 6 # 2.

(a) Montrer que 0 # 2"’2—“, pour tout m € Z \ {0} et pour tout k£ € N.

(b) Montrer que le produit [],_; cos?(768~"™) converge vers un nombre A > 0 lorsque
n — 400.

(c) Montrer que le produit [ _; cos?(76™) converge vers un nombre B > 0 lorsque
n — 400.

(d) En déduire que I'(u) 4 0 lorsque u — 400.
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I

Soit 7 un entier r > 1 et a un nombre réel strictement positif.

A

On considére une fonction f définie et de classe C* sur lintervalle [0, a]
qui vérifie
f(0) =0,
f(x) < x pour 2€]0, a],
f'(x) >0 pour x €0, a].

10 Montrer que I'on 2 /" (0) < 1.

20 On définit une suite de fonctions f, par £, (z) = z et f, (z) = f(fa-,(2))
pour n > 1. Montrer que les fonctions f, sont définies et de classe C’ sur !'in-
tervalle [0, ] et que Jeurs dérivées y sont strictement positives.

3¢ Montrer que la suite f, converge uniformément vers O sur lintervalle [0, a].

B

4° Soient )\ un nombre réel dans I'intervalle 0, 1] et &, une fonction conti-
nue strictement croissante sur [A, 1] qui vérifie
h,(2) = f(a),
h (1) = a.
Montrer qu'il existe une fonction &, unique, sur l'intervalle ]0, 1] telle que
i k(x) = h,(x) pour x € [2, 1],
@) *k(x) €)0,a] pour z €]0, 1],
i) k(hz) =f(h(x)) pour z€]0,1].
Montrer que 4 est continue et strictement croissante sur I'intervalle ]0, 1f

et que I'on a lim 4 () = 0.
90

5° Montrer que si ) admet une limite {finie) non nulle en 0, on doit

x
avoir A = f'(0).

c

6° On se donne A €]0, 1[. Soient g, & deux fonctions définies, continues
et strictement croissantes sur 'intervalle [0, 1] qui vérifient

() 2(0)=g(0)=0, (1) =¢g(1) =a.
(i) Pourtoutx € [0, 4] ona k(A x). = f (k(x)),g(r2) = f(g(x)).
On pose K (x) = g~* (h(x)) pour x € [0, 1].
a. Montrer que K est définie, continue et strictement croissante sur [0, 1]
et que I'on a K (Ax) = 2 K (x) pour tout z € {0, 1].
b. Si K est dérivable en 0, montrer que K (x) = x.

¢. Montrer qu’il existe des fonctions K continues, strictement croissantes sur
[0, 1] qui vérifient K (0) = 0, K (1) =1 et K (2 2) = A K (x)
pour tout x € [0, 1], mais qui sont différentes de la fonction x — z.

D

Dans cette partie, on suppose que A = f* (0) €]0, 1[ et que f est de classe
Cretr > 2.

7° Montrer que pour tout € > 0, il existe une constante ¢ > O telie que pour
tout x €[0, a] et tout entier n > O on ait

fr(2) € (0 + ) s
8 Soit ¢ 1a fonction définie sur I'intervalle [0,a] par ¢ (0) = O et

b () = 10g L2

a. Montrer que ¢ est de classe C? sur [0, a].

pour x € ]0, a].

¢ o f; converge uniformément sur l'inter-
_ iz0
valle [0, a]. Soit ¥ sa somme.
¢ On pose g (x) = =z exp ¥ (x) pour = € [0, a]. Montrer que
g (f (x)) = & g (x) pour tout x € [0, a].
'd. Montrer que pour tout ¢ > 0, il existe une constante ¢’ > 0 telle que I'on
ait pour tout x € [0, a] et tout entier i > 0
fi(zx) € ¢ (A +e).
e. Montrer que la fonction g est de classe C? sur [0, a] et que sa dérivée
y est strictement positive.

~
b. Montrer que la série N
T s
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E

90 On définit une fonction f sur I'intervalle [0, a] par f (0) = O et

f(z) =12z (1——17):—;) ‘pour z €]0, a}.
On suppose que A et a sont tels que 0 < f (z) < x pour z €]0, a].
Montrer quefét de classe C* sur [0, a], que sa dérivée y est stricte--
ment positive et que 'on a f'(0) = A.

b. Montrer que A~" f, (a) tend vers + o quand n tend vers 4 .

Soit b un nombre strictement positif. Montrer qu'il n’existe pas de fonc-
tion continue kA : [0, b] — [0, a], dérivable en 0, telle que

h(hz) = f(k(z)).

a.

II

Ftant donné une fonction de variable réelle v, de classe C* au voisinage de 0,
on lui associe une série entiére T v, z" dite développement de Taylor de v en

zéro définie par
o (0)

i!

v =0v(0), v =

On considére dans cette partie un polynéme & coefficients complexes

P (x) = Ei,“"-‘ (P (0) = 0).

h; z* telle que A (0) = 0. Montrer

. .y W\
10 Soit une série entiére b (z) = \
;5 0

X ~ )
que E a; (k (z))! est une série entiére \ b, z' dont le disque
=1 ’ a—; > 1

de convergence contient celui de . Montrer que I’on a pour tout entier i > 1 :

inf (i, N) ~
bl"":y ak<> hj""hik).

ad - iy 4 4=y 2t

20 Soit ¢ un nombre réel strictement positif. On considére 1a fonction v définie
dans un voisinage de 0 par

1
=m(1+x-\/1-2(1+2c)x+x=).

a. Montrer que v est de classe C= au voisinage de 0.

v

b. On note T v, z" le développement de Taylor de v en 0. Montrer que v, = 0,
v, = 1 et que la série entitre T v, 2™ converge pour

lz] < (Ve+V1+¢e)".
(On pourra décomposer le radical en facteurs du premier degré.)
Montrer que la fonction v vérifie pour x dans un voisinage de 0
cv(x)
1—-v(x)

d. En déduire que I'on a pour n > 2

¥y .
Uy =C v, cee Uy |
k> 2 ~j1+...+jk-l 1 k

ip»1

=v(x) — x.

3° On pose a, = X et on suppose | A | # 1, 0. On définit une suite (k,), » 5
de nombres complexes par la relation de récurrence : h, = 1 et, pouri 2> 2

inf (i, )
h"=)\!1)>1 a’k(>j hj...h,'>-
— ) k=2 iy gty ipr k

Montrer que I'on peut choisir le nombre réel ¢ de la question 20 de fagon &
avolr pour tout entier n > 1 :
| ke | < v,.

4° Montrer que le rayon de convergence de la série entiére I, , ; &, 2™ est stric-
tement positif. On note & la somme. Montrer que la fonction 4 vérifie au voi-
sinage de I’origine

P(k(x)) = &()2).

13dn
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Soit d un entier valant 1 ou 2. On rappelle qu'une fonction polynémiale sur R? & valeurs
complexes est un élément de Vectc{(t,s) — t*s’ : k, ¢ € N}.

Une fonction g : R? — C est dite bornée s’il existe une constante positive M pour laquelle
I'inégalité |g(x)| < M est vraie pour tout vecteur x de R

Une fonction ¢ : R? — C est dite & décroissance rapide si pour toute fonction polynomiale
P : R? — C, la fonction gP est bornée sur R%. L’ensemble des fonctions continues &

décroissance rapide est noté €, (R% C).

Une fonction h : R? — C est dite & croissance lente s'il existe une fonction polynomiale
P :R% — C* pour laquelle h/P est bornée sur R%

Pour toute fonction f € €>°(R?;C) et tout multi-indice @ = (v, p) € N? on pose
0%f =005 f.

Par un abus de notation, si f € €=(R;C) et n € N, on notera 9™ f la fonction f™ dans
les deux lignes qui suivent. On introduit les ensembles suivants :

S(R%:C) = {f € €°(R%C) : Vo € N?, 9°f est a décroissance rapide },
OR?: C) = {h € €°(R%C) : Vo € N¢, 0°h est a croissance lente }
Pour k € {1,2} on considere les endomorphismes suivants de ¢ (R?; C):

O - fr— 0Of, My« f— {(z1,22) = 2 f (21, 22) },

et les endomorphismes suivants de *(R; C):
D:fr+——f, M: f—{t—tf(t)}.

Pour tout élément g de €2 (R?*; C), la fonction (¢, s) — g(t,s)(1+ t?)(1 + s?) est bornée

rap
sur R%. En particulier, par le théoréme de convergence dominée, les deux fonctions

t»—)/g(t, s)ds, s»—>/g(t, s)dt
R R

sont bien définies, continues et intégrables sur R. On admet dans tout le sujet le Théoreme
de Fubini sur €°_(R?; C) qui exprime 'égalité suivante pour les éléments g de cet espace :

/R{/Rg(t,s)ds} dt:/R{/Rg(t’S)dt} ds

On notera dorénavant le nombre complexe précédent

[
RQ

et on pourra utiliser sans la justifier 'inégalité

/g‘é lg].
R2 R2




Le but de ce sujet est de démontrer un résultat fondamental établi en 1974 et par
la suite considérablement généralisé dans le cadre de I'étude des équations aux dérivées
partielles non linéaires.

Les parties I et II sont indépendantes. La partie III utilise des résultats de la partie
II. La partie I'V utilise ceux des parties II et III. La partie V dépend de toutes les
précédentes.

I. Convergence faible

Soit (H, (-, +),||-]|) un espace préhilbertien réel. On dit qu’une suite (v, )nen de H converge
faiblement vers v € H si, pour tout z € H, (v,,z) converge vers (v,z) ; ce mode de
convergence sera dorénavant noté v, — v. On dit que (v,)nen converge fortement vers v
lorsque ||[v — v,|| = 0 quand n — +o00 ; ce mode de convergence est classiquement noté
Up = 0.

(I.1) Démontrer que la limite faible, lorsqu’elle existe, est unique.
(1.2) Démontrer que la convergence forte implique la convergence faible.
(1.3) Démontrer que si v, — v et si ||v,|| converge vers [|v||, alors v, — v.

(I.4) Démontrer que si H est de dimension finie, alors la convergence faible équivaut a
la convergence forte.

(I.5) Soit (vy, )nen une suite bornée. Démontrer que si v, — v et w,, — w, alors (v, w,) —
(v, w).

(1.6) Soit H = %*([0,1]; R) muni du produit scalaire suivant pour f,g € H

(f.g) = / F(D)g(t) dt.

(I.6.a) En notant ¢, : t — cos(nt), montrer que la suite (¢,),en est bornée dans H et
que ¢, — 0.
Indication : On pourra utiliser une intégration par parties.

(I.6.b) Montrer cependant que ({¢,, ¢,))nen ne converge pas vers 0.
Le reste du sujet se consacre a I'élaboration d'un cadre préhilbertien précis que I'on

exploitera dans la partie V pour assurer le passage a la limite dans un produit (v, w,)
sans qu’aucune des deux suites (v, )nen OU (Wy, )nen e converge fortement.

I1. L’espace S(R%;C)

Dans cette section nous allons établir quelques propriétés de I'espace S(R%; C) qui nous
seront utiles pour la suite.

On admet dans tout le sujet que S(R%; C) et O(R?; C) sont des sous-espaces vectoriels
du C-espace vectoriel €°°(R%; C) stables par les opérateurs O}, et My, lorsque d = 2 et par
les opérateurs D et M lorsque d = 1.

(IL.1) Soit f € S(R?*;C). Montrer qu’en fixant 1'une ou 'autre de ses variables, la fonction
d’une variable obtenue est un élément de S(R; C).
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(11.2) Exhiber un élément v € S(R; C) qui ne s’annule en aucun point.

(11.3) Montrer que si f € S(R;C) et g € S(R;C), alors la fonction
f®g: R2 — C
(w1, @2) — f(21)g(22)
appartient & S(R?; C).
(IL.4) Soit V un sous-espace vectoriel de %*°(R? C) ne contenant que des fonctions

bornées. On suppose que V' est stable par les opérateurs dy et My, pour k € {1,2}.
Démontrer que V C S(R?; C).

(IL.5) Montrer que si (h, f) € O(R?%* C) x S(R?;C), alors hf € S(R?*;C).

Indication : On peut traiter cette question en utilisant la précédente.

(11.6) A T’aide du théoreme de convergence dominée sur R, établir la version bidimension-
nelle suivante : si (f,)ney € S(R?*; C)N converge simplement vers 0 sur R? et s'il
existe un élément g € S(R?; C) telle que | f,| < |g| pour tout n, alors

I1I. Endomorphismes de S(R?*;C) commutant avec les opérateurs J;, et M

Dans cette section nous allons montrer qu’un endomorphisme de C-espace vectoriel de
S(R?* C) commutant avec les opérateurs ), et Mj est nécessairement une homothétie.
Nous commencons par le cas d’une seule variable, ou les opérateurs précédents sont
simplement remplacés par D et M.

(I11.1) Soit L un endomorphisme de C-espace vectoriel de S(R, C) commutant avec M.

(I11.1.a) En utilisant une formule de Taylor, montrer que si f € S(R;C) s’annule en
a € R, alors f s’écrit f(s) = (s —a)g(s) ou g € S(R; C).

(I11.1.b) Démontrer que si f € S(R;C) s’annule en a € R, alors L(f) également.
(I11.1.c) Soient g, f € S(R;C) et a € R. Montrer que f(a)L(g)(a) = g(a)L(f)(a).
(I11.1.d) En déduire I'existence d’une fonction 1) € €°(R; C) telle que L(f) = ¢ f.

(II1.1.e) Montrer que si L commute en plus avec D, alors L est une homothétie, i.e.
qu'il existe a € C tel que pour toute f € S(R;C), on ait L(f) = af.

(I11.2) Soit T un endomorphisme de C-espace vectoriel de S(R?; C) commutant avec tous
les opérateurs 0y et My, pour k =1, 2.

(IIL.2.a) Soit a € R et

fia : S(R* C) — S(R; C)
fr—=At= ft,a)}.

Démontrer que p, est une surjection linéaire.
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On admet ’égalité Ker u, = Imv,, ou v, désigne l’endomorphisme My — al de
S(R?;C) avec 1 I'endomorphisme identité sur S(R*; C). La preuve de cette égalité
est analogue a celle développée pour la question (II1.1.a).

(I11.2.b) Montrer que pour h € S(R; C), 'application p,0T est constante sur I'ensemble
—1
pa ().

La wvaleur que prend p, o T sur u;*(h) sera par la suite notée Lo(h) ; c’est un
élément de S(R; C).

(I11.2.c) Montrer que pour tout a € R T'application L, est un endomorphisme de
S(R;C) commutant avec D et M.

(111.2.d) En déduire 'existence d’une fonction 5 € €*°(R; C) telle que pour tout couple
(t,a) de R?, on ait T(f)(t,a) = B(a)f(t,a). Conclure.

IV. La transformée de Fourier sur S(R?;C)

Pour ¢ € R?, on note e la fonction de R? dans C définie par la formule eg(z) = eI,
ot (+|) est le produit scalaire euclidien sur R2.

(Iv.1) Pour f € S(R?*; C) on pose
I(f):R* — C
(z,t) —> / e 52 f(t, s)ds.
R

(IV.1.a) Démontrer que pour f € S(R?* C), T'(f) est bien définie et continue sur R

(IV.1.b) Démontrer que pour f € S(R?;C), I'(f) est de classe €*(R?; C) en exprimant
HI(f) et OLI'(f).

(IV.1.c) Démontrer que pour f € S(R?* C) et o € N2\ {(0,0)}, 9°T'(f) est bien définie
et qu'il existe une fonction g € S(R?; C) telle que 0°T'(f) = I'(g). En déduire
le caractere €>°(R?; C) de T'(f).

(Iv.2) En utilisant (I1.4), montrer que I'(f) € S(R?; C).
(Iv.3) Soit f € S(R?%* C), montrer que pour tout £ € R? e.f € S(R?* C).
Pour f € S(R?* C), on introduit sa transformée de Fourier :

f:R2—>C

éH/ €£f.
R2
(Iv.4) Que vaut T'oI'(f) ? En déduire que f € S(R% C).

De la méme maniére qu’en (I1.6) nous avons établi un théoreme de convergence dominée
bidimensionnel, il est possible de démontrer un théoréme de dérivation sous l'intégrale
et une formule d’intégration par parties sur R%. Avec l'aide de tels résultats on peut
démontrer les formules suivantes pour k = 1,2, que [’on admet jusqu’a la fin de I’énoncé :

Myf = —i 0, f.
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(IV.5) Montrer I'existence d'une constante a € C telle que pour tout élément f € S(R?; C),
]?: af, olt f est définie par f(:v) = f(—x).

(Iv.6) On considere sur S(R?; C) 'endomorphisme h — h* défini par h*(xq, 25) = h(xg, z1).

(IvV.6.a) Pour f, g € S(R? C), montrer que

[Lorn= [ vy
/RQ gf = /RQ 9f

Indication : Démontrer que les endomorphismes g — g* et g — g de S(R?; C)
commutent.

(IV.6.b) En déduire

(Iv.7) En déduire que, pour f,g € S(R* C), on a
fg=a | fg
R2 R2

ou g — ¢ désigne la conjugaison complexe et a le nombre complexe de la question
(IV.5), dont on démontrera qu’il est réel et strictement positif.

V. Structure préhilbertienne sur S(R?* R)

Pour deux éléments hy, hy € €,

(R% C) on définit

(h1, hy) :Re/ hihs.

R2

On admet par la suite que I'expression ||h||s = v/ (h, h) définit une norme sur €2 (R?; C)

rap
et que l'on dispose de l'inégalité de Cauchy-Schwarz suivante (cas complexe) :

/ hyhs
R2

Le sous-espace S(R%*R) des fonctions de S(R?* C) a valeurs réelles muni de (-,-) est
un espace préhilbertien ; c’est dans ce cadre que nous allons reprendre la notion de
convergence faible introduite dans la partie I.

Vhy, hy € 65, (R C), < [[hall2]| Pall2-

Une suite (h,)nen de S(R?;R) sera dite bornée si la suite (||,]|2)nen est bornée dans R.

On rappelle que pour tout élément h € S(R* C), on a défini dans la partie IV sa
transformée de Fourier, laquelle est notée h.

Pour tout entier naturel N > 1 on pourra utiliser sans preuve le résultat suivant :
il existe une fonction paire Oy € S(R*R) a valeurs dans [0, 1], identiquement égale a 1
sur le carré [—N, N|?, identiquement nulle en dehors du carré [-3N,3N|?* et telle que
|0kOn| < 1 pour k =1,2.



(V.1)

Soient (f,)nen et (gn)nen deux suites bornées de S(R?*; R) convergeant faiblement
vers 0 dans cet espace (voir partie I).

(V.1.a) Montrer que pour toute fonction 6 € S(R?*;R), les suites (6Tg\n)neN et (ﬁ)neN

convergent simplement vers 0 sur R? et que

sup [0gn(§)] < oo,  sup [0f.(£)] < oo
neN, E€R2 neN, EeR?

(V.1.b) On suppose l'existence d'un compact K C R? en dehors duquel toutes les

fonctions g, sont identiquement nulles. Montrer que pour tout n € N on a
<fn>gn> - <§0n>wn>a ou ((pn)neN et (¢n)n6N sont deux suites de S(RQ; R) telles

—~

que (Pn)nen et (¥ )nen convergent simplement vers 0 sur R? et

sup  [Bn(&)] <00,  sup  |tn(€)] < oo,

neN, £eR? neN, £eR?
ainsi que
101enll2 < [ fall2 + 1101 fall2,
102¢n2 < [lgnll2 + [|029n]l2-

(V.1.c) En déduire (toujours en supposant l'existence de K') que si () f)nen €t (029n)nen

(V.2)

(V.3)

sont bornées dans S(R?; R), alors (f,, g,) — 0.
Indication : On pourra montrer que |1 — Oy(x1, x2)| < (Jz1| + |22])/N.

Montrer le Théoreme de Rellich : soit K un compact de R? et (h,)nen une suite
bornée dans S(R?; R) identiquement nulle en dehors de K et convergeant faiblement.
Si (O1hn)nen et (Dol )nen sont également bornées dans S(R*;R), alors (hy,)nen
converge fortement.

Pour cette derniere question étant donnés deux éléments F' = (f1, f2) et G = (g1, 92)
de S(R%* R)? on pose

(F,G)) = (f1,01) + (f2, 92)-

On admet que {((-,-)) est un produit scalaire sur S(R?*; R)? et on y considere (F}, ) e,
(Gp)nen deux suites bornées convergeant faiblement vers F' et G. On suppose
I'existence d’un compact K C R? en dehors duquel les éléments de la suite (G),)nen
sont identiquement nuls. Démontrer que si (div(F,))nen et (rot(G,,))nen sont bornées
dans S(R?;R), alors

((Fn, Gn)) — ((F, G)),

ol la divergence et le rotationnel d'une application H = (hy, hsy) € S(R?* R)? sont
définis par

le(H) = 61h1 -+ 82h2,
I'Ot(H) = 62h1 — 81}7/2.

Fin de l’épreuve

* %
*



SUJET 10
ECOLE POLYTECHNIQUE

CONCOURS D’ADMISSION 2013 FILIERE M P

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES - B — (X)

(Durée : 4 heures)
L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

* Kk
Exposant de Holder ponctuel d’une fonction continue
N désigne I'ensemble des entiers naturels et R celui des nombres réels.

On note C I'espace vectoriel réel des fonctions continues définies sur l'intervalle compact [0, 1]
et a valeurs dans R. Cet espace est muni de la norme || - ||o définie pour tout f € C, par

[flloe = supgefo [ £ (2)]-

On note Cy le sous-espace de C formé par les fonctions f telles que f(0) = f(1) = 0.

log, est la fonction définie pour ¢ € |0, +00[, par logy t = L, ol In est le logarithme népérien.

In2

Premiére partie : définition de ’exposant de Holder ponctuel

Soit zg € [0, 1]. Pour tout s € [0, 1[, on désigne par I'*(xq) le sous-ensemble de C formé par
les fonctions f qui vérifient :

|f(@) = f(0)|
sup

s < +00 .
z€[0,1]\{zo} ’1’ - .%'0‘

la. Montrer que I'*(z¢) est un sous-espace vectoriel de C, puis que, pour tous réels s; et so
vérifiant 0 < 57 < 53 < 1, 'on a I'*2(z) C I'**(z0). Enfin, déterminer I'%(xo).

1b. Soit f € C. Si f est dérivable en xy, montrer que f € I'*(x) pour tout s € [0, 1].

1c. Montrer que pour tout z¢ € |0, 1], il existe f € C non dérivable en xz( tel que pour tout
s € [0,1], f € I'"*(xo).

Pour tout f € C et tout xy € [0, 1], on pose

af(zo) = sup {s € [0,1[] f € D*(z0)} -



Le réel ap (o) est appelé exposant de Holder ponctuel de f en xq; il permet de mesurer finement
la régularité locale de f au voisinage du point xg.

1
2. Soit p: (0,1 R, V|1 — 422|. Dét i I t de Hold tuel d —.
oit p: [0,1] — x4/ x2|. Déterminer 'exposant de Holder ponctuel de p en 2

Pour tout f € C, on définit la fonction wy : [0,1] — R4 par
wy(h) = sup{|f(z) = f(W)||z,y € [0,1] et |z —y[ < h} .
3a. Montrer que wy est croissante, et continue en 0.
3b. Montrer que pour tous h,h’ € [0,1] tels que h < b/, wy vérifie
wr(h') Sws(h) +wp(h —h) .

3c. En déduire que wy est continue sur [0, 1].

h
4a. Soit s € [0,1]. On suppose que la fonction h — WJ;L—(S) est bornée sur ]0,1]. Pour tout
xo € [0, 1], montrer que f € I'*(xg).

4b. Soit ¢ : [0,1] — R définie par
T
{q(x) = X Ccos (—) pour x > 0,
x

q(0)=0.

wa(h)
Vh

Montrer que pour tout zg € [0,1], o(z0) = 1, mais que ne tend pas vers 0 quand h tend

vers 0.
Deuxiéme partie : le systéme de Schauder
On note Z = {(j, k) e N*|j € Net0<k<2};pour j €N, on désigne par 7; 'ensemble
T ={keN[0<k<2}.
Pour tout (j,k) € Z, soit 6}, : [0,1] — [0, 1] la fonction de Cy, définie pour tout = € [0, 1] par

1— |27ty — 2k — 1] size[k277,(k+1)277],
k(@) =q
0 sinon.

La famille des fonctions (0;x)(; r)ez est appelée le systeme de Schauder.

On note %](:c) la partie entiére du réel 27z, c’est donc 'unique entier tel que
ki(z) < 2z < kj(z) +1.
5a. Montrer que pour tout j € N et tout k € 7;41, il existe un unique entier k¥’ € 7; tel que

k27771 (k+1)279 7 c [W277, (K +1)277].



On précisera le lien entre k et &'
5b. Calculer Hj,k(@_j_l) pour tous j € N, k € T, £ € Tj4;.

5c. Montrer que pour tout (j,k) € Z, la fonction 6, 1, est continue, affine sur chaque intervalle
de la forme [(27", (¢ + 1)27 "] oun > j et £ € T,.

5d. Prouver que pour tous (j,k) € Z et (z,y) € [0,1]?, on a
105(x) = 0;4(y)| <2z — .
Dans le reste de cette partie f est un élément de Cp.

Pour tout n € N, soit .S, f la fonction de Cy définie par

Snf = cinlf) Ok,

J=0keT;

ou, pour tout (j,k) € Z, on a posé

cirlf) =1 ((k + %) 2‘j) SR+ fz((k +1)279)

6. Mont li ’ =0.
ontrer que ]J}Iiloo Igg%( |Cj,k;(f)|

7a. Pour tout (j,k) € Z, (i,£) € Z, calculer ¢; (i)

7b. Soit a; j, une famille de réels indexée par (j, k) € Z. On note b; = max laj k|, et on suppose
€1;

que la série )" b; est convergente.

Pour tout j € N, soit f}' la fonction définie par

fi(@) = > ajibjk(a) .

kET;

Montrer que la série 3 f7 est uniformément convergente sur [0,1] vers une fonction noté f¢, qui
appartient a Co et qui vérifie, pour tout (j,k) € Z, ¢; 1 (f*) = a; k-

8a. On suppose f de classe C'. Montrer qu’il existe une constante M > 0 telle que pour tous
(4 k) € Z, lej(f)] < M277.

En déduire que la suite de fonction S, f est uniformément convergente sur [0, 1] lorsque n
tend vers oo.

8b. On suppose f de classe C2. Montrer qu’il existe une constante M’ > 0 telle que pour tous
(4, k) € T, |ejn(f)| < M'477.

9a. Montrer que pour tout n € N et tout £ € 7,11, la fonction S, f est affine sur I'intervalle
[2==1 (¢ +1)2 1),



9b. Soit n € N. On suppose que pour tout ¢ € 7, (Sp—1f)(¢2™™) = f(£2~™). Montrer que
'on a aussi que pour tout £ € T, 1, (Spf)(£27 " 1) = f(2—7"1).

On pourra distinguer les cas suivant la parité de ¢.
9c. En déduire que pour tout n € N et tout £ € Tpy1, (Spf) (02771 = f(e27n=1).

10a. Déduire de la question 9 que pour tout f de Cy, nEI}rloo Il f — Snflloo = 0.

10b. Soit n € N. Montrer que S,, est un projecteur sur Cy, dont la norme subordonnée (a
| - |loo) vaut 1.

11a. Soit s € ]0,1[. Montrer que si a,b > 0, alors a® + b° < 2'=%(a + b)®.

11b. Montrer que si f € I'*(z¢) NCy, alors il existe un réel ¢; > 0, tel que pour tout (j,k) € Z,
on a,

(£ < e (277 + k279 — o))"
Troisiéme partie : minoration de ’exposant de Holder ponctuel

L’objectif de cette partie est d’établir une forme de réciproque du résultat de la question
11b. Dans toute cette partie, on désigne par f € Cy une fonction vérifiant la propriété suivante :

(Py) il existe zg € [0,1], s € ]0,1] et ¢; € ]0,400], tels que pour tout (j, k) € Z,

(A < e (277 + k270 — o))"

Dans tout le reste de cette partie, on fixe les xq, s et ¢; de la propriété Py et € [0,1] \ {zo}.
12. Montrer qu’il existe un unique ng € N tel que 270! < |z — x| < 2770,

13. On rappelle que la notation %](CU) a été introduite en préambule de la deuxiéme partie.
On pose

W= 3 el )] |fr(a) — Ora(a0)]

kET;

Montrer que

. ~ ~ J+1 .
Wi < (le; 7 ) (DI 1657, 0y (D) 27 = o]
14a. Montrer que pour j < ng (ng est déterminé dans la question 12), on a

W]’ < 4612(1_8)j38|$ - CC()| .

14b. En déduire que, en posant ¢y = 8(21_5 — 1)—1(3/2>361,

Z Z lcjr(f)] ’@‘,k(x) — Hj,k(mo)’ < eglx — xol® .

j=0keT;



15. Montrer que pour tout j € N, |c (f)] < 2°0=9)¢;. En déduire, en posant

4.k (o) -
cs = (1—-27%) 2%,

+o0o
Yo > leir(DN8k(wo)| < esle — ol .

j=no+1keT;

Dans la suite du probléme, on suppose que ||f|l«c = 1 et on rappelle que la fonction wy a été
définie & la question 3.

16. Montrer qu'il existe un unique n; € N tel que wp(27™"171) < 27105 <, (27™),
17. Montrer que pour tout n > ni, ol nq est déterminé dans la question 16, on a
If = Suflloo < 2"z — o] .
On pourra utiliser les résultats des questions 9a et 9c.

18a. Montrer que lorsque ng < n1, on a,

ni
S len(NO k()] < 13°(n1 — no)lz — xol® .
Jj=no+1keT;

On suppose de plus dans la suite que la fonction wy vérifie la propriété suivante :

(P2) pour tout entier N > 1, il existe un réel ¢4 (N) > 0, tel que pour tout h € ]0,1],

wi(h) < ea(N) (1+ [logy h)™

1/N

18b. Pour tout entier N > 1, on pose ¢5(N) = 3°¢c; (04(N)> . Montrer que

2~

nl—n0§n1+1§<

et en déduire

S e 1050(@)] < es (V)| — w4V

j=no+1keT;

19. Déduire de ce qui précéde que af(xg) > s

On pourra distinguer les cas ng > n1 et ng < nq.
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Les trois parties sont indépendantes.

Notations

Dans tout le sujet, (€2, .27, P) désigne un espace probabilisé sur lequel seront définies les
différentes variables aléatoires. On notera P[A] la probabilité d'un événement A C Q et E[X]
I'espérance d’une variable aléatoire X sur (£2,.e7, P) a valeurs réelles.

On pourra utiliser sans démonstration le résultat suivant :

SiY1,...,Y, sont des variables aléatoires réelles discrétes mutuellement indépendantes et
intégrables, alors

E[Y1-- Y, = EY1]--- E[Y,)].
On note log la fonction logarithme népérien. Par convention, on pose log() = —oco.

Premiére partie

Soit n > 1 un entier naturel, et soient (X1, ..., X,,) des variables aléatoires réelles discrétes
mutuellement indépendantes telles que, pour tout k € {1,...,n},

On définit
1 n
Sp=— X
n n Z k
k=1
ainsi que, pour tout A € R,

Y(\) = log (;eA + ;e/\> .

1. Soit Z une variable aléatoire réelle discréte telle que exp(AZ) est d’espérance finie pour
tout A > 0. Montrer que pour tout A > 0 et ¢t € R,

P[Z > t] < exp(—At)Elexp(A\Z)].

2. Montrer que P[S, > 0] > 3.

3. Montrer que pour tout ¢ € R, on a

1
- > < i —Ab).
o log Sy > 1] < inf (¥() — M)

Pour chaque A > 0, on pose

_ E[Xjexp(AXy)]
"N = (0]

ainsi que

D, (N) = exp (AnS, — np(N)).



4. Montrer que la fonction m est strictement croissante sur R, et que pour tout ¢ € [0, 1],
il existe un unique A > 0 tel que m(\) = ¢.

5a. Pourn > 2 et A > 0, montrer que

E[(X1 —m(A) (X2 = m(A))Dp(A)] = 0.
5b. En déduire que, pour n > 1et A > 0,

4
El(Su = m(N)2Da(N] < -
Pour tous n > 1, A > 0 et € > 0, on note I,,(\, &) la variable aléatoire définie par

1 si |Sp, —m(N\)| < e,

0 sinon.

I,(\e) = {

6. Montrer que

P[|S, —m(N)| < e] = E[I,(\, ¢) exp(An(S, — m(\) —e)],

7. Montrer que
4
Ell,(\e)D,(N)] 21— —.
1\ DR > 1 - —

8a. En déduire, pour chaque A > 0 et € > 0, l'existence d'une suite (u,(¢)),>1 qui tend
vers 0 quand n tend vers I'infini et telle que

%log PS, = m(A) —e] > $(A) — Am(A) — Ae + un(c).

8b. Conclure que pour tout ¢t € [0,1],

lim 1 log P[S,, > t] = inf (¢(A) — At).

n—oo n A>0

8c. La formule précédente est-elle encore valide pour t =17

Deuxiéme partie

On admet l'identité

/ :o exp (—a?) dz = V7.

Soient a < b deux réels et f : [a,b] — R une fonction infiniment dérivable. Appelons (H)
I’hypothése suivante : il existe un unique point zg € [a,b] ot f atteint son maximum, on a
a<zo<b,et f’(zg) #0.

9. Montrer que sous 'hypothése (H), on a f”(z) < 0.



10. Sous I'hypothése (H), montrer que pour tout § > 0 tel que § < min(xg — a,b — x¢), on
a l’équivalent, quand ¢ — 400,

b J:0+5
/ @) dp ~ / @) q.
a zo—0

11. Sous I'hypothése (H), montrer I’équivalent, quand ¢ — +o0,

b 2T
(@) Qg ~ etf (o) ]
/a t1f"(wo)|

12a. Montrer que pour tout entier n € N, on a

—+o0
n! = / et dt.
0

12b. En utilisant les résultats précédents, retrouver la formule de Stirling donnant un
équivalent asymptotique de n!.

Troisiéme partie

13. Montrer que
a

lim / | sin(2?)| dz = +o0.
0

a——+00

14. Montrer que pour tout a € R,

a ) ) +oo . a4n+3
/0 sin(a’)dz = 3 (-1) 2n+ 1) (4n +3)°

n=0
15. Montrer que les limites
a a
lim sin(z®)dz et lim cos(z?) dx
a——+00 0 a—+00 0

existent et sont finies.

On admet les identités :

a a

V2
lim sin(z?)dz = lim cos(z?) dx = ver

a—+00 Jq a—+o00 Jq 4

16. Montrer qu’il existe des nombres réels ¢, ¢ € R tels que, pour a — +00, on a

a 2 / 1
[ sntatyan = 3T Ccontat) + Saintat) +0 (1),

On admettra qu’il existe des nombres réels d,d’ € R tels que, pour a — +00, on a

@ 2 d d 1
/0 cos(a?) do = \/ZT + —sin(a®) + 5 cos(a”) + O <a5> :

A partir de maintenant et jusqu’a la fin de 1’énoncé, f désigne une fonction infiniment
dérivable de [0, 1] dans R. On suppose qu'il existe un unique point xg € [0, 1] ou f’ s’annule.
On suppose également que f”(xo) > 0. On se donne également une fonction g : [0,1] — R
infiniment dérivable.



17. Montrer qu’on a, pour t — 400,

1

[ syt ar = g(ao) [

0 zo

1
sin(tf(z))dz + O <t> .
Pour tout x € [z, 1], on définit

W) = V(@) = (o)l

18a. Montrer que la fonction h définit une bijection de [z, 1] sur [0, ~(1)].

18b. Montrer que application h est dérivable en xq a droite, et que h'(zg) = w.

On admet que la bijection

. { (w01 = [0, (1)
' >

admet une application réciproque h=! : [0, h(1)] — [z, 1] qui est infiniment dérivable.

19. Montrer que, pour t — 400,

s 7T

/1 sin(tf(x)) de = sin (1 (wo) + ) s O (1) .

o
20. On suppose que zg € |0, 1[. Montrer que, pour ¢ — +o0,

s

/01 g(z)sin(tf(z))dx = g(xo) sin (tf(xo) + Z) tf’?z;o) +0 <215> _
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ECOLES NORMALES SUPERIEURES

CONCOURS D’ADMISSION 2015 FILIERE MP

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES - C — (ULCR)
(Durée : 4 heures)

L’utilisation des calculatrices électroniques est interdite.

1)

a. Pour ¢t > 0 on pose
2

1 e—t2(l+w2)
B(t) = — ———dux.
*) /0 1+ 22 v

Alt) = ( /0 foe? d:v)

A Taide du changement de variables x = ty, montrer que les fonctions A et B ont la méme dérivée.

b. En déduire que
+oo

G(z)dx = 1.

— 00

2) Etant donnée une fonction g bornée continue sur R, résoudre I’équation différentielle ordinaire
¢'(x) — zp(x) = g(2).

+oo

3) Etant donnée une fonction f bornée continue sur R, et posant (f) = / f(z)G(x) dx, montrer que la fonction
— 00
donnée par

plz) =€ /? /w eV 2 (f(y) — () dy

—0o0

est de classe C! sur R et est solution de I’équation différentielle

¢'(x) — wp(z) = f(z) — (f).
Montrer aussi que

2 JrOO 2
o) = —e/2 / eV 2(f(y) — () dy.

4) Montrer que pour tous nombres réels z,y, on a
e Y/2 < et /2p—a(y—2)

Montrer que pour tout x € R on a
CO”fHoo
L o]

o(z)] <



avec Cy < max(4,2v2me). Pour ce faire, on distinguera les cas ¢ > 1,2 < —1,—1 < 2 < 1. En déduire que ¢’ est
bornée sur R.

5) On suppose dans tout le reste de cette partie en outre que f est de classe C! avec f’ bornée sur R.
Montrer que

+oo R
o(z) = / e 255 (f(x + 5) — () ds.

En déduire que pour tout x € R, on a

1+ 2Dl (@) < C(llflloo + 1 lls0),

ou C est une constante indépendante de f. En définissant C; comme la meilleure constante possible dans cette
inégalité, en proposer une majoration explicite.

6) Justifier que ¢ est de classe C? sur R et que pour tout x € R on a

" (@) < ClIflloo + [1£lloo),

ou C est une constante indépendante de f. En définissant Cs comme la meilleure constante possible dans cette
inégalité, en proposer une majoration explicite.

11

Soit (gn)nen une suite de fonctions réelles positives continues par morceaux.

1) En utilisant une intégration par parties que I'on justifiera, montrer que pour toute fonction ¢ de classe C! sur R
telle que ¢ et ¢’ soient bornées sur R, on a

—+oo
/ G(2)(¢ (@) — zp(z)) dx = 0.

— 00

2) On suppose pour cette question que la suite (g,,) est telle que f:r;o gn(x)dx = 1 et que pour toute fonction h de
classe C! sur R telle que h et h’ soient bornées, on a

+oo
lim gn(x) (W (2) — zh(z)) dz = 0.

n—oo [_

Montrer, en utilisant les résultats de la partie I, que pour toute fonction f continue bornée, on a

+oo +oo
lim gn(x) f(z) dox = G(z)f(x)dz.
n—oo — 00 — 00
3) On suppose pour cette question que la suite (g,,) est telle que ijO: 229, (x) dx est bornée indépendamment de n et
que pour toute fonction f bornée de classe C*° sur R on a

+oo +oo
lim gn(2) f(z) dox = G(z)f(x)de.

n— oo — 00 —00

a. Justifier que si h est de classe C*° sur R et a support compact, on a
+oo
lim gn(z)(W (z) — zh(z)) dz = 0.

n—oo | _

b. On considére une famille (xg) ReR? de fonctions bornées indépendamment de R, de classe C'*° sur R, telles que

xr vaut 1 sur [-R, R] et 0 en dehors de [-R — 1, R + 1]. Montrer que si h est de classe C! sur R et telle que h et h’/
soient bornées sur R, étant donné € > 0 et n € N, il existe R tel que

+oo
\ |0 xuleon @) (@) ~ bt o] < =



c. Montrer que si h est de classe C* sur R, bornée et de dérivée bornée sur R, étant donné ¢ > 0, il existe R tel que

+oo
lim / gn(@)x (@) (W (2) — zh(z)) dz| < e

n—oo [_

d. Montrer que le méme résultat est vrai si h est seulement de classe C! sur R, avec toujours h bornée et de dérivée
bornée.

e. Déduire des questions précédentes que si h est de classe C! sur R et telle que h et A’ soient bornées sur R, on a

+oo
lim gn(z)(h'(z) — zh(x)) dz = 0.

n—oo [_

II1

Dans toute cette partie et la suivante, on suppose que (X;);en est une suite de variables aléatoires discretes & valeurs
réelles, sur un espace de probabilité. On suppose que les X; sont indépendantes, d’espérance nulle, de variance
1, et uniformément bornées en valeur absolue par une constante M.

1
— (X1 + -+ X,,). On notera P la probabilité et E I'espérance.

vn
+oo
Soit f une fonction de classe C! sur R telle que f et f’ sont bornées sur R, et (f) = / f(z)G(x) dx. Soit ¢ définie

On pose, pour tout n, Z, =

— 00

a partir de f comme a la question I. 3).
1) Vérifier que
E((z n(Zn)) = E(f(Zn) = (f)).

n) =
2) Pour i entier dans [1,n], on définit Z,, ; = %(Xl + o+ X+ X+ + X)) =2, —
résultats de la partie I, montrer que

ﬁsz En utilisant les

X? Co | X; 3
Xi Zn _Xi an_iz /Zni <7 - oo /oo~
Xio(Za) = X - T2 20| < IR (Ul 171
3) En déduire que
1 _ oM
E(Z,p — — 0o Noo)-
(n2) = 1 3 B 2| < Gl + 17 )
4) En utilisant le méme type d’arguments, montrer que
1 n
E / Zn - - E ! an = [oe] o)
(¢'(Zn)) n; (@' (Zn,i))| < f(llfll + 11 lso)-
5) Déduire de toutes les questions précédentes que
+oo o _ 02( )
E(f(Zn)) - f(@)G(x) dz| < f(”f”oo + 11 ll0)-
—o0

6) Montrer que pour tout nombre réel a, on a

lim P(Z, < a) / G(z

n—oo

et montrer que la vitesse de convergence peut se majorer par un O(n~/4). On pourra par exemple encadrer la fonction
indicatrice de l'intervalle | — 0o, a] par des fonctions bien choisies.



v

On garde les mémes hypotheéses qu’a la partie précédente, & savoir que (X;) forme une suite de variables aléatoires
discretes a valeurs réelles, indépendantes, d’espérance nulle, de variance 1, et uniformément bornées en valeur absolue
par une constante M.

1)
a. En utilisant une propriété de convexité, montrer que pour tout t > 0 et tout ¢, on a

1
E(etXi) < §(€tM €_tM).
b. Montrer que pour t > 0 et M >0, on a

1 _ 142772
7(etM_~_e tM)<€2t JM'

2) En déduire que pour tout 6 > 0,

Sl

n 52
p X;>6)| e anem.
=1

3) Comparer ce résultat a celui de la question III. 6) : quelle est la meilleure estimation quand n tend vers I'infini
(discuter selon les cas)?

4)
a. On définit sur R la fonction

Montrer que si | X| < M on a f(X) < f(M).

b. En utilisant les hypotheses sur X; et 'inégalité 1 + x < e, en déduire que pour tout t > 0 et tout ¢, on a

1
B < exp (W(etM -1- tM)> .

En déduire 'amélioration suivante du résultat précédent:

1 & n
P (n Z;Xi > 5) < ez PO,

ou ®(z) = (14 z)log(l +z) — x.
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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
(Durée : 4 heures)

L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.
Le probléeme comporte deux parties qui sont indépendantes.

Notations

On note N 'ensemble des entiers naturels et N* I’ensemble des entiers naturels non nuls.

Soit n un entier naturel non nul. On note &,, le groupe des permutations de {1,...,n} et
(o) la signature d’une permutation o € &,,.
Sio € &, on appelle point fire de o un élement i € {1,...,n} tel que o(i) = ¢. On note v (o)

le nombre de points fixes de . On appelle dérangement une permutation ¢ € &, n’ayant
aucun point fixe. On note »,, I’ensemble des dérangements de &,, et D,, son cardinal.

Si k est un entier naturel tel que k < n, on note (Z) le coefficient binomial correspondant au
nombre de parties a k éléments d’un ensemble & n éléments. Par convention, on pose (2) =0
pour un entier naturel k > n.

On note R[X] 'ensemble des polynomes a une indéterminée et a coefficients réels. Si de plus
n > 0 est un entier naturel, on note R, [X] 'ensemble des éléments P € R[X] de degré
inférieur ou égal a n.

Sin >0 et d > 1 sont deux entiers naturels, on note d | n la relation « d divise n ».

Si z est un réel, on note F(x) sa partie entiére, c’est-a-dire 1'unique entier F(z) tel que
E(z) <z < E(x)+1.

Si p est un nombre premier et n un entier naturel non nul, on note
vp(n) =max{r e N : p”|n}.
Soit n un entier naturel non nul. On note ., (R) 'ensemble des matrices carrées de taille n
a coeflicients réels.
Pour tout ensemble E, on note &(FE) I'ensemble des parties de FE.
On note Iny la fonction de |1, +oo[ dans R définie par Iny(z) = In(In(x)).

Si (an)nen+ désigne une suite de nombres réels, on note, pour tout nombre réel z € R,

E(z) E(z) E(z)
D= an D = 3 a [ w=]] &
n<e n=1 p<x p=1 p<z p=1

p premier p premier p premier p premier

avec la convention que la somme indexée par ’ensemble vide vaut 0 et le produit indexé par
I’ensemble vide vaut 1.

On pourra utiliser sans démonstration le fait qu’il existe un réel ~ tel que

~ 1 1
;knﬁiwln(n)+'y+0<n>.



Premiére partie

Soit un entier naturel n > 2. Pour tout nombre réel z, on considére la matrice de ., (R)
suivante

z 1 1 1
1 1 1
1 1 z 1
1 1 1 =z

la. Montrer que la matrice —Mj est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres et ses
sous-espaces propres.

1b. En déduire que pour tout x € R, on a

2. Calculer

3. Etablir que
Card{oc € &, : ¢(0) =1} =Card{oc € &,, : ¢(0) = —1}

et en déduire la probabilité qu'une permutation de G,, tirée uniformément au hasard soit de
signature prescrite.

4. Pour o € G, préciser a quelle condition sur v(o), on a o € ©,,. En déduire que
Card{oc €D, : e(0) =1} =Card{s €D, : (o) = —1} + (=1)" " (n - 1).

Soit m € N. On considére la matrice

(8) 0 o e e 0
0 () o
M= 5 € Mpmi1(R).
(") " o

()

5a. Justifier que les familles (1, X,..., X™) et (1,(X —1),...,(X — 1)™) sont des bases de
R, [X].



5b. Montrer que la transposée de M est la matrice de ’application linéaire identité

Rpn[X] — R,[X]
P — P

dans les bases (1, X, ..., X™) au départ et (1,(X —1),...,(X —1)™) a larrivée.

5c. Etablir que M est inversible et expliciter son inverse.

5d. En déduire que pour tous (ug, ..., um), (Vo, . . ., vpy) € RMTL
Yk i k
si VeE<m, wup= ; (5) vg, alors Vk<m, wv,= ;(—1)1’“_4 (E)W'

6. Montrer que pour tout entier naturel n non nul,
n k
(1)
—nl E
D, =n! T
k=0

Pour n un entier naturel supérieur ou égal a 2, on considére ’espace probabilisé (D,,, Z(9D,,))
muni de la probabilité uniforme. On définit une variable aléatoire Y,, par Y, (o) = (o).

7a. Expliciter la loi de Y,,.

7b. Calculer, pour tout € € {—1,1}, lim P(Y, =¢).

n—-+4o0o

Pour n un entier naturel supérieur ou égal a 2, on considére ’espace probabilisé (&,,, Z(S,,))
muni de la probabilité¢ uniforme. On définit une variable aléatoire Z,, par Z,(o) = v(0).

8a. Expliciter la loi de Z,.

8b. Calculer, pour tout entier naturel k < n, lim P(Z, = k).
n—-+oo

8c. Déterminer le nombre moyen de points fixes d’une permutation aléatoire ainsi que sa
limite quand n tend vers 4oco.

Soit n un entier naturel non nul. Pour toute permutation o € &,,, on rappelle qu’il existe, a
l'ordre prés, une unique décomposition o = c¢1¢g - - - Cy(g), OU w(o) € N* ot ¢y, ... s Cu(or) SONE
des cycles a supports disjoints de longueurs respectives {1 < fo < -+ < L) €t l1+Llo+- -+
ly(s) = n. En particulier, on prendra garde au fait que I'on prend ici en compte les cycles ¢;
de longueur 1, qui correspondent aux points fixes de o, auquel cas ¢; est 'identité.

Par exemple, si o est la permutation identité de {1,...,n}, on a w(0) = n et £, = 1. Et
si o est la permutation (1,2) de {1,2,3}, on a 0 = ¢; 0 ¢z ot ¢; est 'identité et ca = (1,2)
de sorte que w(o) = 2.

On obtient ainsi une application w : &, — N. On se propose de montrer qu’en moyenne,
w(o) est de l'ordre de In(n) dans un sens que ’on précisera.

Pour un entier k inférieur ou égal a n, on note s(n, k) le nombre de permutations de &,
telles que w(o) = k. On considére alors, sur l'espace probabilisé (&, #(&,,)) muni de la
probabilité uniforme, la variable aléatoire X,, définie par X,,(c) = w(o).



9. Calculer, pour n € {2,3,4}, la quantlte Z
. O'ebn

10. Préciser s(n,n) et s(n, 1) puis montrer que, pour 2 < k <n—1, on a
s(n,k)=s(n—1,k—1)+ (n—1)s(n —1,k).

Pour o € &, on pourra distinguer les cas o(1) =1 et o(1) # 1.

n—1 n
11. Etablir que, pour tout réel z, H(:L‘ +1i) = Z s(n, k)xk
i=0 k=1
1
12. Démontrer que E[X,,] = In(n)+~vy+0 ()
n—+00 n
13a. Montrer que
= " k(k = 1)s(n, k) = 225 -
k=1 i=1 j=1 i=1
13b. En déduire que
— > k?s(n, k) = E[X,] + s Ya
k=1 i=1 j=1 i=1

14a. Montrer que

nl Z = (2y+DIn(n)+c+In(n)>+0 (hl(n))

n——+o00 n
oeGy,

pour un réel ¢ a préciser.

14b. Montrer que

%Z(ww)—ln(n))? = In(n)+c +o<ln( )).

n—+400 n

15. Justifier qu’il existe un nombre réel C' > 0 tel que, pour tout réel € > 0 et tout entier
n>=1,ona

B
e2ln(n)’

P (|Xn —In(n)| > eln(n)) <

Deuxiéme partie

Pour tout entier naturel n non

wn) =

on pose

pln
premier



nclsj
Ligne

nclsj
Ligne


