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Partie Physique

Rebonds d’'une balle sur une surface en

mouvement periodique
Corrigé UPSTI

1. Une modélisation du comportement viscoélastique d’un solide
lors d’un choc contre une surface rigide

Question 1 Etablir 'expression de la dépendance temporelle s = s(t) du déplacement de I'élément (M) au
cours du choc. On indiquera l'intervalle de temps I. sur lequel cette dépendance doit étre
considérée. On fera intervenir les constantes wy, o et V.

Un PFD appliqué a (M) donne :

ms§ = —ks — As
L ALk
& §+—S+—s=0
m m
S §+2awys + w?s =0
Il s’agit d’'une équation différentielle du second ordre, avec : A=4w3(a?-1)<0

Dont les racines complexes du polynome caractéristique sont : r=—awy,tjwyVl —a?

On pose |w,: = woV1 — a?|(pseudo-pulsation)

Ainsi, la solution générale est de la forme :  s(t) = e‘““’ot(A. cos(wpt) + B. sin(wpt))
De dérivée: s'(t) = —aw,.s(t) + e‘““’ot.wp. (—A. sin(a)pt) + B. cos(wpt))
Les conditions initiales imposent :

s(0)=0=4
s'(0) =V, = Bw,

Vo
Wp

B =

Ainsi, 'expression de la dépendance temporelle est :
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V
s(t) = —Osin(wpt) e~ @Wot
Wp

Cette relation reste vraie si s(t) reste positif, soit si wpt < 7. Ainsi, I'intervalle de temps a considérer est :

/ fi3 i
¢ (Up wWoV 1— a?

Question 2 Nous notons 71) = V, e, la vitesse du solide apres la phase de rebond sur la surface rigide. Etablir
que le coefficient de restitution en vitesse r, défini par le rapport r = —V; /V,, s’exprime selon la
relation suivante :

( an ) )
r=exp|——=
V1 —a?

Commenter cette expression. Expliquer pourquoi r ne dépend pas de la vitesse initiale V.

Ona:

V.
s'(b) = w—(;e‘““’ot(—(xwo. sin(wyt) + wy, cos(w,t))

Puis, par définition :

Vl = S,(t = Ic)

= _Vo. e_awolc
aT

= —Vye Vi-a?

Ainsi, on trouve le coefficient de restitution :

On observe que r est constant pour la balle et ne dépend que de son facteur d’amortissement a.
Le modeéle retenu étant linéaire, on s’attendait a ce que :

¢ laréponse et notamment la vitesse s’(t) soit proportionnelle a la vitesse initiale V, ;

e le temps de rebonds I. ne dépend que des paramétres de la balle (m, k, 1).

Ainsi, on trouve logiquement une vitesse V/; proportionnelle a V,, et un coefficient de restitution r indépendant
de la vitesse initiale V/;,.

Question 3 Exprimer, dans le cadre du modele adopté (illustré sur la figure (1)), la dépendance de la variable
In(t,,/7,) en fonction du coefficient r et de n.

Ce modele parait-il en accord avec les résultats présentés sur la figure (2) (pour la gamme de
vitesses d'impact considérée) ?

Estimer, a partir de ce tracé, la valeur du coefficient de restitution en vitesse r.

D’apres la relation (1) :
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Tn =T Tpn-1

On reconnait une suite géométrique de raison r, ainsi :

< |In C—Tll) =In(r)(n—-1)

Ainsi, In(t,,/1,) est une fonction affine de n, ce qui est cohérent avec le relevé obtenue a la figure (2).

On reléve une pente :

In(r) =

12 -1
Ce qui donne un coefficient de restitution :

1

1
= (-33)~1 -5y~

La balle perd donc 9 % de sa vitesse a chaque rebond.

2. Synchronisation des rebonds d’une balle sur une surface en
mouvement vertical oscillant

Question 4 Etablir que la vitesse v* de la balle s’exprime selon la relation suivante :
vt =—rv™ + (1 + r)vs(t;) 2

ou t; est'instant de I'impact balle-surface considéré.

Aurebond, c’estla vitesse relative de (B) par rapporta (S), v — v, qui est atténuée d'un facteur r, ainsi, a l'instant
ti .

v = (t) = —r(v' - vs(ti))

|v+ =—rv- +v,(t;)(1 + r)|

2.1 - Condition de synchronisation

Question 5 Exprimer les dépendances suivantes :

e Lavitesse v,7 en fonction de v,;, ¢, et des paramétres 7, a et w ;

e Laltitude z,(t,,4) en fonction de z,(t,), v, T, et g ;

e Lavitesse v,,, en fonctionde v}, 7, et g ;

e Lavitesse v,/ ; en fonction de v}, 7,,, 41 et des parameétres g, 1, a et w.

Relation 1 : On dérive z,(t) = asin(wt) : vg(t) = aw cos(wt)
On adonc: vs(t,) = aw cos(¢,,)
D’apreés la relation (2), on a alors : |vn =—rv, +(1+1r)aw cos(¢n)|
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Relation 2 : On applique le PFD ala balle pou t, <t < t,4q: mh(t) = —mg
h(®) = —g
On intégre une premiére fois:  A(t) = v} — g(t — t,,) (condition initiale : A(t,) = v;})
Puis une seconde fois : h(t) =z,(t) +vf(t—t,) —g (t=tw)® (condition initiale : h(t,) = z.(t,))

2

Puis, pourt = t,, 4, on a un contact (avec h(t,;+1) = z;(t,+1)) et on trouve :

(tn+1 - tn)z

h(tn+1) = Zs(tn+1) = Zs(tn) + vrr(tn+1 - tn) -9 2

+ Tnz
Zs(tny1) = z5(ty) v T — 97

Relation 3 : On reprend I'expression de A(t) trouvée précédemment, avec t = t,,; :

h(tn+1) =Up4q1 = 177-{' - g(tn+1 - tn)
[Vns1 = v — 9T

Relation 4 : On reprend la premiére expression avecn + 1: v = —1v50 + (L +1r)aw sin(peq)

Et on lui injecte larelation3: |v},;, = —r(v} — g7,) + (1 + aw cos(q§n+1)|

Question 6 Etablir alors que le cosinus de la phase ¢,, des impacts vérifie 'égalité suivante :

1-r =w

COS¢":1+7«XF 3)

Donner I'expression correspondante de la vitesse v,/ en fonction des constantes g et w.

. 2m
Etant synchronisé,ona: 7, =T = -

Le systeme est donc en régime permanent, il en découle :
W, =T
Vpy1 = vy =vF
Unt1 =Vp =V

Zs(tns1) = z5(ty)

. 72 T
Larelation 2 donne alors:  v*t = g5 © vt = 95

Etlarelation 4 donne : vt = —r(v* — g7) + (1 + r)aw cos(¢,)

rgT
pt = 19T + aw cos(¢y)

1+
’égalité de ces expressions donne :

T rgT

g§= 1_l_r+acu(:os(¢>n)
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gt /1 T
= s =5 (37157
gt 1-r

T aw 2(1+1)

21 . . . -
Sachant que T = —,on obtient enfin I'expression cherchée :

gr 1-—r7r
cos(fn) T aw? 147
m 1—r
oSO = Ty

En partant de I'expression vt = g %, on obtient aussi la relation :

Question 7 Analyser la relation (3). On envisagera, en particulier, la situation limite pour laqueller - 1~.

cos(¢,,) peut au maximum valoir 1, ainsi, la balle ne peut étre synchronisée et continuer de rebondir que si :

n 1—r

r 1+r

r 1—7r
N 1+r

On observe que plus r est faible, plus I' doit étre élevé pour assurer une synchronicité. Cette augmentation de I'

est obtenue en augmentant I'amplitude a et/ou la pulsation w.

Par ailleurs, pour un I' donné, plus r est faible, plus ¢,, s’approche de 0, les points de contact 4,, s’approchent de

'origine O.

Pourr - 17, onacos(¢p,) =0etp, = + g :la balle estassurée de rebondir. Elle rebondit alors lorsque la surface

(S) est soit tout en bas ou tout en haut ( z;(t,) = ta).

Question 8 Estimer, a partir de ces données, la valeur du coefficient de restitution en vitesse r. Afin de faciliter
les calculs numériques, on tirera parti des indications suivantes : la valeur de r est proche de I'unité

et celle de ¢,, proche de /4.

Pour r prochede 1:

s
cos(¢n) = o+ (1= 1)

2r
o rxl1- ?cos(d)n)

2aw?

~1—

cos(¢y)

gm
AN:

2 X 10‘4><160207
10 x 3 ’

r =
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2.107% x 256.102
— 0,7

~
=

30 '
1 507
- 30
~1-0,12

Note : avec une formule exacte et une calculatrice, on obtient :

s
T~ cos(n)
r=———=20,893

- % + cos(¢y,)

2.2 - Condition de stabilité

Question 9 Nous considérons le rebond n de la balle entre les impacts A}, et A, ;. Etablir la relation liant les
phases ¢,,,, = wt,,,, et d,, = wt,,. Cette relation fait intervenir la vitesse v,{’ et les constantes g, a
et w.

I
La relation 2, en remplagant I'expression de z; puis 7, = % donne :

)2
asin(wth,,) = asin(wt}) + v ), — g%

+I
asin(@is1) = asin(@y) + - (B = b)) — 503 (Bia = $i)?

Question 10 Pour le rebond n, exprimer la vitesse v;'}; en fonction de v, ¢}, .1, ¢;, et des paramétresr, g, a et
.

On reprend la relation 4 et on substitue ,, :

Vnt1 = —T(0q" — g7n) + (1 + 1)aw cos(Pni1)

! ! rg ! 1 !
Vpi1 =~y + Z(¢n+1 —¢p) + (1 +1r)aw cos(¢y1)

Question 11 Former la relation de récurrence ne portant que sur des termes de la suite (gn), liant €,,,,, £,41 €t
&n- On conservera les parameétres A, B, C et D sans expliciter leur dépendance vis-a-vis des
parameétres r et tan ¢,,.

En+2 = Agnyr t+ Bﬂn+1
= Agn41 + BCey + BDQn
= Agny1 + BCey + D(§n+1 - A§n)

lgn+z = (A+ D)gyyq + (BC — AD)gy |

Question 12 Indiquer a quelle condition générale, portant sur la raison g, la suite (gn), converge vers Zéro.
La suite (&, ) converge vers 0 ssi |u| < 1

Question 13 Etablir que la raison u vérifie I'équation algébrique suivante :

ur—=2Qru+r*=0 (9)
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On exprimera le produit 2Qr en fonction des constantes r et tan ¢,,.
L’expression trouvée a la question 11 devient :
Ku™t? = (A + D)Ku™*t! + (BC — AD)Ku"
w2 —(A+Du+AD—-BC=0

1+7r
ouAD —BC =r?—n(1—1r%)tan¢, +TZT[(1 — 1) tan ¢,

=r2—n(1-r®)tan¢, + (1 —r?) tan ¢,

|/,t2 -1+ —n(@—-rHtangp u+1r>=0

Par identification, on trouve : |2Qr =1+r?—n(1-r?)tan ¢n|

Question 14 Nous nous placons dans le cas ou Q € D; = [—1, +1]. Exprimer, en fonction de r et Q, les solutions
u_ et u, del’équation (9). Analyser le comportement correspondant de la suite (&,,). Préciser quelle
en est la conséquence sur la stabilité de la situation de synchronisation des rebonds, dans ce cas.

L’équation (9) est un polyndme d’ordre 2, de discriminant A = 4r?(Q? — 1).

Etant donné que Q € Dy,onaiciA <0

Ses solutions sont alors :

pe = Qr+jry1- Q2
o =Jix = Qr—jry1- Q2

La suite (&,) converge vers 0si |u,| < 1,avec:

lus]l =/ (@M)2 +12(1 — Q2)
lpsl =1

Or, on a toujours r < 1, donc la suite (g,,) converge toujours vers 0 (si Q € D,).
Ainsi, si Q € D, alors les rebonds finissent toujours par se synchroniser.

Question 15 Exprimer, en fonction de r et Q, les solutions u_ et u, de I'’équation (9). Représenter I'allure
graphique de la dépendance de chacune d’elles vis-a-vis du parametre Q.

Le discriminant est maintenant positif, ainsi :

py =7Q +7/Q*—1
u- =rQ —ryQ%* -1
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_107" 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Question 16 En s’appuyant sur l'allure des représentations graphiques des dépendances u, = u,(Q) et u_ =
u_(Q), déterminer la condition de stabilité des rebonds synchronisés, sur le domaine D,. On fera
porter cette condition sur le produit 2Qr.

Par symétrie du probléme, on peut simplement analyser le cas ou Q > 1.

On note d’abord qu’on a toujours u_ < r < 1. Ensuite, on doit vérifier u, < 1 et donc:

rQ+J/rQ?2-r2<1
(rQ)? —r? < (1-rQ)?
(rQ)* —r? < 1—2rQ + (rQ)?
2rQ < 1+7r?

Ainsi, la condition générale pour avoir une raison inférieure a 1, et donc des rebonds synchronisés stables est :

||2rQ| <1+72

Question 17 Etablir que la condition de stabilité de la situation pour laquelle les rebonds sont synchronisés, sur
la réunion des deux domaines D, et D,, prend la forme suivante :

. 2(1+7?)
0<tan¢, < F(r) ou F(r)=m (0<r<1i1 (10)

Interpréter ce résultat. On s’interrogera, en particulier, sur la signification attribuable a I'inégalité
de gauche, puis a celle de droite au vu de la dépendance de la fonction F vis-a-vis du coefficient r.

Si Q € Dy, alors il vérifie automatiquement |2rQ| < 1+ r2. Ainsi, la condition |2rQ| < 1+ 12 regroupe
I'ensemble des cas ou les rebonds synchronisés sont stables des deux domaines D, et D,.

On réécrit cette condition : —(1+rH)<2rQ <1+71r?

On substitue 2Qr : -1+ <1+4+r’—m(1-rH)tang, < 1+1?
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2(1+r) <-nm(1—-r*tan¢, <0

2(1+7?)

— >t 0
(1 —12) an ¢, >

F(r)>tang¢, >0
g s . N s Vi
La condition tan ¢,, > 0 est équivalente a ¢,, € ]—n, — E[ U ]O’E[

Ainsi, les angles complémentaires ¢,, € [— %, 0] U E, n] sont systématiquement des points d’équilibre instables.

. N 2 .

F(r) est une monotone croissante pour 0 <r < 1, ou F(0) = —et hrq F(r) = +oo.
r—
On en déduit plusieurs observations sur la condition tan ¢,, < F(r) :

. 2 . . .
e quel que soit 7, les angles ¢, € ]—n, —T + atan (E)[ U ]0, atan (z)[ sont systématiquement des points
d’équilibre stables pour rester synchrones.

e Plusr s’approche de 1, plus ces plages s’élargissent.

e Lorsquer — 1, ces plages tendent vers ¢,, € ]—n, — g[ U ]O,%[.

Question 18 Représenter, dans le plan (X = g/w?, Y = a), le domaine de stabilité correspondant. Interpréter
(qualitativement) I'existence d’'un encadrement du paramétre I'.

aw? g
[=— & a=T— & Y=IX
g w
Ainsi, dans la plan défini par I'’énoncé, les limites sont des fonctions linéaires et le domaine de stabilité est :
Y=a
{5 instable

I est proportionnel a aw?, 'accélération maximale atteinte par la surface (S). Ainsi, I'encadrement de I revient a
encadrer cette accélération, qui ne doit ni étre trop faible, ni trop élevée afin de garder stable la synchronicité de
la balle.

Note : le sujet a choisi de n’étudier qu’une pure synchronicité, cependant il aurait pu étre envisagé que la période
de la balle soit un multiple de la période de (S), autrement ditt = p f ou p serait un entier naturel, avec
p = 1. Cela aurait permis, in fine, de relacher la contrainte imposée par [,y
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Partie Sciences de I'lngénieur

Le Delthaptic, un dispositif haptique parallele

a six degreés de liberte actifs
Corrigé UPSTI

1. Introduction

Objectif : L’objectif du travail proposé est de déterminer les relations entre, d'une part les déplacements et les
efforts de la poignée du robot, d’autre part les déplacements et les couples exercés par les actionneurs.

2. Analyse d’un robot Delta
2.1 - Modélisation d’un robot

Question 1 Montrer que les plans (C;C,C3) et (4;A,A3) sont paralléles et justifier que la base associée au solide
3 est la méme que celle associée a la base 0.

On observe que :

- pour tout i € [1,2,3], le vecteur ¥; est parallele a B/B, ainsi qu'a C;C, (B;B;C;C; forme un parallélo-
gramme) ;

- les vecteurs v; sont orthogonaux a z; ;
- le plan (4;A,A5) est orthogonal a z,.

Il en découle que le plan (C;C,C3) est lui aussi orthogonal a z,. Ainsi, les plans (C;C,C3) et (A;A,A3) sont
paralleles. On en déduit que le solide 3 est en translation par rapport a 0.

La base 3 (x3, V3, z3) n’est pas définit précisément dans le sujet, sinon qu’elle est associée au solide 3, on ne peut
donc pas « justifier » qu’elle est la méme que celle de la base 0.

Cependant, comme les solides 3 et 0 sont en translation I'un par rapport a l'autre, il est parfaitement possible de
définir la base 3 comme étant la méme que la base 0 : (x3,y3,23) = (x4, Vo, Zg)

Question 2 Préciser les degrés de liberté que posséde la plateforme 3 et indiquer le type de mouvement qu’elle
peut faire.

La plateforme 3 posséde trois degrés de liberté : elle peut translater selon les trois directions.

2.2 - Analyse des configurations du robot Delta

Question 3 Montrer, a partir du paramétrage proposé, que I'on obtient 3 équations de la forme :

x2+y?+z2+A;x+By+Cz=D; (D
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On précisera les expressions des termes 4;, B;, C; et D; en fonction des angles a; et 6; et des
constantes géométriques Lg, L1, Ly, L.

Pour touti € {1,2,3}:

OA, + A,B, + B,C, + C,C = 0C
(= Loﬁi + Llfli + Lzz)zi - L3'l_il' = xx—o) + y% + ZZ—O)

On isole L,z : LyZy; = xXo + YV + 22g + (L — Lo)U; — L1 Xy;
Puis on projette dans labase 0: L,Z,; = xxy + yVo + 2zg + (L3 — Ly — L, cos 0,)u; + L, sin 6, z,

L,Zy;i = xXo + VYo + 22y + (L3 — Ly — Ly cos 8;)(cos a; X + sina; yy) + L, sin6; z,
x+ (L3 — Ly — Ly cos ;) cos a;

LyZy; =| y+ (L3 — Ly — Ly cos 0;) sinq;
Z+ Lqsinb; b0

On exprime la norme au carré de ces vecteurs :

L2 =x?+y?+ 2%+ (Ly — Ly — L, c0s 0;)% + (L, sin6;)% + 2(Lz — Ly — L4 cos 6;)x cos ;
+2(Ly — Ly — Ly cos6;)ysina; + 2zL, sin6;

Enfin, on écrit 'expression sous la forme demandée :

x?+y2+ 22+ 2(Ly — Ly — Ly cos 8;) cosa; x+ 2(Ls — Ly — Ly cos 8;) sina; y+ 2L, sin6; z
A B; Ci
=L,*— (Ly — Ly — Ly cos 6;)% — (L, sin 6;)?
D;

Ainsi, on trouve par identification :
A; = 2(L3 — Ly — Ly cos 6;) cos a;
B; = 2(L3 — Ly — Ly cos ;) sinq;
C; = 2L;sing;

D; = Ly* — (L3 — Ly — Ly cos 8;)? — (L, sin 6;)?
= L,% — (L3 — Lo)? — L1? + 2(L3 — Ly)L; cos 6;

Question 4 En combinant les relations (1), montrer que x, y, z vérifient les équations linéaires prenant la forme
suivante :

Allz.x + Bl,Z'y + Cl,Z'Z = D1,2
A2'3.x + BZ,3'y + C2,3-Z - D2,3 (2)
A3,1.x + B3'1.y + C3,1'Z = D3,1

Préciser les expressions des termes 4, j, B; j, C; j, D; ; en fonction des A;, B;, C;, D;, puis en fonction
des angles 6;, a; et des parameétres géométriques Ly, L1, L, et L.

Pour tout (i, ) € {1,2,3}?, en soustrayant les équations (1); — (1), on obtient:
(Ai - A])X + (Bl - B])y + (Cl - C])Z = Di - D]

Par identification, on a ainsi :
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Ai,j = Ai _— A]
= 2(Lsy — Ly — Ly cos8;) cosa; — 2(Lz — Lo — Ly cos Hj) cos a;

Bi,j = Bi - B}
=2(L; — Ly — Ly cosB;)sina; — 2(L3 — Lo — L; cos Hj) sin q;

Ci,j = Ci - C}
= 2L1(sin 0; — sin 9]-)

Di,j = Di - Dj
= 2(L3 — Lo)L,(cos 6; — cos Hj)

Question 5 On s’intéresse ici aux configurations du robot Delta ou les 3 angles pilotés 6; sont égaux, soit : Vi €
{1,2,3}, 6; = 6. Dans cette question, on pourra, si besoin, utiliser les valeurs des angles a;. On a :
21 4T
a;=0,a, = ~ etaz =—.
a) En utilisant les relations (2), montrer que ces configurations conduisent toutesa x = y = 0. En
déduire la nature du mouvement du point C de la plateforme lorsqu’on fait varier 6.

b) Montrer que les points 0, 4;, B;, C; et C sont situés dans un méme plan. Quelle forme
particuliére présente le parallélogramme B;B;'C;'C] ?

c) Justifier que les configurations du robot Delta étudiées ici sont invariantes par une rotation
d’axe et d’angle a préciser, et qu’elles possedent aussi plusieurs plans de symétrie que I'on
précisera.

a) Les 3 angles pilotés 6; sont égaux, ce qui impose C; ; = 0 et D; ; = 0. La seule solution au systeme (2) est alors
x = y = 0. Ainsi, le point C ne se déplace que verticalement, sur I'axe (0, zy), lorsqu’on fait varier 6.

b) Les points 0, 4;, B; font toujours parti du plan (0, 1;, z,). Par ailleurs, dans cette configuration, le point C étant
sur I'axe (0,Z,), il fait lui aussi parti de ce plan. Enfin, comme le point C; est repéré par C,C = —Lsii;, il fait lui
aussi parti de ce méme plan.

B;B;'C;'C; forme alors un rectangle.

c) Les résultats obtenus ici restent vrais quel que soit les angles «; choisis, a condition que ceux-ci restent
différents les uns des autres (modulo 27).

Plus spécifiquement, on note qu’une rotation du robot autour de I'axe (0, z;) ne change pas les configurations du

robot... On pourrait paramétrer cela en définissant un angle @, quelconque, puis en posant a; = @, a, = ay +
21

am
—eta; =ayg +—.
3 3 073

Par ailleurs, on note que le robot posséde trois plan de symétries : les plans défini par O, 4;, B;, C; et C, aveci €
{1,2,3}

Question 6 En se limitant aux configurations du robot Delta possédant les symétries identifiées précédemment
pour lesquelles x = y = 0, déterminer les expressions des valeurs minimale z,,;,, et maximale z,,,,
de z, compte tenu du débattement angulaire des bras br;.

En déduire I'expression du débattement linéaire Az selon zj.

Calculer ce débattement Az en prenant Ly = 80 mm, L; = 200 mm, L, = 250 mmet L; =
100 mm.

Commenter la valeur obtenue par rapport au cahier des charges.
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Pour x = y = 0, l'équation (1) devient: z2+Cz=D
avec: C =2L,sin@ D =1L,*— (Ly—Ly)?>—L*+2(Ly — Lo)L, cos@
On reconnait une polyndéme du second ordre, de solutions :

_—C+VC?+4D
N 2

V4

Onretientla solution avec un « + » correspondant a la configuration ot le point C est situé au-dessus de O (comme
sur la figure 2) :

—C++VC?+4D
2

z(0) =
On a alors z,,;, = z(60 = 60°) et Zyq = 2(6 = —60°).
Puis, Az = Zyax — Zmin-

On note que D(60°) = D(—60°) et C?(60°) = C?(—60°), ce qui permet de simplifier 'expression :

Az = 2L, sin 60° = V3L,

AN:Az =346 mm

Le cahier des charges demande un débattement de 200 mm. Pour x =y = 0, le cahier des charges est donc
largement rempli.

Note : bien siir, ce débattement de 200 mm doit rester vrai V(x,y) € [-100,100] mm ce qui reste a vérifier a ce
stade.

Question 7 Dans ces configurations, le robot Delta présente-t-il des symétries particuliéres. Si oui, lesquelles ?

Quel mouvement obtient-on en faisant varier les angles 8, et 8 en conservant 8, = 6; = 6 au
cours du mouvement ?

Ces deux questions sont intimement liées. Pour y répondre, on pourra s’aider du modele
cinématique du robot Delta et, si nécessaire, des relations (1) ou (2).

Le robot posséde un plan de symétrie défini par les points 0, A;, By, C; et C, soit le plan (0,u;,7z,)

Dans cette configuration, la plateforme 3 peut translateur selon deux directions, u; et z,. Le point C évolue ainsi
dans le plan (0, u;,z,). Autrement dit, on auray = 0 et x, z variables.

Par analyse des équations : On observe que pour 8, = 63 =6 ona A, 3 = C,3 = D, 3 = 0. Ainsi, I'équation (2)
impose y = 0.

Question 8 Indiquer I'ordre selon lequel sont effectués les trois mouvements imposés, en précisant l'intervalle
de temps correspondant a chaque mouvement.

La plage de temps T; correspond aux translations suivant z; (ou 8, = 6, = 6, cf g5,6).
La plage de temps T, correspond aux translations suivant x, (ou 8, = 03, cf q7).

La plage de temps T5 correspond aux translations suivant y, (par élimination des autres possibilités).
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2.3 - Analyse des efforts

Question 9 Donner, en la justifiant, la direction des résultantes R—B{), R—c{) appliquées a la biellette b; en précisant

le théoréme utilisé et les arguments qui permettent de l'utiliser. Le résultat obtenu est similaire
pour la biellette b;’'.

La biellette b; n’est soumise qu’a 2 résultantes ﬁB( et ﬁcg. Par ailleurs, son torseur dynamique est nul car I'effet
L L

de son inertie est négligée. Ainsi, appliquer le PFS permet de montrer que :

e Lesrésultantes ﬁB(, ﬁcf sont portées par la droite B, C/, autrement dit, elles sont de direction Z,;.
L L

Question 10 Donner, sans développer les calculs de produits scalaires ou produits vectoriels, les 6 équations
permettant de relier les forces F, Fy, F; et les couples C,,,; aux variables x, y, z, §; et a leurs dérivées

temporelles. Préciser clairement les ensembles isolés et les théorémes utilisés.

Etape 1: On isole I'ensemble E; = {bras i + rotor i} et on cherche a appliquer le TMD en 4; selon v;.

Moment dynamique : 8, £, /o = J;0;;

(—)> XOi LOi
BAME : {Tmoteur i} = {C 1}} {TOﬁbri} =Y 0
e oi Noi) s, 1,37

0

—Rp1.Zy; —Rprr. Zy;
Tbl = t T, = t
i —br; — b; —br; -
B} 0 B}’

Calcul des moments :

—

MAi,b{%bTi'vi = I:AIBLI A (_RB{'ZZL')] .V = [(leli - evi) 74N (—RBiI.Zzi)] .U = —LlRBil(xli AN ZZi)' v

—

MAi,bi”—)bTi'ﬁi = [ALBIH AN (_RBi”'ZZi)] . 7_7)1' = I:(Llfli + eﬁi) N (_RB{"ZZL')] . ﬁi = _LIRBL.”()_C)lL' AN ZZi)' ‘l})l’

Le TMD en A; projeté sur v; donne alors une relation entre Cp,;, Ry + Ry et les parametres géométriques :
L L

— N s -
Ji6i = Coi + My, 1y Vit My, 10 Vi

Jibi; = Coni = Ly (Rgy + Ryyr) (Bay A Zy). ;| aveci € {1,2,3)

On obtient ainsi 3 équations indépendantes.

Etape 2 : On isole la plateforme 3 et on cherche a appliquer le TRD.
Résultante dynamique : Ry 3,9 = mix, + myy, + mzz,

BAME : les actions des 6 biellettes et I'action mécanique extérieure :
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_RC.’-Zzi = RB.’-ZZL' _RC-’"ZZL' = RB.’"ZZL' F, X_O) +Ey, Yo + 0
{Tbi’"3} - { L 0 l {Tbi”—@} - l - ‘ {(Texesz} =1 " -
0 c! 0 Ci” 0 A

Le TRD donne alors 3 équations indépendantes supplémentaires :

3
mxxo + myyo + mzz, = Fxg + F,yo + Fzg + R 1+ Ry Zzi
=1

i

Bilan : On obtient ainsi 6 équations (3 des TMD + 3 du TRD), pour 6 inconnues (les trois couples moteurs C,,; et
les 3 paires de résultants de biellettes (RB_r + RB_u)). Le systéme peut donc a priori étre résolu.

On peut alors substituer les 3 paires de résultantes des biellettes, on se retrouve alors avec 3 équations
reliant les 3 couples Cp,; aux forces extérieures F, Fy, F, et les parametres géométriques.

Crmi — J:0;
RB.’ +RB.” :-tm—{lla
t i Ly (Xq A Zyy). v

¥Xg + JVo + #75 = Fexg + F,Jg + FyZg + 12 Cmi S0 5
0 0 0 X0 0 0 Ll (5511'/\521')-171' 21

3. Analyse de la structure mécanique du Delthaptic
3.1 - Conception du Delthaptic

Question 11 Représenter le graphe des liaisons associé au modele décrit par le schéma cinématique de la figure

(4).

hélicoidale
d’axe (4,%;)

rotule de
centre B

rotule a doigtde
centre A
Direction du doigty;

Question 12 Justifier le modeéle de liaison équivalente utilisé sur le schéma cinématique entre la plateforme et la
tige t.

La plateforme a, le cardan extérieur et le cardan intérieur (=tige t) forment d'une chaine de solide en série, donc
leurs mobilités se cumulent.

La liaison entre la plateforme a et le cardan extérieur est une pivot d’axe (4, x;).
La liaison entre le cardan extérieur et le cardan intérieur est une pivot d’axe (4, y;).

La liaison équivalente posséde donc deux degrés de liberté : les rotations d’axes (4, x,) et (4,y;). Il s’agit donc
bien d’une rotule a doigt de centre A.

3.2 - Etude des mouvements

Uper: Union des Professeurs de Sciences et Techniques Industrielles Page 15
l OUPSTI - Toute reproduction interdite sans l'autorisation de I'UPSTI sur 18


https://www.upsti.fr/

X-ENS — MP — SI-Phys Delthaptic Session 2024

Question 13 Apres avoir tracé deux figures de calcul représentant les angles ¢ et 8, déterminer trois relations
donnant Ax, Ay, Az, en fonction de 4, ¢ et 8.

Inverser ces trois relations, de facon a déterminer A, ¢ et 8 en fonction de Ax, Ay, Az.

ye Yo x X
7 0
X z
o _, 0. —
X0 s Z
Z Ve

AB = A7; = Ax.%g + Ay. ¥, + Az.Zg, on trouve donc les résultats demandé par projection :

Ax = Az;.x,
= A(cos 0 zy + sin 6 x7). X,
= Asinf cos @

Dy = 2z{.yo
= A(cos 0z, +sinfx7).y,

= Asin@sing

Az = 27;. 7z,
= Acos@

Pour inverser les angles, plusieurs solutions sont possibles, on retiendra la solution ot on garde 8 € [0, g] :

A = /Ax? + Ay? + Az?

Az
6 = arccos< >
JAx? + Ay? + Az?

@ = arg(Ax + jAy)

Note : I'utilisation de la fonction argument permet d’éviter les problemes de domaine de définition rencontrés
avec la fonction arctan. Ici, la formule permet bien de calculer un angle ¢ variant de —m a «.

Question 14 Donner I'expression du torseur cinématique associé a la liaison entre la tige t et la plateforme a :
{Vt /a} , en exprimant le vecteur vitesse angulaire (;/, en fonction des parametres définis
A
précédemment.

Q
(Vera), = { :/a}
0 J4

Question 15 a) Exprimer le torseur cinématique associé a la liaison entre p et t, {Vp/f}B en fonction de A et 1, en

précisant la relation signée entre ces deux grandeurs.

b) Donner, sans calcul, les torseurs cinématiques {Va/O}A et {Vb/o}B' en fonction des composantes

des vitesses de A et de B dans le référentiel R, = (0, %y, Vo, Zg)-
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1/327’}
{ v/ }B A_)Zt 5

‘/i__'_pas.
ou —_anp

—

0
b V = { — . — . —)}
) a/O}A XaXo + YaYo + Zazo) ,

R A

. — . — . —>
XpXo + YpYo + ZpZg

Question 16 Montrer que I'on peut exprimer le vecteur vitesse angulaire Q(p/0) et la vitesse linéaire V (G, p/0)
en fonction des parameétres définis ou déterminés précédemment. Il est demandé de poser les
calculs de produits vectoriels mais de ne pas les effectuer. Il n’est pas nécessaire, dans cette
question, d’exprimer ces vecteurs dans la base B,.

G(p/0) = A(/t) + G(t/a) + ((a/0)
= Y7z + 97 + 07,

V(G,p/0) = V(B,p/0) + GB AQ(p/0) ouV(B,p/0) = V(B,p/b) + V(B,b/0)

V(G,p/0) = %pXg + VYo + 2570 — HZ; A (975 + 677)

Question 17 Recopier le tableau ci-dessous. A I'aide du schéma cinématique, compléter ses cases par les valeurs
0,V ou —V pour indiquer quelle vitesse imposer a chacun des degrés de liberté de chacune des deux
plateformes, en vue d’obtenir les mouvements et sens souhaités.

Mouvement et sens souhaités Ta | WA | 24 | T | 9B | 2B
Translation selon +¥4 : Ty, olv/|iololv 0
Translation selon —|-z7;, 11, 0 0 \Y4 0 0 \%

Rotation selon (G,x4), sens direct : Ry, | 0 |V | V]| 0 |-V |-V
Rotation selon (G,z), sens direct : R,, | 0 0 |-V] O 0 \

3.3 - Action ressentie sur la poignée

Question 18 Compte tenu de la forme de la poignée, visible sur la figure (5), proposer une simplification pour la
matrice d’inertie I,(G). Calculer ensuite le moment cinétique en G de p/0 : ¢(G,p/0) en le
décomposant dans la base B; = (x;,V;, z{) et en exprimant ses coordonnées en fonction des angles
®, 6,9 (et de leurs dérivées temporelles) et des éléments pertinents de la matrice d’inertie I,,(G).

La poignée semble avoir une symétrie de révolution d’axe (4, z;). Ainsi, la matrice peut se simplifier :

A 0 O A 0 O
Ip(G)=<O A 0) =<o A o)
Gz N0 0 Oy

0 0 C
Calcul du moment cinétique : 6(G,p/0) = I, (G).ﬁ(p/O) ou, d’apres la question 16 :

G(p/0) = Yz + ¢75 + 6Y; _
=Yz{ + ¢(cos 0z, —sinOx;) + Oy;
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—@sinf
= 6
Y+ @eost/ s
—A¢@sin6
Ainsi, |6(G,p/0) = Ab
Cy+Cpcosb T

Question 19 Déterminer les relations vectorielles entre FA), F_B) et F, M en fonction des parameétres géométriques
et cinétiques. Préciser le(s) théoreme(s) ou principe(s) utilisé(s) et le systeme isolé.

On ne développera pas les calculs de produits vectoriels ou de dérivées.
On isole E = {p + t} et on applique le PFD au point G.

Le TRD donne : mpf(G,p/O) =F+F,+Fy

avGp/0| . — | — - (5 Arh i 4 .
my—— | = F+F,+Fp (ouV(G,p/0) a déja été exprimée a la question 16)
Ro
Le TMD en G donne : §(G,p/0) =M +Mgq; + Mg,y
dO_') G, 0 — —_ — —_— —_—
d9(G,p/0) —M+GAAF, +GB AT,
dt
Ro
da(G,p/0 _, . —
% =M+ (H—-A1).Z,ANFy + H.z, A Fg
Ro
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