VMP* 2025-2026 Planches oraux CCINP Chaptal

Planche 1 :

1
1. (ccinp 5) Soit a € R et u,, = ——— pour n > 2.
n(lnn)>

1. Si a <0, montrer par une minoration tres simple que Z u, diverge.

2. Etudier la nature de la série de Z Uy, pour o > 0. Indication : on pourra utiliser la fonction

f définie par f(x) = m
(e—(1+5)")er
(In(n? +n))?

3. Déterminer la nature de la série E
n>2

2. Soit A € M, (R).

(a) Montrer que si w est une valeur propre complexe de A, alors w 'est aussi.
(b) i. Montrer que X° — 3X — 4 posseéde une unique racine réelle.
ii. On suppose dans cette question de A* —3A4 — 41, = 0. Montrer que det(A) est positif.
(c) On suppose dans cette question de A% + A + I,, = 0. Montrer que n est pair.
(d) On suppose dans cette question de A® 4+ A% + A = 0.

i. Montrer que rg (A) est pair.
ii. Montrer que tr(A) est dans Z~.



Planche 2 :
1. (ccinp 4)
1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.
2. Soit f : [a,b] — R et soit xg €]a,b[. On suppose que [ est continue sur [a,b] et que [ est
dérivable sur Ja, o[ et sur ]z, b|.
Démontrer que, si f* admet une limite finie en xg, alors f est dérivable en zg et f'(x) =

lim f'(x).
Tr—xQ
3. f dérivable en zy n’implique pas que f’ a une limite finie en . On pourra utiliser g : x
1
?sin— si x#0
€T .
0 siox=0

2.(a) Soit A € M3(R) telle que A% =0 et A # 0.
i. Montrer que dim(Ker (A4)) = 2.

ii. Montrer que A est semblable a

o = O
o O O
o O O

(b) Dans Ms(R), on considere I'équation M? + M = A, d’inconnue M, avec A = G })

i. Si M est solution, montrer que M est diagonalisable.
ii. Résoudre I’équation.



Planche 3 :

1. (ccinp 63) Soit £ un espace euclidien muni d'un produit scalaire noté (. |. ).
On pose : Vx € E,, ||z]| = v/ (z|x).
Pour tout u € L(E), on note u* son adjoint.
1. Un endomorphisme u de E vérifiant : Vo € E, (z|u(z)) = 0 est-il forcément nul 7
2. Soit u € L(E). Prouver que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
i uou" =u"ou.
ii. Vo,y € E, (u(@)lu(y)) = (u(@)|u*(y)).
ili. Vo € B, ||u(z)]] = ||lu*(x)].
2. Soient I un intervalle de R contenant 0, n € N et f € C"*(I,R) telle que f(0) = 0.

L flx)/x si x#0
Smtg.xr—){f,(o) G r0

(a) Montrer que g est continue sur I, puis dérivable sur I si n > 2.

n —1\n—kp) (k)
(b) Montrer que g est de classe C"*! sur 1\ {0} et que : Vz € 1\{0}, ¢/ (z) = (=)l ()

]{!xnkarl
k=0

/ " f D (#)dt, grace A une formule de Taylor
0

(¢) Montrer que : Vz € T\ {0}, ¢"(z) =

avec reste intégrale.

xn+1



Planche 4 :

1. (ccinp 16) Soit n € N* et on pose u, :  +— In (1 + E) — L Qéfinie sur [0,1]. On pose S(x) =
n n

+o00
g up,(z), lorsque la série converge.
n=1

1. Montrer que S est définie sur [0, 1].
~ 1
2. Soit (vy,)n>1 définie par v, = In(n + 1) — Z A
k=1

En utilisant S(1), montrer que la suite (Uninzl converge.
n

En déduire un équivalent simple de Z z lorsque n tend vers 4-o00.
k=1
3. Montrer que S est de classe C' sur [0, 1] et calculer S(1).

2. Soit E = R?® muni du produit scalaire usuel noté (.,.). Soit u un vecteur unitaire de E et pour
a dans R on pose f, : @ — x + a (z,u) u.

(a) Montrer que f, est un endomorphisme de F.

(b) i. Montrer qu’il existe un unique a’ dans R* tel que : Vo € E, || fo ()] = ||z]|.
ii. Montrer que Ker (f, + Idg) et Im (f, + Idg) sont supplémentaires dans E.

(c) On se replace dans le cas général. Déterminer les éléments propres de f,.



Planche 5 :
1. (ccinp 7) Soient (up)n>0 €t (vn)n>0 deux suites réelles telles que (v, ),>0 est non nulle & partir
d’un certain rang.

1. Montrer que si u,, ~

Up, alors u, et v, sont de méme signe a partir d'un certain rang.
n——+0o0

2. On suppose dans cette question (v,) positive. Montrer que si u,, ~ v,, alors Zun et

n—-+o00

Z v, sont de méme nature.
1)™ +4)In(n) sin ()
vn+3-—1

3. Nature de la série Z (=

a b ¢ d

2. Soient a,b,c,d € C tels que a®> +b* # 0 et M = b a —-d c
—c d a b

—d —c b a

a) Calculer . En déduire det .
Calculer MM". En déduire det(M
(b) Si a*+b* + 2+ d* # 0, donner le rang de M. Si a* + b* + ¢+ d* = 0, donner le rang de M.

(c) On pose w € C tel que : w? = b? +c*+d*. Quelles sont les valeurs propres de M ? En déduire
que si w # 0, alors M est diagonalisable.



Planche 6 :
1. (ccinp 34)
Soit A une partie non vide d’un R-espace vectoriel normé FE.
1. Rappeler la définition d’un point adhérent a A, en termes de voisinages ou de boules.

2. Démontrer que : z est dans A si et seulement si il existe une suite (z,)n,>0 telle que :
VneN, z, € Aet limz, = .

3. Démontrer que, si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A est un sous-espace vectoriel
de E.

4. Soient B une autre partie non vide de E. Montrer que A x B = A x B.

2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et u € L(E).

(a) Montrer que si u est nilpotent, alors u" = 0.
(b) Soit n > 2 tel que u™ = 0 et u" " # 0. Montrer qu'’il existe une base B de E telle que :

0 0 0
1 0 (0)
A= Matg(u)y=| 0 1

(0) 10
(c) Déterminer les matrices X de M,,(K) telles que X* = A.



Planche 7 :

1. (ccinp 108) Soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans N définies sur le méme espace
probabilisé (€2, .4, P).

1

On suppose que la loi du couple (X,Y) vérifie : V(4,7) € N?, P(X =i,Y = j) = el

e2tTy!

1. Déterminer les lois de X et Y.

2. a. Prouver que 1+ X suit une loi géométrique et en déduire E(X) et V(X).
b. Déterminer I'espérance et la variance de Y.

3. Les variables X et Y sont elles indépendantes ?

4. Calculer P(X =Y).

2. Soit P=X"— X +1, avec n > 2.
(a) Montrer que P admet n racines zi, ..., 2, distinctes sur C.
1+2z si i=3j

(b) Soit la matrice A = [a; j]1<i j<n telle que Vi,j € [1,n], a;; = { ] sinon

Calculer det(A).



Planche & :
1. (ccinp 77) Soit E un espace euclidien.

1. Soit A un sous-espace vectoriel de E. Montrer que (AY)* = A.
2. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

a. Montrer que : (F +G)* = F- nG*.

b. Montrer que : (FNG)* = F++ G+

" In(t In(2 "1 " In(t In(2) 1In(3
2. (a) Montrer que pour n > 3, ona:/ n<)dt+ n(2) < n(n) g/ n<)dt+ n( )_|_ n( )
3

3 1 2 — n
2In(n) = In(n) In(n)
2 2
(b) Montrer que In“(n) —In“(n — 1) = . + 3 +o0 )
1 1 ~ In(k
(c) On pose u,, = n(n) 1 n(k) _
n 2

(In?(n) — In*(n — 1)). Montrer qu’il existe ¢ € R tel que Z ?
k=2

1 2
n(n) +c+¢e,, avec lim g, =0.
2 n—-+oo




Planche 9 :

0 a 1
a 0 1
a 1 0

1. Déterminer le rang de A.

1. (ccinp 69) Soit , avec a € R.

2. Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable ?
teo dx
2. Pour tout n de N*, on pose I, = / —_
o (L4a?)

(a) i. Montrer que I, est bien définie pour tout n de N*.

ii. Montrer que la suite (I,,) converge et calculer sa limite.
(b) i. Trouver une relation de récurrence entre I,, et I, .

ii. En déduire une autre méthode pour calculer la limite de (I,).



Planche 10 :
1. (ccinp 78) Soit E un espace euclidien de dimension n et u un endomorphisme de E.

1. Soit u un endomorphisme de E tel que : Va € E, ||u(z)]| = |||

a. Démontrer que : Vz,y € E, (u(z)u(y)) = (z]y).
b. Démontrer que u est bijectif.

2. Démontrer que O(E) I'ensemble des isométries vectorielles de E, muni de la loi o, est un
groupe.
3. Soit u € L(E). Soit e = (ey, €, ..., €,) une base orthonormée de E. Prouver que u est dans
O(E) si et seulement si (u(ey),u(ez), ..., u(e,)) est une base orthonormée de FE.
= 1
2. On pose ((t) = e
n=1
(a) Donner le domaine de définition et le sens de variation de .
(b Etudier la continuité de ¢ sur son domaine de définition.

)
)
(¢) Quelle est la limite de ¢ en +o00?
)
)

1 k+1 dx
d) Montrer que ((t) ~ ——. On pourra s’aider —.
( que ¢(t) t—1+ ¢ — 1 P /k xt

(e) Montrer que ¢ est convexe.



Planche 11 :
1. (ccinp 15) Soit X une partie de R ou C.

1. Soit Z fn une série de fonctions définies sur X a valeurs dans R ou C.
Rappeler la définition de la convergence normale de Z fn sur X, puis celle de la convergence

uniforme de Z fn sur X.

2. Démontrer que toute série de fonctions, a valeurs dans R ou C normalement convergente sur

X est uniformément convergence sur X.
2

n
3. La série de fonction Z —'z” est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre
n!
0 et de rayon R € R 7

2.(a) Montrer que O, (R) et T, (R) (I'ensemble des matrices triangulaires supérieures donc tous
les coefficients diagonaux sont strictement positifs) sont des sous-groupes de (GL,(R), o).
(b) Montrer que O,(R) NT.F(R) = {I,}.
(c) Soit A € GL,(R). Soit (ey, ..., e,) la base canonique de R" et B = (uy, ..., u,) la base consti-
tuée des vecteurs colonnes de A. Soit Bgs = (v, ..., v,) la base orthonormée obtenue & partir

de B grace au procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. A I'aide de ces bases, montrer
qu’il existe O € O,(R) et T € T,/ (R) telles que : A= OT.



Planche 12 :

1. (ccinp 72) Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N*, f € L(E) et (eq,...,e,) une
base de E. On suppose que f(e1) = f(ea) = ... = f(e,) = v ol v est un vecteur donné de E.
1. Donner le rang de f.
2. f est-il diagonalisable ? (discuter en fonction du vecteur )

2. Soit (E) : (2° = 2)y + 2y = —2.
(a) Résoudre (E) sur I =] —v/2,V2[.

n!
(b) On considere la série entiere Z 2?1 Déterminer le rayon de conver-
—~ 1x3x..x(2n+1)

n
gence de cette série entiere.

(c) On note f la somme de la série entiere précédente, trouver une équation différentielle dont
f est solution.

(d) Déterminer une expression simple de f.



Planche 13 :
1. (ccinp 84)

1. Donner la définition d’'un argument d’un nombre complexe non nul (on ne demande ni
I'interprétation géométrique, ni la démonstration de 'existence d'un tel nombre).

2. Donner, en justifiant, les solutions dans C de ’équation 2" = 1 et préciser leur nombre.

3. En déduire, pour n € N*, les solutions dans C de I’équation (z +7)" = (z — )" et démontrer
que ce sont des nombres réels.

2. Soit r €] — 1,1[. On définit f,, : © — r" cos(nz), pour n € N.

(a) Montrer que Z fn converge normalement sur R.

n>0
+oo
(b) Soit # € R. Déterminer la fonction S définie par S : x — Z fn(x).
n=0

L 1—17? =
(c¢) En déduire que : Vx € R, [ r— =1+2 ; fu().

27
(d) Soit (k,n) € N?. Calculer / cos(kx) cos(nz)dz.
0

cos(kx)
1+ 72 — 2rcos(x)

2m
(e) En déduire, pour k dans N, I'expression de I, = /
0



Planche 14 :

1. (ccinp 27) Soit n € N* et on pose f,(z) =

tTL n
1+ et u /f

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn) sur [0, 1].

2. Soit a €]0, 1|. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur [a, 1] ?
3. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?

4. Trouver la limite de la suite (uy)nen-

2. (ex 32) Soit n € N*. On note S,,(R) I'ensemble des matrices symétriques de M,,(R) et
A,(R) = {M € M,(R) | M" = —M?} I'ensemble des matrices antisymétriques.
On munit M, (R) du produit scalaire : VA, B € M, (R), (A|B) = tr(A”B).
(a) Montrer que A,(R) et S,,(R) sont supplémentaires dans M., (R).
(b) Montrer que S,(R) = A, (R)".

0 2 1
(¢) On note M = 2 0 1 |.Calculer la distance de M a S3(R).
-1 -1 0

(d) Soit H ={M € M, (R) | tr(M) = 0}. Montrer que H est un espace vectoriel de dimension
a déterminer.
(e) Soit J € M, (R) dont tous les coefficients sont 1. Calculer la distance de J a H.



Planche 15 :

1. (ccinp 6) Soit (u,,) une suite de réels strictement positifs et £ un réel dans [0, 1].

7 . . Un+1
1. Démontrer que si lim ——— = ¢, alors g u, converge.
n—-+oo Unp,

Un41

Indication : écrire, judicieusement, la définition de lim = (, puis majorer, pour n

n—-4o0o Unp,
assez grand, u, par le terme général d'une suite géométrique.

|
2. Quelle est la nature de Z g
n?’l

n>1

2. Soit E un espace euclidien de dimension n € N*, soit un endomorphisme f € L(FE) tel que

=1

(a) Montrer que si f est injectif, alors n est pair.

(b) Montrer que Ker (f) et Im(f) sont supplémentaires orthogonaux.
)
)

(c

(d) Montrer que la seule valeur propre réelle de f est 0.

En déduire que le rang de f est pair.



Planche 16 :
1. (ccinp 79) Soient a,b € R tels que a < b.

b
1. Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans R. Démontrer que : / h(z)dr =0 =

h =0.
2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a,b] dans R. On pose : Vf,g €
b

E, (flg) = / f(2)g(x)de.

Démontrer qﬁe I’on définit aisni un produit scalaire sur FE.
1
3. Majorer / Vre *dx en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

2. On note n et p deux entiers naturels avec n non nul et p < n. On note N(n,p) le nombre de
permutation de &,, avec p points fixes et on introduit D(n) = N(n,0) et D(0) = 1. On considere

;. RN /7 n
f(z) la somme de la série entiere de terme général —‘3:".
n

(a) Par dénombrement montrer que N(n,p) = (n> D(n — p) et que Z N(n,p) =nl.
p
p=0

1
(b) Montrer que la fonction f est définie sur | —1, 1[ et que f(z)e® = T bour tout z €] —1,1].

—x
(c¢) En déduire N(n,p).
N(n,p)

|

n.

en fonction de p. Interpréter.

(d) Trouver la limite lorsque n — 400 de



Planche 17 :
1. (ccinp 12)
1. Soit (f,,) une suite de fonctions de [a,b] dans R.
On suppose que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers une fonction
f, et que, pour tout n € N, f,, est continue en x, avec xq € |a, b].
Démontrer que f est continue en x.

2. On pose : Vn € N*,Vz € [0,1], g, (x) = 2".
La suite de fonctions (g,)n>1 converge-t-elle uniformément sur [0, 1] 7
2. Soit P € C[X] tel que P (X?) = P(X)P(X —1).
(a) Soit a € C racine de P.
i. Montrer que a =0 ou |a| = 1.
ii. Montrer que a = —1 ou |a + 1| = 1.
(b) En déduire tous les polynémes de C[X] qui vérifient P (X?) = P(X)P(X —1).



Planche 138 :
1. (ccinp 11)
1. Soit X une partie de R, (f,,) une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement

vers une fonction f.
On suppose qu'il existe une suite (z,)nen telle que la suite (f,(2,) — f(2,)),cn De tende pas

vers 0.
Démontrer que la suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformémement vers f sur X.
sin(nx)
2. Pour tout z € R, on pose f,(r) = ——.

a. Etudier la convergence simple de la suite (f,,).
b. Etudier la convergence uniforme de la suite (f,) sur [a,+oo| (avec a > 0), puis sur
10, 4-o0.

O =

2. Soient n € Non > 3, M = € M, (R), on note f I’endomorphisme canonique-

— == = O
o OO O

ment associé a M.

(a) Déterminer le rang de M.
(b) Donner les valeurs propres de M et leurs sous espaces propres associés.
(c) Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur Im f dans la base canonique de R".



Planche 19 :

1. (ccinp 82) Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de ' de dimension finie
n > 0. On admet que, pour tout x € FE, il existe un élément unique y, de F' tel que x — y, soit
orthogonal & F et que la distance de z & F soit égale a ||z — vl

/ /
Pour A = (CCL Z) et A’ = (CCL, b ), on pose p(A, A") = ad + bV + e + dd'.

dl
1. Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur My(R).
2. Calculer la distance de la matrice A = <_11 2) au sous-espace vectoriel ' des matrices

triangulaires supérieures.
2. Soit une suite (a,) décroissante positive et qui converge vers 0. Pour = € [0, 1], on note u,(z) =
ap,z" (1l —x).
(a) Justifier que (a,,) est bornée.
(b) Etudier la convergence simple de la série Z(un) sur [0, 1]

+oo
(¢) Etudier la convergence uniforme de la série (on peut calculer le reste Z ).
k=n+1

(d) Calculer la limite de ( n )
n+1

() Etudier la convergence normale de la série (on peut calculer la norme infinie de w,, )



Planche 20 :
1. (ccinp 17) Soient A C C et (f,,) une suite de fonctions de A dans C.

1. Montrer que si la série de fonctions Z fn converge uniformément sur A, alors la suite (f,,)
converge uniformément vers 0 sur A.
2. Onpose:Vn e NVe e Ry, f,(z) = na’e” ™™ Montrer que Z fn converge simplement sur
R, . A-t-on convergence uniforme sur R, ? Justifier.
2. Soit U et V deux vecteurs non nuls de M, ;(C), la matrice A = UV et le complexe a =
Trace(A).

(a) Quel est le rang de la matrice A7
(b) Calculer UV
(c) Calculer A%

(d) La matrice A est-elle diagonalisable ?

(e) Dans le cas ou a # 0, déterminer les sous-espaces propres de A.



Planche 21 :
1. (ccinp 30)
1. Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.
+oo
2. Soit F':x+— / et cos(tx)dt. Montrer que F est de classe C' sur R.
0

3. a. Trouver une équation différentielle linéaire (E) d’ordre 1 vérifiée par F.
b. Résoudre (F).

2. Soit E un espace euclidien et u une isométrie vectorielle de E. On pose v = Idg — u.

(a) Montrer que Im(v) et Ker(v) sont suplémentaires orthogonaux.

n—1
1
(b) On pose : ¥n € N*, f,, = — E uF. Soit x € E.
n
k=0

n—1
1
i. Soit z € Im(v) et y € Ker(v) tel que x = z + y. Montrer que : f,(z) = — E uF(2) +y.
n
k=0

ii. En déduire que (f,,(z))nen+ converge vers le projeté orthogonal de x sur Ker(v).



Planche 22 :

1. (ccinp 63) Soit £ un espace euclidien muni d'un produit scalaire noté (. |. ).
On pose : Vx € E,, ||z|]| = v/(z|x). Pour tout u € L(F), on note u* son adjoint.
1. Un endomorphisme u de E vérifiant : Vo € E, (z|u(z)) = 0 est-il forcément nul 7

2. Soit u € L(FE). Prouver que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
i uou" =u"ou.
i Va,y € B, (u(@)lu(y)) = (v (2)|u*(y)).
ili. Vo € B, ||lu(z)]] = ||lu*(x)].
+oo
2. On considere la fonction d'une variable réelle : F': z — Z In(1+e ™).
n=0
(a) Déterminer le domaine D de définition de F'.
(b) La fonction F' est-elle continue sur D ?
(¢) Montrer que F' est monotone sur D.
)

(d) Déterminer le domaine image F(D).



Planche 23 :
1. (ccinp 29) On pose : Vx €]0, +oo|, f(z,t) =e "t" ',

1. Démontrer que : Va €0, +o0[, la fonction ¢ — f(z,t) est intégrable sur |0, +ool.

+o00
On pose alors : Vz €]0, 00|, I'(x) = / e o dt.
0

2. Pour tout = €]0, 400, exprimer I'(x 4+ 1) en fonction de I'(z).
3. Démontrer que I est C* sur ]0, +o00o[ et exprimer I'(z) sous forme d’intégrale.

2.(a) Soit A = (a;;)1<ij<n € M,(C) & diagonale strictement dominante, c’est-a-dire telle que :
Vie [1,n], |ai] > Z la; ;|. Montrer que A est inversible.
J#i
(b) Soit B = (bij)i<ij<n € M,(C) et A € C une valeur propre de B. Montrer qu'il existe
i € [1,n] tel que |A—big| <> |biyl.
i



Planche 24
1. (ccinp 9)

1. Soit X un ensemble, (g,) une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans

C. Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g,) vers
la fonction g.

2. On pose f,(z) = ntz.-

e "2 cos(v/nz), pour n € N,

a. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,).

b. La suite de fonctions (f,,) convergence-t-elle uniformément sur [0, +oo[ ?

c. Soit a € R,.. La suite de fonctions (f,) convergence-t-ell uniformément sur [a, +oo[?
d. La suite de fonctions (f,) convergence-t-ell uniformément sur |0, +o00| ?

2. Soit n € N*. On note S,(R) (resp. A, (R)) I'ensemble des matrices symétriques (resp. antisy-
métriques). On munit M,,(R) du produit scalaire : VA, B € M, (R), (A|B) = tr(A"B).

(a) Montrer que A,(R) et S,,(R) sont supplémentaires dans M., (R).

(b) Montrer que S,(R) = A,(R)", avec S, (R) (resp. A, (R)) I'ensemble des matrices symétriques
(resp. antisymétriques).

0o 2 1
(c) On note M = 2 0 1 |.Calculer la distance de M a S3(R).
-1 -1 0

(d) Soit H ={M € M,(R) | tr(M) = 0}. Montrer que H est un espace vectoriel de dimension
a déterminer.

(e) Soit J € M, (R) dont tous les coefficients sont 1. Calculer la distance de J a H.



Planche 295 :
1. (ccinp 22)
1. Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries entieres ? Le démontrer.

2. Développer en série entiere au voisinage de 0, en précisant le rayon de convergence, la fonction
fiz—In(l+2x)+In(1 - 2x).

La série obtenue converge-t-elle pour © = 1/47 2 =1/27 x = —1/27
En cas de convergence, la somme de cette série est-elle continue en ces points ?
0 --- 0 a
2. Soit n € N*, (a,b) € R*\ {(0,0)} et la matrice : A = O O | e ML(R).
PR a
a DY a b

(a) Justifier que A est diagonalisable.
(b) Déterminer le rang de A.
(c) Déterminer le polynéme minimal de A, le spectre de A et le polynome caractéristique de A.



Planche 26 :
R? - R
xy .
si (z,y) # (0,0)

1. (ccinp 33) Soit f : (x,y) — N
0 si (2,y) = (0,0)

1. Démontrer que f est continue sur R?.
2. Démontrer que f admet des dérivées partielles en tout point de R2.

3. f est-elle de classe C! sur R?? Justifier.
a®> ab ab b
. 2 o |ab @® B ab
2. Soit (a,b) € C* et la matrice : A = ab b 2 ab
b2 ab ab a?

(a) Calculer det(A). On exprimera le résultat sous une forme factorisée.

(b) Déterminer le rang de la matrice A.
(c) La matrice A est-elle diagonalisable ? Préciser la valeurs propres de A ainsi que leur multi-

plicité. Déterminer le polynéome minimal 74 de A.



Planche 27 :
1. (ccinp 105)

1. Enoncer et démontrer la formule de Bayes pour un systeme complet d’événements.
2. On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés (c’est-a-dire truqués).
Pour chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir le chiffre 6 lors d’un lancer vaut 1/2.
a. On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé et on obtient le chiffre 6. Quelle
est la probabilité que ce dé soit pipé?
b. Soit n € N*. On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé n fois et on
obtient n fois le chiffre 6. Quelle est la probabilité p,, que ce dé soit pipé?
c. Déterminer lim p,. Interpréter ce résultat.

n——+00
o0 n —xf
2. Soit S(x Z
n=0

(a) Montrer que S est bien définie sur R .
(b) Montrer que S est de classe C' sur R et calculer S’.



Planche 28 :
1. (ccinp 71) Soient P = {(z,y,2) ER*/x +y+ 2 =0} et D = {(2,y,2) € R*/z = y/2 = 2/3}.

1. Montrer que P & D = R3.

2. Soit p la projection sur P parallelement a D. Soit u = (z,y, z) € R. Exprimer p(u). Quelle
est la matrice de p dans la base canonique ?

3. Déterminer une base dans laquelle p est diagonale.

“ In(1 —
2.(a) Montrer que U'intégrale / w dz est convergente pour tout a € ]0, 1[.
0 x
“z+In(l—2x) - "
b) Mont —Cdr=—) ——
(b) onrerque/0 o x ;n(n+1)

"2+ In(1—
(c) Montrer alors que / z+In{l—z)

5 dx est convergente et en déduire sa valeur.
0 x



Planche 29 :
1. (ccinp 66)

1. Soit A € S,(R). Montrer que A est dans S (R) si et seulement si : Sp(A) C R.
2. Soit A € S,(R). Montrer que A® est dans S, (R)
3. Soit A € S} (R). Montrer qu'il existe B dans S (R) tel que B* = A.

2. (a) Déterminer le développement en série entiere de la fonction Arcsin.

(b) Justifier que la fonction f définie par : Vo € |—1,1[, f(z) = (Arcsinz)? admet un dévelop-
pement en série entiere.

(c) Montrer que f est solution de I’équation différentielle : (1 — z*)y” — zy/ = 2.
(d) En déduire le développement en série entiere de f.



Planche 30 :
1. (ccinp 66)
1. Soit A € S,(R). Montrer que A est dans S (R) si et seulement si : Sp(A) C R.
).

2. Soit A € S,(R). Montrer que A® est dans S, (R)
3. Soit A € S} (R). Montrer qu'il existe B dans S (R) tel que B* = A.

o0

1
2. Pour tout s > 1, on pose ((s) = Z —. Soit X une variable aléatoire telle que
nS
n=1
A
X(Q)=N',VneN : P(X=n)=—
nS

(a) Calculer \. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que X admette une espérance.
Puis une variance.

(b) Soit A, : «n divise X » (avec n € N*). Calculer P(A,). Etudier 'indépendance de A, et
A,, quand n Am = 1.

1 1
(c) Montrer qu’en notant P I’ensemble des nombres premiers, O] = | | (1 - —) :
S p*
peEP



Planche 31 :
1. (ccinp 94)

T
T

5[6]

1. En raisonnant par 1’absurde, montrer que le systeme (.5) : { 4[8)] n’a pas de solution

T € 7.
2. a. Enoncer le théoreme de Bézout dans Z.

b. Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux. Soit ¢ € N. Prouver que : (a|c et b|c) <

ablc.
r = 6 [17]
3. On considere le systeme (S): ¢ = = 5 [16] dans lequel 'inconnue x appartient a Z.
r = 4 [15

a. Déterminer une solution particuliere zy de (S) dans Z.

b. Déduire des questions précédentes les solutions dans Z de (S) en fonction de la solution
particuliere x.
1 o= (1241).22
2. On pose : Vz € R, g(x) = —dt.
(a) Montrer que g est de classe C* sur R et calculer ¢(x) pour tout .
(b) Exprimer g en fonction de h : x — / eV dt.
0

(c) Montrer que :Cll)rlloog(x) =0.



Planche 32 :

1. (ccinp 47)Pour chacune des séries entieres de la variable réelle suivantes, déterminer le rayon de
convergence et calculer la somme de la série entiere sur 'intervalle ouvert de convergence :

+00 3nx2n

1. E .

n

n=1
400 n

p) n Qopn = 4

. a,x , avec . 5n+1

p— A2p41 =

2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N*. Soit f € L(E) de rang un.

(a) Montrer qu’il existe A € K tel que : f? = \f.

(b) A-t-on : E =TIm (f) @ Ker(f)?

(c) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
i. Il existe un scalaire ¢ non nul tel que c¢f soit un projecteur;
i fof#0:
ili. £ =1Im(f)® Ker(f).



Planche 33 :
1. (ccinp 81) On définit sur Ms(R) x My(R) Iapplication ¢ définie par : ¢(A,
admet que cela définit un produit scalaire sur My(R). On note F = { (—b 2) , a,be R}.

& =
=

[
3
N

S

=
o

=

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de My (R).
2. Donner une base de F*.

3. Déterminer le projeté orthogonal de J = (1 1) sur Ft.
4. Calculer la distance de J a F.
2. Soit n = 2, ay, ..., o, € R tels que Zai = 1. Onpose : V(z1,....,x,) € (RL)"  f((x1,...,2p)) =

=1

xtosi x; #0 " & .,
g ’ g 7 et :Y(xy,...,z,) € (R, g((z1,...,2n)) = Zaixi et I'={(z1,....,2,) € (R})
i=1

0 sinon

(a) Montrer que f admet un maximum g sur I', en particulier sur I' N0, +oo[".
(b) Déterminer p et A € T'N]0, +oo[" tel que f(A) = u.

T ) (R-l- H P < Zazxz

=1

(c) En déduire que : ¥(xy, ..



Planche 34 :

1. (ccinp 54) Soient E ’ensemble des suites réelles qui convergent vers 0.

1. Prouver que F est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des suites a valeurs réelles.
2. On pose : Yu = (Up)nen € F, ||ul| = sup |uy).
neN

a. Prouver que ||.|| est une norme sur E.
+00 u

b. Soit u = (up)neny € E. Montrer que g anl converge.
n=0

Un,
2n+1'

+o0
c. Soit f l'application définie sur E par (un)nen — Z Montrer que f est continue
n=0

sur .
: o MR(C) — M, (C)
2. Soit A € M,,(C). On définit : u : { I s X 4 tr(X)A
(a) Montrer que u est linéaire.
(b) Montrer que u est injective si et seulement si tr(A) # 1.
(¢) En déduire une condition pour que u ne soit pas bijective.
(d) Discuter selon A et B € M,,(C) de l'existence de solutions de 1’équation u(X) = B.



Planche 395 :

1. (ccinp 59) Soit n un entier tel que n > 2. Soit E espace vectoriel des polynomes a coefficients
dans K = R ou K = C de degré inférieur ou égal a n.
On pose : VP € E, f(P)=P— P

1. Montrer que f est bijective de deux manieres :

a. sans utiliser la matrice de f.
b. en utilisant la matrice de f.

2. Soit Q € E. Trouver P € E tel que f(P) = Q.
Indication : si P est dans E, quel est le polynéme PV ?

3. f est-elle diagonalisable 7
n!
1.3...2n+1)

2. Pour tout n € N, on pose a,, =

(a) Donner le rayon de convergence R de Z anpr? .

(b) Résoudre sur | — R, R[ I'équation différentielle (E): (2 — 2%)y’ — zy = 2.
(c) Montrer que la somme f de Z an,z®" ! est solution de (E) sur | — R, R].
)

(d Etudier la convergence aux bords de l'intervalle de convergence de cette série entiere.



Planche 36 :

1. (ccinp 7) Soient (up)n>0 €t (vn)n>0 deux suites réelles telles que (v, ),>0 est non nulle & partir
d’un certain rang.

1. Montrer que si w,, ~ wv,, alors u,, et v, sont de méme signe a partir d'un certain rang.
n——+0o0

2. On suppose dans cette question (v,) positive. Montrer que si u,, ~ v,, alors Zun et
n—-+0o0o

Z v, sont de méme nature.
1)™ +4)In(n) sin ()
vn+3-—1

2. Soit A une matrice de M,,(R) non colinéaire & I,, tel que (A + I,,)* = 0.

3. Nature de la série Z (=

(a) Montrer que A est inversible et expliciter son inverse. Donner un exemple d’une telle matrice.
(b) A est-t-elle diagonalisable ?

(¢) Soit p un entier naturel, exprimer A? en fonction de A% de A et de I,.



Planche 37 :

1. (ccinp 82) Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de ' de dimension finie
n > 0. On admet que, pour tout x € FE, il existe un élément unique y, de F' tel que x — y, soit

orthogonal & F et que la distance de z & F soit égale a ||z — vl
a b

/ /
Pour A = (C d) et A = (CCL, Z,), on pose (A, A’) = aa’ + bV’ + ¢ + dd'.
1. Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur My(R).

1

2. Calculer la distance de la matrice A = <_ 1 9

) au sous-espace vectoriel ' des matrices

triangulaires supérieures.
Veel, flx+1)=af(x)
2. On note I =]0, 400 et on fixe une fonction f: I — R telleque: ¢ f(1) =1
¢ = In(f) est convexe.

(a) Tracer l'allure du graphe d’une fonction convexe et y placer trois points A, B et C' d’abscisses
croissantes. Classer alors, sans justification, les pentes des droites (AB), (BC) et (AC).

pn+1+z)—p(n+1)

(b) Montrer que : Vn € N*Vz €]0,1], In(n) < <lIn(n+1).

(d) Montrer alors que f est unique, puis vérifier que f coincide avec la fonction I': z > 0 —

“+oo
/ t*~le~tdt d’Euler.
0

nln® 1
: * < - < — .
(c) Montrer que : V(n,x) € N*x]0,1], 0 < ¢(x) — In (m(:c 1 ) <zln (1 + n)



Planche 38 :

0 2 -1
1. (ccinp 91) Soit A= [ -1 3 —1| € M3(R).
-1 2 0

Montrer que A n’admet qu’une seule valeur propre que I'on déterminera.
La matrice A est-elle inversible 7 Est-elle diagonalisable ?
Déterminer, en justifiant, le polynéme minimal de A.

Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par (X — 1)? et en déduire
la valeur de A".

+oo
2. On définit g: z € R} — /
0

™~

e—xt

dt.
t+1

(a) Montrer que g est continue sur R .

(b) Montrer que g est dérivable sur R% et trouver une équation différentielle simple vérifiée par
g.
(c¢) En déduire une autre expression (intégrale) de g et un équivalent de g en +oc.



Planche 39 :
1. (ccinp 84)
1. Donner la définition d’'un argument d’un nombre complexe non nul (on ne demande ni
I'interprétation géométrique, ni la démonstration de 'existence d'un tel nombre).
2. Donner, en justifiant, les solutions dans C de ’équation 2" = 1 et préciser leur nombre.

3. En déduire, pour n € N*, les solutions dans C de I’équation (z +7)" = (z — )" et démontrer
que ce sont des nombres réels.

1
2. Soitk>0et frzeR— / t* sin(wt)dt.
0

(a) Montrer que f est définie et continue sur R.

(b) Montrer que f est dérivable sur R, puis prouver que f vérifie la relation :
Ve e R, zf'(x) + (k+1)f(x) = sin(z).

(c) Déterminer le développement en série entiere de y: R — R telle que :
Vr € R, xy/(x) + (k+ 1)y(x) = sin(z). Donner, ensuite, le rayon de convergence du dévelop-
pement en série entiere d'une telle fonction .



Planche 40 :
1. (ccinp 56) Soit f la fonction définie sur R? par : ¥(z,y) € R?, f(z,y) = 22° + 62y — 3y + 2.

1. f admet-elle des extrema locaux sur R?? Si oui, les déterminer.
2. f admet-elle des extrema globaux sur R? ? Justifier.

3. Soit K = [0,1] x [0, 1]. Justifier, oralement, que f admet un maximum global sur K, puis le
déterminer.

2. Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie n. On considere u € L(E) tel que u* = u.

(a) Montrer que u est diagonalisable et discuter de son nombre de valeurs propres p.
On note Aq,. .., A, les valeurs propres de u et E) ..., E) les sous espaces propres associés.

(b) Soit F' un sous espace vectoriel de E. Prouver que F' stable par u si et seulement si F' =
Fi & --- & F, avec pour tout i de [1;p], F; est un sous espace vectoriel de E},.



Planche 41 :
1. (ccinp 75) Soit A = (_11 _34)
1. Montrer que A n’est pas diagonalisable.
2. Soit f € L(R?) canoniquement associé & A. Trouver une base (vy, v3) dans laquelle la matrice

de f est de la forme <a lc)) On donnera explicitement les valeurs de a, b, c.

0
/ f— —_— —_—
3. En déduire la résolution du systeme Tt 4y
y = r+3y
+oo —axt?
2. On pose f(z) = /0 T t2dt.
(a) Montrer que f est dérivable sur R .
(b) Rappeler la définition de lim |f'(z)] = +oc.
z—
A 2
Montrer que : VA >0 Vx>0 |f'(z)] > / o t2(1 — t?)dt.
0

(c) Montrer que lim f'(z) = —o0.
z—



Planche 42 :
1. (ccinp 4)

1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.

2. Soit f : [a,b] — R et soit xg €]a,b[. On suppose que f est continue sur [a,b] et que [ est

dérivable sur |a, zo| et sur |z, b|.

Démontrer que, si f’ admet une limite finie en zg, alors f est dérivable en g et f'(xo)

lim f'(x).

Tr—x0

3. f dérivable en xy n’implique pas que f’ a une limite finie en 5. On pourra utiliser g : x —

1
{x2sin— si x#0
€T .

0 si =0
sin(2) sin(3) sin(4)
sin(3) sin(4) sin(5)
2. Soit A € M,,(R) définie par [A];; = sin(i+j), soit A = sin(4) sin(5) '

sin(n +1) sin(n+2) sin(n+ 3)
(a) Déterminer le rang de A
(b) Trouver B € My, (R) et C' € M,,5(R) telles que A = BC' et C'B soit inversible.
(¢) Montrer que Sp(C'B) C Sp(A).
(d) Trouver les valeurs propres de A et les sous-espaces propres associés.

sin(n +
sin(n +

sin(n +

sin(2n



Planche 43 :
1. (ccinp 41) oit f I'application de R? dans R définie par
[ (z,y) — 42 + 120y — 2.
Soit C' = {(z,y) € R*,2” +y* = 13}.
1. Justifier que f atteint un maximum et un minimum sur C'.

2. Soit (u,v) € C' un point ou f atteint un de ses extremums.

a. Justifier qu’il existe un réel A tel que le systeme (.S) suivant soit vérifié :

| 4u+6v=Au
(S){ 6u —v = \v

b. Montrer que (A —4)(A + 1) — 36 = 0. En déduire les valeurs possibles de A.

3. Déterminer les valeurs possibles de (u,v), puis donner le maximum et le minimum de f sur

C.

2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n avec 2 < n. Soit v un endomorphisme de E. On
suppose que E est le seul espace non nul stable par u.

(a) Que peut-on dire du spectre de u ?
(b) Montrer que : Vo € E, (z,u(x),...,u” (x)) est une base de E.

(c) On fixe z € E. Donner la matrice de u dans cette base et montrer qu’elle ne dépend pas de
x.



Planche 44

1. (ccinp 78) Soit E un espace euclidien de dimension n et u un endomorphisme de E. On note
(x|y) le produit scalaire de z et y et ||.|| la norme euclidienne associée.

1. Soit u un endomorphisme de E tel que : Vo € E, ||u(x)|| = ||z].

a. Démontrer que : Vz,y € E, (u(z)|u(y)) = (z|y).
b. Démontrer que u est bijectif.

2. Démontrer que O(E) I'ensemble des isométries vectorielles de E, muni de la loi o, est un
groupe.

3. Soit u € L(F). Soit e = (ey, €, ..., €,) une base orthonormée de E. Prouver que u est dans
O(FE) si et seulement si (u(e1),u(ez), ..., u(e,)) est une base orthonormée de E.

2. Soit n € N; soit une fonction f,, définie sur [0; 1]" telle que : V(z1, ..., z,) € [0;1]", fu(x1, ..., z,) =
(3] ().
i=1 i=1

(a) Montrer que f,, admet un minimum m,, et un maximum M,,, pour tout n € N.

(b) Calculer m,.

(c) i. Montrer que f, est C' sur Q =]0;1[", et montrer qu'il existe un unique point critique
AeqQ.

ii. Soit (x1,...,z,) € [0;1]". Montrer que : Vi, j € [1;n], 44/1 — 23 +2;4/1 — 27 < 1.

iii. Montrer que M,, = f,(A).



Planche 45 :
1. (ccinp 61) Pour A = [a; j]1<ij<n € M,(C), on pose ||A|| = sup |a;;|.

1.

1<ij<n

Prouver que ||.|| est une norme sur M,,(C).

2. Montrer que pour tout A, B de M,,(C),ona: ||[AB| < n||A||||B||, puis que : ¥p € N*, ||A?|| <

(1Al

p

A
. Démontrer que, pour toute matrice A € M,,(C), la série Z — est absolument convergente.

p!
Est-elle convergente ?

n

2. Soit u,, = Z(—l)k\/E.

. Montrer que us,

k=1
S V2%k+V2k—T1

V2n

. Par comparaison série-intégrale montrer que g, ~ —.

2

. Trouver un équivalent de u,,.

. On pose v, = U471 + u,. Nature de Z(U”“ — v,,). Montrer que (v,,) converge vers | < 0.

1
. Nature de Z —
Up,

n>1



Planche 46 :

1. (ccinp 72) Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N*, f € L(E) et (eq,...,e,) une
base de E. On suppose que f(e1) = f(ea) = ... = f(e,) = v ol v est un vecteur donné de E.
1. Donner le rang de f.
2. f est-il diagonalisable ? (discuter en fonction du vecteur )

2. Soit (E) : 2%y" +4day’ + (2 —2*)y =1
et (H):2%y" +4xy' + (2 — 2%y = 0.
On étudie les solutions de (E) et (H) sur |0, 4+o00.

1. Montrer qu’il existe une unique solution DSE, qui vérifie (E) et la déterminer.

1
2. Montrer que g : x +— ——; est solution de (£).
x

sh (x)

5— est solution de (H).
x

Déterminer toutes les solutions de (H).

3. On admet que h : x —




Planche 47 :
1. (ccinp 99)
1. Rappeler l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
2. Soit (Y},) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi et dans

L?. On pose S, = ZYk.

S

> B oy

> a) < .

na?

3. Application : Une urne contient 2 boules rouges et 3 boules noires. On tire successivement
avec remise des boules de cette urne. A partir de combien de tirages peut-on garantir a 95%
que la proportion de boules rouges tirées est dans I'intervalle |0, 35;0,45][.

Indication : considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ou Y; mesure l'issue
du ¢-eme tirage.

Prouver que : Va € R’ , P (

+o0
2. Pour tout n € N, soit f, : x +— na"(1 —x) et S: x> Z fn(z) quand c’est défini.
n=0
1. a. Etudier les convergences simples, uniformes et normales de Z fn-
b. Montrer que S est définie sur [0, 1] et continue sur [0, 1[.
2. a. Expliciter S(z).
1
b. Montrer que S(z) ~ .
z—=1- 1 —x
c. S est-elle continue en 17 Justifiez.




Planche 48 :

1. (ccinp 37) On note E 'espace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans R.

1
On pose : Vf € B, Noo(f) = sup |f(z)] et Ny(f) = / (@)t

z€(0,1]

1. a. Démontrer que N; et N, sont deux normes sur F.
b. Démontrer qu'il existe k£ > 0 tel que, pour tout f de E, Ni(f) < kNy(f).
c. Démontrer que tout ouvert pour la norme Ny est un ouvert pour la norme N.

2. Démontrer que les normes N; et N ne sont pas équivalentes

2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N* et u € L(E). Soit f : { f(E) : SEDEU) .
1. Montrer que toute valeur propre de f est également valeur propre de wu.
2. Soit A € Sp(u) et v un projecteur sur F)(u).

a. Montrer que v est un vecteur propre de f.

b. En déduire que u et f ont le méme spectre.
3. Pour X\ € Sp(u), on suppose que dim(E\(f)) = ndim(E)(u)).

Montrer que f est diagonalisable ssi u est diagonalisable.
4. Montrer que dim(E)(f)) = ndim(FE)(u)).



Planche 49 :
. . 2 1
1. (ccinp 73) Soit A = :
4 -1
1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

3 0
0 -2
semble C'(A) des matrices qui commutent avec A est vect(Iy, A).

1
2. Soit u, :/ In(1 4+ t")dt.
0

2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec D = . En déduire que 'en-

1. Donner le développement en série entiere de In(1 + ¢).

oo k-1
-1
2. Montrer, avec le théoreme d’intégration terme a terme, que u,, = E ﬁ

k=1

+o00 (_1)k—1
3. Soit f:x+— —_—
kzz; k(k + x)

a. Montrer que f est de classe C! sur R,
b. Déterminer u,, en fonction de f.

=1 2 72
c. On admet E — = —. Montrer que u, ~ —.
2
—n 6 12n

2 A 1
4. Montrer que : AANe R, up, =—+ —+o0 | — ).
12n  n? n?

1
" b 1
5. Trouver (a,b,c) € R en fonction de X tels que / dt =2 + =+ = +ol|— ).
o 1+tn n n? nd n?




Planche 50 :

k
1. (ccinp 111) On admet que pour tout ¢ € N, Z ( )a:k_q converge pour x €] — 1, 1] et que :

k>q q
+oo
K\ 1

k=q
Soient p €]0,1[ et (£2,.A, P) un espace probabilisé. Soient X et Y deux variables aléatoires
définies sur (2,4, P) et a valeurs dans N.

On suppose que la probabilité du couple (X, Y) est donnée par : V(k,n) € N*, P((X = k)N(Y =

TGO

0 sinon
1. Vérifier que cela définit bien une loi de probabilité pour le couple (X,Y).

2. a. Déterminer la loi de Y.
b. Montrer que 1 + Y suit une loi géométrique.
c. Déterminer 'espérance de Y.

3. Déterminer la loi de X.

2. Soit la matrice A = (1 _31)

1. Déterminer les valeurs propres de A. Montrer qu’il existe un unique A € R tel que B = A+,
soit nilpotente.

2. Soit t € R, calculer ' et ¢'P. /

3. Résoudre le systeme d’équation différentiel { ;, z i—_i—gy .



Planche o1 :
1. (ccinp 95) Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.
1. On effectue cing tirages successifs avec remise. Chaque boule blanche tirée rapporte 2 points

et chaque boule noire tirée fait perdre 3 points. On note X la variable aléatoire représentant
le nombre de boules blanches tirées et Y le nombre de points obtenus.

a. Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
b. Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.
2. Dans cette question, on suppose que les cing tirages successifs se font sans remise.

a. Déterminer la loi de X.
b. Déterminer la loi de Y.

2. Pour (P, Q) € RIX]?
+0o0
on pose (P, Q) = /

—00

P(x)Q(x)e_édx.

1. Montrer que l'intégrale est bien définie et qu’il s’agit d’un produit scalaire.

2. Soit § € L(R[X]) tel que VP € R[X], §(P) = P'. On note 6* I'adjoint de . Montrer que
VP € R[X], 6"(P) = XP — P

3. On pose Hy = 1 et Vk € N, Hy,y = 0*(Hy). Calculer Hy, Hy et Hs.

. Montrer que VP € R[X], Vk € N, (Hy, P) = (H,, PW).

. Montrer que (Hy)ken est une base orthogonale de R[X].

Qv N



Planche 52 :
+o0
1. (ccinp 39) On note ¢? I'ensemble des suites (7,),en telles que la série Z z2 converge.

n=0
1. a. Soient (T,)nen, (Yn)nen € €. Montrer que la série Z ZTpYp CcONverge.

b. (% est un sous-espace vectoriel de ’ensemble des suites réelles.
+oo

? est un espace préhilbertien si on le munit du produit scalaire (admis) : (z]y) = Z TnYn,
n=0

pour & = (2,)nen, ¥ = (Yn)nen € £°.

2. Soit p € N et pour tout z = (z,,)nen € €2, on pose p(z) = z,. Montrer que ¢ est une forme
linéaire et continue de ¢* dans R.

3. Soit F' I'ensemble des suites réelles dont tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre
fini. Déterminer F, puis comparer F et (F)*.

2. On a deux urnes opaques. L’'urne U contient n boules numéroté de 1 a n. L’urne V' contient des
boules blanches en proportion p.

On tire une boule dans 'urne U et on note X la variable aléatoire associée au numéro k de cette
boule .

On tire k boules dans I'urne V' et on note Y la variable aléatoire associée au nombre de boules
blanches tirées.

1. Reconnaitre la loi de X. Donnez son espérance et sa variance.

2. Calculez la loi de Y. Donnez son espérance

3. Calculez E(Y (Y — 1)), en déduire la variance de Y.



Planche 53 :
1. (ccinp 81) On définit sur Ms(R) x My(R) application ¢ définie par : ¢(
admet que cela définit un produit scalaire sur My(R). On note F = { (

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de My (R).
2. Donner une base de F*.

3. Déterminer le projeté orthogonal de J = G 1) sur Fr.
4. Calculer la distance de J a F.

+oo —n

e
2. Soit :tl—>§ .
oit f n:01+n2

t

1. Déterminer I'ensemble E de définition de f.
2. f est-elle continue sur £ 7

3. f est-elle dérivable sur |0, +oo[ ?

4. f est-elle de classe C* sur |0, +oo[ 7

SIS

,A)



Planche 54 :
1. (ccinp 11)

1. Soit X une partie de R, (f,,) une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement
vers une fonction f.
On suppose qu'il existe une suite (z,)nen telle que la suite (f,(2,) — f(2,)),cn De tende pas

vers 0.
Démontrer que la suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformémement vers f sur X.
sin(nx)
2. Pour tout z € R, on pose f,(r) = ——.

a. Etudier la convergence simple de la suite (f,,).
b. Etudier la convergence uniforme de la suite (f,) sur [a,+oo| (avec a > 0), puis sur
10, +00.
2. Soit A € M,(R) et ¢4 € LIM,,(R)) avec ¢p4(M) = AM.
1. a. Soit P € R[X]. Montrer que ¢pay = P(¢4).
b. Montrer que A est diagonalisable ssi ¢4 est diagonalisable.
c. Si A diagonalisable et A € Sp(A) de multiplicité m. Alors montrer que A € Sp(¢p4) et sa
muliplicité est mn.
2. Soit (A, B) € M,(R) et pap € LIM,(R)) telle que ¢4 (M) = AMB.
a. Si X est un vecteur propre de A et Y un vecteur propre de BT, montrer que XY7 est un
vecteur propre de ¢4 p.

b. Montrer que si A et B diagonalisable alors ¢4 p est diagonalisable. La réciproque est-elle
vraie ?



Planche 59 :

1. (ccinp 45) Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
Soit E' un R-espace vectoriel normé. Soit A une partie non vide de E. On note A I'adhérence

de A.

1. a. Donner la caractérisation séquentielle de A.
b. Montrer que si A est convexe, alors A aussi.
2. On pose : Vo € E, da(z) = in£ |z — al|.
ac

a. Soit x € E. Montrer que : da(z) =0 = x € A.

b. On suppose que A est fermée et que : Vo, y € E,Vt € [0,1], da(tz + (1 —1t)y) < tda(x)+
(1 —t)da(y). Montrer que A est convexe.

b 0

1. Pour quelles valeurs de a et b M est-elle diagonalisable ?

1 1
2. Soient X ~ G (5) et Y ~ @G (5) telles que X et Y soient indépendantes. Quelle est la

2. Soit M = < “ b> avec (a,b) € R

probabilité que (); _O ) soit diagonalisable 7
3 —1

3. Soit A = (1 0

calculer.

) et N ~ P()) avec A € R%. tr (A") admet-elle une espérance ? Si oui, la



