DEVOIRS DE VACANCES POUR LA MP*
MP* 2026-2027 L# Chaptal

Bienvenue en classe de MP*. L’année de spé étant tres courte (les concours débutent mi-avril), il faut étre
mobilisé des le debut de 'année et étre prét a démarrer sur un rythme soutenu. Il est donc nécessaire d’avoir
des la rentrée des connaissances solides.

Afin de vous guider dans un programme de révision, voici ce document.

Tout d’abord il une premieére partie avec 38 exercices corrigés de la banque de CCINP des oraux. Cette banque
comporte initialement 112 exercices couvrant le programme de sup et de spé. Lors de l'oral de CCINP, vous
serez interrogés sur l'un de ces exercices et celui-ci est noté sur 8 points.

Ensuite il y a 20 questions de cours extraites des oraux de Centrale. Un oral de Centrale commence quasiment
systématiquement par une question de cours, avec dans la majeure partie des cas la démonstration de celle-ci.
Enfin la troisieme partie est constituée de 42 exercices plus ou moins courts, qui sont des exercices ou des
techniques classiques a connaitre.

La semaine de la rentrée, vous serez interrogés sur cet ensemble. L’interrogation comportera quelques ques-
tions de cours, dans lesquelles il faudra uniquement restituer des énoncés de théorémes, puis un exercice de la
banque CCINP, une question de cours de Centrale, un ou deux exercices de la partie III et enfin un exercice
inconnu de niveau Mines/Télécom.

Il y aura au moins un exercice d’algebre, un exerice d’analyse et un exercice de probabilité.

Les parties I et III vous permettront de réviser tres largement le programme de sup et d’aborder sereinement
la rentrée en spé.
Il est important de maitriser au minimum les exercices de de la banque CCINP.

Ne vous y mettez pas au dernier moment, mais cependant réservez vous au moins un bon mois de vacances
au début pour faire une vraie coupure et aborder la reprise du travail dans les meilleures dispositions.
Bon été et bon courage!

Nicolas Jacquet.
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EXERCICE 3 analyse

Enoncé exercice 3

1
1. On pose g(z) = €* et h(z) = o2
x
Calculer, pour tout entier naturel k, la dérivée d’ordre k des fonctions g et h sur leurs ensembles de
définitions respectifs.

e2m

2. On pose f(z) = T+

En utilisant la formule de Leibniz concernant la dérivée ni®™° d’un produit de fonctions, déterminer, pour
tout entier naturel n et pour tout z € R\ {—1}, la valeur de £ (x).

3. Démontrer, dans le cas général, la formule de Leibniz, utilisée dans la question précédente.

Corrigé exercice 3

1. g est de classe C* sur R et h est de classe C* sur R\ {—1}.
On prouve, par récurrence, que :

15k
Vo eR, g (z) =25e? et Vo € R\ {-1}, hF)(z) = (=1)°k!

(14 z)k+1"
2. g et h sont de classe C* sur R\ {—1} donc, d’apreés la formule de Leibniz, f est de classe C* sur R\ {—1}
et Vo e R\ {-1}:

n n _1\k | n 71)]921171@
(n) — N\ (n—k) h(k) — n gn—k 2z ( 1) k — 12T (
7o) = 33 ()0 = 32 ()2t s = e
3. Notons (P,) la propriété :

Sif:I—>Retg:I— Rsontn fois dérivables sur I alors, fg est n fois dérivable sur I et :

Veel, (fg) ™ @)=Y (Z)f(”’“) ()9 (z).
k=0

Prouvons que (P,) est vraie par récurrence sur n.
La propriété est vraie pour n = 0 et pour n = 1 (dérivée d’un produit).

Supposons la propriété vraie au rang n > 0.
Soit f: I - Ret g: I — R deux fonctions n + 1 fois dérivables sur I.

Les fonctions f et g sont, en particulier, n fois dérivables sur I et donc par hypothése de récurrence la
n

fonction fg 'est aussi avec Va € I, (fg)™ (x) = Z (Z) FOR (2)g®) ().
k=0
Pour tout & € {0, ...,n}, les fonctions f=F) et ¢(F) sont dérivables sur I donc par opération sur les
fonctions dérivables, la fonction (fg)(™ est encore dérivable sur I.
Ainsi la fonction fg est (n + 1) fois dérivable et :

n

vae L(fn) @) =3 (1) (1 @) + 10 ) )

k=0
En décomposant la somme en deux et en procédant a un décalage d’indice sur la deuxiéme somme, on

n n+1
obtient : V. € I, (fg)(n+1)(m) — Z (k) f(n+1 k) (k) + Z ( ) (n+1—k) (x)g(k) (x)

k=0
C’est-a-dire

(Fg) ) kz(() (" 1)>f<“+1k><x>g<’“><x>+(g>f<”+1><x>g<°><x>+<Z>f<0><x>g<“+1><x>.

1
Or, en utilisant le triangle de Pascal, on a " + " ) — (" + .

k) k-1 k
On remarque également que <0> ( 0 > € (n> <n + 1>

+
1 )
On en déduit que (fg) ("+1) Z (n + >f(n+1_k)(33)9(k)(37)-

Donc (P,,4+1) est vraie.
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EXERCICE 4 analyse

Enoncé exercice 4

1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.
2. Soit f : [a,b] — R et soit zg € ]a, b].

On suppose que [ est continue sur [a,b] et que f est dérivable sur Ja, x| et sur ]zg, b|.
Démontrer que, si f admet une limite finie en g, alors f est dérivable en xg et f'(x0) = lim f'(z).
T—xTo

3. Prouver que l'implication : ( f est dérivable en xg) = (f’ admet une limite finie en z¢) est fausse.

1
Indication : on pourra considérer la fonction g définie par : g(x) = 22 sin — si x # 0 et g(0)
x

Corrigé exercice 4

1. Théoréme des accroissements finis :
Soit f : [a,b] — R.
On suppose que f est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b|.
Alors 3¢ € Ja, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).
2. On pose I = lim f/(z).
rT—rxo
Soit h # 0 tel que zg + h € [a, b].

=0.

En appliquant le théoréme des accroissements finis, a la fonction f, entre xy et g + h, on peut affirmer

qu’il existe ¢, strictement compris entre xg et xg + h tel que f(xg + h) — f(xg) =

Quand h — 0 (avec h # 0), on a, par encadrement, ¢, — .

1 L , L b
Done lim - (f(zo +h) = f(w0)) = lim f'(en) = lim f'(z) =1.
On en déduit que f est dérivable en zg et f/(zg) = I.

3. La fonction g est clairement continue et dérivable sur |—oo, 0] et |0, +o0].

Vz € R*, |g(x)| < 22 donc }llin}) g(x) =0 = g(0). Donc g est continue en 0.
—
h#0

1 1
g est également dérivable en 0 car Vo € R*, — (g(z) — ¢(0)) = xsin ()
x x

1 1
Or lim hsin () =0 car |zsin () | < ).
e\ :

Donc, g est dérivable en 0 et ¢’(0) = 0.

Donc g est dérivable sur R.

1 1
Cependant, V z € R\ {0}, ¢'(z) = 2z sin () — cos ()
x

x

f’(ch)h.

1 1 1
2z sin <> —— 0 (car |2z sin(—)| < 2|z|), mais  — cos | — | n’admet pas de limite en 0.
x) -0 x x

Donc ¢’ n’a pas de limite en 0.
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EXERCICE 5 analyse

Enoncé exercice 5

1. On considére la série de terme général u,, = —————5 o n > 2 et a € R.

n (lnn)
(a) Cas a0

En utilisant une minoration trés simple de u,,, démontrer que la série diverge.

(b) Cas a >0
Etudier la nature de la série. )
Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f(z) = Pz
r(lnz)«

et

(In(n? + n))2

2. Déterminer la nature de la série Z
n>2
Corrigé exercice 5

1.(a) Casa <0
Vn>3,Inn>1donc (Inn)* < 1.

s |-

On en déduit que : Vn > 3, u, >
1
Or — di .
Z — diverge
n>2

Donc , par critére de minoration pour les séries & termes positifs, on en déduit que E uy, diverge.

n>2
(b) Cas >0

Soit n > 3. )
La fonction f: z — (Inz)° est continue par morceaux, décroissante et positive sur [2, +o00[ donc

z(lnz

k

k—1

done 3 f(k) < 3 / fa)de <3 flk—1)
k=3 k=3’ k-1 k=3
n—1

Cest-a-dire, »  f(k) < [ f(z)dx < i f(k)
k=3 2 k=

étant positive, on peut donc écrire dans 0, +oc| 'inégalité
g

—+o00 +00 +o0
S Fh) < / fa)da <3 f(k)
k=3 2 k=2

de sorte que la série et l’intégrale sont simultanément finies,
“+o0

autrement dit, Z f(n) et / f(x)dx sont de méme nature.
2

n>2

—+oo +oo dt +oo
Puisque / flz)dz = / a0 On peut affirmer que : / fl@)de < o0 <= a > 1.
2 1 2

t=Ilnz /i, 9

On en déduit que : Z f(n) converge <= a > 1.

n>2
1 n
(e — (1 + ) ) en
n

(In(n2 +n))*

2. On pose, pour tout entier naturel n > 2, u,, =
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Au voisinage de +oo,

e — (1 + 1) =e — enln(1+717) =e — en(%im%?jq)(n%)) =e — el_ﬁ+o(%) = i + o0 (1> .
n

1 n
On en déduit qu’au voisinage de +00, e — (1 + ) ~ i.
n +o00 2n
1 1 1
De plus, au voisinage de +oo, In (n2 + n) =2Inn+In (1 + ) =2lnn+—+o <>
n n n

Donc In (n2 + n) +fv 2Inn.

1
Et comme en ~ 1, on en déduit que u, ~ S —_—
+oo +0 8 n(lnn)
1
Or, d’aprés 1.(b), converge.
(b) Z n (Inn)®

n>=2

Donc, par critére d’équivalence pour les séries & termes positifs, E U, converge.
n>2
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EXERCICE 6 analyse

Enoncé exercice 6

Soit (un), ey une suite de réels strictement positifs et [ un réel positif strictement inférieur a 1.

1. Démontrer que si lim Yntl _

=1, alors la série g U, converge.
n—-+oo Uy,

. . , " .. . Un+1
Indication : écrire, judicieusement, la définition de lim
n—-+oo Up,

= [, puis majorer, pour n assez grand, u,

par le terme général d’une suite géométrique.

n!
- ?
2. Quelle est la nature de la série E ol
n=1

Corrigé exercice 6

1. Par hypothése : Ve >0, 3N € N/Vn > N, |u2+1 =l <e. (1)
1-1 "

Prenons e = ——.

Fixons un entier N vérifiant (1).
1—
AlorsVneN, n> N = | Untl -1 <
Un,

2
. 141
Et donc, ¥n > N, 22+ %

Un,

141
On pose q = % On a donc ¢ € ]0,1].
On a alors Vi > N, up11 < quy,.
On en déduit, par récurrence, que Vn > N, u, < ¢ Nuy.

Or Z " Nuy =ung™V Z q" et Z q" converge car q € ]0,1].
n=>N n>N n>N
Donc, par critére de majoration des séries a termes positifs, Z U, converge.

!
2. On pose:VnEN*,unzi.
nn
In( 1)
n —nln(l1+—
VnEN*,un>OetVn€N*,u+1* n” =e n’.
Up n+ 1)
1 . n+1 —1
Or —nln(l+ —) ~ —1donc lim =e <1
n’ +oo n—+o0o Uy

Donc, d’aprés 1., la série E Uy, converge.
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EXERCICE 7 analyse

Enoncé exercice 7

L. Soit (un), ey €t (vn) deux suites réelles telles que (v, )nen est non nulle & partir d’un certain rang .

neN
(a) Prouver que si u, ~ v, alors u, et v, sont de méme signe a partir d’un certain rang.
+oo

(b) Dans cette question, on suppose que (vy,) est positive.
Prouver que : u, +~;O vy, — ZU" et ZU” sont de méme nature.

1
((-=1)™ +1)sin () Inn
2. Etudier la convergence de la série Z n

" (\/n+3— 1)

Remarque 1 : i désigne le nombre complexe de carré égal a —1.

Corrigé exercice 7

1. Soit (un),cy €t (vn), oy deux suites réelles telles que (v, )nen est non nulle & partir d'un certain rang .

(a) Par hypotheése, 3Ny e N/Vn € Nyn > Ng = v, #0.

Ainsi la suite | — | est définie & partir du rang Nj.
Un
. n
De plus, comme u,, ~ v,,ona lim — =1.
400 n——+oo Un
Un

Alors, Ve >0,IN e N/N > NyetVneNn> N = —l‘ge. (1)

Un

Prenons € = 3 Fixons un entier N vérifiant (1).

1
Ainsi, Vne Nyn > N = u"l‘g.
Up, 2
, <1 1 u, 1 %
Cest—a—d1re,Vn€N,n>Nﬁ—§<——1<§. *)
Un

1
On en déduit que Vn € Nyn > N = Un > 5
Un
Et done, Vn e Nyn > N — 2% 0.
(Y

Ce qui implique que u,, et v, sgnt de méme signe a partir du rang N.

(b) On suppose que (vy,) est positive.
En reprenant les mémes notations que dans 1.(a) : 3Ny € N/Vn € Nyn > Ng = v, #0.
Donc Vn e Nyn > Ng = v, > 0.

De plus, on a prouvé, dans 1.(a), que :
1 n 1
EINGN/N>NOetVn€N,n>N:>f§<u—71<§.
Un

*)

Up

On en a déduit dans 1.(a) que : Vn € Nyn > N = > 0.

v
Or,VneNn>N— v, >0. "

Donc on a aussi: Vn e Nyn > N = u, > 0.

1 n 3
D’aprés (*),VneN,n > N = 3 < In <= (Y
Up

Premier cas : Si Zvn converge
D’aprés (**), Vn > N, u, < gvn.
Donc, par critére de majoration des séries & termes positifs, Z U, converge.
Deuxiéme cas : Si Z vy, diverge

1
D’apres (**), Vn > N, 3Un < Up-
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Donc, par critére de minoration des séries a termes positifs, > u,, diverge.

Par symeétrie de la relation d’équivalence, on obtient le résultat.
1
((=1)™ 4+ 1) lnnsin ()
n
(\/n +3 - 1) '

2. OnposeVn > 2, u, =

1
V2Innsin(—)
n
Up| = —F——"%.
e (Vn+3-1)
21
De plus |u,| ~ \[;n =,
+o0o n2
5 21
On a niv, = Llnn, donc lim ngvn = 0. On en déduit que E v, converge.
ni n——+oo

D’aprés 1., E |un| converge.
n>2

Donc E u, converge absolument.
n>2

De plus, la suite (uy)n>2 est & valeurs dans C, donc E Uy, converge.
n=2
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EXERCICE 39 analyse

Enoncé exercice 39

On note [ I'ensemble des suites 2 = (7,,),en de nombres réels telles que la série Z x2 converge.

1. (a) Démontrer que, pour & = (2, )nen € 2 et ¥y = (Yn)nen € 2, la série Zmnyn converge.

+oo
On pose alors (z]y) = Z Tnln-
n=0

(b) Démontrer que [2 est un sous-espace vectoriel de 1'espace vectoriel des suites de nombres réels.

Dans la suite de I'exercice, on admet que (| ) est un produit scalaire dans I2.
On suppose que /2 est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée, notée || ||.

2. Soit p € N. Pour tout @ = (x,,) € [?, on pose p(z) = z,.
Démontrer que ¢ est une application linéaire st de [> dans R.

3. On considére 'ensemble F' des suites réelles presque nulles c’est-a-dire ’ensemble des suites réelles dont
tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes.
Déterminer F+ (au sens de (| )).

Comparer F et (Fl)l.

Corrigé exercice 39

1. (a)

Soit (z,y) € (12)° avec = (n)nen et ¥ = (Yn)nen.

VneN, [enynl < % (a5 +9n)-

Or Z xi et Z yfl convergent donc, par critére de majoration des séries a termes positifs, anyn
converge absolument, donc converge.
La suite nulle appartient a 2.

Soit (z,y) € (12)2 avec T = (Tp)nenN et ¥ = (Yn)nen. Soit A € R.

Montrons que z = z + Ay € [2.

On a z = (zn)nen avec Vn € N, z,, = a2, + Ayn.

VneN, 22 = (z, + Ayn)? = 22 + 2292 + 22z, (1)

Par hypothese, in et Zy?l convergent et d’aprés 1.(a), anyn converge.
Done, d’apreés (1), Z 22 converge.

Donc z € I2.

On en déduit que 1% est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites réelles.

2. Soit (z,y) € 12 ot = (Tp)nen et Y = (Yn)nen. Soit A € R.
On pose z =z + Ay avec z = (Zp)neN.
OnaVneN, z,=x,+ A\yn.
Ainsi, o(x + Ay) = @(2) = 2p = 2p + Ayp = () + Ap(y).
Donc ¢ est lindaire sur [2. (*)

—+oo

e ————————

n=0

e ——————————————————sit
]

3. On remarque déja que F C I
Analyse :
Soit & = (2 )nen € F*.
Alors Vy € F, (z|y) = 0.
Soit p € N.
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On considére la suite y = (yp)nen de F' définie par :
1 sin=p

0 sinon

y € F', donc (z]y) = 0, donc z,, = 0.

On en déduit que, Vp € N, z, = 0.

C’est-a-dire x = 0.

VvneN, y, =

Synthese :
la suite nulle appartient bien a F1.

Conclusion : F+ = {0}.

Ainsi, (F+)+ =12
On constate alors que F' # (F1)+.
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EXERCICE 42 analyse

Enoncé exercice 42
On consideére les deux équations différentielles suivantes :
2zy' —3y=0 (H)
2zy’ =3y =z (E)
1. Résoudre I’équation (H) sur Uintervalle |0, 4o00].
2. Résoudre ’équation (E) sur l'intervalle ]0, +oo].

3. L’équation (E) admet-elle des solutions sur 'intervalle [0, +o0[?

Corrigé exercice 42
1. On trouve comme solution de 1’équation homogeéne sur |0, +oo[ la droite vectorielle engendrée par  — z3.
3
En effet, une primitive de z — 5, Sur 10, +o00[ est © — 3 Inzx.
x
2. On utilise la méthode de variation de la constante en cherchant une fonction & telle que z —— k(x)x% soit
une solution de I’équation compléte (E) sur |0, +oo.

On arrive alors & 2k/(z)x3 =/ et on choisit k(z) = ~ 5z
T

1
Les solutions de (E) sur ]0, +oo[ sont donc les fonctions z — ka2 — 5\/5 avec k € R.
3. On suppose qu'il existe une solution f de (E) sur [0, +o00[.
Alors f est aussi solution de E sur |0, +00].
1
Dong, il existe une constante k telle que Vz € |0, +oo|, f(z) = kxs — 5\/5 avec k € R.

De plus, comme f est solution de E sur [0, +oo[ alors f est dérivable sur [0, +oo].
Donc en particulier, f est continue en 0.

1

Donc f(0) = lim (kxg — =z ) =0.
x—0 2

f doit également étre dérivable en 0.

on, @ = 10) ) o 11

— kT — 2 — —o0.
z—0 T m a0
Donc f n’est pas dérivable en 0.
Conclusion : I’ensemble des solutions de ’équation différentielle 22y’ — 3y = v/x sur [0, +00[ est 'ensemble
vide.

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 67


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2024, CCINP, filiére MP et MPI Mise a jour : 29/04,/2024

EXERCICE 43 analyse

Enoncé exercice 43

Soit g € R.
On définit la suite (u,) par ug = zg et, ¥n € N, u,41 = Arctan(uy,).

1. (a)
(b)

Démontrer que la suite (u,) est monotone et déterminer, en fonction de la valeur de xg, le sens de
variation de (uy,).
Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

2. Déterminer I’ensemble des fonctions h, continues sur R, telles que : Vo € R, h(z) = h(Arctan z).

Corrigé exercice 43

On pose f(x) = Arctan z.

1. (a)

Premier cas : Si u; < ug

Puisque la fonction f : z — Arctan x est strictement croissante sur R alors Arctan(u;) < Arctan(ug)
c’est-a-dire us < ug.

Par récurrence, on prouve que Vn € N | u,11 < u,. Donc la suite (u,,) est strictement décroissante.
Deuxiéme cas : Si u; > ug

Par un raisonnement similaire, on prouve que la suite (u,) est strictement croissante.

Troisiéme cas : Si u; = ug

La suite (u,) est constante.

Pour connaitre les variations de la suite (u,,), il faut donc déterminer le signe de uy; — ug, c’est-a-dire le
signe de Arctan(ug) — up.

On pose alors g(z) = Arctanz — = et on étudie le signe de la fonction g.

OnaVreR, ¢(x)= ﬁxﬁ et donc YV € R*, ¢/(z) < 0.

Donc g est strictement décroissante sur R et comme g(0) = 0 alors :

Vx €10, +o0o[, g(z) < 0 et Vz € |—00,0], g(z) > 0.

On a donc trois cas suivant le signe de zg :

- Sizg > 0, la suite(uy,) est strictement décroissante.

- Si zp = 0, la suite (u,) est constante.

- Si zg < 0, la suite(u,,) est strictement croissante.

La fonction g étant strictement décroissante et continue sur R, elle induit une bijection de R sur
g(R) =R.

0 admet donc un unique antécédent par g et, comme g(0) = 0, alors 0 est le seul point fixe de f.
Donc si la suite (u,,) converge, elle converge vers 0, le seul point fixe de f.

Premier cas : Si ug >0

L’intervalle |0, +o0o[ étant stable par f, on a par récurrence, ¥n € N, u,, > 0. Donc la suite (uy,) est
décroissante et minorée par 0, donc elle converge et ce vers 0, unique point fixe de f.

Deuxiéme cas : Siug <0

Par un raisonnement similaire, on prouve que (u,,) est croissante et majorée par 0, donc elle converge
vers 0.

Troisiéme cas : Si ug =0

La suite (u,) est constante.

Conclusion : YV ug € R, (u,) converge vers 0.

2. Soit h une fonction continue sur R telle que, Vax € R, h(z) = h(Arctan x).
Soit z € R.
Considérons la suite (u,,) définie par ug = = et ¥n € N, u,41 = Arctan(uy,).
On a alors h(x) = h(ug) = h(Arctan(ug)) = h(u1) = h(Arctan(uy)) = h(uz) = .. ..
Par récurrence, on prouve que, ¥n € N, h(z) = h(uy).
De plus ngrfoc h(un) = h(0) par convergence de la suite (u,) vers 0 et par continuité de h.

On obtient ainsi : h(z) = h(0) et donc h est une fonction constante.
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Réciproquement, toutes les fonctions constantes conviennent.
Conclusion : Seules les fonctions constantes répondent au probléme.
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EXERCICE 44 analyse

Enoncé exercice 44

Soit E un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties non vides de E.
1. (a) Rappeler la caractérisation de ’adhérence d’un ensemble & I’aide des suites.
(b) Montrer que : AC B= A C B.

2. Montrer que : AUB = AU B.
Remarque : une réponse sans utiliser les suites est aussi acceptée.
3. (a) Montrer que : ANB C AN B.

(b) Montrer, a ’aide d’un exemple, que l’autre inclusion n’est pas forcément vérifiée (on pourra prendre
E =R).

Corrigé exercice 44

Soit E un espace vectoriel normé. On note A et B deux parties non vides de E.

1. (a) x € A si et seulement si il existe une suite a valeurs dans A qui converge vers .
(b) On suppose A C B. Prouvons que A C B.
Soit z € A.
11 existe une suite (u,)nen telle que Vn € Ny w,, € A et lim wu, = z.

n—-+oo
Or AC B, donc, Vn e N, u, € Bet lim u, =x.

n—-4-o0o
Donc z € B.
2. D’aprés la question précédente,

ACAUB, donc A C AUB.
BcCc AUB, donc BC AUB.
Donc AUB Cc AUB.
Prouvons que AUB C AU B.
Soit x € AU B.
Il existe une suite (uy,)nen telle que, Vn € Ny u,, € AUB et lim wu, = .

On consideére les ensembles A; = {n € Ntels que u,, € A} et A2 = {n € Ntels que u,, € B}.

Comme Vn € N, u,, € AU B, Ay ou A, est de cardinal infini.

On peut donc extraire de (uy)nen une sous-suite (Uy(n))nen & valeurs dans A ou une sous-suite (ug(n))nen
a valeurs dans B telle que lim u,,) = .

o o n—-+oo
Donc x € AU B.

Remarque :On peut aussi prouver que AU B C AU B sans utiliser les suites :
A et B sont fermés, donc AU B est un fermé contenant AU B. Or AU B est le plus petit fermé contenant
AUB, donc AUB C AUB.
3. (a) D’apres la question 1.,
ANBC A,donc AN B C A.
ANBC B,donc ANB C B.
Donc ANB C ANB.

Autre méthode :

Comme A C Aet BC B alors ANB C ANB.

Comme A N B est un fermé contenant A N B, alors par minimalité de AN B, ona ANB C AN B.
(b) A=]0,1[ et B =|1,2].

ANB=0et ANB={1}.
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EXERCICE 46 analyse

Enoncé exercice 46

On considére la série :Z cos (7?\/ n24+n+ 1).

n>1

1
1. Prouver que, au voisinage de +o0o, 7vn2 +n+1=nmw + g + al +0 <2> ol « est un réel que 'on
n n

déterminera.

2. En déduire que Z cos (ﬂ\/ nZ+n-+ 1) converge.

n>1

3. Z cos (7r vn2+n+ 1) converge-t-elle absolument 7

n>1

Corrigé exercice 46

1 1
1.7 n2+n+1:nm/1+—+—.
1 1.1 1 1 1 3 1
Or, au voisinage de +oo, 1/1+ — —|———1—|—2(n+n2) 82—|—O( ) = 1+%+8ﬁ+0($)'

3
Donc, au voisinage de +o0o, mvn2 +n+ 1 =nnw +I R °T O( )

8n
2. On pose Vn € N*, v, = cos (mv/n? +n + 1).

D’aprés 1., v, = cos (mr + g + g% + O(;)) = (=1)""lsin (2 + 0(12)>
3m (—1)"+1 1
Donc v, = s + O(ﬁ) *)

1 n+1 ] ) )

E L converge (d’aprés le critére spécial des séries alternées).
n

n>1

2
n>1 n>1

1 1
De plus, Z — converge donc par critére de domination, Z O(—z) converge absolument donc converge.
n

Donc d’apres ( g v, converge.
n>1

3
3. D’apres le développement asymptotique du 2., on a |v,| ~ 81
400 8n

Or g dlverge (série harmonique), donc E |v,| diverge, c’est-a-dire > v, ne converge pas absolument.
n>1 n=1 nz1
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EXERCICE 55 analyse

Enoncé exercice 55

Soit a un nombre complexe.
On note F ’ensemble des suites & valeurs complexes telles que :
Vn €N, uyro = 2au,41 + 4(ia — 1)u, avec (ug,u;) € C2.
1. (a) Prouver que E est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites & valeurs complexes.
(b) Déterminer, en le justifiant, la dimension de E.
2. Dans cette question, on considére la suite de F définie par : ug =1 et u; = 1.
Exprimer, pour tout entier naturel n, le nombre complexe u,, en fonction de n.

Indication : discuter suivant les valeurs de a.

Corrigé exercice 55

1. (a) Montrons que E est un sous-espace-vectoriel de ’ensemble des suites a valeurs complexes.
La suite nulle appartient & E ( obtenue pour (ug,u1) = (0,0)).

Soit u = (un )nen et v = (v, )nen deux suites de E. Soit A € C.
Montrons que w = u + Av € F.
OnaVneN, w, =u, + Av,.
Soit n € N.
Wnp+2 = Up+2 + >\'Un+2~
Or (u,v) € E?, donc wy42 = 2atu,41 + 4(ia — Duy, + A (2av,41 + 4(ia — 1)v,)
c’est-a-dire wy o = 2a (Up41 + Apt1) + 4(ia — 1) (uy, + Avy,)
ou encore Wyt2 = 2awn+1 + 4(ia — 1)wy,.
Donc w € E.
Donc F est un sous-espace vectoriel de ’ensemble des suites & valeurs complexes.
(b) On considére lapplication ¢ définie par :
E — C?
U= (Un)pen +— (uo,u1)
Par construction, ¢ est linéaire et bijective.
Donc ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
On en déduit que dim F = dim C? = 2.
2. Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.
On introduit I'équation caractéristique (E) : r? — 2ar — 4(ia — 1) = 0.

@

On a deux possibilités :
— si (F) admet deux racines distinctes r; et ry, alors Vn € N, u,, = ar} + gr
avec («, ) que 'on détermine a partir des conditions initiales.

— si (E) a une unique racine double r, alors Vn € N, u,, = (an + 8)r"
avec (o, ) que 'on détermine a partir des conditions initiales.
Le discriminant réduit de (E) est A’ = a® + 4ia — 4 = (a + 2i)>.

Premier cas : a = —2¢
r = a = —2i est racine double de (E).
Donc, Vn € N, u,, = (an + 3)(—2i)™.

Orupg=1etu; =1,doncl=0et1l=(a+p)(—29).
On en déduit quea:%—letﬁzl.
Deuxiéme cas : a # —2i

On a deux racines distinctes r1 = 2(a + 1) et ro = —24.

Donc Vn €N, u, = a(2(a+14))" + B (—2i)".

Orup=1etu; =1,donca+p=1et2(a+1i)a—2i=1.

1+24 20 +2i—1

On en déduit, aprés résolution, que o = -et B = -
b d 2a + 41 g 2a + 41

CC BY-NC-SA 3.0 FR

Page 87


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2024, CCINP, filiére MP et MPI

Mise a jour : 29/04,/2024

BANQUE ALGEBRE

EXERCICE 59 algébre

Enoncé exercice 59

Soit n un entier naturel tel que n > 2.
Soit E ’espace vectoriel des polyndmes a coefficients dans K (K = R ou K = C) de degré inférieur ou égal a n.
Onpose:VP€eE, f(P)=P—P.

1. Démontrer que f est bijectif de deux maniéres :

(a) sans utiliser de matrice de f,
(b) en utilisant une matrice de f.

2. Soit Q) € E. Trouver P tel que f(P)=Q .
Indication : si P € E, quel est le polynome P("+1)?

i T

Corrigé exercice 59

1. f est clairement linéaire. (*) De plus, V P € E\ {0}, deg P’ < deg P donc deg(P — P') = deg P.

Et, si P =0, alors P — P’ = 0 donc deg(P — P’') =deg P = —o0c.
On en déduit que V P € E, deg f(P) = deg P.
Donc f(E) C E. (**)

D’apres (*) et (**), f est bien un endomorphisme de E.

(a) Déterminons Kerf.

Soit P € Kerf.

f(P)=0donc P— P’ =0 donc deg(P — P') = —cc.

Or, d’aprés ce qui précéde, deg(P — P’') = deg P donc deg P = —oo0.
Donc P = 0.

On en déduit que Kerf = {0}.

Donc f est injectif.

Or, f € L(E) et FE est de dimension finie (dim £ = n + 1) donc f est bijectif.

(b) Soit e =(1,X,..., X™) la base canonique de E. Soit A la matrice de f dans la base e.
1 -1 (0)
1 .
A= S ./Vln+1 (R) .
o
(0) 1
det A =1 d’ou det A # 0.
Donc f est bijectif.
2. Soit Q € E.

i

D’aprés 1. : 3P € E,| tel que f(P) = Q.
P-P =Q,P-P'=@qQ,..,P"_pnth =g,
Or P+ = 0, donc, en sommant ces n + 1 égalités, P = Q + Q' + --- + Q™.

).

il‘{llﬂ
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EXERCICE 60 algébre

Enoncé exercice 60

Soit la matrice A = (

1
2
3
4

é i ) et f I'endomorphisme de My (R) défini par :  f (M) = AM.
Déterminer une base de Kerf.

f est-il surjectif ?

Déterminer une base de Imf.

A-t-on My (R) = Kerf @ Imf?

Corrigé exercice 60

1.

Posons M = ( i Z > € My(R).

[ a+2c b+2d
Ona f(M) = ( 2a + 4c 2b+4d>

Alors M € Kerf <= 3 (a,b,c,d) € R* tel que M = a b avec ] @ = —2 .
c d b = —2d
"est-a-di 2 —2¢ —2d
Cest-a-dire, M € Kerf <= 3 (¢,d) € R* tel que M = . 7 )

1 0 0 1
-2 0 0—2)

OnendéduitqueKerfVect{<_2 0),(0 _2>}. (*)
On pose M, = 1 0 et My = 0 1

D’aprés (*), la famille (M7, My) est génératrice de Kerf.
De plus, M; et Ms sont non colinéaires ; donc (My, Ms) est libre.
Donc (M, Ms) est une base de Kerf.

. Kerf # {0}, donc f est non injectif.

Or f est un endomorphisme de M2(R) et M3 (R) est de dimension finie.
On en déduit que f est non surjectif.

Par la formule du rang, rgf = 2.

On pose M3 = f(E11) = ( ; 8 )et My = f(E22) = ( 8 i )

Ms3 et My sont non colinéaires, donc (Ms, My) est une famille libre de Im f.
Comme rgf = 2, (M3, My) est une base de Imf.

On a dimMj (R) = dimKerf + dimImf. (1)

Prouvons que Kerf NImf = {0}.

Soit M € Kerf NImf.
D’aprés 1. et 3., 3(a, b,c,d) € R* tel que M = aM; + bMs et M = cM3z + dMjy.

—2a = ¢
On a donc —20 = 2d .
= 2c
b = 4d
On en déduit que a =b=c=d =0.
Donc M = 0.

Donc Kerf NImf = {0} (2)
Donc, d’apreés (1) et (2), Ms (R) = Kerf @ Imf.
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EXERCICE 62 algébre

Enoncé exercice 62

Soit F un espace vectoriel sur R ou C.
Soit f € L(E) tel que f? — f —2Id = 0.

1. Prouver que f est bijectif et exprimer f~! en fonction de f.
2. Prouver que E = Ker(f +Id) ® Ker(f — 21d) :
- - - :
3. Dans cette question, on suppose que F est de dimension finie.
Prouver que Im(f + Id) = Ker(f — 2Id).

Corrigé exercice 62

1. f est linéaire donc :

Ao f=21d=0<= fo(f—1d) = (f—Id)o f=2ld <= fo(Lf—11d) = (1f - LId)o f = Id.

On en déduit que f est inversible, donc bijectif, et que f~1 = %f — %Id.

Smm Analyse (unicité) :

Soit « € E. Supposons que = a + b avec a € Ker(f +Id) et b € Ker(f — 21d).

Alors par linéarité de f, f(x) = f(a) + f(b) = —a + 2b.

On en déduit que a = 2:5%]‘(3:) et b= %f(m)

Synthése (existence) :

20— f@) ,,_ ©+f@)

Soit x € E. On pose a =

On abien z =a+b. (¥ ’
(F +10)(a) = + (1) — P2(0) + 20— f(@) = &
Donc a € Ker(f +1d).  (**)

(f —21d)(b) = % (f(z) + f2(z) — 22 — 2f(x)) = %

Donc b € Ker(f — 2Id).  (***)

D’aprés (*), (**) et (***), z = a + b avec a € Ker(f +1d) et b € Ker(f — 21d).

Conclusion : E = Ker(f + Id) ® Ker(f — 2Id).
3. Prouvons que Im(f +1d) C Ker(f — 2Id).
Soit y € Im(f + 1d).
dzeFE/y=f(z)+=.

2

(=f%(x) + f(z) +22) =0 car f2— f—2Id=0.

(f*(x) = f(z) —2z) =0 car f2— f —2Id = 0.

Alors (f — 21d)(y) = f(y) — 2y = f2(x) + f(2) — 2f(x) — 22 = f*(2) — f(a) — 22 = 0 car > — f —21d = 0.

Donc y € Ker(f — 21Id).

Donc Im(f +1d) C Ker(f —2Id). (*)

Posons dim £ = n.

D’aprés 2., n = dim Ker(f + Id) 4+ dim Ker(f — 21d).

De plus, d’aprés le théoréme du rang, n = dim Ker(f + Id) + dim Im(f + Id).

On en déduit que dimIm(f + Id) = dim Ker(f — 2Id).  (**)
Donc, d’aprés (*) et (**), Im(f + Id) = Ker(f — 2Id).
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EXERCICE 64 algébre

Enoncé exercice 64

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie n.
1. Démontrer que : £ = Imf @ Kerf = Imf = Imf2.
2. (a) Démontrer que : Imf = Imf? <= Kerf = Kerf2.
(b) Démontrer que : Imf = Imf? = FE = Imf @ Kerf.

Corrigé exercice 64

1. Supposons E =Imf & Kerf.
Indépendamment de ’hypothése, on peut affirmer que Imf? C Imf  (*)

Montrons que Imf C Imf2.

Soit y € Imf.

Alors, 3z € E tel que y = f(x).

Or E =Imf @ Kerf, donc 3 (a,b) € E x Kerf tel que x = f(a) + b.

On a alors y = f2(a) € Imf2.

Ainsi Imf C Imf?  (*¥)

D’aprés (*) et (**), Imf = Imf2.

2.(a) On a Imf? C Imf et Kerf C Kerf2.

On en déduit que Imf? = Imf <= rgf? =rgf et Kerf = Kerf? <= dimKerf = dim Ker f2.
Alors, en utilisant le théoréme du rang,
Imf =Imf? & rgf = rgf? & dimKerf = dim Kerf? < Kerf = Ker f2.

(b) Supposons Imf = Imf2.
Soit x € Imf N Kerf.
Ja € E tel que z = f(a) et f(x) =0g.
On en déduit que f?(a) = Op c’est-a-dire a € Kerf2.
Or, d’aprés ’hypothése et 2.(a), Kerf? = Kerf donc a € Kerf c’est-a-dire f(a) = 0g.
C’est-a-dire x = 0.
Ainsi Imf NKerf = {0g}. (***)
De plus, d’aprés le théoréme du rang, dimImf + dimKerf = dim E.  (****)

Donc, d’aprés (¥**) et (****), F =Imf @ Kerf.
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EXERCICE 71 algébre

Enoncé exercice 71

Soit P le plan d’équation z 4+ y + z = 0 et D la droite d’équation = = % =

1.
2.

z
3
Vérifier que R? = P @ D.

Soit p la projection vectorielle de R? sur P parallélement a D.

Soit u = (z,y, z) € R3.

Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de R3.

Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale.

Corrigé exercice 71

1.

D = Vect ((1,2,3)).

(1,2,3) & P car les coordonnées du vecteur (1,2,3) ne vérifient pas I’équation de P.
Donc DN P ={0}. (¥

De plus, dim D +dim P = 1+ 2 = dimR3.  (**)

D’aprés (*) et (**), R® = P& D.

. Soit u = (z,y, z) € R3.

Par définition d’une projection, p(u) € P et u — p(u) € D.
u — p(u) € D signifie que 3 € R tel que v — p(u) = a(1,2,3).
On en déduit que p(u) = (z — a,y — 20,z — 3a).  (**%)
1
Or p(u) € P donc (x — ) + (y — 2a) + (2 — 3a) = 0, c'est-a-dire o = 6(56 +y+ 2).

1
), p(u) = 6(593 —y—z,—2x 4+ 4y — 2z, -3z — 3y + 32).

Soit e = (e1, €2, e3) la base canonique de R3.

Et donc, d’apreés (

5 -1 -1
1
Soit A la matrice de p dans la basee. Ona A=—-| -2 4 =2
6
-3 -3 3
On pose €] = (1,2,3), e, = (1,—1,0) et e5 = (0,1, —1).
e} est une base de D et (e}, e%) est une base de P.
Or R® = P® D donc ¢’ = (€, e, e) est une base de R3.
De plus €} € D donc p(e}) =0. e}, € P et e5 € P donc p(e)) = €} et p(eh) = €.
0 0 0

Ainsi, M(p,e’)= [0
0

O =
i)
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EXERCICE 76 algébre

Enoncé exercice 76

Soit E' un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (| ).

On pose Vz € E, ||z|| = v/ (z|x).

1. (a)
(b)

Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Dans quel cas a-t-on égalité ? Le démontrer.

2. Soit E={f €C([a,b],R), Vz € [a,b] f(z)>0}.

b b
1
Prouver que ’ensemble { / f)dt x / mdt , f€EFE } admet une borne inférieure m et déterminer la

valeur de m.

Corrigé exercice 76

1. (a)

Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (| ).

On pose Vz € E, ||z|| = v/(z|x).

Inégalité de Cauchy-Schwarz : V(z,y) € E?, | (z|y) | < ||=|] ||yl|

Preuve :

Soit (z,y) € E%. Posons VA € R, P()\) = ||z + \y||?.

On remarque que VA € R, P(\) > 0.

De plus, P(A) = (z + Ay|lz + \y).

Donc, par bilinéarité et symétrie de (| ), P(A) = ||y||?\% + 2 (z|y) + ||=||>.
On remarque que P()) est un trinéme en \ si et seulement si ||y||* # 0.
Premier cas : siy =0

Alors | (z]y)| = 0 et ||z ||ly]| = 0 donc V'inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée.
Deuxiéme cas : y # 0

Alors ||y|| = /(yly) # 0 car y # 0 et (| ) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Donc, P est un trinéme du second degré en A qui est positif ou nul.

On en déduit que le discriminant réduit A est négatif ou nul.

Or A = (x[y)” — [[[[*[|y|* donc (z]y)* < |||1?ly[>

Et don, | (z[y) | < [[z]] [yl

On reprend les notations de 1. .

Prouvons que V(z,y) € E2, | (z|y) | = ||z||||y|]| <= z et y sont colinéaires.

Supposons que | (zly) | = [[2/ Iyl

Premier cas : siy =0

Alors z et y sont colinéaires.

Deuxiéme cas : siy # 0

Alors le discriminant de P est nul et donc P admet une racine double ).
C’est-a-dire P(A\g) = 0 et comme ( | ) est définie positive, alors x + Agy = 0.
Donc x et y sont colinéaires.

Supposons que = et y soient colinéaires.
Alors da € R tel que z = ay ou y = ax.
Supposons par exemple que x = ay (raisonnement similaire pour lautre cas).

| (@ly) [ = lal-| (yly) [ = lal[lyll* et 2] Iyl = v/(2l) [ly]] = /o ly)llyll = el []y][*.

Donc, on a bien 1’égalité.

2. On considére le produit scalaire classique sur C ([a,b] ,R) défini par :

b

V%QEQMHRLMQ=/f@mw.

b b
OnposeA:{/ f(t)dtx/ ﬁdt, fEE}.

ACR.
A # () car (b—a)? € A ( valeur obtenue pour la fonction ¢t — 1 de E).
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De plus, V f € E/ ft)dt x / —dt 0 donc A est minorée par 0.

On en déduit que A admet une borne inférieure et on pose m = inf A.
Soit f € E.

b 2
On considére la quantité </ \/f(t)\/%dt> .

b . 2 b 2
D’une part, </a \/f(t)\/mdt> = </a 1dt> = (b—a)?.

D’autre part, si on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (| ) on obtient :

([ i) < f s | g

On en déduit que V f € E, / f(t)dt/ %dt > (b—a)

Donc m > (b—a)?.

b b
1
Et, si on considére la fonction f :¢+—— 1 de E, alors / f(t)dt/ mdt =(b—a)*

Donc m = (b —a)?.
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EXERCICE 77 algébre

Enoncé exercice 77

Soit F un espace euclidien.
1. Soit A un sous-espace vectoriel de F.
Démontrer que (AL)L = A.
2. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
(a) Démontrer que (F +G)* = F-nG*.
(b) Démontrer que (FNG)*" = FL + G+,

Corrigé exercice 77

1. OnaAc (A" . (%
En effet, Vo € A,Vy € AL, (x| y) = 0.
Cest-a-dire, Vo € A, z € (A1)*.

Comme F est un espace euclidien, £ = A ® A+ donc dim A = n — dim A*.

De méme, E = A+ & (AJ-)J' donc dim (AJ-)J‘ =n—dimA'.
Donc dim (AJ-)J' =dimA. (**)
D’aprés (*) et (**), (AJ-)J' = A.

2. (a) Procédons par double inclusion.

Prouvons que FX NG+ c (F+ G)™*.
Soit x € F+ NG+,

Soity € FF+G .

Alors 3(f,g9) € F x G tel que y = f + g.

@ly)= @lf) + (@lg =0
——— ——r

car fGI?et zeFL car geC;et zegt
Donc Vy € (F +G), (z|y) =0.
Donc z € (F + G)*.

Prouvons que (F +G)" c F-nG*.

Soit = € (F + G)*.

Vye F,ona (z|y)=0carye FC F+G.
Donc z € F+.

De méme, Vz € G,ona (z|z)=0car z € G C F+G.
Donc z € G+.

On en déduit que z € F+NG*.

Finalement, par double inclusion, (F + G)L =F+nG+t.

(b) D’aprés 2.(a), appliquée & F* et & G+, on a (Fl + Gl)L = (Fl)L N (GL)l.

Donc, d’aprés 1., (FJ- + GJ-)L =FNG.
1 YA il
Done ((F*+GH)T) = (FnG)".

C’est-a-dire, en utilisant 1. & nouveau, F'+ + G+ = (F N G)J‘.
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EXERCICE 79 algébre

Enoncé exercice 79

Soit a et b deux réels tels que a<b.

1. Soit h une fonction continue et positive de [a,b] dans R.

b
Démontrer que / h(z)dvr =0= h=0.

a

2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R.
b

On pose : ¥ (f.4) € B2, (flg) = / f(@)g(x)dz.

a
Démontrer que ’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

1
3. Majorer / Vze *dzx en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

Corrigé exercice 79

b
1. Soit h une fonction continue et positive de [a,b] dans R telle que / h(z)dz = 0.

a
x

On pose Vz € [a,b], F(z) = / h(t)dt.
h est continue sur [a, b] donc F est dérivable sur [a, b].
De plus, YV € [a,b], F'(x) = h(z).
Or h est positive sur [a, b] donc F est croissante sur [a,b]. (*)
Or F(a) = 0 et, par hypothése, F'(b) = 0. C’est-a-dire F(a) = F(b). (**)
D’aprés (*) et (**), F est constante sur [a, b].
Donc V z € [a,b], F'(z) = 0.
Cest-a-dire, V x € [a,b], h(z) = 0.
b
2. Onpose ¥ (£,9) € B2 (fl9) = [ f@)gla)d

a
Par linéarité de l'intégrale, (| ) est linéaire par rapport a sa premiére variable.
Par commutativité du produit sur R, (|) est symétrique.
On en déduit que (| ) est une forme bilinéaire symétrique. (*)

b
Soit f € E. (f|f) z/ A (z)da.

Or z — f2(x) est positive sur [a,b] et a < b donc (f|f) = 0.
Donc (| ) est positive. (**)

Soit f € E telle que (f|f) =0.
b
Alors/ f(z)dx = 0.

Or z — f?(x) est positive et continue sur [a, b] .
Donc, d’apreés 1., f est nulle sur [a,b] .
Donc (| ) est définie. (***)

D’apres (*), (**) et (***), (|) est un produit scalaire sur E.

1 1 1
3. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne / Vrze *dr < \// xdm\// e 2 dr =
0 0 0

2
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EXERCICE 80 algébre

Enoncé exercice 80

Soit E 'espace vectoriel des applications continues et 2m-périodiques de R dans R.
2m

1. Démontrer que (f | g) = by f () g (t)dt définit un produit scalaire sur E.
T Jo

2. Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par f : x + cosz et g : x — cos (2z).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u : z +— sin® 2.

Corrigé exercice 80

2
L Onpose ¥ (.9) € 22 (fla) = 5 [ f(0a()at

Par linéarité de l'intégrale, (| ) est linéaire par rapport a sa premiére variable.
Par commutativité du produit sur R, (| ) est symétrique.
On en déduit que (| ) est une forme bilinéaire symétrique. (*)

27
Soit f € E. (f|f) = % ; FA(t)adt.

Or t — f2(t) est positive sur [0,27] et 0 < 27, donc (f|f) > 0.
Donc (|) est positive. (*¥*)

Soit f € F telle que (f|f) =0.
2m
Alors / FA(t)dt = 0.

Ort r—0> f2(t) est positive et continue sur [0, 27].
Dong, f est nulle sur [0, 27].

Or f est 2w-périodique donc f = 0.

Donc (| ) est définie. (***)

D’apres (*), (**) et (***), (|) est un produit scalaire sur E.

1 1
2. On aVr € R,sin’z = 3~ 5005(2%).

1
T =3 cos(2x)e F.

1
De plus, si on note h ’application = 3

1 2 1 2
(h|f) = —/ coszdzr =0 et (hlg) = —/ cos(2r)dx = 0 donc h € F+ (car F = Vect(f, g)).
47 0 4 0

1
On en déduit que le projeté orthogonal de u sur F' est x — ~5 cos(2x).
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EXERCICE 81 algébre

Enoncé exercice 81

On définit dans My (R) x My (R) Iapplication ¢ par : ¢ (A4, A’) = tr (ATA’), ou tr (AT A’) désigne la trace du
produit de la matrice AT par la matrice A’.
On admet que ¢ est un produit scalaire sur My (R) .

Onnote]-'{( _ab Z), (a,b)€R2}.

1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de My (R).
2. Déterminer une base de F*.
3. Déterminer le projeté orthogonal de J = ( i 1 ) sur Ft .
4. Calculer la distance de J a F.
Corrigé exercice 81
1. On a immédiatement F = Vect(Iy, K) avec K = _01 (1)
On peut donc affirmer que F est un sous-espace vectoriel de Mz (R).
F = Vect(I, K) donc (Iz, K) est une famille génératrice de F.
De plus, Iy et K sont non colinéaires donc la famille (I, K) est libre.
On en déduit que (Iz, K) est une base de F.
2. Soit M = (‘CL Z) € Ms (R).
Comme (I, K) est une base de F,
M€ Ft < ¢o(M,I,) =0et o(M,K) = 0.
Clest-a-dire, M € F* <= a+d=0et b—c=0.
Ou encore, M € Ft <= d=—aetc=0b.
On en déduit que F* = Vect (A4, B) avec A = ( (1) _01 ) et B = < (1) (1) )
(A, B) est une famille libre et génératrice de F* donc (A, B) est une base de F=.
3. On peut écrire J =1y + B avec I, € F et B € F*.
Donc le projeté orthogonal de J sur F' est B = (? é)
4. On note d(J, F) la distance de J a F.

D’aprés le cours, d(J, F) = ||J — pxr(J)|| ot pr(J) désigne le projeté orthogonal de J sur F.
On peut écrire 4 nouveau que J = Iy + B avec I, € F et B € F+.

Donc pr(J) = L.

On en déduit que d(J, F) = ||J —pr(J)|| = ||J — La|| = || B]| = V2.
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EXERCICE 82 algébre

Enoncé exercice 82

Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de E' de dimension finie n > 0.

On admet que, pour tout x € E, il existe un élément unique yo de F' tel que x — yq soit orthogonal & F' et que la
distance de = a F soit égale & ||z — yol|.

Pour A = (Z Z) et A’ = <Z, Z,), on pose (A | A') = ad’ + bV + ¢’ + dd'.

1. Démontrer que (.|.) est un produit scalaire sur My (R).

1

2. Calculer la distance de la matrice A = < 1 9

) au sous-espace vectoriel F' des matrices triangulaires

supérieures.

Corrigé exercice 82
1. On pose E = Ms(R).

/ /
Pour A = (i Z) eFet A= <Z, Z,) € E , on pose (A|A") = ad’ +bb' + ¢’ + dd'.

!/ / " /!
Soit A = <‘cL “er. a-= (Z, Z,) €E,B= <(;,, Z,,) €E.SoitacR.
/ " /!
(A+A'|B) = ((Z‘ig SIZ) | <CCL Z)) = (a+a)a" + (b+ V)W + (c+ )+ (d+d)d".

Donc (A + A'|B) = (aa” + bb" + cc’ + dd") + (a'a” + Wb + ¢ + d'd") = (A|B) + (A'|B).
— aa Oéb a” b” _ 1 /! /! 1

(aA|B) = ((ac ad) | (c” d”)) = aaa” + abl” + acd’ + add’ = o (A|B).

On en déduit que (.|.) est linéaire par rapport & sa premiére variable.

De plus, par commutativité du produit sur R, (.|.) est symétrique.

Donc (.].) est une forme bilinéaire et symétrique. (¥)

Soit A = (Z Z €E.
(A|A) = a®? +b?> + c® +d? > 0. Donc (.| .) est positive. (**)
Soit A = Z Z € E telle que (A|A) = 0.

Alors a®> + b2+ 2 +d%2 =0.
Comme il s’agit d’une somme de termes tous positifs, on en déduit que a =b=c=d =0 donc A = 0.
Donc (.].) est définie. (***)

D’apres (*), (**) et (***), (.|.) est un produit scalaire sur E.

-1 0)°

10 0 0\ _ ., s ({0 0\, (a b))
(O 2>€Fet <1 0>EF carV(a,b,cl)ER,((1 0)|(0 d>>_0.

On en déduit que le projeté orthogonal, noté pr(A), de A sur F est la matrice ((1) g)

.. 0 0
s, a(4,7) =14 = pr(a)l =11 () ) 111
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EXERCICE 84 algébre

Enoncé exercice 84

1.

Donner la définition d’un argument d’un nombre complexe non nul (on ne demande ni I'interprétation
géométrique, ni la démonstration de Pexistence d’un tel nombre).

. Soit n € N*. Donner, en justifiant, les solutions dans C de I’équation z™ = 1 et préciser leur nombre.

En déduire, pour n € N*, les solutions dans C de ’équation (z +1)" = (z —i)" et démontrer que ce sont des
nombres réels.

Corrigé exercice 84

1.

Soit z un complexe non nul. Posons z = = + iy avec x et y réels.
Un argument de z est un réel 0 tel que = = el avec |z| = /22 + y2.

K]

. z =0 n’est pas solution de I’équation z" = 1.

Les complexes solutions s’écriront donc sous la forme z = rel? avec 7 > 0 et 6 € R.
rt =1 r=1
Onaz'=1 < et = Qkﬂet
nd =0 mod 27 0 =——aveck eZ
n

2k 2k
Les réels —W, pour k € [0,n — 1], sont deux a deux distincts et V& € [0,n — 1], =T e [0, 27
n n

0,27 —

Ore .

C L
oif est Injective.

Donc, {e% avec k € [0,n — 1ﬂ} est constitué de n solutions distinctes de I’équation z™ = 1.

Les solutions de I’équation 2™ = 1 étant également racines du polyndéme X™ — 1, il ne peut y en avoir
d’autres.

Finalement, I’ensemble des solutions de I’équation z™ =1 est S = {e% aveck € [0,n — 1]]}

. z =i n’étant pas solution de I'équation (z +1)" = (z —1)",
(z+)"=(=-1)" <= <Z+1) =1
z—1i
— dke [[O,n—l]]telquez—i—T = e
2

< Jke[0,n—1]tel quez (1 —emﬁw) =—i (1+ei2ﬁ7r)

i2km

En remarquant que z (1 —en ) =—i (1 + e%) n’admet pas de solution pour k£ = 0, on en déduit que :

i2km

. . .en +1
z+1)"=(=-1)" < FJke[l,n—1]tel quez=i Gz
e n —
ikm ikm km km
i2km - 2cos | — cos | —
L. ,en +1 en +e n . n n . .
En écrivant 1 —5= =i— — =1 = , on voit que les solutions sont des
| ikm ikm o <k7r) . (lmr)
— - 2isin | — sin [ —
en —e N n n
réels.
On pouvait aussi voir que si z est solution de 'équation (2 +1)" = (2 — i)™ alors |z +i| = |z — i| et donc le

point d’affixe z appartient & la médiatrice de [A, B], A et B étant les points d’affixes respectives i et —i,
c’est-a-dire a la droite des réels.
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EXERCICE 85 algébre

Enoncé exercice 85

1. Soient n € N*, P € R, [X] et a € R.
(a) Donner sans démonstration, en utilisant la formule de Taylor, la décomposition de P(X) dans la base
(1,Xfa,(Xfa)2,~~~ ,(Xfa)”).

(b) Soit r € N*. En déduire que :
a est une racine de P d’ordre de multiplicité r si et seulement si P(")(a) # 0 et Yk € [0,7 — 1] ,
P®*)(a) = 0.

2. Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine double du polynéme P = X° + aX? + bX et factoriser
alors ce polynéme dans R [X].

Corrigé exercice 85

" pk) (g
1. (a) P(X) :ZP k!( )(X—a)k.

a est une racine d’ordre r de P <= 3Q € R,,_,.[X] tel que Q (a) #0et P = (X —a)" Q

n—r

3(q0; - Gn—r) ER"" tel que qo £ O et P= (X —a)" > q; (X —a)’
1=0

!

<~ 3(q0y--qnr) ER" " tel que go #0 et P = Z ¢ (X —a)™"
=0

n
— (g, qn_r) ER" " tel que gg #0 et P = qu_,. (X — a)k
k=r

D’aprés la formule de Taylor (rappelée ci-dessus) et I'unicité de la décomposition de P dans la base
(1,(X —a),...,(X —a)") de R,[X] il vient enfin :

a est une racine d’ordre r de P <= Vk € {0,...,r —1} P® (a)=0et P (a)#0

2. D’aprés la question précédente,

1 est racine double de P = X% +aX? +bX <= P(1)=P (1)=0et P"(1)#0

l1+a+b=0
<— 54+2a+b=0
204+ 2a #0

<— a=-4detb=3

On obtient X°® —4X?2 +3X = X (X —1)%(X? +2X + 3) et c’est la factorisation cherchée car le discriminant
de X2 +2X + 3 est strictement négatif.
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EXERCICE 86 algébre

Enoncé exercice 86

1. Soit (a,b,p) € Z3. Prouver que : sipAa=1et pAb=1, alors p A (ab) = 1.

2. Soit p un nombre premier.

(a) Prouver que Vk € [1,p — 1], p divise (Z) k! puis en déduire que p divise (Z)

(b) Prouver que : Vn € N, n? =n mod p.
Indication : procéder par récurrence.

(c) En déduire, pour tout entier naturel n, que : p ne divise pas n = nP~! =1 mod p.

Corrigé exercice 86

1. On suppose pAa=1et pAb=1.
D’aprés le théoréme de Bézout,
J(u1,v1) € Z* tel que uyp +via=1. (1)
J(ug,v2) € Z? tel que ugp +vab = 1. (2)
En multipliant les équations (1) et (2), on obtient :
(uruep + u1v2b + ugvia)p + (v1v2)(ab) = 1.
~——

€z €z
Donc, d’apreés le théoréme de Bézout, p A (ab) = 1.

2. Soit p un nombre premier.
: N pY__p _plp—1)..(p—k+1)
(a) Soit k € [1,p —1]. <k>_k!(p—k)!_ X .
Donc (Z) El=pp-1)..p—k+1).

donc p| (Z) k. (3)

Or, Vi € [1,k]], pAi =1 (car p est premier) donc, d’aprés 1., p A k! = 1.
Donc, d’aprés le lemme de Gauss, (3) = p/| (i)

(b) Procédons par récurrence sur n.
Pour n = 0 et pour n = 1, la propriété est vérifiée.
Soit n € N.
Supposons que la propriété (P,) : nP =n mod p soit vérifiée.
p—1

Alors, d’aprés la formule du bindéme de Newton, (n + 1)? = n? + Z (i) nk 4+ 1. (4)

k=1

p—1
OrVke[l,p— 1]],p|(i) doncp|z (i)nk )
k=1

Donc d’aprés (4) et (P,), (n+1)? =n+1 mod p et (P,41) est vraie.
(c) Soit n € N tel que p ne divise pas n.

Comme p est premier, alors p An = 1.

La question précédente donne p divise n? —n = n(nP~! —1).

Or comme p est premier avec n, on en déduit, d’aprés le lemme de Gauss, que p divise nP~! — 1.

Ce qui signifie que n?~! =1 mod p. (petit théoréme de Fermat).
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EXERCICE 87 algébre

Enoncé exercice 87

Soient ag, a1, - ,a, , n+ 1 réels deux a deux distincts.

1. Montrer que si bg, by, -+ ,b, sont n + 1 réels quelconques, alors il existe un unique polynéme P vérifiant

deg P < m et Vi€ [0,n], P(a;)=0;.

2. Soit k € [0,n].
Expliciter ce polynéme P, que ’on notera Ly, lorsque :

. [0 si itk
Vi € [0,n], bi—{l S ik

3. Prouver que ¥p € [0,n] , ZQZL]C - X7,
k=0

Corrigé exercice 87
R.[X] — R

P — (P (ao),P(a1), - ,P(ay))
Montrons que Keru = {0}.

1. L’application u : est linéaire.

Si P € Keru, alors P (ag) = P(a1) =--- = P (a,) = 0 et le polynome P, de degré inférieur ou égal a n,
admet n + 1 racines distinctes.
Donc P = 0.
Ainsi u est injective et comme dimR,[X] =n + 1 = dimR"*! | u est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Enfin les conditions recherchées sont équivalentes a : P € R, [X] et u (P) = (bo,...,bn) .
La bijectivité de u dit que ce probléme admet une unique solution P et on a P = u~! ((bg,...,b,)).

2. Pour ce choix de by, by, - ,b, le polynéme Lj vérifie les conditions :

. 0 si i#k
deg Ly, < n et Vi€ [0,n], Li(a;) = { 1 s ik
Comme ag, . ..,05—1,0k+1, - - -, ap SOt 1 racines distinctes de L qui est de degré < n, il existe

nécessairement A € K tel que
n

Ly =A[ (X - a)

1
La condition supplémentaire Ly (a;,) = 1 donne A = ——— et finalement :

[T (ar —ai)

n
X*G,Z'

Le=]]
Qv — s
imp Wk T

i#k

~
[}

~
>
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3. Soit p € [0,n].

Les polynoémes Z aj Ly, et XP vérifient les mémes conditions d’interpolation :
k=0

degP<n et Vie{0,---,n} P(a;)=al

n
Par 'unicité vue en premiére question, on a E apLy = XP.
k=0
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EXERCICE 89 algébre

Enoncé exercice 89

Soit n € N tel que n > 2. On posez:ei%.

1. On suppose k € [1,n — 1].
Déterminer le module et un argument du complexe z* — 1.

n—1
2
2. On pose S = Z ’zk — 1|. Montrer que S = —.
=0 tal’l%

Corrigé exercice 89

1. On pose Z = zF — 1.
k2w kl km km ki

_ —{—

i i i L. k
J=e N —1=e n |[en —e N :en21sm(”)

n

k ( T 7T)

i(—+—
c’est-a-dire Z = 2sin (W) e n 2
n

k
Pour k € [1,n—1],ona 0 < kf < 7, donc sin <W> > 0.
n

k k
Donc le module de Z est 2 sin (W> et un argument de Z est o + g
n n

k
2. On remarque que pour k = 0, |z* — 1| = 0 et sin <W> =0.
n

n—1
km
Donc d’aprés la question précédente, on a S = 2 Z sin () .

n
k=0
n—1 .kﬂ
. . . . 1
S est donc la partie imaginaire de T = 2 Z e n.
k=0
- 1—e™ 4
1i— — €
Or,commeen #1,onaT =2 = = = -

i— i—
l1—en l—en

K o o o o
Orl—en =e?2n <e 2n—e2n>:—21e2nsin(;>.
n

T
—i— T
de 2n 2 ) —i2—
. w . w e .
—2i sin — sin —
2n 2n

On en déduit que T =

™
En isolant la partie imaginaire de 7', et comme cos (2—) #0 (n > 2), on en déduit que S =
n
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EXERCICE 90 algébre

Enoncé exercice 90

K désigne le corps des réels ou celui des complexes.
Soient a1, as, a3 trois scalaires distincts donnés de K.

1. Montrer que ® : Ky[X] — K3 est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
P — (P(al),P(ag),P(ag))
2. On note (e1, 2, €3) la base canonique de K3 et on pose Vk € {1,2,3}, L, = & L(eg).
(a) Justifier que (Ly, Lo, L3) est une base de Ky[X].

(b) Exprimer les polynémes L, Ly et L3 en fonction de a1, as et as.
3. Soit P € Ky[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L, Lo, L3).

4. Application : on se place dans R? muni d’un repére orthonormé et on considére les trois points
A(0,1),B(1,3),C(2,1).
Déterminer une fonction polynomiale de degré 2 dont la courbe passe par les points A, B et C.

Corrigé exercice 90

1. Par linéarité de ’évaluation P — P(a) (ol a est un scalaire fixé), @ est linéaire.

Soit P € Ky[X] tel que ®(P) = 0.

Alors P(ay) = P(a2) = P(ag) =0, donc P admet trois racines distinctes.
Or P est de degré inférieur ou égal & 2; donc P est nul.

Ainsi, Ker(®) = {0} i.e. ® est injective.

Enfin, dim (K3[X]) = dim (K?®) = 3 donc @ est bijective.

Par conséquent, ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels de Ky [X] dans K3.
2. (a) ® est un isomorphisme donc l'image réciproque d’une base est une base.
Ainsi, (Ly, Lo, L3) est une base de Ko[X].
(b) Ly € Ry[X] et vérifie ®(L;) = (1,0,0) i.e. (Li(ar), L1(az), L1(as)) = (1,0,0).
Donc, comme as et ag sont distincts, (X — a2)(X — ag) | L.
Or deg L1 < 2, donc 3k € K tel que Ly = k(X — a2)(X — as).
1
La valeur Li(a;) =1 donne k =
(X —a2)(X —a3)
(a1 — az)(a1 — as)’

(a1 —az)(a1 —az)’

Donc L =

(X — al)(X — a3) o (X —al)(X —0,2)
et L3 = .
(az - al)(a2 - as) (a3 - a1)(as - a2)
3. (L1, Lo, L3) base de Ky[X] donc I(A1, A2, A3) € K3 tel que P = ALy + AaLo + A3L3.
Par construction, V(i, j) € {1,2,3}2, L;i(a;) = §;; donc P(a;) = A;.
AAiHSi7 P = P(al)Ll + P(QQ)LQ + P(a3)L3.
4. On pose a; =0, as = 1 et ag = 2. Ces trois réels sont bien distincts.
On cherche P € Ry[X] tel que (P(ay), P(az), P(as)) = (1,3,1).
Par bijectivité de ® et d’apreés 3. , 'unique solution est le polynéme P = 1.L; + 3.Ly + 1.L3.
X-1DH(X-2 X(X -2 X(X -1
Onale( )2( ),LQZ (71 )etng%.
Donc P = —2X? +4X + 1.

Un raisonnement analogue donne Lo =
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EXERCICE 92 algébre

Enoncé exercice 92

Soit n € N*. On considére E = M,,(R) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.

On pose : V(A, B) € E%, (A, B) = tr(AT B) ot tr désigne la trace et AT désigne la transposée de la matrice A.
1. Prouver que {,) est un produit scalaire sur F.

2. On note S, (R) l'ensemble des matrices symétriques de E.
Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque A7 = —A.
On note A, (R) 'ensemble des matrices antisymétriques de E.
On admet que S, (R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de E.

(a) Prouver que F = S, (R) ® A,(R).
(b) Prouver que A,(R)* = S,(R).

3. Soit F' I’ensemble des matrices diagonales de F.
Déterminer F+.

Corrigé exercice 92

1. (,) est linéaire par rapport & sa premiére variable par linéarité de la trace, de la transposition et par
distributivité de la multiplication par rapport & I’addition dans FE.
De plus, une matrice et sa transposée ayant la méme trace, on a :
V(4,B) € E2, (A, B) = tr(ATB) = tr((A”B)") = x(BTA) = (B, A).
Donc (,) est symétrique.
On en déduit que (,) est bilinéaire et symétrique. (1)

Soit A = (Ai7j)1<v - ek
SHIST n n

(A, A) =tr(ATA) = (ATA);; =D (AT kApi = ZZA donc (A, A) >0

i=1 i=1 k=1 i=1 k=1
Donc () est positive. (2)

Soit A = (Ai,j)lgi’j@ € E telle que (A, A) =0.

Alors » N " A} ;=0.Or, Vi € [1,n], Vk € [1,n], A, > 0.
i=1 k=1

Donc Vi € [1,n], Vk € [1,n], Ax; = 0. Donc A = 0.

Donc (,) est définie. (3)

D’aprés (1),(2) et (3), (,) est un produit scalaire sur E.

Remarque importante : Soit (4, B) € E?.

On pose A = (Ai’j)lgi,jgn et B = (B',j)1<”<ﬂ

Alors (A, B) = tr(ATB) = Y (A"B);, Z Z (AT), Bri=_> AriBui -
i=1 i=1 k=1 i=1 k=1

Donc (,) est le produit scalaire canonique sur E.

2. (a) Soit M € Sp(R) N An(R).
alors MT = M et MT = —M donc M = —M et M = 0.
Donc S, (R) N A, (R) = {0}. (1)

Soit M € E. . .
M+ M M- M
PosonsS:—FTetA:T.

OnaM=5+A.

T
ST — <M+2M> %(MT +(MTYT) :%(MT+M) = S, donc S € S, (R).
a7 = (MM = L a7 = YT = (7~ b1) = A, dome A € 4,(R)
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On en déduit que F = S,(R) + A, (R). (2)

D’aprés (1) et (2), E = S,(R) & A,(R).
Remarque : on pouvait également procéder par analyse et synthése pour prouver que
E=5,R)® A,(R).
(b) Prouvons que S, (R) C A, (R)*.
Soit S € Sp(R).
Prouvons que V A € A,(R), (S, A) =0.
Soit A € A, (R).
(S, A) =tr(STA) = tr(SA) = tr(AS) = tr(—ATS) = —tr(ATS) = — (A4,8) = — (5, A).
Donc 2 (S, A) =0 soit (S, A) =0.
On en déduit que S,(R) C A, (R)* (1)
De plus, dim A4, (R)* = n? — dim A4, (R).
Or, d’aprés 2.(a), E = S, (R) ® A, (R) donc dim S,,(R) = n? — dim 4, (R).
On en déduit que dim S, (R) = dim A4, (R)*. (2)
D’aprés (1) et (2), Sp(R) = A, (R)*.
3. On introduit la base canonique de M,,(R) en posant :
1 sik=ietl=j

Vie [1,n],Vje[l,n], E;; = (ek’l)lg_,l@ avec ey = { 0 sinon
On a alors F = Vect (E1 1, FE22, ..., Epn).
Soit M = (m ;) € E.

1<i,j<n
Alors, en utilisant la remarque importante de la question 1.,

M e Ft < Vie[l,n], (M,E;;) =0<=Viec [l,n], m; =0.
Donc F+ = Vect (Eu telles que (,§) € [1,n]” et i # j).

En d’autres termes, F* est 'ensemble des matrices comprenant des zéros sur la diagonale.
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EXERCICE 94 algébre

Enoncé exercice 94

1. Enoncer le théoréme de Bézout dans Z.

2. Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux.
Soit ¢ € N.
Prouver que : (alcet blc) <= ablc.

x
x

6 [17]
4 [15]

(a) Déterminer une solution particuliére z¢ de (S) dans Z.

3. On consideére le systéme (5) : { dans lequel I'inconnue x appartient a Z.

(b) Déduire des questions précédentes la résolution dans Z du systéme (.5).

Corrigé exercice 94

1. Théoréme de Bézout :
Soit (a,b) € Z2.
anb=1<+= 3(u,v) € Z*> /au+bv =1.
2. Soit (a,b) € N2. On suppose que a Ab = 1.
Soit ¢ € N.
Prouvons que ablc = a|c et b|c.
Si ab|c alors 3k € Z / ¢ = kab.
Alors, ¢ = (kb)a donc alc et ¢ = (ka)b donc bc.

Prouvons que (alcet b|c) = ablc.

aAb=1donc Iu,v) € Z* Jau+bv=1. (1)

De plus a|c donc Fk; € Z / ¢ = kra. (2)

De méme, blc donc kg € Z [/ ¢ = kob. (3)

On multiplie (1) par ¢ et on obtient cau + cbv = c.

Alors, d’aprés (2) et (3), (k2b)au + (k1a)bv = ¢, donc (kou + ky1v)(ab) = ¢ et donc ablc.

On a donc prouvé que (a|cet b|c) <= ablc.

3. (a) Premiére méthode (méthode générale) :
Soit z € Z.

' ) ) x=6+ 17k
x solution de(S) <= 3(k, k') € Z* tel que x =4+ 15k
x=6+17k

<= Ik, k') € Z? tel que
Or 6+ 17k = 4 + 15k’ < 15K’ — 17k = 2.

6+ 17k =4+ 15k’

Pour déterminer une solution particuliére xy de (5), il suffit donc de trouver une solution particuliére

(ko, k) de Iéquation 15k" — 17k = 2.

Pour cela, cherchons d’abord, une solution de I’équation 15u + 17v = 1.

17 et 15 sont premiers entre eux.

Déterminons alors un couple (ug, vg) d’entiers relatifs tel que 15ug + 17vy = 1.
Ona:17=15x14+2puis15=7x2+1.

Alors 1=15—-7Tx2=15-7Tx (17T—15x1)=15—-17x74+15x7=15x8—-17x 7
Donc 8 x 15+ (—=7) x 17 =1

Ainsi, 16 x 15 + (—14) x 17 = 2.

On peut prendre alors kj = 16 et ko = 14.
Ainsi, xg =6+ 17 X kg = 6 + 17 x 14 = 244 est une solution particuliére de (.5).

Deuxiéme méthode :
En observant le systéme (.5), on peut remarquer que xg = —11 est une solution particuliére.
Cette méthode est évidemment plus rapide mais ne fonctionne pas toujours.
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(b) z¢ solution particuliére de (.S) donc { ig _ i HQ .

xr — X
Tr — X
c’est-a-dire x solution de (5) <= (17|x — x¢ et 15|z — z9).

Or 17 A 15 =1 donc d’apreés 2., z solution de (S) <= (17 x 15)|z — zo.
Donc ’ensemble des solutions de (S) est {xg + 17 x 15k, k € Z} = {244 + 255k, k € Z}.

On en déduit que x solution de (S) si et seulement si { g
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BANQUE PROBABILITES

EXERCICE 95 probabilités

Enoncé exercice 95

Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.

1. Un joueur tire successivement, avec remise, cinq boules dans cette urne.
Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 points et pour chaque boule noire tirée, il perd 3 points.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches tirées.
On note Y le nombre de points obtenus par le joueur sur une partie.

(a)
(b)

Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.

2. Dans cette question, on suppose que les cinq tirages successifs se font sans remise.

(a)
(b)

Déterminer la loi de X.
Déterminer la loi de Y.

Corrigé exercice 95

1. (a)

L’expérience est la suivante : I’épreuve "le tirage d’une boule dans I'urne" est répétée 5 fois.
Comme les tirages se font avec remise, ces 5 épreuves sont indépendantes.
Chaque épreuve n’a que deux issues possibles : le joueur tire une boule blanche (succés avec la

1
probabilité p = — = g) ou le joueur tire une boule noire (échec avec la probabilité —).

La variable X considérée représente donc le nombre de succés au cours de I'expérience et suit donc une

1
loi binomiale de parameétre (5, 5)

Clest-a-dire X () = [0,5] et : Yk € [0,5], P(X =k) = (})(2)" ()~

4
5" 5

1 1 1 4
Donc, d’apreés le cours, E(X) =5 x E= let V(X)=5x £ X <1 - 5) =-=0,8.

D’aprés les hypothéses, on a Y = 2X — 3(5 — X)), c’est-a-dire Y = 5X — 15.
On en déduit que Y () = {6k — 15 avec k € [0,5]} .

4

Etona Yk € [0,5], P(Y =5k—15)=P(X =k) = (2)(5)'6(3)5—&

Y =5X — 15, donc E(Y) =5E(X) — 15 =5 — 15 = —10.

4
De méme, Y = 5X — 15, donc V(Y) = 25V (X) = 25 x F= 20.

2. Dans cette question, le joueur tire successivement, sans remise, 5 boules dans cette urne.

(a)

Comme les tirages se font sans remise, on peut supposer que le joueur tire les 5 boules dans 'urne en
une seule fois au lieu de les tirer successivement. Cette supposition ne change pas la loi de X.

X(Q) =[0,2].

Notons A ’ensemble dont les éléments sont les 10 boules initialement dans 'urne.

L’univers €2 correspond & ’ensemble des tirages possibles dans A.

Il est constitué de toutes les parties & 5 éléments de A.

1
Donc card Q) = ( 50).

Soit k € [0, 2].

L’événement (X = k) est réalisé lorsque le joueur tire k boules blanches et (5 — k) boules noires dans
I'urne.

Notons Ay, I’ensemble des parties & 5 éléments de A contenant k& boules blanches et (5 — k) boules noires.
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2
Ilya ( k) possibilités pour le choix des boules blanches et ( ) possibilités pour le choix des boules

8
5—k

noires.

a1 (2 8
C’est-a-dire, cardAy = (k) (5 B k;>
2 8
X
cardAy (k) (5 - k)

Donc, comme tous les tirages sont équiprobables, Vk € [0,2], P(X = k) = =

card(? 10
5

(b) On a toujours ¥ =5X — 15.
On en déduit que Y (2) = {5k — 15 avec k € [0,2]} .

DG
Etona Ve [0,2], P(Y = 5k — 15) = P(X = k) = ~*/__\3 = k)
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EXERCICE 98 probabilités

Enoncé exercice 98

Une secrétaire effectue, une premiére fois, un appel téléphonique vers n correspondants distincts.

On admet que les n appels constituent n expériences indépendantes et que, pour chaque appel, la probabilité
d’obtenir le correspondant demandé est p (p € 0, 1[).

Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.

1. Donner la loi de X. Justifier.

2. La secrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n — X correspondants qu’elle
n’a pas pu joindre au cours de la premiére série d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant le
nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels.

(a)

Soit i € [0,n]. Déterminer, pour k € N, P(Y = k| X =1i).

(b) Prouver que Z = X 4+ Y suit une loi binomiale dont on déterminera le paramétre.

(c)

Indication : on pourra utiliser, sans la prouver, 1’égalité suivante : b =0\ )
-1\ i

Déterminer I'espérance et la variance de Z.

Corrigé exercice 98

1. L’expérience est la suivante : I’épreuve de ’appel téléphonique de la secrétaire vers un correspondant est
répétée n fois et ces n épreuves sont indépendantes.
De plus, chaque épreuve n’a que deux issues possibles : le correspondant est joint avec la probabilité p
(succes) ou le correspondant n’est pas joint avec la probabilité 1 — p (échec).
La variable X considérée représente le nombre de succés et suit donc une loi binémiale de paramétres (n, p).

Cest-a-dire X (Q2) = [0,n] et VE € [0,n] P(X =k) = (Z)pk(l —p)n k.

2. (a)

Soit i € [0,n].

Sous la condition (X = i), la secrétaire rappelle n — i correspondants lors de la seconde série d’appels.
Comme cette nouvelle série d’appels se fait dans les mémes conditions que pour la question 1., sauf pour
le nombre de répétitions qui est maintenant égal & n — ¢ , alors on se retrouve dans le schéma d’une loi
binomiale de paramétre (n — ¢, p).

Donc P(Y = k|X =) = (nkZ)pk(l—p)”ik si k€ [0,n—i]
0 sinon
k k
ZQ) =[0n] et Vk € [0,n] P(Z=k) =Y P(X=inY =k—i)=>» P =k—i|X =i)P(X =)

P
b n—1\(n ,
Soit k € [0,n]. D’aprés les questions précédentes, P(Z = k) = Z ( ) (i>pk(1 — p)2n—ht

Or, d’aprés I'indication, n—z' n = k a
k—i)\i i) \k

oo =1 - () - - (hra-eo(0 c)

i=0 i=0
Donc d’aprés le binéme de Newton,

P(Z=1k)= (Z)p’“(l —p)*rt (i:i)k = <Z) (2 —p)" (L-p)2)""

2

On vérifie que 1 — p(2 — p) = (1 — p)* et donc on peut conclure que :

Z suit une loi binomiale de paramétre (n, p(2 — p)).

Remarque : preuve (non demandée dans l'exercice) de ’égalité proposée dans l'indication :
n—1\ [ n\ (n—1)! n! _ n! B k! n! (k) (n
E—iJ\i) (m—kl(k—ilin—1i)! (k-9 n-FKd E-=ildklnh-kK" \i/\k/)
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(¢) D’apreés le cours, comme Z suit une loi binomiale de paramétre (n,p(2 — p)), alors :
E(Z) =np(2 - p) et V(Z) = np(2 - p) (1 = p(2 — p)) = np(2 - p)(p — 1)*.
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EXERCICE 99 probabilités

Enoncé exercice 99

1. Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

2. Soit (Y;,) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi G
n
On pose S, = ZYk.

k=1

S,
Prouver que : Va € ]0,+o0[, P (

= B(Y;
- (Y1)

V(Y1)
na?

>a><

3. Application : On effectue des tirages successifs, avec remise, d'une boule dans une urne contenant 2
boules rouges et 3 boules noires.
A partir de quel nombre de tirages peut-on garantir a plus de 95% que la proportion de boules rouges
obtenues restera comprise entre 0,35 et 0,457
Indication : considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ot Y; mesure lissue du i®™® tirage.

Corrigé exercice 99

1. Soit a € ]0, +oo[. Pour toute variable aléatoire X tu—b——— on 2 :

P(IX - E(X)| > a) < V((Zf).

2. On pose X = &

Par linéarité de l’espérance et comme toutes les variables Y; ont la méme espérance, on a F(X) = E(Y1).

1 1
De plus, comme les variables sont indépendantes, on a V(X) = =V(S,) = =V (11).
n

Alors, en appliquant 1. & X, on obtient le résultat souhaité. "
3. Vi € N*, on considére la variable aléatoire Y; valant 1 si la i€ boule tirée est rouge et 0 sinon.
Y; suit une loi de Bernoulli de paramétre p avec p = % =0,4.
Les variables Y; suivent la méme loi, sont indépendantes et Vi € N*, Y; € L2.
On a d’aprés le cours, Vi € N*, E(Y;) = 0,4 et V(Y;) =0,4(1 —0,4) =0, 24.
n
On pose S, = Z Y;. S, représente le nombre de boules rouges obtenues au cours de n tirages.

i=1
n

Zn

Alors T, = =1
n
On cherche a partir de combien de tirages on a P(0,35 < 7, < 0,45) > 0,95.

Sn Sn
Or P(0,35< 7T, <0,45) = P (0,35 < 2 < 0,45 =P<—0,05< Zr _ B(YY) <0,05>
n n

représente la proportion de boules rouges obtenues au cours de n tirages.

= (% - pm)

<0,05> :1—P<‘€L’L—E(Y1)

> o,o5>.

On a donc P(0,35< T, <0,45)=1—-P < S —EMY)| > 0,05).
n

Or, d’aprés la question précédente, P S —E(Y7)] 20,05) < _024

) p q p I n 1 = ~ n(O, 05)2 :

0,24

D P(0,35<T,<0,45) >1— ———..

onc ( ) n ) n(0705)2

24
Il suffit alors pour répondre au probléme de chercher & partir de quel rang n, on a 1 — ((())’705)2 > 0,95.
n )

0,24 .
La résolution de cette inéquation donne n > 0,053 c’est-a-dire n > 1920.
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EXERCICE 104 probabilités

Enoncé exercice 104

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

On dispose de n boules numérotées de 1 & n et d’une boite formée de trois compartiments identiques également
numérotés de 1 a 3.

On lance simultanément les n boules.

Elles viennent toutes se ranger aléatoirement dans les 3 compartiments.

Chaque compartiment peut éventuellement contenir les n boules.

On note X la variable aléatoire qui a chaque expérience aléatoire fait correspondre le nombre de compartiments
restés vides.

1. Préciser les valeurs prises par X.

2. (a) Déterminer la probabilité P(X = 2).
(b) Finir de déterminer la loi de probabilité de X.

. (a) Calculer F(X).

(b)

3
Déterminer lim FE(X). Interpréter ce résultat.
n—-+oo

Corrigé exercice 104
1. X(Q) = [0,2].

2. (a) Pour que l’événement (X = 2) se réalise, on a (2> possibilités pour choisir les 2 compartiments restant
vides. Les deux compartiments restant vides étant choisis, chacune des n boules viendra se placer dans
1
le troisiéme compartiment avec la probabilité —.
De plus les placements des différentes boules dans les trois compartiments sont indépendants.
3 1 n 1 n 1 n—1
Donc P(X =2) = -] =3(=-) =12 .
(b) Déterminons P(X = 1).
Pour que 'événement (X = 1) se réalise, on a (‘f) possibilités pour choisir le compartiment restant vide.
Le compartiment restant vide étant choisi, on note A I’événement : «les n boules doivent se placer dans
les deux compartiments restants (que nous appellerons compartiment a et compartiment b) sans laisser
I'un d’eux vide».
Soit k € [1,n —1].
On note Ag I'événement : « k boules se placent dans le compartiment a et les (n — k) boules restantes
dans le compartiment b».

On a alors A = nL_Jl Ag.
owavietun-11.ra = (1) () (2= (1) (2)"

3

Donc P(X =1) = (1

n—1 n—1
)P( U Ap)=3 Z P(Ay) car Ay, As, ..., Ay—1 sont deux & deux incompatibles.
k=1 k=1

re=n=sE () (5 -6) 50 -6) (E0)-2) -G e-o

Enfin, P(X =0) = 1 — P(X =2) — P(X = 1) donc P(X =0) = 1— ()" — (1)" "' (2n - 2).
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Autre méthode :

Une épreuve peut étre assimilée a une application de [1,n] (ensemble des numéros des boules) dans [1, 3]
(ensemble des numéros des cases).

Notons €2 ’ensemble de ces applications.

On a donc : card 2 = 3™.

Les boules vont se "ranger aléatoirement dans les trois compartiments", donc il y a équiprobabilité sur €.

(a) L’événement (X = 2) correspond aux applications dont les images se concentrent sur le méme élément
de [1, 3], c’est-a-dire aux applications constantes.

3 1
DOHCP(X:2):37:W
(b) Comptons & présent le nombre d’applications correspondant a 1’événement (X = 1), c’est-a-dire le
nombre d’applications dont I’ensemble des images est constitué de deux éléments exactement.
On a 3 possibilités pour choisir 1’élément de [1,3] qui n’a pas d’antécédent et ensuite, chaque fois, il faut
compter le nombre d’applications de [1,n] vers les deux éléments restants de [1, 3], en excluant bien str les
deux applications constantes.
On obtient donc 2™ — 2 applications.

2 —2 1
Dot P(X = 1) = 2 <3n ) _ o (20— 2).

Enfin, comme dans la méthode précédente, P(X =0)=1— P(X =2) — P(X = 1) donc

PX=0)=1- (""" = (3)" @ -2).

3.(a) E(X)=0P(X =0)+1P(X = 1)+ 2P(X =2) = (;)n_ (2 —2) 42 (;)"_ _

Donc E(X) =3 (;)n

s : o 2\"
(b) D’apres 3.(a),nll>rfooE(X)— lim 3(3) =0.

n—-+oo
Quand le nombre de boules tend vers +o0o, en moyenne aucun des trois compartiments ne restera vide.
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EXERCICE 105 probabilités

Enoncé exercice 105

1. Enoncer et démontrer la formule de Bayes pour un systéme complet d’événements.
2. On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés (c’est-a-dire truqués).

Pour chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir le chiffre 6 lors d’un lancer vaut 3

(a) On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé et on obtient le chiffre 6.
Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé ?

(b) Soit n € N*.
On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé n fois et on obtient n fois le chiffre 6.
Quelle est la probabilité p,, que ce dé soit pipé?

(c) Déterminer lim p,. Interpréter ce résultat.
n——+oo

Corrigé exercice 105

1. Soit (2, A, P) un espace probabilisé.

Soit B un événement de probabilité non nulle et (4;),.; un systéme complet d’événements de probabilités

non nulles.
. P(Aio)PAi,O (B)
Alors, Vig € I, Pg(A;,) = .
> P(Ai)Pa,(B)
iel

. o P(Aio ﬂB) _ P<Ai0)PAi0(B)
Preuve : Pp(A4;,) = PGB P(B) . (1
Or (A;),c; un systéme complet d’événements donc P(B) = Z P(A4; N B).
icl

Donc P(B) =Y P(A;)Pa,(B). (2).
iel
(1) et (2) donnent le résultat souhaité.
2. (a) On tire au hasard un dé parmi les 100 dés.
Notons T I’événement : «le dé choisi est pipé».
Notons A I’événement :« On obtient le chiffre 6 lors du lancer ».
On demande de calculer Pa(T).
Le systéme (7', T) est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles.

L 25 1 3
On a d’ailleurs, P(T) = 100 = 1 et donc P(T) = T
Alors, d’apreés la formule de Bayes, on a :
1 1
_ P(T)Pr(4) __a*3 1
Pal) = 5 ) + PPy T 1,1 3 7

(b) Soit n € N*.
On choisit au hasard un dé parmi les 100 dés.
V k € [1,n], on note Ay I'événement « on obtient le chiffre 6 au k'®™° lancer ».

n
On pose A = ﬂ Ap.
k=1
On nous demande de calculer p,, = Pa(T).
Le systéme (7T, T') est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles.

. 2 1 = 3
On a d’ailleurs, P(T) = 100 = 4 et donc P(T) = 3.
Alors d’aprés la formule de Bayes, on a :
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P(T)Pr(A

Pr(A)P(T) + Pr(A)P (T)

1 1\"

1" (2) 1

Done pn = -7 L (1 "xsz L1
2 4 \6 4 3nt
(¢c) VneN* p, = % Donc lim p, =
n—-+oo

L+ 371—1

Ce qui signifie que, lorsqu’on effectue un nombre élevé de lancers, si on n’obtient que des 6 sur ces
lancers alors il y a de fortes chances que le dé tiré au hasard au départ soit pipé.
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EXERCICE 107 probabilités

Enoncé exercice 107

On dispose de deux urnes U; et Us.

L’urne U; contient deux boules blanches et trois boules noires.

L’urne Uy contient quatre boules blanches et trois boules noires.

On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes :

on choisit une urne au hasard et on tire une boule dans 'urne choisie.

On note sa couleur et on la remet dans I'urne d’ou elle provient.

Si la boule tirée était blanche, le tirage suivant se fait dans I'urne U;.

Sinon le tirage suivant se fait dans 'urne Us.

Pour tout n € N*, on note B,, 'événement « la boule tirée au n'®™° tirage est blanche » et on pose p, = P(B,).

1. Calculer p;.
6 L 4
35l T
3. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, la valeur de p,,.

2. Prouver que : Vn € N*, p,41 =

Corrigé exercice 107

1. Notons U; ’événement le premier tirage se fait dans 'urne Uj.
Notons Us ’événement le premier tirage se fait dans 'urne Us.
(U1, Us) est un systéme complet dévénements.
Donc d’apreés la formule des probabilités totales, p; = P(B;1) = Py, (B1)P(U1) + Py, (B1)P(Us).
b T2 1 4 117
mePL =g XXy Ty
17
On a donc p; = 35
2. Soit n € N*.
(By, By,) est un systéme complet d’événements.
Donc, d’aprés la formule des probabilités totales, P(By,+1) = Pp, (Bn+1)P(By) + Pﬁ(BnH)P(Bin).

2 4
Alors en tenant compte des conditions de tirage, on a p,+1 = =Pn + 5(1 — Dn)-
6 4
Done, Vn € N*. ppi1 = ——pn + =
onc, Vn Prt1 = ~3ePn t -
6 4
3. Vn € N*, Pn+1 = —gpn + ?
Donc (py)nen+ est une suite arithmético-géométrique.
6 4 20
On résout ’équation [ = —gl + - et on trouve [ = TR
On consideére alors la suite (uy,)nen+ définie par : Vn € N* | u, =p, — L.
6 6 n—1
(un)nen+ est géométrique de raison ~35 donc, Vn € N*, u,, = <35) uy.
17 20 3
O =p—l=——-——=——.
rhe=n 35 41 1435
) déduit Vn e N* + 1, c’est-a-di 3 0 "*1+20
n en déduit que, Vn n = Up + [, Cest-a-dire p, = ——— [ — = —.
ane P P =135 \ " 35 11
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EXERCICE 109 probabilités

Enoncé exercice 109

Soit n € N*. Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 & n et deux boules noires numérotées 1 et 2.
On effectue le tirage une & une, sans remise, de toutes les boules de I'urne.

On suppose que tous les tirages sont équiprobables.

On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule blanche.

On note Y la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule numérotée 1.

1. Déterminer la loi de X.

2. Déterminer la loi de Y.

Corrigé exercice 109

1. X(Q) =1[1,3].
Vi € [1,n], on note B; la i®° boule blanche.
Vi € [1,2], on note N; la i€ boule noire.
On pose E = {By, Bs, ..., By, N1, Na}.
Alors ) est 'ensemble des permutations de E et donc card(Q2) = (n + 2)!.

(X =1) correspond aux tirages des (n + 2) boules pour lesquels la premiére boule tirée est blanche.
On a donc n possibilités pour le choix de la premiére boule blanche et donc (n + 1)! possibilités pour les

tirages restants.

X 1!
Done P(X = 1) = "Xt n

(n+2)! n+2
(X = 2) correspond aux tirages des (n + 2) boules pour lesquels la premiére boule tirée est noire et la
seconde est blanche.
On a donc 2 possibilités pour la premiére boule, puis n possibilités pour la seconde boule et enfin n!
possibilités pour les tirages restants.

2 ! 2
Done P(X = 2) = 22X x (Wt n .
(n+2)! (n+1)(n+2)
(X = 3) correspond aux tirages des (n + 2) boules pour lesquels la premiére boule et la seconde boule sont
noires.

On a donc 2 possibilités pour la premiére boule, puis une seule possibilité pour la seconde et enfin n!

possibilités pour les boules restantes.
2x1 ! 2
Donc P(X =3) = x1x (n) = .
(n+2)! (n+1)(n+2)

Autre méthode :
Dans cette méthode, on ne s’interesse qu’aux "premiéres" boules tirées, les autres étant sans importance.
X (@) =[1,3].

(X =1) est ’événement : "obtenir une boule blanche au premier tirage".

nombre de boules blanches n
D P(X=1)= = .
one P( ) nombre de boules de 'urne  n + 2

(X = 2) est ’événement : "

tirage".

obtenir une boule noire au premier tirage puis une boule blanche au second

2 2
Dou P(X =2) = x = n , les tirages se faisant sans remise.
n+2 n+l (+2)(n+1)

(X = 3) est ’événement : "obtenir une boule noire lors de chacun des deux premiers tirages puis une boule

blanche au troisiéme tirage".
1 2
Dot P(X =3) = —— x —— X n_ ———— les tirages se faisant sans remise.
n+2 n+l n @nm+2)(n+1)
2.Y(QY) =[1,n+1].
Soit k € [1,n+ 1].
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L’événement (Y = k) correspond aux tirages des (n + 2) boules ot les (k — 1) premiéres boules tirées ne
sont ni By ni Ny et la k™ boule tirée est By ou Nj.

On a done, pour les (k — 1) premiéres boules tirées , ) choix possibles de ces boules et (k — 1)!

n
kE—1
possibilités pour leur rang de tirage sur les (k — 1) premiers tirages, puis 2 possibilités pour le choix de la
ki®me houle et enfin (n + 2 — k)! possibilités pour les rangs de tirage des boules restantes.

) k1) x2x (2R 22— k)

k-1 (n—k+1)!
Donc P(Y = k) = —
(n+2)! (n+2)!

2(n+2—-k)

(n+1(n+2)

Donc P(Y =k) =

Autre méthode :
Y(Q)=[1,n+1].
On note Ay ’événement " une boule ne portant pas le numéro 1 est tirée au rang k".

Soit k € [1,n+1]. o
On a: (Y:k):AlﬁAgﬁ....ﬂAk,l N Ag.

Alors, d’aprés la formule des probabilités composées, o
P(Y = k) = P(A1)Pa,(A2)...Pa,nasn..n Ao (Ak—1)Pa,nasn...na,_: (Ak).

n n—1 n—2 n—(k—2) 2

PY =k)=

s B I el ey OOl Frprugss py A Sl P iy
n n—1 n-—2 n—k+2 2

Py )_n+2xn+lx n X"'ank+4xn—k+3.

o n! (n—k+2)!
PY =0 =205 e
P = k) = 2(n —k+2)

CEICES
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EXERCICE 112 probabilités

Enoncé exercice 112

Soit n € N* et E un ensemble possédant n éléments.
On désigne par P(FE) 'ensemble des parties de E.

1.
2.
3.

Déterminer le nombre a de couples (A, B) € (P(E))” tels que A C B.

Déterminer le nombre b de couples (A4, B) € (P(E))” tels que AN B = 0.

Déterminer le nombre ¢ de triplets (4, B,C) € (P(E))® tels que A, B et C soient deux a deux disjoints et
vérifient AUBUC = E.

)
)2

Corrigé exercice 112

1.

On note F = {(A, B)e (P(E)? JAcC B}.

Soit p € [0,n]. On pose F, = {(A,B) € (P(E))® / A C BetcardB :p}.
Pour une partie B & p éléments donnée, le nombre de parties A de F telles que A C B est card P(B) = 2P.

De plus, on a (;) possibilités pour choisir une partie B de E & p éléments.

On en déduit que : Vp € [0,n], card F), = (;)2[)'

n
Or F = |J F, avec Fy, F1, ..., F,, deux & deux disjoints.
p=0
n

Donc a = card F = Z card F, = Z <n> 2P = 3", d’apreés le binéme de Newton.
p=0 p=0 p

Conclusion : a = 3".

Autre méthode :
Le raisonnement suivant (corrigé non détaillé) permet également de répondre a la question 1.

Notons encore F' = {(A,B) e(P(E))? JAcC B}.

A tout couple (A, B) de F, on peut associer 'application ¢ A,p définie par :
E — {1,2,3}

) 1 si reA
PAB: o 2 si x¢AetxeB
3 si x¢ B

On note A (E,{1,2,3}) ensemble des applications de E dans {1,2,3}.

F — A(E,{1,2,3})

(A,B) — @an est bijective.

Alors 'application O :

Le résultat en découle.

A@ B e@®) janB=0} ={(4B)e (PE) /AcB}.

Or card {(A, B) € (P(E))*> JAC E} = card {(A,B) e (P(E))> JACB
= card {(A,C) e (P(E)* /AcCC

Donc b = a.

Compter tous les triplets (A, B, C) tels que A, B et C soient deux a deux disjoints et tels que
AU BUC = E revient a compter tous les couples (A, B) tels que AN B = () car, alors, C est
obligatoirement égal & AU B.

En d’autres termes, ¢ = card {(A7 B)e (P(E))? /JANB = @} =b=3".
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11I-Questions de cours Centrale

1. Soit A et B deux polyndémes a coefficients complexes.
Montrer que deg(A+ B) < max(deg(A), deg(B)), et donner un exemple ou l'inégalité est stricte.
1¢" cas : deg A # deg B. Sans perte de généralité, posons n = deg A > deg B = m. Ecrivons

A= iaka, B = zm:bkx’f.
k=0 k=0

Alors . .
A+B =) (ap+b) X"+ > apX¥,
k=0

o= k=m+1

donc deg(A + B) = n = deg A = max(deg A, deg B).
2¢me cqs : deg A =deg B=mn.On a

A+B=> (ar+b)X",

k=0

d’ou deg(A + B) < n = max(deg A, deg B).
On considere A = X? et B = —X?+ X. On a degA = deg B = 2, mais A+ B = X donc
deg(A+ B) =1 < 2 = max(deg A, deg B).

2. Démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans le cadre d’un espace préhilbertien.

Soient =,y € E.

Casouy=0Siy=0,ona(x,0)=0et|z]]0] =0. L'inégalité est trivialement vérifiée (c’est
une égalité).

Cas ou y # 0 Pour tout A € R, par positivité du produit scalaire, on a :

Iz + Xy[|* > 0
En utilisant la bilinéarité et la symétrie du produit scalaire, développons cette expression :
(+ Ny, z + \y) = (2, 2) + 2Mz,9) + \*(y,y) >0
Ce qui se réécrit sous la forme d'un polynome du second degré en A (car (y,y) # 0) :
[y[I°A% + 2z, y) A + [l > 0

Puisque ce polynome est de signe constant (positif ou nul) sur tout R, son discriminant A doit
étre négatif ou nul :
A=Az, y)* = lyl*lll*) <0

On en déduit immédiatement :
(z,y)? < [lz]*[ly[”

En passant a la racine carrée, on obtient I'inégalité recherchée :

[z, o) < [l [l

b
3. Soit f : [a,b] — R une fonction continue, positive et telle que / f = 0. Montrer que f est
a

nulle.

Supposons par 'absurde que la fonction f ne soit pas identiquement nulle sur [a, b].
Comme f est positive, cela signifie qu'’il existe un point ¢ € [a, b] tel que :

fle)>0



fle)

Posons ¢ = 5 > 0. Par continuité de f au point ¢, il existe un réel a > 0 tel que pour tout
t € la,b:

t—cl<a = [f(t) = fld| <
En particulier, pour ces réels ¢, on a f(t) > f(c) —e = @

On définit un segment |7, d] C [a, b] d'intérieur non vide (7 < d) de la maniére suivante :
e Si ¢ €la,b], on peut choisir v = max(a,c — «) et § = min(b, ¢ + «).
e Sic=a, on choisit 7y =a et 6 = min(b,a + «).
e Sic =0, on choisit v = max(a,b — «) et § = 0.

Sur ce segment |7, d], on a par construction :

-

vte s, f(t)z 1Y

w ‘

En utilisant la relation de Chasles et la positivité de I'intégrale, on peut découper l'intégrale sur

la,b] :
/fdt/fdt—l—/fdt—l—/f

Puisque f est positive sur [a,b], les intégrales sur [a,7] et [d,b] sont positives ou nulles. On a

donc la minoration : , s
/ () dt 2/ () dt
a v

c
Par croissance de l'intégrale, en minorant f par la constante positive % sur [y, d], il vient :

0 5
/f(t)dtz/ @dt:@_v)@

Comme 7 < 0 et f(c) > 0, le produit (§ — 7)@ est strictement positif. On en déduit :

/f t)ydt > (6 — )m>0

b
Ceci génere une contradiction flagrante avec '’hypothese / f(t)dt =0.

a
L’hypothese initiale est donc absurde : la fonction f est nécessairement nulle sur [a, b].

. Enoncer et démontrer le théoréeme des bornes atteintes.

Soit [a, b] un segment non vide de R (a < b) et f : [a,b] — R une fonction continue. Alors f est
bornée et atteint ses bornes. Autrement dit, il existe z,,, zy € [a, b] tels que :

Vo € fa,b,  flom) < fx) < flom)

e Par I’'absurde, supposons que f ne soit pas majorée. Pour tout n € N, I’ensemble des valeurs
de f n’est pas majoré par n, donc il existe x,, € [a,b] tel que f(z,) > n. La suite (,)nen
est bornée car contenue dans le segment [a, b]. D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass,
on peut en extraire une sous-suite (x@(n))neN convergeant vers un réel /. Comme : Vn €
N, a < zym) < b, alors en passant a la limite a < ¢ < b. La fonction f étant continue en /,
la suite image (f(@y(m)))nen converge vers f(£). Or, par construction, pour tout n € N, on
a f(rpm)) > ¢(n) > n, ce qui implique que ngrfoof(x@(”)) = 4o00. C’est une contradiction

directe avec la convergence vers la valeur finie f(¢). Ainsi, f est majorée. De méme on montre
que f est minorée.



e L’ensemble f(|a,b]) est non vide et majoré, il admet donc une borne supérieure dans R,

notée M = sup f(z). Par caractérisation de la borne supérieure, pour tout n € N*, il existe
z€[a,b]

1
un élément y,, € [a,b] tel que M — — < f(y,) < M. De la méme maniere que précédemment,
n

la suite (Y, )nen- est bornée, on peut donc en extraire une sous-suite (Yy(n))nen+ qui converge
vers un certain z, € [a, b]. Par encadrement, on a hI}_l J(Wpmy) = M. La continuité de f
n—-—+0o00

en x); assure d’autre part que liril f(Wym)) = f(zar). Par unicité de la limite, on en déduit
n—-+0oo

que f(xp) = M, ce qui prouve que la borne supérieure est atteinte. Le raisonnement est
identique pour la borne inférieure.

5. Sommes de Riemann : soient a,b € R avec a < b et f : [a,b] — R continue.

n . . b
Montrer que Z b af (a + kb a) — / f(t)dt.
k=1 a

n n n—+o00

Soient a,b € R avec a < bet f :[a,b] = R continue.

On pose
S_En:b—af a—f—k:b_a
" n n )

k=1

b
Posons 3, = a + k:—a, pour k € [0,n]. Alors
n

" b—a

So =2 flon)—
k=1

Il s’agit d’'une somme de Riemann associée a la subdivision réguliere

a=xo<x1<--<x,=0>0.

Puisque f est continue sur le segment |[a, b], le théoreme de Heine assure que f est uniformément
continue sur [a, b]. Soit € > 0, il existe donc o > 0 tel que :

V(z,y) € [a, 0, |z -yl <a = |f(z) - fy)l<e

Par la relation de Chasles, on peut écrire 'intégrale sous la forme :

/abf(t) dt — §/+ (1) dt

Th+1 b—a
De plus, comme / dt =z — ) = , on a également la réécriture suivante pour la
xp,
somme de Riemann :
n—1 Thoy1
S, = Z/ f ) dt
k=0 Tk
Par inégalité triangulaire, on estime 1’écart entre 'intégrale et la somme de Riemann :
b n—1 Thy1 n—1 Ty
[ rwa=s) =I5 [0 - rana <3 [ 100 - sl
@ k=0 v Tk k=0 v Tk

—Qa

b
On choisit alors N € N* tel que
b—a

< «a. Pour tout n > N, le pas de la subdivision vérifie

<.

n
Ainsi, pour tout k € [0,n — 1] et pour tout ¢ € [zg, xx4+1], on a :

b—a
<

it —ap| < Tpy1 —a =
n



L’uniforme continuité de f implique alors que |f(¢) — f(zr)| < €. En injectant ce controle dans
la sommation, il vient pour tout n > N :

b Thy1 n—1
/ f(t)dt — S, Z/ edt = Ze (b — a)
On a montré que : Ve € R}, IN e NNVn e N, n > N = f t)ydt — S,| <e(b—a).

Par définition de la limite, on en conclut que hm Sp = / f(t)

/
. Dans C[X], donner et démontrer la décomposition en éléments simples de R

Soit P € C[X] un polynoéme non constant de degré n > 1. On note ag,...,q, ses racines
distinctes de multiplicités respectives pq, ..., i, de sorte que :

.,
P = )\H — ag)H* avec)\E(C*etZuk:n
k=1
/
La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle y2) est définie par 'égalité

P’ . Mk
F_;X—ak

En appliquant la formule de dérivation d’un produit de r facteurs, on obtient :

suivante :

- /\Z i (X — o)t H(X — ag )M
k=1
k£
En formant le quotient de P’ par P, il vient :

M (X = oy T = )™
i

J=1 )\H —Oék

Pour chaque terme de la somme, on simplifie les facteurs communs du numérateur et du dé-
T

nominateur. Plus précisément, pour un indice j fixé, le produit H(X — ag)M* se simplifie

<

P_
— =

i
j
X — i1

% se réduit a b% .

- Q) —Q
On obtient donc immédiatement :

P’ .
=y
=1 T

. Formuler et démontrer le théoreme des égalités des accroissements finis.

intégralement, et le quotient

Soient a,b € R tels que a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable
sur |a, b[. Il existe au moins un réel ¢ €la, b| tel que :

f(b) = fa) = f'(e)(b - a)

Considérons la fonction auxiliaire ¢ : [a,b] — R définie par :



e ¢ est continue sur |a,b| comme somme de fonctions continues.
e g est dérivable sur |a, b[ et pour tout ¢ €la, b :

f(b) = f(a)
b—a

e Calculons les valeurs aux bornes : g(a) = f(a) et g(b) = f(b) — (f(b) — f(a)) = f(a). On a

donc g(a) = g(b).
D’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(¢) = 0. Ce qui donne :

f(b) — fla)
b—a

g(t)=f(t) -

f'e) = =0 < f(b) = f(a) = fi(c)(b—a)

. Rappeler la définition de la borne inférieure d’une partie non vide de R. On note X une partie
non vide minorée de R. Montrer qu’il existe une suite de X convergeant vers la borne inférieure
de X. Réciproquement, prouver que si une suite de X converge vers un minorant m de X, alors
m est la borne inférieure de X.

Soit X une partie non vide et minorée de R. Le réel g = inf(X) est caractérisé par :
(a) Ve e X, g<u
(b) Ve >0, dxeX, z<g+e

Soit X une partie non vide minorée de R. Posons g = inf(X).
Pour tout n € N*, on applique la propriété d’approximation de la borne inférieure avec

1
e = — > 0. Il existe alors un élément x,, € X tel que :
n

1
Tp < g+ —
n

Comme ¢ est un minorant de X, on a de plus ¢ < x,,. On obtient ainsi pour tout n € N*
I’encadrement :

1
n

Par le théoréeme d’encadrement, puisque liril (g + —) = g, on en déduit que la suite (z,),en
n—-+o00 n
est une suite d’éléments de X qui converge vers g = inf(X).

Montrons la réciproque.
Par hypothese, m est déja un minorant de X, ce qui valide le premier point de la définition de
la borne inférieure.
Soit ¢ > 0. Puisque la suite (z,),en converge vers m, par définition de la limite, il existe un
rang N € N tel que :

VYn>N, |z,—m|<e

En particulier, pour le rang n = N, on obtient :

—e<ry—m<e = Ixn<m-+e

Comme la suite est a valeurs dans X, I’élément x ) appartient bien a X.
On a donc réussi a trouver un élément zy € X vérifiant £y < m + . Les deux conditions
caractéristiques de la borne inférieure étant satisfaites, on conclut que :

m = inf(X)



9. Soit (u,) € CY. Montrer que, si Zun converge, alors u,, — 0 quand n — +oc.

La réciproque est-elle vraie ? Justifier.
n

Notons, pour tout n € N, la somme partielle S,, = Z uy. Par hypothese, la série converge, ce

k=0
qui implique que la suite (S),)nen admet une limite finie notée S € C.

Pour tout entier n > 1, on a la relation :
Up = Sn - Sn—l
Par opération algébrique sur les limites de suites convergentes, il vient :

lim w,= lim S, — lim S,.1=5-5=0

n—+400 n—-4o00 n—-4o00

La suite (u,)nen tend done vers 0. La réciproque est généralement fausse.
Le contre-exemple le plus célebre est celui de la série harmonique. Soit la suite (u,),en+ définie

par u,, = —. On a bien :
n
1
lim — =0.
n—+oo N,
Rappelons la preuve.
Soit f : ¢+ — une fonction décroissante, continue et positive sur |0, +oo[. Pour tout k € N* et

pour tout t € [k, k + 1], on a par décroissance de f :

k

IN
IN

=

1 1
t

_|_

Par croissance de l'intégrale sur le segment [k, k + 1], on en déduit :

1 k+1 g 1
—</ —dt < —
k+1— ), t ~—k

k41
En utilisant la partie droite de I'inégalité, on a T > / n dt. En sommant pour £ allant de 1
k
an:

n

1 n k+11 n+11

k=1 k=1

Comme hril In(n + 1) = 400, la suite des sommes partielles (.S, )nens diverge vers +oo.
n——+00

10. Démontrer le théoreme de Heine.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment [a,b] (avec a < b). Alors f est
uniformément continue sur [a, b], c’est-a-dire :

V5>07 377>07 V(x,y)E[a,bF, |$—?/|§77 = |f($)_f(y)|§6
Supposons par I'absurde que f ne soit pas uniformément continue sur [a, b].
La négation de la propriété s’écrit :

35>0a V77>Oa El(,I,y) € [a’ab]27 Ix_yl §77 et |f(x)_f(y)| > £

1
Pour chaque entier n € N*, en prenant n = —, il existe un couple d’éléments (z,,y,) € [a, b]*
n

tel que :
1
‘xn_ynlgg et |f(zn) = flyn)| > €
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La suite (x,)nen+ est contenue dans le segment |a, b|, elle est donc bornée. D’apres le théoreme
de Bolzano-Weierstrass, il existe une application strictement croissante ¢ : N — N* telle que la
suite extraite (Zy(x))ren converge vers un réel c¢. En passant a la limite dans a < z,4:) < b, on
a de plus ¢ € [a, b].

On rappelle que : Vk € N, ¢(k) > k.

Pour tout k € N, on a I'inégalité |z, — ypr)| < L <

w(k) —

. Par le théoreme d’encadrement,

e

on en déduit que kEIEoo@“"(’“) — Yp(iy) = 0.

Puisque ypk) = Turk) — (Tpmk) — Yok)), 1a suite (yow))ren converge également vers c.
La fonction f étant continue au point ¢, la caractérisation séquentielle de la continuité donne :

lim f(row) = flc) et lim f(yemw) = f(c)

k—+o0 k——+o0

On adonc lim |f (o)) = W) = 0.

Cependant, par construction, on a pour tout & € N I'inégalité |f(zyw)) — f(Ypr))| > €. Par
passage a la limite dans les inégalités larges, on obtient 0 > €, ce qui est absurde car ¢ > 0.
L’hypothese de négation est donc réfutée, la fonction f est bien uniformément continue sur
[a, b].

Enoncer et démontrer la caractérisation du rang par des matrices extraites.

Soit K = C ou K = R. Soient n,p € N* et A € M,, ,(K) une matrice non nulle.
Le rang de A est égal a la plus grande taille d’'une sous-matrice extraite inversible de A.
Autrement dit, rg(A) = r si et seulement si :

(a) Il existe au moins une sous-matrice extraite de A de taille r x r qui soit inversible.

(b) Toute sous-matrice extraite de A de taille kx k avec k > r est non inversible (son déterminant
est nul).

Notons r = rg(A). Le cas A = 0 étant trivial (r = 0 et aucune sous-matrice extraite n’est
inversible), on suppose r > 1. La démonstration se déroule en deux étapes.

Par définition, le rang de A est la dimension du sous-espace vectoriel engendré par ses colonnes.
Notons (4, ..., C, les colonnes de A.

Puisque dim(Vect(Cy, ..., C,)) = r, on peut extraire de la famille (C4, ..., C,) une famille libre
de r colonnes. Quitte & rénommer les colonnes de A (ce qui revient & multiplier A & droite par
une matrice de permutation, préservant le rang), on peut supposer que les r premieres colonnes
Ci,...,C, forment une famille libre.

Considérons la matrice A, € M,,,.(K) formée par ces r premieres colonnes :

Al - (Ol e Or)

Par construction, rg(A;) = r. Le rang d'une matrice étant aussi égal au rang de sa transposée
(le rang des lignes est égal au rang des colonnes), le systeme des lignes de A; contient une famille
libre de r lignes.

Quitte a rénommer les lignes de A (ce qui revient a multiplier A & gauche par une matrice de
permutation), on peut supposer que les r premiéres lignes de A; sont linéairement indépen-
dantes.

La sous-matrice B € M, (K) située a l'intersection des r premieres lignes et des r premieres
colonnes de A possede donc r lignes linéairement indépendantes. Ainsi, rg(B) = r.

B étant une matrice carrée d’ordre r et de rang r, elle est donc inversible.

Soit k > r. Considérons une sous-matrice carrée quelconque M de A de taille & x k. Elle est
obtenue en sélectionnant £ lignes et k colonnes de A.

Notons C1, ..., C} les colonnes de la matrice A restreintes aux k indices sélectionnés. Ces vec-
teurs appartiennent a l’espace engendré par les colonnes de A, dont la dimension est r.

La famille de ces k vecteurs est une famille de vecteurs d’un espace vectoriel de dimension 7.
Puisque k > r, cette famille est nécessairement liée.

Il existe donc une combinaison linéaire non triviale de ces colonnes restreintes qui est nulle. Par
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13.

conséquent, les colonnes de la sous-matrice M forment une famille liée dans K".
On en déduit que rg(M) < k, et donc que la matrice M n’est pas inversible (son déterminant
est nul).

Soit E un espace euclidien. Montrer que pour tout sous-espace vectoriel F,ona: E = F & F*.

Notons n = dim(E). Pour démontrer que £ = F @& F*, nous devons vérifier deux points : la
somme est directe, puis elle engendre F.

1. Intersection : F' N F*+ = {0z}

Soit x € F N F*.
e Puisque z € F*, par définition de 'orthogonal, = est orthogonal & tous les vecteurs de F'.
e En particulier, comme x € F', x est orthogonal a lui-méme.
On a donc :
(x,z) =0
Par caractere défini positif du produit scalaire, on en déduit immédiatement que :
=0 E

L’intersection est donc réduite au vecteur nul, ce qui prouve que la somme F + F1 est directe.

2. Somme : £ = F + F+

Puisque F' est un sous-espace vectoriel d'un espace de dimension finie, F' est lui-méme de di-
mension finie. Notons p = dim(F).

Comme F est aussi un espace euclidien, /' admet une base orthonormée, que I'on note (ey, ..., e,).
Soit x € E. Introduisons le vecteur pp(x) défini par :

p

pr(x) = Z(x, ei)e;

i=1
Par construction, pg(x) est une combinaison linéaire des vecteurs de la base de F', donc pr(z) €
F.

Posons maintenant y = 2 — pr(z), de sorte que x = pr(z) +y. Montrons que y € F*-.

Pour tout j € {1,...,p}, calculons le produit scalaire (y, e;) :

(y,e5) = (x — pr(r),e5) = (x,¢5) — (pr(), €;)

Par linéarité du produit scalaire :

(pr(z),€5) = <Z<x,ei>ei,ej> = (wei)leie)

i=1 i=1
La base (ey,...,e,) étant orthonormée, on a (e;,e;) = d;; (ot 9;; = 1 si i = j et 0 sinon). Le
seul terme non nul de la somme est donc obtenu pour ¢ = j :
(pr(z), €5) = (2, ¢5)

On en déduit :

<y7€j> = <$’ej> — (z, 6]-) =0
Le vecteur y est orthogonal a tous les vecteurs d'une base de F', il est donc orthogonal a tout
vecteur de F. Ainsi, y € F*.

Tout vecteur € E se décompose sous la forme x = pp(z) + y avec pp(z) € F et y € F*.
Ce qui prouve que E = F + F*. Comme la somme est directe, on a bien :

E=F¢F*t

1
Montrer que l'application (P, Q) — / P(t)Q(t)dt est un produit scalaire sur R[.X].
0

Vérifions successivement les quatre propriétés caractéristiques.



1. Symetrie
Soient P, Q) € R[X]. Pour tout ¢t € [0,1], on a P(t)Q(t) = Q(¢t)P(t) par commutativité du
produit dans R. Ainsi :

MszlfwwwﬁleNW@&=me

L’application ¢ est donc symétrique.

2. Bilinéarité

Par symétrie, il suffit de démontrer la linéarité par rapport a la premiere variable.
Soient Py, P», @ € R[X] et A\ € R. Par linéarité de l'intégrale, on a :

MMmua@=AMH@+&®m®&
_ /O (APLOQ) + Py(t)Q(1)) dt

:)\/1 PLHQ(t) dt+/1 P(H)Q(t) dt
= Ap(P1, Q) + ¢(P2, Q)

L’application est donc bilinéaire.

3. Positivité
Soit P € R[X]. On a :
1
(P, P) = / P(t)*dt
0

Pour tout t € [0,1], P(t)* > 0. Les bornes de I'intégrale étant dans ordre croissant (0 < 1), la

positivité de I'intégrale assure que :
¢(P,P) =0

L’application ¢ est donc positive.

4. Caractere défini

Soit P € R[X] tel que ¢(P, P) = 0, c’est-a-dire :

/Olp(t)?dt:o

L’application t = P(t)? est continue et positive sur le segment [0, 1]. L’intégrale d’une fonction
continue, positive, sur un segment de longueur non nulle n’est nulle que si la fonction est
identiquement nulle. On a donc :

vte[0,1], Pt)?*=0 = Vte[0,1], P()=0

Le polynome P admet ainsi une infinité de racines. Le seul polynome ayant une infinité de

racines est le polynome nul, d’ou :
P = Ogx

L’application ¢ est définie.



14. Montrer que toute fonction continue sur un intervalle, a valeurs réelles et injective, est stricte-

15.

16.

ment monotone.

Procédons par I'absurde. Si f n’est pas strictement monotone, on peut trouver quatre points
x,y, z,u € I tels que :

r<yet fz) < fly)
z<uet f(z) > f(u)

Considérons I'application ¢ : [0, 1] — R définie par :

vee[0,1], ¢t)=f(tz+(1—1t)z) = f(ty+ (1 —t)u)

Comme [ est un intervalle, alors : V¢t € [0,1], t + (1 —t)z € I, et ty+ (1 —t)u € I. La
fonction ¢ est continue sur [0, 1] par composition et différence d’applications continues.
Evaluons ¢ aux bornes :

e o(1) = f(z) = f(y) <0

e 0(0) = £(2) — f(u) > 0
Puisque ¢(0) et (1) sont de signes opposés, le théoreme des valeurs intermédiaires assure
'existence d'un réel ¢y €]0, 1] tel que ¢(ty) = 0, soit :

L’injectivité de f impose 1’égalité des antécédents :
tor + (1 —to)z =toy + (L —to)u = to(z —y) = (1 —to)(u—2)

Or, typ > 0 et x — y < 0 donc le membre de gauche est strictement négatif.
De méme, 1 —t5 > 0 et u — z > 0 donc le membre de droite est strictement positif.
Cette contradiction conclut la démonstration.

Montrer que fonction lipschitzienne est continue.

Soit xg € I. Montrons que f est continue en x.
Soit £ > 0.
e Cas k=0 : Pour tous z,y € I, |f(z) — f(y)| = 0, donc f est constante sur I. Une fonction
constante est partout continue, n’importe quel réel a > 0 convient.

° Cask>O:Posonsa:%Onabiena>0car€>0etk>0.
Soit x € I tel que |z — x¢| < . Par I'hypothese de Lipschitz, il vient :

3

’f(ﬂf)—f(l‘oﬂSklx—xo\gka:kxk

=&

Dans chaque cas, on a trouvé un réel @ > 0 tel que pour tout = € I, |[x — x| < o =

|f(x) = flzo)| <e.
L’application f est donc continue en z(. Ce résultat étant général pour tout xy € I, la fonction
f est continue sur I.

Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.

Soit © € E. Exprimer la projection orthogonale de z sur F' a ’aide d'une base orthonormée de
F' et justifier la formule.

Soit (ey,...,e,) une base orthonormée de F'.

Pour tout x € F, la projection orthogonale de x sur F', notée pp(x), s’exprime par :

n

pr(x) = Z(az, ei)e;

i=1

Par définition, le projeté orthogonal pr(z) est 'unique vecteur de E vérifiant les deux condi-
tions :

(a) pr(z) € F
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(b) (z —pr(x)) €
Vérifions que le vecteur défini par la formule répond a ces deux criteres.
n

Le vecteur pp(x) = E (x,e;)e; est exprimé comme une combinaison linéaire des vecteurs
i=1
e1,...,e,. Comme ces vecteurs appartiennent tous a F et que F est un sous-espace vecto-

riel, leur combinaison linéaire appartient nécessairement a F'.

Posons y = x — pp(x). Pour montrer que y € F*, il suffit de vérifier que y est orthogonal &
chacun des vecteurs de la base (eq,...,€e,).

Soit j € {1,...,n}. Calculons le produit scalaire (y,e;) :

(v, ;) = <x - Z<x7€i>€i>ej>

i=1
Par linéarité du produit scalaire par rapport a la premiere variable, on obtient :

n

(y,€j) = (z,€5) — Z@?a ei)(€i, €5)

i=1

La famille (ey,...,e,) étant orthonormée, on a la relation (e;,e;) = d;; (o 0;; = 1sii=j et
0 sinon). Par conséquent, tous les termes de la somme s’annulent sauf pour l'indice i = j :

n

D lw el es) = (we5)(ej e5) = (z,¢5)

i=1
On aboutit alors a :

(y,€5) = (@,€5) — (z,¢;) =0
Li vecteur = — pr(z) est orthogonal a tous les vecteurs d'une base de F', il appartient donc a
F—.
Par unicitét du vecteur vérifiant ces propriétés, la formule de la projection orthogonale est
démontrée.
Soit £ un ensemble et A et B deux parties finies de E. Montrer que : |[AUB| = |A|+|B|—|ANB].
Pour démontrer ce résultat, on décompose I'’ensemble A U B en réunions d’ensembles disjoints
afin d’utiliser la propriété d’additivité du cardinal.
Remarquons tout d’abord que I'on peut écrire A U B sous la forme d’une réunion disjointe de
trois ensembles :

AUB=(A\B)U(ANB)U(B\ A),

En notant A\ B=ANBet B\ A= BNA.
Les trois parties étant deux a deux disjointes, on obtient par additivité :

|JAUB| =|A\ B|+|AnB|+|B\ 4] (1)

De la méme maniere, on peut partitionner les ensembles A et B a 'aide de leur intersection

avec 'autre ensemble :
e A= (A\ B)U (AN B) (réunion disjointe), d’ou |A| = |A\ B|+ |AN B|, ce qui donne :

A\ B| = |4] - |AN B
e B=(B\ A)U (AN B) (réunion disjointe), d’ou |B| = |B \ A| +|A N B|, ce qui donne :
[B\ Al = |B| - |AN B
En substituant ces deux relations dans 1'équation (1), il vient :
|JAUB| = (JA| = |ANBJ|) +|AnB|+ (|B| - |AN BJ)
En simplifiant I’expression, on obtient le résultat attendu :

|AUB| = |A|+ |B|—|AN B|



18. Justifier la formule du déterminant de Vandermonde.

2 n—1
1 = .CE% xry X
s , . . 1 xy = xh~
On considere le déterminant d’ordre n suivant : D, (z1, x2, ..., T,) = 2 2
1 oz, 22 a7

que l'on appelle déterminant de Vandermonde. On a :

Dy (x1,29,...,x,) = H (i — ;).

1<j<i<n
Si les z; ne sont pas deux a deux distincts, les déterminant a deux lignes identiques et le résultat

est donc vrai.

On suppose maintenant que les x; sont deux a deux distincts. On pose P, (X) = D, (z1, %2, ..., Tp_1, X).
On a grace a un développement par rapport a la derniére ligne (attention il y a un decalage de

un entre le numéro de colonne et la puissance sur X) :

2 n—1
1'1 :L‘% o 0. :,Ul .
1 xy =z xry~
_ 2 - 2 _
Dn<I1,$2,..-,[En_1,X) - -
1 X X2 Xt
i—2 i n—1
. 1z .. $12 Ty xll
11— ( n—
Z(—l)””Xi_l 1 @z ... x G
— 1 SRR .
xn,1 .« .. ','C’nfl l'nfl ;’L’nfl

Les déterminants intervenant dans cette somme ne comportent pas de X, ce sont donc des
scalaires, donc P,(X) est dans C,,_1[X].

1 oz 23 ... 2Pt
Soit i dans [1,n —1]. On a : P,(2;) = |1 x; o7 ... a7 '] =0, car les lignes i et n de ce
1z a? al

déterminant sont les mémes.

Ainsi P, est un polynome de degré au plus n — 1 ayant n — 1 racines distinctes z1, ..., x,,_1, alors
n—1

P,=a H(X — ), avec a le coefficient dominant (en X" ') de P,. Le premier calcul nous dit

i—1
! n—1
que c’est exactement D,,_1(x1,Za, ..., Ty1). Ainsi: P,(X) = D, 1(x1, 22, .. ., Tp_1) H(X—xj).
i—1
n—1 ’
Or D, (x1,29,...,2,) = Dp_q1(x1,22,...,Tpn_1) H(xn — ;).
j=1

Montrons enfin que la formule finale est par récurrence sur n.

1 =«
! = To — I = H (.%'l—lll'j)

1 i) -4
1<5<1<2
Soit n € N avec n > 2 et supposons la proposition vraie pour n.
n

Pour n = 2, on a Dy(xq,29) =

On a: Dyyq(xy, 22, ., Tpy1) = Dn(xl,xQ,...,xn)H(an — xj). Or grace a I'hypothese de

j=1
récurrence, on a : D, (x1, %, ..., T,) = H (x; — xj), donc :
1<j<i<n
n
Dyii(xy, 29,0 Tpgr) = H (x; — xj) H(aznﬂ — ;) = H (x; — x;), car le terme en

1<j<i<n j=1 1<j<i<n+1



19.

20.

i =n+1 de ce produit est H (Tpy1 — ) = H(.Tn+1 — ;). D’ou la propriété pour n+1,
1<j<i=n+1 Jj=1

ce qui acheve la récurrence.

Soit A € M,,(R). Montrer que A Com(A)" = det(A)I,.

Pour démontrer cette identité, nous allons étudier le coefficient générique situé a la ligne i et a

la colonne j de la matrice produit, que I'on notera Cj ;.

Par définition du produit matriciel, ce coefficient est le produit scalaire de la ligne i de la

matrice A et de la colonne j de la matrice Com(A)” (qui correspond & la ligne j de la comatrice

Com(A)).

On a donc :
n

Om‘ = Z Qi k; COII1(14)]'JC

k=1

Rappelons que le cofacteur Com(A);, est défini par :
COHI(/l)jJC = (—1)j+kAj7k

ou Aj, est le mineur d’indice (7, k), c’est-a-dire le déterminant de la sous-matrice d’ordre n — 1
obtenue en supprimant la ligne j et la colonne k de A.

Nous distinguons le cas ou i = j (coefficients diagonaux) et le cas ou i # j (coefficients extra-
diagonaux).

Lorsque ¢ = j, I'expression devient :

Cii = Z a;r Com(A);p = Z air(—1)TFA
k=1 k=1

Cette somme correspond exactement au développement de det(A) suivant la i-eme ligne. Par
conséquent :

Cm’ = det(A)
Lorsque 7 # j, 'expression est :
Ci,j = Qi L COIH(A)%k = Zai7k(—1)j+kAj7k
k=1 k=1

Cette somme peut étre interprétée comme le développement, suivant sa j-eme ligne, d'une
matrice fictive A’ obtenue a partir de A en remplacant sa j-éme ligne par sa i-éme ligne.
e Les cofacteurs faisant intervenir les mineurs A, ; ne dépendent pas des coefficients de la ligne
j de la matrice d’origine. Ils sont donc identiques pour A et pour A’
e La matrice A" possede ainsi deux lignes identiques (la ligne i et la ligne j, puisque i # j).
Un déterminant ayant deux lignes identiques étant nul, on en déduit que :

Cz',j = det(A/) =0

Tous les coefficients diagonaux du produit valent det(A) et tous les coefficients extra-diagonaux
sont nuls. On a donc, pour tout (i,j) € {1,...,n}*:

Ci,j = det(A) 6i,j
ol 9, ; désigne le symbole de Kronecker. Sous forme matricielle, cela se traduit par :

A Com(A)" = det(A)I,

Enoncer et démontrer le critere d’injectivité d'une application linéaire.

Soient F' et G deux R-espaces vectoriels et u € L(F,G). L’application u est injective si et
seulement si Ker (u) = {Op}. Preuve :



= ) Supposons u injective. Soit € Ker (u). Par définition du noyau, u(z) = Og. Or, par
linéarité de u, on a également u(0p) = Og. Ainsi, u(x) = u(0p). Par injectivité de u, il
vient immédiatement x = Op. L’inclusion réciproque {0r} C Ker (u) étant toujours vraie
par linéarité, on a bien Ker (u) = {0p}.

<= ) Supposons que Ker (u) = {Op}. Soient x,y € F tels que u(z) = u(y). Par linéarité de
u, on a u(z —y) = Og, ce qui signifie que (z — y) € Ker (u). Par hypothese sur le noyau, on
en déduit que © — y = Op, soit x = y. L’application u est donc injective.

I11-Exercices
—+00 n
Ex 1: 1. Donner un développement asymptotique & la précision 1/n* de u, = Z E
k=n
2. Montrer que e est irrationnel.
1 1 <= nl
1. O S, =1 —.
masu +n+1+(n+1)(n+2)+k§3k!
Pour k >n+ 3, on a :
n! 1 - 1 B 1
E m+1D)n+2)n+3)..k = n+Dn+2)n+3)...(n+3)  (n+1)(n+2)(n+3)kn2’
: < ! 1 - 1 1 = 1
1 < — < = =
PHEE = k_z K= (nt)(n+2) _Z (n+3)F"2  (ntD(n+2)(n+3) Z (n+3)
=n+3 k=n+3 p=0
1 " 1 1 ( 1 )
= =o|— |-
(n+1)(n+2)(n+3) 1—n+r3 (n+1)(n + 2)? n?
. 1 1 1 1 1
On a aussi : + — x4+ x

n+l (n+1)(n+2) n 1+1 n? 1+§+%:

1 1 1 1 1 1 1 1
_(1——+0<—>)+—2(1+0(1)):—+0( ) Ainsi u, =1+ — —I—o( 2)
n n n n n n? n

+001

2. Sie= ]—9, avec p et ¢ dans N* premiers entre eux, on a : e = Z ik puis : pq! = qqle =
q !
k=0
qq! 1 1 1 1
—+q —1).0r:0<u,—1= + + _ »
Z ! ¢g+1 (¢+D(g+2)  (¢+D(g+2)? q+1
eN
3
1_ (L)
q+1 . . 1 .
—— 1 < o puis cela contredit le fait d’avoir ¢(u, — 1) dans Z.
q+1

Ex 2 : Déterminer un équivalent en 0 par valeurs supérieures de f(z) = 24 — sh (z)®.
On a : sh(z)* = e=In(sh (@),

Or zln(sh(z)) = xIn (%@)) +xln(zr) =z (ln (1 + EQ + o( )> + ln(x)) = %3 + o(x®) +

zln(x ) e 0, par croissance comparée, puis lur(r)l+ sh(z)* =€’ =1.
z—
On a : f(x) = sh(z)” (e sh (@) In(z)—zIn(sh (2)) _ 1) ~.oe ¢"@ — 1, avec u(z) = sh(x)ln(z) —
z—0
zln(sh(x)).
, 2 5 z3 5 2?In(z) 5
On a par ailleurs u(x) = | x + 5 +o(z°) ) In(z) — 5 —zln(z)+o(z”) = —5 +o(x” In(x)).

31n(x)
C lim 2 In(x), alors 1i — 0, puis @) —1 ~ t donc ; T
omme lim z n(z), alors lim u(z) =0, puis e s u(z) et donc : f(x) T8



Ex 3 : (Lemme de Gronwall) Soit ¢ € R, u et v deux fonctions continues sur Ry, avec u a valeurs
T

dans R et v a valeurs dans R, . On suppose que : Vo € Ry, u(z) < c+/ u(t)v(t)dt ().
0

Montrer que : Vo € R, u(z) < cexp (/ v(t)dt).
0

Soit w:x+— c+ [ wu(t)v(t)dt. On a: Ve € Ry, w'(z) = u(z)v(z) < w(z)v(z), par (x) et la
0

positivité de v. Il suffit d’avoir w(z) < cexp (/ U(t)dt> et donc on pose
0

g :x— w(x)exp <—/ v(t)dt) que l'on va essayer de majorer par c.
0
Ona:VreR,, ¢(z)=

1ﬂCﬂexp(—leU@ﬁﬁ)——w@ﬂv@ﬂexp(—lézvﬁﬁﬁ)::(w%x)—v@@u(x»exp(—lﬁmvﬁﬁﬁ)f§0

Ainsi g est décroissante sur R, . Ainsi :

Vr € Ry, g(z) < ¢(0) = w(0) = ¢. On a donc : Vo € Ry, w(z) < ¢ (/jv(t)dt), puis (x)

donne : Vo € Ry, u(z) < cexp (/ v(t)dt) :
0

Ex 4 : Soit f € C*([a,b],R) et on note pose M = sup|f”| (qui existe car |f”| est continue sur le
[a,b]

“%mnﬂws

(b—a)’
12

segment [a, b]. Montrer que M.

Par intégration par partie, on a :

Froa- (220 - (-3 ron-

2 (a a b by2 a a
b—a(f(a)+f(b))_ {t (a+b)t+ bf’(t)] _/ t* — (a+b)t + bf,,<t)dt

2 2 2
- b
b— 2 — b)t + ab t—a)(b—t
On a donc : /f dt_T(f()+f ’ ?| a—;)—l—a||f"()|dt</( a)Q( )Mdt
_ _ b _1\2 N3 -
M ([t +/wtut:%wabiwM.
2 2 R 2 2 6 12
Ex 5 : Soit ¢ un nombre premier. Montrer que : v,(m!) ZL - |, avec v, la valuation g-adique.
i=1
m

Montrons d’abord un petit résultat : pour r € N*, on a : card({1 < k < m tels que |k} = L?J
Les multiples de ¢ dans [1,m] sont les entiers qui s’écrivent pg avec 1 < pg < m c’est a dire :
Lope™

q q

Comme — < 1, les entiers p convenables sont ceux de [1, |m/q]]. Comme deux entiers p différents

donnent deux multiples différents, on conclut que card({1 < k < m tels que qlk}) = {@J .
q

Dans [1,m], il y a [m/¢"| multiples de ¢" et |m/¢"*"| multiples de ¢"™*. Il y a donc |m/¢"| —

Lm/ quJ éléments de valuation g-adique valant k. Remarquons que ce nombre est nul pour k



assez grand.
Puisque l'on a : Va,b € N*, v,(ab) = v,(a) + v,(b) par unicité de la décomposition en produit
de nombres premiers par exemple, on a

(i) = (ﬁ) 3 0l

a=1 a=1

Dans cette somme, il y a Lm/ qkj — \_m / qkﬂj entiers a tels que v,(a) = k (on prend les multiples
de ¢* et on enléve ceux qui sont divisibles par ¢!, pour avoir exactement vy(a) = k). On a

m m
donc (la somme est en fait finie, car si k est grand, on a : — <l pus || = 0)
q q

=3 ()= ) = S (13- [)

Comme Lm / qu est nul pour k assez grand, on peut découper la somme et réindicer la seconde :

=2k [ -2 [3] -2 [ -z o [

les termes se simplifient et il reste v,(m!) = Z L J
=1

Ex 6 : Soient m,n € N*, avec m < n. Déterminer (X" — 1) A (X™ —1).
Pour a,b € N, déterminons le reste de la division euclidienne de X® — 1 par X° — 1.
Ona:a=bg+r,avecq € Netr € [0,b—1]. Ainsi: X*—1 = X" 1 = X" X" X" 1=
(X)X "+ X" —1= (X" = D)((X")T (X" 2+ . +1)X"+ X" — 1, qui est la division
euclidienne de X — 1 par X* — 1, car d°(X" — 1) = r < b = d°(X” — 1) et dont le reste est
X" -1
Suivons 'algorithme d’Euclide calculant le PGC'D de n et m.
On pose g = n, 11 = m puis tant que r; # 0, on pose 7,11 le reste de la division euclidienne de
Tk—1 Par r.
Cet algorithme donne n A m = a, avec a, le dernier reste non nul. Par le résultat ci-dessus, on
observe que si on pose A, = X" — 1 alors Ag = X" — 1, A; = X" — 1 et pour tout k tel que
re 7 0,0on a: Ay # 0 et Apyq est le reste de la division euclidienne de A;_; par A;. Par suite
(Xn—l)/\(Xm—l) :Ao/\Al :Al/\AQ = ... :Ap/\Ap+1 :Ap:Xn/\m—l, car Ap+1 =0
puisque 741 = 0.

Ex 7 : Soit P € R[X] non constant tel que : Vo € R, P(z) > 0. Montrer qu'il existe A, B € R[X]
tels que : P = A® + B2

On a par hypothese : lim P(z) = 400, ce qui nécessite que P a un coefficient dominant positif.
r—r+00

Si P a une racine réelle a, alors : P = (X —a)“Q, avec Q(«) # 0, si « est impair, P(x) changera

de signe au voisinage de a, car P(z) ~ (z —a)*Q(a), et (x — a)®, change de signe en a si «
Tr—a

est impair, ce qui est exclu. Ainsi « est pair.

La décomposition en facteurs premiers de P sur C[X] s’écrit :
q

P=2\ H ) H(X — )" (X — X)), avec ay, ..., a, les racines réelles de P, A dans R’

7=1
et 51,. ,Bq dans N*

q
On pose Q = \/_H —a;) H(X A" = A+ 1B, avec A, B € R[X].
J=1

OnaP_QQ—(A+zB)(A—iB):A2+B2.



Ex 8:

Soit G un groupe fini tel que : Vo € G, z* = e. Montrer que G est commutatif et que

card(G) = 2k avec un certain k de N (on pourra montrer que si H est un sous-groupe de G,
alors H U aH est un sous-groupe de G pour a dans G \ H).

Soient z,y € G. On a (zy)* = e, soit xyry = e, puis zryryy = Y, Soit yr = xy.

Soit H un sous-groupe de G et a € G\ H. Montrons que H U aH est un sous-groupe de

G .

e Onaec HC HUaH.
e Soit z,y € HUaH. Si x,y sont dans H, alors zy~' I'est aussi.

' = q, car a® = e, alors

Si z est dans H et y = ah, avec h € H. Comme a~
vyt =ahlat = a(xrh™') qui est dans aH.
De méme si = est dans aH et y est dans H, alors zy ™" est dans aH.

Si x = ah et y = ak, alors par commutativité : zy ™' = ahk 'a™' = hk™ qui est dans H.

D’autre part H et aH sont disjoint, car si x est dans H N (aH), alors x est dans H et il existe
h € H tel que © = ah. Ainsi @ = zh™! est donc dans H, ce qui est contradictoire.

Enfin, on a: |H| = |aH|, car 'application h — ah est une bijection de H dans aH (de réciproque
ks a k).

Montrons maintenant qu'il existe k € N tel que |G| = 2".

Si |G| =1.

On suppose |G| > 1. . On pose H; = {e}. Comme |H,| < |G|, il existe a; € G\ H; et on pose
Hy = H,Ua Hy. On a |Hy| = 2|H,| = 2",

Si |Hs| = |G|, c’est fini, sinon, on peut trouver as dans G \ Hy et on pose Hy = Hy U agHs. On
a |Hs| = 22

On construit ainsi de suite une suite Hy C Hy C ... C Hy de sous-groupes tels que |H;| = ol=1,
La suite des cardinaux est strictement croissante et donc kg = max{k € N, |Hy| < |G|} existe.
Ainsi Hy,.1 est un sous-groupe de G (donc |Hy 41| < |G|) tel que |Hy,41] > |G| et donc
|Hyor1| = |G, puis |G| = 2%, ce qui résout le probléme.

Ex9:
2.

1. Déterminer les morphismes de groupes f : (R,+) — (R, +) qui sont continus en 0.
Quels sont les morphismes d’anneaux de (R, 4+, x) dans (R, 4, x)?

Soit f un tel morphisme.
On pose f(1) =a. Soit x € R.Ona:Ona:
Vn € N°, f(nz) = f(z4..+z) = f(x) + ...+ (¥) = nf(z). Ceci est encore vrai pour

. 7
n fois n fois

n =0, car f(0) =0.
Soit n € Z négatif. On a f(nx + (—nx))
f(nz) = = f(=nz) = =(=nf(x)) = nf(z).

.
Soit g € Z*.Ona:a=f(1)=f (q X é) =qf(1/q), donc f(1/q) = %.

1 1 1
Soient p,q € Z, avec ¢ non nul. On a : f (]—)) =f (px —) =pf (—) =pX —a.
q q q q

Ainsi : Vr € Q, f(r) = ra.

Montrons que f est continue sur R.

Soit zg € R. On a: Vh € R, f(zo+ h) = f(xo) + f(h) et donc :

}lli_% f(zo+ h) = f(xo) + f(0) = f(xo), par continuité de f en 0.

Soit # € R. Comme Q est dense dans R, il existe une suite (r,,) de rationnels qui converge
vers . On a : Vn € N, f(r,) = r,a. Par continuité de f, en passant a la limite dans cette
relation, on a : f(x) = za.

On vérifie que réciproquement une telle application est un morphisme continu de (R, +)
dans (R, +)



2. doit j un tel morphisme. Grace a la question précedente, comme on a un morphisme de
groupes (R, +) dans (R, +) on a :
Ve e Q, f(z)=af(l) ==z, car f(1) = 1.
Montrons que f est croissante. Pour x € R, on a :
f(2) = F(Ve x V) = f(Ve) x f(Va) = (J(V)* = 0.
Parsuiter <y=y—2>0= fly—z) > 0= f(y)— f(z) > 0= f(x) < f(y). Soit = € R.
Onposesn:Metrn:M,pournEN. On a:
10™ 107 )
VneN, z— Ton < 5n <z <r, <z + . Ainsi (s,) et (r,) sont des suites de rationnels
qui convergent vers z et : Vn € N, s, = f(s,) < f(x) < f(r,) = r, et donc quand n tend
vers +00, on a : f(x) = x.
Réciproquement : f : x — z est un morphisme d’anneaux de (R, +, x) dans (R, 4, x).
Ex 10 : 1. Soit ¢ = (a4, ..., a,) un p-cycle de S,. Soit o € S,,. Montrer que o o co o' est un cycle
dont on donnera les caractéristiques.

2. Soit 0 € S,,. Pour k € [1,n], on note ng(c) le nombre de cycles de longueur k£ dans la
décomposition en cycles de o. Soit 7 € S,,. Montrer qu'’il existe p € S,, tel que 7 = pooop™*
si et seulement si : Vk € [1,n], ng(7) = ng(o).

1. Soit x ¢ {o(ay),...,0(a,)}. Ainsi o' (x) n’est pas dans {ay, ..., a,}, donc :
cocoo ! (x) = s oclo (x)) = o(c(o™ (2)) = oo (x)) = x.

Soit i € [1,p—1]. Ona:cocoo *(o(a;)) = o(c(a;)) = o(a+1) et on montre de méme que :
ocgocoo Ya(ay)) = 0c(ar). Ce cycle est (a(ay),...,o(a,)).

2. e On suppose qu’il existe p € S,, tel que 7 = pocgop*

Soit ¢ = Y17, . .. ¥, la décomposition unique de o en produit de cycles a supports disjoints.
Alors

T=pop " =pnv2-v)p = (pnp ) (prep ) (o).

Grace a la question précédente, si A; est le support de ~;, alors p(A;) est le support de
pyip~ ", ainsi par bijectivité de p, les cycles (pyip ') 1<i<, sont encore & supports disjoints,
dont les longueurs correspondent aux ~;. Donc 7 se décompose en un produit de cycles
a supports disjoints de méme longueur que ceux de o. Ainsi Vi € [2,n],n,(0) = ny(7).
Puisque le nombre de points fixes de o est égal a n auquel on retire la somme des
longueurs des cycles, o et 7 ont aussi le méme nombre de points fixes : ny(0) = ny (7).

. Supposons que Vk € [1,n], ni(7) = nk(o). Dans une décomposition en un produit
de cycles a supports disjoints, tous les cycles commutent. On peut donc échanger 1'ordre
des cycles. On décompose o et 7 en produit de cycles a supports disjoints :

g = MV2-.-Yr-
T = MTn2..."Nr.

Quitte a permuter 'ordre des cycles, on suppose que pour tout i € [1,7], on a: ~; et n;
sont de méme longueur.

On note A; et B; les supports de ~; et 7; respectivement pour 1 < ¢ < r. Ils sont de
méme cardinal.

On construit une permutation p € &,, de telle sorte que p soit une bijection de A; dans
B;, tout en conservant I'ordre dans les supports. Ainsi on a : Vi € [1,7], pyvip™" = n;,
grace a la question précédente.

Alors on a: pop~ = p(yz. . 3)p~ " = (pyp N (prep™) - (prep™ ) =mmz o = 7.
Donc 7 = pa,o_1 et o et 7 sont conjugués.




Ex 11 : Soit (u,) une suite a valeurs positives sous-additive : Vi, m € N, Ui < Uy + Up,.

Up ) ) u .
Montrer que la suite (—) converge vers le réel ¢ = inf {f, ke N } )
T/ neN*

¢ existe bien car on a une partie non vide minorée (par 0). Par une récurrence sur ¢, on a :

Ugs < qUs, pour g et s dans N*.

Soit ¢ € R%.. Par définition de la borne inférieure on peut trouver m tel que ¢ < — < {+e¢. Si
m

n est un entier quelconque, on en fait la division euclidienne par m et on obtient n = g,m +r,,
ou 0 <7, <m. On a alors u,, < Upg, + U, < gy + u,, et donc, en divisant par n,

n n T g n M M
u < g_unb+,g;1 < E_i;fkllﬁ.+.__ < @2+,5)+___

£:< - A
n n n n n n

M M
ou M = max u,. Or — tend vers 0, donc il existe N € N tel que : Vn > N, — < g, puis :
0<k<m n n

n—+oo M

VneN, n>N=/(<— <+ 2 ce qui prouve que lim — = /.
n

Ex 12 : Une suite (u,) réelle est dite de Cauchy si :
Ve e R, AN e N\Vp,ge N, (p > N)A(¢g>N) = |u, —uy| <e.

On pose a, = supu, et b, = inf u,. En s’aidant de ces suites, montrer que la suite (u,)n>0
p>n pzn
converge.

On remarque d’abord que (u,) est bornée, car pour € = 1, il existe N € N tel que :

Vn > N, |u,| < |u, —un| + Juy| <1+ |uyl.

Montrons que les suites (a,) et (b,), qui sont donc bien définies, sont adjacentes.

Soitn € N.Ona:Vp>n+1, u, < a, Comme a, ne dépend pas de p, alors : a,41 = sup u, <
p>n+1

a,. Ainsi la suite (a,) est décroissante. De méme la suite (b,,) est croissante.

Montrons que lim (a, —b,) = 0.
n—+o00

Soit e € R,.. Il existe N € N tel que : Vp, ¢ > N, |u, —uy| < e. Soient n > N et ¢ > n fixés.

Ona:Vp>mn, u, < u,+e¢, puis a, < up, +e. On a donc : Vg > n, a, — e < u, Ainsi

a, — e < ir>1f Uy = by, puis : Vn > N, 0 < a,, — b, < . Ainsi par définition de la limite, on a :
q=n

lim (a, —b,) = 0. Ainsi les suites (a,) et (b,) sont adjacentes et convergent vers une méme
n——+oo

limite, ¢. Enfin : ¥n € N b, < u, < a,, donc la suite (u,) converge aussi vers /.

+o0
_1)?
Ex 13 : Soit a € R}, etonposeRn:Z( ) , pour n € N*,
p=n
Cela a bien un sens grace au TSSA
1 1
1. Soit n € N*fixé et on pose : Vp € N*, v, = — . Montrer la convergence

(p+n)* (p+n+1)
de Z(—l)pvp. Quel est le signe de la somme ?
p=>0
2. Montrer que Z R, converge.
n>1
3. Déterminer un équivalent de R,,.

1 1
1. Soit f: - défini Ry.
ol f €T (:E n n)a (x + . + 1)a eclinie sur +
1 1
Ona:VrelR () =— - < 0.
na T € + f(:[") o (($+n)a+l (1»_|_n_|_1)01+1) -

Ainsi f est décroissante et donc (v,) aussi.



(vp) converge vers 0 et elle est décroissante, donc grace au TSSA Z(—l)pvp converge et sa
p=>0
somme est du signe de (—1)%vy = vy et donc elle est positive.

2. Soit n € N*. R, est le reste d'une série vérifiant les hypotheéses du TSSA, donc R,, est du
signe de son premier terme a savoir (—1)", donc (—1)"R,, est positif, puis : R, = (—1)"|R,,|.
Montrons que Z R, = Z(—l)”|Rn| vérifie les hypotheses du TSSA.

n>1 n>1

eOna: lim |R,| =0, en tant que reste d'une série convergente.
n—+oo

+oo —+00
_1)ptn —1)ptntl
e Soitn € N*. Ona |R,|—|Rus1| = (—1)"R,—(—=1)""' R, ., = Z D =
pa

p=n p=n+1

— o
oo (_1>l+2n +oo (_1)l+2(n+1) +oo

Z — - Z = Z(—l)lvl > 0. Ainsi (|R,|) est décroissante.
—~ (l+n) —~ (l+n+1) —

Grace au TSSA, Z R,, converge.

n>1

3. SoitneN* . Ona:R,— R, =

(="
ne
+oo
On a aussi grace aux calculs précédents : R, + R,11 = (—1)"(|Ry| — |Rut1|) = Z(—l)lvl.
1=0
Comme cette derniere série vérifie les hypotheses du TSSA, alors :

1 1 1 1\ ¢
R4+ Ry <vg=——— == f1-(14= e
[ B+ B | < o n® (n+1)° n“( ( +n)

On a donc R,, =

(B~ Rl + (Bt B = S 40 (L) U Gty

|

2

n
Ex 14 : Etudier la convergence de la série Z < n > .

n+1
TL2
un:< " ) _ otn(E) () mnin(14d) 2 (Rogrro(h))  ponpbbo)
n+1
. 1 1 L 140(1) 1 n L 1\" 1
Or lim (=+o(l)) = =, puis lim e2 = e2 et donc u, ~ e "e? = (-] e2. La
n—-+oo 2 2 n—-+oo e

série géométrique E (—) converge, donc par comparaison de séries a termes positifs, E Up
e

converge

R[X] — R[X]

P — PX+1) —PX)
2. Déterminer ¢* pour k dans N.
K,[X] — K,[X]

P — P(X+1)—-P(X) "~

Ex 15: 1. Soit ¢: { . Déterminer le noyau de ¢.

3. Déterminer I'image de ¢ : {

N N
4. SoitA:{K - K . Soit p € N*.
(un)neN = (un+1 — un)nEN
Montrer que Ker (A?) = {(P(n))nen, P € K,_1[X]}.

1. Soit P € Ker¢. On a donc : P(X + 1) = P(X). Par récurrence, on montre que :
Vn € N, P(X +n) = P(X). Ainsi en remplagant X par 0, on a : Vn € N, P(n) — P(0) = 0.
Ainsi le polynéme P(X) — P(0) admet pour racine tous les n dans N, qui est infini. Ainsi
P(X) — P(0) = 0, puis P(X) = P(0). Donc P est constant. Ainsi Ker¢ est inclus dans



'ensemble des polynome constants.
Réciproquement, si P est constant, alors p(P) = 0. Donc Ker ¢ est I’ensemble des polynome
constants.

2. On pose ¢ : P +— P(X + 1) qui est un endomorphisme de £ = K[X]. Ainsi ¢ = ¢ — Idg.
Soit £ € N. Comme v et Idgr commutent, alors grace a la formule du binome de Newton :

= (Y —1Idp)* =) (?) Yo (—Idg) = (=1 (’;) !, Ainsi :
VP € E, ¢"(P) =) (1) (’;) H(P) =) (—1)F (?) P(X +1). En effet :
DH(P) = YL (P)) = Y (PX + 1)) = 2 (P(X 4+ 2)) = ... = P(X + 1) (& valider par

récurrence sur ).

3. On a vu que Ker (¢) = vect(1), 'ensemble des polynomes constants. Ainsi dim(Ker (¢)) = 1.
Grace au théoreme du rang, on a :
dim(Im (¢)) = dim(K,[X]) — dim(Ker (¢)) =n+1—-1=n.

SoitPEKn[X].OnposeP:Zaka,donc:cp Zakga (XF) = Zak (X+1)F—X").
k=0

Or : Vk € [1,n], (X+1)’“—X’“:X’“+(T)X’“ T +1-XF = < )X’“ Y4 +1. Ainsi

d°p(P) <n—1et donc : Im(p) C K,_1[X]. De plus dim(Im (¢ ~1[X]), donc :
Im (@) - anl[X}'

4. Montrons cela par récurrence sur p.
Ker (A) est 'ensemble des suites constante, d’ou le résultat pour p = 1.
Soit p € N* et on suppose que : Ker (A?) = {(P(n))nen, P € K,1[X]}.
Soit u = (u,) € Ker (A”™). On a donc 0 = AP(A(u)), donc il existe P € K, 1[X] tel que :
Vn € N, —u, = A(u), = P(n). Soit Q € K,[X] tel que ¢(Q) = P, grace a la question
précédente. Ainsi : Vn € N, w1 —up, = Q(n+ 1) — Q(n), donc :
vn €N, u,11 —Q(n+1) = u, — Q(n). Ainsi la suite (u,, — Q(n)),,oy est constante. Il existe
donc ¢ € R tel que : Vn € N, u,, = Q(n) + ¢ puis Ker (A?™) C {(P(n))nen, P € K,[X]}.
Pour I'autre inclusion, soit P € K,[X] et on pose u = ((P(n))nen. On a :
A(u)=(P(n+1)—P(n)) = (¢(P)(n)). Comme ¢(P) est dans K,_;[X], alors :
A (u) € Ker (AP), grace a P'hypothese de récurrence, puis AP (u) = AP(A(u)) = 0, ce qui
donne 'autre inclusion et acheve la récurrence.

Ex 16 : Soient £ un espace vectoriel et u € L(F). On suppose que pour tout x de E, la famille
(x,u(x)) est liée. Montrer que u est une homothétie (il existe A € K tel que u = Al dg).
Pour tout z de £\ {0}, il existe A, € K tel que u(z) = \,z.
Soient x,y € E\ {0}. u(x) = Mz, u(y) = Ay et w(@ +y) = Apyy(z + ).
e Si (z,y) est libre, alors A,y (x +vy) = u(z +y) = u(z) + u(y) = \yx + Ay, ce qui implique
que Ay = Agiy = Ay
e Si (z,y) est liée, il existe o € K tel que : x = ay (car y # 0). On a donc :
A = u(oy) = adyy, donc al,y = alyy, puis A, = Ay, car o # 0 et y # 0.
Ainsi tous les A, sont égaux a une valeur que 'on note A\. On a : Vz € E'\ {0}, u(z) = Az. Ceci
est encore vrai pour z = 0.

Ex 17 : Soient F un espace vectoriel de dimension n € N* et f, g € L(F). Montrer que :
i. dim(Ker (f o g)) < dim(Ker (f)) + dim(Ker (g)).

ii. la suite (dim(Im (f*)) — dim(Im (fk+1)))keN est décroissante.

Tout d’abord en appliquant le théoreme du rang & f|im(4), on a :
dim(Im (g)) = dim(Im (f|wm (g)) + dim(Ker (f|m (g))) = dim(Im (f o g)) + dim(Ker (f) NIm (g)).



1. En appliquant le théoreme du rang, cela donne :

n — dim(Ker (¢)) = n — dim(Ker (f o g)) + dim(Ker (f) N Im (g)) puis :

dim(Ker (f o g)) = dim(Ker (g)) + dim(Ker (f) N Im (g)) < dim(Ker (¢)) + dim(Ker (f)).
ii. On a en prenant g = f* :

dim(Im (f*)) = dim(Im (f**1)) 4 dim(Ker (f) N Im (f*)), soit

dim(Im (£*)) — dim(Im (f**1)) = dim(Ker (f) N Im (f*)). Comme :

Vk € N, Ker (f) NnIm (f*') ¢ Ker (f) N Im (f*), on a le résultat.

Ex 18 : (Lemme de factorisation) Soient E, F', G, trois K-espaces vectoriels de dimension finie.

1. Soient f € L(E,F) et g € L(E,G). Montrer qu'il existe h € L(F,G) tel que g = ho f si et
seulement si Ker (f) C Ker (g).

2. Soient h € L(F,G) et g € L(F,G). Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe f € L(E, F) vérifiant g = ho f.

1. Si un tel h existe, alors g = h o f entraine et Ker (f) C Ker (g).
Réciproquement, supposons Ker (f) C Ker (g).
Si f est bijectif, on peut considérer h = go f~!. Nous allons reprendre cette idée en restrei-

gnant f pour le rendre bijectif.
Soit .S un sous-espace vectoriel de E tel que S @ Ker (f) = E. Ainsi f: { § = Im(f)
' Nz = @)

est un isomorphisme.
Soit T" un sous-espace vectoriel de F' tel que Telm(f)=FE.
Soit h € L(F,G) tel que Al () = go (f) et hlr = 0.
Soit x € E.Onax = u+s avecu € Ker(f) et s € S.0Onag(r) = g(s)car Ker (f) C Ker(g)
et hf(x) = hf(s) = hf(s) = go(f)~ o f(s) = g(s). On adonc : Vo € E, g(z) = hf(x)
puis g = hf.

2. La condition nécéssaire est : Im (g) C Im (h). Vérifions qu’elle est suffisante et on suppose
que : Im (g) C Im (h).

Y

Soit S un sous-espace vectoriel de F' tel que S @& Ker (h) = F. Ainsi h : { 5 : zlex()h)
est un isomorphisme.

On pose f = (h)™' o g, qui est bien défini, car on a : Im (¢g) C Im (h).

Soit # € E. On a: hf(z) = ho (h) " og(x) = ho(h)og(z) = g(x), car (h)' o g(x) est
dans S. On a donc g = hf.

Ex 19 : Soient E un espace vectoriel de dimension finie et G = {g1, ..., g;} un sous-groupe fini de

GL(E).

1
1. On pose p = — Z gi- Montrer que p est un projecteur.
q =1

2. Montrer que Im (p ﬂ Ker (g; — Idg).

1. Soit gx € G. Les grg; décrivent G tout entier une et une fois quand ¢ varie dans [1,¢].
En effet I'application g — gkg est une bijection de G dans G (de bijection réciproque

g — gk g). Ainsi on a : nggz Zgl et donc : gxp = Zgl = p. On a donc :

i=1 =1 i=1

IR IR ¢
Z(—Zgi>p=—29ip=—2p=p-
qi:l q’i:l qi:l



1
2. Soit z € Im (p). Comme p est un projecteur, alors p(z) = = et donc x = — Zgz(x) Soit
q =

1 q q
k€ [1,q]. On a ainsi gx(z nggz - Zgl(x) =x. Ainsi : x € ﬂKer (g;: — Idg).
- 1=1

i=1

Soit x € ﬂ Ker (g; — Idg), alors p(x) = x et donc : x € Im (p).
i=1

Ex 20 : Pour A € M,,(K), on note ®4 la forme linéaire M — Tr(AM). Montrer que I’application
®: A Oy est un isomorphisme de M,,(K) sur I'ensemble des formes linéaires de M,,(K).
® est linéaire et va de M,,(K) dans £(M,,(K),K). Ces deux espaces étant de méme dimension
finie, il suffit de montrer que ® est injective.
Soit A € Ker (®). On a &4 =0 et donc : VM € M, (K), Tr(AM) = 0.
On note A = [a; ;]1<i j<n. Pour M = Ej;, on a :

AEkJ = Z ai,jEi,jEk,l = Z améj’kEi,l = Zai,kEi,l. Or : t'f’(Ei,l) = 0siz 7é [ et

1<i,j<n 1<i,j<n j=k i=1
n

tT‘(Ei’l) =1sii=1 Ainsi: 0= tT(AEkl) = Z(Ii ktT’(E“) = Qk
i=1

Ainsi : Vi, k € [1,n], ax =0, donc A = 0. Ainsi Ker & = {0} et @ est injective.

Ex21: 1. SoitC’z[(j,_l

>] . Déterminer C?, pour p dans N*.
i—1 1<i,5<n

. _ 1 -
2. Soit C' = {(j >] . Déterminer C 1.
i—1 1<i,j<n,

1. On interprete C' comme la matrice d’'un endomorphisme f de L£(R,,_1][X]) dans la base
canonique de R, [X] que 'on appelle B .

On veut (en regardant la colonne k + 1) : V& € [0,n — 1], f(X*) = Z ( >X11 =

1— 1
() (e

=1
q=0 q=0

On pose 1 : { HS"_I[X] : ES?(L; [f]D . C’est une application linéaire qui coincide avec f
sur une base, donc ¢ = f.
Grace a la question précédente, on a : Vp € N,VQ € R, _1[X], ¥P(Q ) Q(X + p).
Z1
k—1
Soit p € N*. On a : Vk € [I,n], fA(X*) = (X +p)ft = ( )pk‘l_qu =
q
q=0

k
Z k—iX'i—l.
P 1—1
o g—=1\ ._.
Ainsi C? = Matg(y?) = {( )p7 ’] .
i—1 1<i,j<n
2. Soit g: P— P(X —1).

— 1 o
Ona:gof=fog=Idg, x], donc f_1 = g, ainsi Cc! = l(j 1) (_1)%1} , car
L 1<ij<n

(X771 ]i (*7 _1) ) G i: (‘Z:ll)(—w—ixi—l.

=0 =1



Ex 22 : 1. Soit B € M, (K). Montrer que B est de rang un si et seulement s'il existe U,V €

2.

M.,,1(K) non nuls telles que : B = VU?.
En déduire que pour tout matrice B de rang un, on a : B* = tr(B)B.

. On suppose B de rang un. Ainsi Im (B) = vect(V), avec V € M,, ;(K) non nulle. On note

C1, ..., C, les colonnes de B. Ainsi il existe uy, ..., u, € K tels que : Vj € [1,n], C; = u;V.
Uy

Comme B est non nulle, alors au moins un des u; est non nul. On pose U = | : | qui est
Unp,

non nul. On a donc VUT = V(uy, ..., u,) = (ulv unV) = (C’l C’n) = B.

Réciproquement si B = VU, avec U,V € M,, ;(K) non nuls, alors en reprenant les mémes

notations, on a : B = (u1V unV). Il existe j € [1,n] tel que u; # 0, donc

Im (B) = vect(V) et donc rg (B) =1, car V # 0.

On a: B?> = VU'VUT = V(UTV)UT = (U'V)VUT, car UTV est un scalaire (matrice

1 x 1). De plus on peut affirmer que UV = tr(UTV) = tr(VUT) = tr(B).

Ainsi : B = tr(B)B.

Ex 23 : Soit f : M,,(C) — C une application non constante telle que :

VA, B € M,(C), f(AB) = [(A)f(B).

Soit M € M,,(C). Montrer que M est inversible si et seulement si f(M) # 0.

On commence par remarquer que f(I2) = f(I,,) donc f(I,) € {0, 1}, et nécessairement

f(I,) # 0 sinon f est Papplication nulle (f(A) = f(A)f(I,) =0).

De méme, f(0) € {0, 1} et nécessairement f(0) = 0 sinon f est constante

(1= £(0) = F(A)£(0) = f(4)).

Ensuite, si A est inversible, f(AA™!) = f(A)f(A™') = 1 donc f(A) # 0. Enfin, si A n’est
k

!
pas inversible, A est de rang r < n. On considere Dy = diag(1,...,1,0,1,...,1,0,...,0), pour

r+1

1 <k <r+1. quisont des matrices de rang r. On a: D1D5...D, 1 = 0,

puis f(D1)f(D3)...f(Dy+1) = 0, puis comme les f(Dy), f(Ds2),..., f(D,+1) sont des nombres
complexes, il existe s € [1,7 + 1] tel que f(Ds) = 0.

Puisque deux matrices de méme rang sont équivalentes, A est équivalente a D, c’est-a-dire qu’il
existe P, @ inversibles telles que A = PD,@Q. On a donc f(A) = f(P)f(Ds)f(Q) = 0, ce qui

donne le résultat.

x

Ex 24 : Soit A = [aij]lgingn € Mn((C) Soit X =

Tn

. Montrer que si AX = 0, alors : Vi € [1,n], |ay||z;| < Z |aij||x;|, puis que si X est

jeltn]\{i}
non nul alors il existe ig tel que : |a;y;,| < Z @iy
jeltmn]\{io}

. En déduire une condition suffisante pour que A soit inversible.

n n

. Soit i € [1,n]. La i-éme ligne du vecteur colonne AX est Zaijxj, donc : Zaijxj =0,

j=1 j=1

puis a;x; = — Z a;;xj, donc : |a;||x;| = Z a;;x| < Z lai;||z;]-

JeLn]\{i} JeLn]\{i} JeLn]\{i}



On suppose X # 0. Soit 9 € |1, n| tel que |z;,| = max(|z1|, ..., |T,|). On a donc : |z;,| # 0
(sinon : Vi € [1,n], |z;| <0=Vie[l,n], |z;/] =0= X =0).
En prenant 'inégalité précédente pour i = ip, on a :

|aioi0||wio| < Z |ai0j||$]‘| < Z |aioijio|'

jE[[l,n]]\{i()} jEﬂ:L’n]]\{io}
Comme |z;,| > 0, alors : |a;y,| < Z |y
Jelln]\{io}

2. Comme A est une matrice carrée, si elle est non inversible alors :

IX € Mt (C)\ {0}, AX =0= | Fig € [Ln], |aigie] < Y laiy
Jeln]\{io}

Par contraposée : | Vi € [1,n], |ay| > Z la;;| | = A e GL,(C).
jeltnl\{e}

Ex 25 : Soient A, B € M, (R). On suppose qu’elles sont semblables dans C, autrement dit, il existe
P € GL,(C) tel que A= PBP~*. On pose P = R+ 95, avec R, S dans M,,(R).
Montrer que A et B sont semblables dans M,,(R).
On a: AP = PB, soit AR+ 1AS = RB +iSB. En identifiant les matrices a coefficients réels
et imaginaires purs, on a : AR = RB et que AS = SB.
On pose R = [Ti,j]lgi,jgn et [Si,j]lgi,jgn‘ Soit x < C.Ona:
det(R + xS) = Z £(0)(To)1 + TSo(1)1) =+ (To(n)ym + TSo(m),n)- Alnsi par somme et produit,

oES,
x +— det(R + xS) est une fonction polynomiale. Soit U le polynéme associé. On a :

U(i) = det(R+1iS) = det(P) # 0. Ainsi U n’est pas le polynome nul. Siona: Ve € R, U(z) =0,
alors U aurait une infinité de racines, donc U serait nul, ce qui est contradictoire. Ainsi il existe
zo € R tel que U(xg) # 0, soit R+ x¢S est inversible.

On pose Q = R+x0S. Ona: AQ = AR+ 1¢0AS = RB+1¢05B = QB. Comme (@ est inversible,
ona:A=QBQ.

2cos(f) 1 (0)
Ex 26 : Soit n € N*\ {1}. Calculer D, (0) = 1 R , ce déterminant étant de
]
(0) 1 2cos(6)

taille n x n et 0 € R.
Soit n > 2. Si on développe par rapport a la premiere ligne, on trouve :

1 (0)
2 cos () '1 . (0) 0 2cos(f) 1
Diis(8) = 2cos(0) (=) | 1 o (=) x(=1) 1 2cos(6)
(0) 1 2cos(6) (0) i 1 20018(9)

ces déterminants étant de taille n + 1. En développant le second déterminant par rapport a la
premiére colonne, on trouve : D, 1o(6) = 2cos(0)D,,11(0) — D,(0).

Nous allons donner une valeur a D; et Dy pour que la relation de récurrence soit vraie pour
tout n de N.

On a Dy(f) = 4cos?(f) — 1 et en reprenant les calculs précédents, D3(0) = 8 cos®(#) — 4 cos(6).
Ainsi Dy(0) = 2cos(#) et Dy(#) = 1 conviennent.

(Dy,(0)),>, est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique :
0=1r>=2cos(@)r+1=1>— (e +e )+ =(r—c®(r—e™).

On suppose que 0 # 0[x]. Ainsi ¢” et e sont distincts.




Il existe donc A, € R tels que : Vn € N, D, (0)) = Acos(nf) + psin(nb). Or 1 = Dy = A et

2cos(0) = Dy = Acos(#) + psin(6), donc pu = Z?j((g))

sin(nf) cos(0)  sin(f) cos(nb) + cos(f) sin(nf)  sin ((n + 1)0)
sin(6) B sin(#) ~ sin(9)

Supposons maintenant que 0 = km, avec k € Z.

La fonction 6 — D, (6) est continue, car lorsque 1'on développe D, () a l'aide la formule du

déterminant, nous obtenons un polynéme en cos(f).

sin((n + 1)(km + h)

Ainsi:Vn € N, D,,(0) = cos(nf)+

(=) Dk sin((n + 1)h

—1; . _ (__1\nk
On a done Dn(kr) = ilzlg(l) sin(km + h) N ilzlg(l) (—1)ksin(h) = (DT 4 1),
en utilisant le fait que sin(z) ~, T
T

Ex 27 : (Polynémes de Tchebychev) Pour tout n € N, on pose : Vo € [-1,1], T,(z) =

cos(n Arccos (x)).

1. Montrer que : Vn € N*,Vz € [—1,1], Tyi1(x) + Tho1(x) = 22T, (x).

2. En déduire que T,, est une fonction polynomiale, a coefficients dans Z, dont on précisera le
degré et le coefficient dominant.

Soit n € N. Montrer que : V0 € R, cos(nf) = T,,(cos(h)).

Montrer que T, est le seul polynéme vérifiant la relation précédente.

Montrer que : Vm,n € N, T,, o T,,, = Ty,n.

Soit n € N*. Factoriser 7,, dans R[X].

Montrer que sup |T,(x)| = 1.
z€[—1,1]
8. Soit n > 2. Soit P € R[X] de degré n et de coefficient dominant 2" ', tel que : M = 1, avec

M = sup |P(z)|. Montrer que P = T,,.
z€[—1,1]

No Ov e W

1. Soient n € N* et x € [—1,1]. On pose § = Arccos (z). On a :
Thi1(z) + Thor(x) = cos((n + 1)0) + cos((n — 1)0) = 2cos(nb) cos(d) = 22T,(x), car
cos( Arccos (x)) = x.

2. Soit z € [—1,1]. On constate que Ty(x) =1, Ty (z) = z, puis :
Ty(z) = 22T (z) — Tp(x) = 22 — 1.
Soit n € N* et on pose P(n) : T}, est une fonction polynomiale de degré n, a coefficients dans
Z et de coefficient dominant 2"~* (attention P(0) est fausse pour le coefficient dominant).
Montrons le résultat par récurrence double.
P(1) et P(2) sont vraies.
Soit n € N* et on suppose P(n) et P(n+1). Soit x € [—1, 1]. Il existe Q41 et @, dans Z[X]
tel que : Vo € [=1,1], T(z) = 2" 12" + Qu(2) et T, 11 (z) = 2"2" ™ + Qys ().
Ona:Tyo(x) = 20T, 1 (2)—Th(z) = 22(2" 2" +Qp i1 () — (2" T2 +Q, (7)) = 2" "2 4

?xQn+1(x) — Qn(xz . Ainsi T}, 5 est bien une fonction polynéme par opérations,

polynéme de degré a;,plus n + 1 dans Z[X]
qui est de degré n + 2 et de coefficient dominant 2", d’ott P(n + 2), ce qui acheve la
récurrence.
3. Soit 6 € [0, 7] et soit & = cos(f). On a : Arccos (x) = Arccos (cos(f)) = 6, car 0 est dans
[0, 7], puis : T),(cos(#)) = cos(nd), grace a la définition de 7T,,. Les fonctions 6 — cos(nf) et
0 — T,(cos()) sont paires, 2m-périodiques et égales sur [0, 7], donc elle sont égales sur R.
4. Soit @, un polynome tel que : V0 € R, cos(nf) = Q,(cos(#)). On a donc :
Vo € R, Qn(cos(f)) = T,(cos(h)), puis : Vo € [—1,1], Qu(z) = T,(x), car cos(d) décrit
[—1, 1] quand 6 décrit R. Comme [—1, 1] est infini, alors Q,, = T,,.
5. Soient m,n € N. On a V0 € R, ;T, o T,,(cos(0) = T, (T,,(cos(9))) = T,(cos(mb)) =
cos(nm#). Par unicité de la question précédente, on a : ;71,0 T,,, = Tpy.



6. On constate que pour 1, = cos (

™

k
+_7T 7POUY0§k§n—1,onaTn(yk) = COS (E‘I‘kF)
2n n 9

s km
0. De plus les angles o + — sont dans [0, 7], donc les z sont deux a deux distincts, car
n._ n
cos est injective sur [0, 7]. On a trouvé n racines distinctes pour un polynome de degré n,
n—1
donc on a toutes les racines e T}, puis : T}, = 2" ! H(X — Yg)-
k=0
Soit x € [—1,1]. Il existe 0 € [0, 7] tel que = cos(d). On a donc :
T
|1 (x)| = |Th(cos(f))| = |cos(nf)| < 1. Ce majorant est atteint en x, = cos (p_>7 pour
n
0<p<mn,car T,(z,) = (—1), dou: sup |T,(z) =1.
ze[—1,1]
Ona:Vee|-1,1] —1<P(z) <1.Onnote @=T,—P.Onad(Q) <n-—1,car les
coefficients au degré n se compensent. Soit k € [0,n]. On a : Q(z}) = (—1)* — P(x), qui
est du signe de (—1)* ou nul.
Montrons par récurrence sur k € [0,n — 1] que @, possede au moins k racines comptées
avec multiplicité sur [xy, zo] si Q(zx) # 0 et au moins k + 1 si Q(xy) = 0.
Il n’y a rien a prouver pour k£ = 0.
Soit k € [0,n — 2] et supposons la propriété vraie pour ce k.
e Si Q(xr) # 0 et Q(rgr1) # 0, alors grace au TVI sur [xy41, 1], comme @ change de signe,
alors aux k racines de I'hypothese, on en rajoute une (k + 1)-eme.
e Si Q(z141) = 0, alors P(zpy1) = Th(zrp1) = (—1)"™, donc P et T}, admettent un ex-
tremum local sur | — 1,1[ (qui est ouvert) en xy,1, donc P'(xy.1) = T, (2x41) = 0, puis
Q' (z141) = 0, ainsi x4 est une racine de multiplicité au moins 2.
e Si Q(z) =0 et Q(zx41) # 0, on a deja nos k + 1 racines.
Ceci acheve la récurrence.
Si Q(z,—1) = 0, on a donc au moins n racines.
Sinon : Q(z,-1)Q(x,) < 0, donc aux n— 1 racines, il faut rajouter une racine dans |x,_1, z,],
ce qui donne au moins n racines pour ().
Ainsi (Q = 0, dans tous les cas, ce qui donne le résultat.

Ex 28 : [Fonction de Lambert|

1.

A

Montrer que f : x +— ze® admet une fonction réciproque sur [—1 + oo, que 'on notera
W (fonction de Lambert). On précisera son ensemble de définition I. Montrer que W est
continue sur I et de classe C* sur [.
Trouver une équation différentielle vérifiée par W.
W(—et +h)—W(—e!

Déterminer lim (ze” +h) (= )

h—0*t h
Montrer que W admet un DL3(0) que 'on donnera.

Donner un développement asymptotique a deux termes de W en +oo et en —e ™.

Vo €] —1,4o00[, f'(z) = (z+ 1) > 0. Ainsi f est donc strictement croissante et continue
sur [—1, 4+o0]. Par ailleurs : E]g.}f = +oo et f(—1) = —e !, donc f réalise une bijection de
[—1, +00[ dans [—e ™!, +00], grace au théoreme de la bijection. On appelle W cette bijection
réciproque. Comme f est continue, alors W D'est aussi. Par ailleurs f’ ne s’annule pas sur
] — 1,400 et elle y est de classe C>, donc W est de classe C* sur | — e~ !, +-o0].

Soit x €] — e, o0

1 1 1
O W/ pr— pu— pu— p— .
naWio) = Fra) ~ W@ + D@ @) + V@ o1 el e
W est continue sur [—e !, 4+oc[, dérivable sur | — e, o0 et (lim1)+ W'(x) = +o0, car
T—(—e—
lim (z —|—eW("E)) = —e '+ e~ = 0 par valeurs supérieures, car W est croissante. Grace

r——(—e 1)t



W(—e " +h)—W(—e)

au théoreme de la limite de la dérivée, on a : hhm+ ? = +4o00.
—0
4. W étant de classe C* sur | — e !, 40|, elle admet donc un DL3(0). Par ailleurs £(0) = 0,
1
donc W(0) =0 et W'(0) = @ = L Ainsi on a : W(z) = 2 + ba® + cx® + o(2?).
e

Ona:z= f(W(x) =W(x)e"® = W(z)+W(x)*+ W<2x>3 +o(W(z)*) = (z+bx* +cx® +

(x + bx? + cx® + o(x?))3

o(z*)) + (x4 bx* + ca® + o(2*))? + +o(@®) =2+ (b+ 1Da®+ (c+

2
2b+ 1/2)2* + o(z?).
On doit avoir par unicité du développement limité : b = —1, puis ¢ = 3/2, puis
W(r)=x—a2°+ %x?’ + o(z?).
5. ¢ On a: lir+n W (x) = +o0o. Par ailleurs pour x dans Ri, on a W(z)e"'® = z et comme
T—>+00
tout est strictement positif, on a : In(W(x)) + W(x) = In(z) (x), puis W(x) ~ In(x).
z—>+00
On pose g(z) = W(x) — In(x) = o(In(z)). On a donc par (x) :
T—+00
In(In(x) + g(z)) + g(z) + In(x) = In(z), puis In(In(z)) +In {1 + ) + g(z) = 0 donc
g(x) = —In(In(z)) +0o(1), quand = tend vers +o0, car xgrfoo li((i) = 0. On a donc g(x) e

— In(In(z)), puis :
W(x) = In(z) — In(In(x)) + o(In(In(z))).
T—r+00
e On a W(—e') = —1. On pose A(h) = W(—e ' + h) + 1 et donc llm A(h) = 0. De
la relation W (z)e"' @ = z, on obtient la relation (—1 + A(h))e _HA(h) = —e ' + h, puis :

(1 — A(h))er™ = 1 — eh,et donc quand h tend vers 0, on a : (1 — ( ))( A(h) +
A%(R)/2 + o(A*(h)) = 1 — eh, soit —A*(h)/2 + o(A*(h)) = —eh puis A*(h) s 2eh.

On on a : W > —1, donc A est positive, puis A(h) L V2eh, puis W (z) =
—0

z—(—e- 1)t

—1++/2e(z+et)+o(x+el).

Ex 29 : Soient P € R[X] scindé sur R et o € R*. Montrer que P’ + aP est aussi scindé sur R.
Notons ag < a; < ... < a,, les racines réelles de P et «q,ayq, ..., a,, leurs multiplicités respec-
m

tives. Le polynéme P étant scindé, on peut écrire deg(P) = Z Q.

On convient de dire qu'une racine de multiplicité 0 n’est en fait pas racine d’un polynome.
Si ay, est racine de multiplicité oy, > 1 de P alors a; est racine de multiplicité o — 1 du po-

lynéme P', car P'(a;) = (P)(ax) = ... = (P)* 2(az) = 0 et (P)* *(az) # 0. C’est donc
une racine de mulitplicité au moins oy — 1 de P’ + aP. Ainsi les a; fournissent au moins
Z (ax — 1) = deg(P) — (m + 1) racines comptées avec multiplicité au polynoéme P’ + aP.

k=0

Considérons ensuite la fonction réelle f : x — P(z)e®”. Cette fonction est indéfiniment déri-
vable et prend la valeur 0 en chaque a. En appliquant le théoreme de Rolle a celle-ci sur chaque
intervalle [a;_1; ax], on trouve des réels by, €|ag_1; ax[ vérifiant [ (by,) = 0.

Or f'(z) = (P'(z) + aP(x))e™ et donc by, est racine du polynome P’ + aP. Ajoutons & cela
que les b, sont deux a deux distincts et différents des précédents a; car, par construction, on a :
ap < by <ap <by<...<b, <an.

On vient donc de déterminer m nouvelles racines au polynome P’ + aP et ce dernier possede
donc au moins deg(P) — 1 racines comptées avec multiplicité.

Il manque encore une racine car deg (P’ + aP) = deg(P). Par les racines précédentes, il est
possible de factoriser P’ + aP par un polynome scindé @ de degré deg(P) — 1 et le facteur
restant étant de degré 1 , ceci donne une écriture scindé du polynéome P’ + o P.



. . eV g x#£0
Ex 30 : Soit f définie sur R par : f(x) = 0 G re0

1
1. Montrer pour tout n de N, il existe un polynoéme P, tel que : Vx € R*, f(")(:v) =P, <—) e~/
x

2. Montrer que f est de classe C* sur R et que : Yn € N, f™(0) = 0.

1. Montrons par récurrence que pour tout n de N, on a P(n) : il existe un polynéome P, tel
1
que : Vo € R*, f"(z) = P, (—) eV,
x
P(0) : comme f© = f, alors Py = 1 convient.

1
Soit n € N et on suppose P(n). On a donc : Vo € R*, f™(z) = P, [ = | e /**. En dérivant
T

1 1 2 1
cette derniere relation, on a : Vz € R*, f"Y(z) = ——P, (—> e /7 4 = p, (—) e 1/
T x T T

Ainsi en posant P,; = —X?P/ +2X?3P,, on obtient P(n + 1), ce qui achéve la récurrence.
2. Montrons maintenant par récurrence que f est de classe C" sur R tout entier et f™(0) =0

(Q(n)).

—1
Q(0) : lim — = —o0 et donc lim f(x) =0 = f(0). Ainsi f est continue aussi en 0.
z—0 x—0
p

Soit n € N et on suppose Q(n). Nous notons P, = Z axX". On a donc :
k=0

Vo € R*, firi( Z ay

—1/902 /2
) e 1 _ . ,
Soit [ € N. Nous avons : ——— = (—) e~ /% . Or par croissance comparée :

lim XY2¢=X =0 et donc hm
XS Yoo 0 |zt

= 0 et donc lim f"™V(z) = 0.
z—0
Ainsi par Uhypothese de récurrence f™ est continue sur R, de plus f™ est de classe C* sur
R* et lin% (f™Y(z) = lir% " (z) = 0. Par conséquent grace au théoréme de la limite de
T—r T—

la dérivée, f™ est de classe C* sur R et (f™)(0) = f™*Y(0) = 0, d’ott Q(n + 1), ce qui
acheve la récurrence.

Ex 31 : Soit n € N. Montrer que : L(\/§+ 1)2"+1J = (V34 1) — (V3 = 1) puis étudier la
convergence de la série Z sin <7r(\/§ + 1)2”+1).

Ona: A, = (VEHI"H-(V-11 = (% ) 1) VY (anj 1) (VB (— 1)1k =

k
k=0

2n+1
2n + 1
> ( n,:r >(\/§>k[1 — (=1)*"'7*]. On remarque que 2n + 1 — k et k ont des parités diffé-
k=0

rentes. Ainsi (—1)

—~ (2n+1
plus que les termes d’indice pair. On a donc : A, = Z ( n2—; )(\/g)m[l — (=1) ) =
1=0

1=k — 1 i et seulement si k est impair. Ainsi dans notre somme il ne reste

2
2 Z ( n )31 qui est donc bien un entier (pair).

On remarque que V3 —1 < 1, donc : A, < (V3+ 1) < (V3+ 1) 41— (V3 -1)" =

v~

>0




A, + 1 Ainsi comme A,, est un entier, alors : L(\/g + 1)2"“J =A,.

On en déduit que : Vn € N, w, = sin <7r(\/§—|—1)2”+1> = sin <7T(\/§— 1)2n+t —|—7rAn> =
sin (ﬂ'(\/g - 1)2n+1).

Comme nginoow(\/g — 1 car 0 < V3 —1 < 1, alors |u,| ~ (/3 — 1)>*!, donc par

comparaison de séries a termes positifs, E |u,| converge et donc E Uy, aussi.

Ex 32 : Soient n,p € N* tels que n < pet p > 2.
1. Quel est le nombre de suites (;)1<;<, de [1,p] strictements croissantes.

2. En déduire le cardinal B = {(ky, ..., k,,) € (N*)"/ Z ki = p}.
i=1

1. Soit A, = {(z1,....,x,) € [1,p]", #1 < z2... < x,}. Pour construire un élément de A, il
faut d’abord choisir n éléments de [1,p] : ce qui donne (p) Ensuite il faut ordonner ces

n
éléments, mais il n’y a qu'une unique fagon de les classer dans 'ordre strictement croissant,

ainsi : |A4,| = Py,
n

2. On note B, = {(ky, ..., kn) € (N)"/ > ki < p}.

=1
L’application (ky,....k,) — (k1. k1 + ko, ..., k1 + ... + k,,) est une bijection de B, dans A,
de réciproque (z1,...,x,) = (21,3 — T1,...,T, — Tp_1). Alnsi |B,| = |4, = <p>7 puis
n

p—1
Bl =|B,| — |B,_1| = .
‘ ’ ‘p| ’pl‘ (n 1)

Ex 33 : Une personne A transmet une information (binaire) a 1, qui la transmet a I ... jusqu’a
I,, qui la transmet & B. On fait I'hypothese que chaque intermédiaire I}, (1 < k < n) transmet
I'information qu’il regoit avec une probabilité p (0 < p < 1) et I'information contraire avec la
probabilité 1—p. Calculer en fonction de n et p la probabilité p,, pour que B recoive 'information
initiale.

Trouver un rang N & partir duquel pour n > N, on a : |p, — 1/2] < 1072
On effectue n expériences successives indépendantes identiques avec une probabilité p de succes
(I retransmet correctement l'information regue). Ainsi lors de ces expériences, la probabilité

d’avoir k succes (avec k € [0,n]) est <Z> p"(1 — p)"™* et la probabilité d’avoir [ échecs (avec

[ €0,n]) est ( " l)p"l(l —p)l = <7>p”l(1 —p)'. A la fin, Vinformation recue est la bonne
n

si nous avons un nombre pair d’échecs. La probabilité cherchée est p,, = Z (7) p”’l(l — p)l.
gng,ir
Soit in = Y <7)p"‘l(1 —p). Ona:p,+i, =Y (7)19”‘1(1 —p)=1-p+p"=1 (1)
1=0 =0
| impair
" /n - n
D’aut t - n_.n: _1ln—ll_ l _1ln—l1_ l:
autre part : p, — i g@:(l)( )" ( p)+l_0§: ;| 0P (L =)
[ pair [ impair

Z <7;)p”_l(—1)l(1 )l =(=1—=p)+p)"=(2p—1)" (2). En additionnant (1) et (2), on a :



B 1+@2p—-1)"

Pn = .
2
Sip=1/2, alors : Vn € N*, p, = 1/2 et N =1 convient.
2p — 1"

Sip#1/2 alors: |p, —1/2| <107% & % <10 ?& [2p-1"<2x 102 &<

In(2 x 1072
nln|2p — 1| <In(2 x 107%) & n > %, car —1 < 2p—1< 1, soit 2p — 1| < 1. Par

n|2p —

In(2 x 1072
n( ~ )J + 1 convient.

Conséquent N = \‘m

Ex 34 : Soit Ay, As, ..., A, des événements d’un espace probabilisé (€2, .4, P). Montrer la formule

du crible : (UA ) Z <( 1)kt Z P(A,NA,N...N Alk)> :

k=1 1<41 <i2<... <1 <n

Pour w € Q, on a H(l —14,(w)), qui est a valeurs dans {0, 1}, vaut 0 si et seulement si il existe
i=1

n
un i tel que 14,(w) = 1 si et seulement si w € U A;.
i=1
n
Quand on développe H(l — 14,), on effectue toutes les combinaisons possibles en choisissant
i=1
dans chaque parenthese si on prend 1 ou —14,. Lors d’'un développement, on notera I C [1,n],
I’ensemble des 7 pour lesquelles on a choisi —14, dans la parenthese 7.

=1 IC[1,n] iel IC1,n]
I#0

n

Z(_l)k—i-l Z 1ni61A1

k=1 IC[1,n]
=

En passant a l’espérance on a :
n

B EET )£ p0m (0

k=1 IC[1,n] iel k=1 IC[1,n] i€l
=k =k

Ex 35 : Une urne contient 2n boules. Parmi ces boules n portent le numéro 0 et les n autres portent
les numéros de 1 a n. On tire n boules de 'urne. Soit S la somme des numéros tirés. Déterminer
E(S) et V(S).

Pour ¢ dans [1,n], on note X; la variable aléatoire qui vaut 1 si la boule i a été tirée et 0 sinon.
Déterminons la loi de X;.

Le nombre total de tirages possible est
n

2n —1
n J—
piocher n — 1 boules parmi les 2n — 1 restantes.
> (2n —1)! n

n—1

1
Ainsi, par équiprobabilité, on a : P(X; =1) = (2:) = 2n)] X Al = 1] =5 =3

Le nombre de tirages avec la boule 7 est ( ), car une fois que 'on a la boule i, il reste a

Ainsi X; suit une loi B(1/2).
X;X; est a valeurs dans {0, 1} et suit donc une loi de Bernoulli. Par ailleurs, on a :
(X;X; =1) si et seulement sion a: (X; =1)N(X; =1).

2
N ) et donc : P(X,;X; =

Le nombre de tirages pour lesquels les boules ¢ et 7 sont tirées est (
n —



_ (az) _onlnl o (2n-2)!  nn-1)  n-1
D=E) T ne -l m@e—0  2ea-1)

n

—1
Ainsi X, X suit une loi B (n>

2(2n — 1)
N (X, X;) = E(X,X,) — B(X)E(X) = —— 2 L onas ZX 0
ous avons cov(X;, X;) = X)) — ; J=—————-=a.0nasS=)» iX;.On
Y ! 22n—1) 4 —
a par linéarité de 'espérance :
. 1<~ nn+1)
E(S) = E(X;) == = —".
(5) ;@ (X3) = 3 ;Z .
Nous avons V(5) = ZiQV(Xi) + Z cov(iX;, 1 X;) Zz + Z ij x cov(X;, X;) =
i=1 1<i,j<n 1<i,j<n
G L#J
n(n+1)(2n+ 1) L n(n+1)(2n+ 1)
ol + Z 1o = o + « Z Zj—OéZZ
1<i,j<n 1<i,j<n
i
n(n+1)(2n+ 1) . . = . n(n+1)(2n+ 1)
4 + « ZZ; 1] X ;] e 6 =
n(n+1)(2n +1) n(n+1)2 nhn+1)(2n+1)
24 o i 6 |

b
Ex 36 : Soit g € C'([a,b],C). Montrer que lim g(t)e™dt = 0.

T—-+00 a

b ixb _ iza 1 ™ )
/ wctdt _ q( )6 : € C](CL) o / g’(t)emdt.
0

o@] +lo®) |

Soit & > 0 un réel. On a :

b - eirf
t)e™dt = - —
/a g(t) { —9 ]
g(b)esz ez:ra
1T

Or, d’une part :

I I
D’autre part, |— / g’(t)e”tdt' < - |g'(t)|dt. Par conséquent, pour tout x strictement positif,
x/, T

a

a

on a :

b
Par encadrement, on a alors : lim / g(t)e™dt = 0.

T—>+00

Ex 37 : (Matrice de Gram) Soit 2, ..., z, sont p vecteurs de E et on pose la matrice
G(x1, ..., xp) = [(xi]zj)]1<ij<p- Soit B (e1, ..., e,) une base orthonormée de E.
Soit A € A, ,(R). Montrer que Ker (4) = Ker (A7 A) et Im (AA”) = Im (A).

Soit A = Matg(wy, ...,7,) = [aij]<i<n . Montrer que G(zy, ..., x,) = AT A,
1<5<p

Montrer que rg (G(z1, ..., xp)) = 18 (T1, ..., Tp)-

F un sous-espace vectoriel admettant (ey, ..., e,) comme base. Pour 2, ..., z, dans E, on pose

['(z1,...,xp) = det(G(x1, ..., zp)). Soit z € E.

(a) Six est dans F-, exprimer T'(eq, ..., e,, ) & Laide de x et de T'(eq, ..., €,).

—_

> W N

(b) On revient au cas général pour z. Soient A € R et i € [1,n].
Montrer que T'(eq, ..., e,, x + Xe;) = T'(eq, ..., e, ).
L(eq,...,en, )

(c) Montrer que : d*(z, ') = Tler,ren)



1. @ On a: Ker(A) C Ker (A" A). Soit X € Ker (A" A). Ona A" AX = 0.
Ainsion a: 0= XTATAX = (AX|AX) = ||[AX||* et donc AX = 0, puis X € Ker (A). On
a donc : Ker (AT A) C Ker (A). Ainsi : Ker (A) = Ker (AT A).

e On a : Im (AAT) C Im (A). Par ailleurs grace au théoréme du rang (attention aux tailles

des matrices) et ce qui précede (avec AT au lieu de A), on a : dim(Im (AAT)) = n —
dim(Ker (AA")) = n—dim(Ker (A”)) = rg (A") = 1g (4) = dim(Im (A)), donc : Im (AAT) =
Im (A).
2. Soit 7 € [1,p]. On note z; = Z a ;e Comme B est une base orthonormée, alors pour
k=1
i,j € ﬂl,p]], on a . (Izlxj) = Zakﬂ-ak’j = Z[AT]l,k[A]k,] = [ATA],L"J'.
k=1 k=1

Ainsi G(zy, ..., z,) = ATA.

3. La matrice AT A est dans M, (R), donc grace au théoreme du rang et la premiere question,
on a: 1g (AT A) = p — dim(Ker (AT A)) = p — dim Ker (A) = rg (A4). Or rg (G (21, ..., z,)) =
rg (AT A) et rg (21, ..., 1,) = rg (A), dott rg (G (21, ..., 7)) = 18 (T1, ..., 7).

(erler) -+ (eilen) (erlz)| |(erler) --- (elen) O
esle <o (eglen, es|x esle <o (eglen 0
0 O Ty = [(90) () () _fale) - e O |
(zle) -+ (zlen) (z]z) 0 - 0 a2
(erler) -+ (eilen)
lz|?| : = ||z||*T'(ey, ..., e,), en développant par rapport & la derniére
(enler) -+ (enlen)
colonne.
(b) On a: I'(ey,...,en, z+ Ae;) =
(e1]er) (e1]es) (e1]en) (e1]z) + Alerles)
(ealer) (e2le:) (e2len) (ealz) + Alezle;)
(zler) + Megler) -+ (xle) + Meiles) -+ (z]en) + Meilen)  (z|x) + 2X(z|es) + A (eile;)
Fn effectuant C), 1 < C), 11 — AC}, on trouve :
(e1ler) T (e1len) (e1]z)
F(elv"')envx—i_)‘ei) - (ei‘el) (e’i’en> (61’$) - F(617"'76nax)7
(xler) + Aeiler) -+ (xlen) + Aeilen) (x]z) + A(z|e;)

en effectuant L, 1 < L, — AL;.
(c) Comme F est de dimension finie, alors £ = F @ FX et on note # = y +_z =
~~

<~
EF ert

n n
Z)Wei + z. Ainsi : v = [(eq, ..., en, ) = T'(eq, ..., e, 2 + Z)\iei) = T'(e1,...,en, 2), en
i=1 i=1
appliquant successivement n fois la deuxieme question. Grace a la premiere question, on
) I'(x,eq,....,e .
a:y=|z]|°T(ey, ..., en), puis d*(x, F) = ||z||* = M On a bien I'(ey, ..., €,) #
(e, ..., en)
0, grace a la question 3, car G(xy, ..., x,) est de rang n.

Ex 38 : Soit (n,p) € (N*)? tel que p < n.
Soit A € M,,,(R) de rang p et B € M,,1(R).
1. Montrer que la fonction X +— ||[AX — B|| admet un minimum sur M,,;(R) et qu’il est atteint
en un unique point Xj.
2. Montrer que Xp est 'unique solution de ATAX = AT B.



L {JAX = BJ, X € Mpa(R)} = {|Y - BI|, ¥ € Im (A)}.
Ainsi : min{||Y — B||, Y € Im (A)} = d(B,Im (A)) existe et il existe un unique Yy € Im (A)
tel que min{||Y — BJ|, Y € Im (A)} = ||Yo — B||. Ainsi Y} est LA projection orthogonale de
B sur Im (A). Comme Y est dans Im (A), alors il existe Xy € M,,1(R) tel que Yy = AX,.
Ainsi ||[AXy — B|| = min{||AX — B||, X € M,1(R)}.
Par ailleurs si ce minimum est atteint en un autre Xy, alors par unicité de Yj, on a :
AXy =Yy = AX;. Mais grace au théoreme du rang, dim(Ker (4)) = p —rg(A) = 0, donc
X — AX est injective, puis X = X; et donc X, est unique.

2. Yy = AXj est la projection orthogonale de B sur Im (A) si et seulement si B—Y, = B— AX,
est dans (Im (A))*, soit : VY € Im (A), (Y|B — AX,) =0 <
VX € M,1(R), (AX|B — AXy) =04 VX € M, (R), (AX)"(B - AX,) =0
& VX € M, (R), XTAT(B — AXy) = 0 & AT(B — AX,) € (M,.(R)* = {0} &
ATAX, = ATB.
Ce systeme admet bien une unique solution, car A7 A est inversible. C’est une matrice carrée
de M,(R) et pour X € R?, on a :
ATAX =0 = XTATAX = 0= (AX)(AX) =0 = [[AX|P=0= AX =0 = X =0,
car nous avons vu dans la question précédente que Ker (4) = {0}. Ainsi Ker (AT A) = {0},
donc AT A est inversible.
On constate donc que Xy = (AT A) AT B.

Ex 39 : Polynomes orthogonaux :

1. Montrer qu’il existe une unique famille orthogonale (P, ),en de polynomes unitaires (coeffi-
cient dominant qui vaut un) tels que deg P, = k et pour tout k € N.
De plus : Vn € N, vect( B, ..., P,) = R, [X].

2. Soit n € N*. Montrer que : VQ € R,,_1[X], (P,|Q) = 0.

3. Soit n € N. On pose Q,, = H(X — Bi), ou [, ..., B, sont les racines deux a deux distinctes
i=1
de P, dans ]a, b de multiplicité impaire. S’il n’y a pas de telles racines, on pose @, = 1.
(a) Montrer que P,Q, est de signe constant sur |a, b|.
(b) Montrer que si on a d°Q, < n, alors on a P,Q, = 0 et donc une contradiction.
(¢) En déduire que P, est scindé sur R et que toutes ses racines sont simples et dans ]a; b|.

4. Montrer qu’il existe deux suites (a,)nen €t (bn)nen de réels telles que pour tout n € N

|| P || (X Poi1| Patr)
XP,.1=Pyo+b,P1+a,P, aveca, = ———-—et b, = —————7-".
|| Fol[? || Prs1l]?
n+2
(On commencera par écrire X P, 11 = Z cx Py, et on cherchera a calculer les ¢y.)
k=0

1. Soit n € N. On pose P(n) : il existe une unique base orthogonale (P, ..., P,) de R, [X] telle
que : Yk € [0,n], d°(Px) = k et tous ces polynomes ont pour coefficient dominant 1.
P(0) : Le seul polynome unitaire de degré 0 est 1.
Soit n € N et on suppose P(n). Comme vect(Fy, ..., P,) = R,[X], nous devons construire
Py = X"+ Q, avec Q € R, [X] et tel que P, soit dans R, [X]*. Ainsi on veut
X" = P +(—Q), ce qui équivaut a dire que —Q est LA projection orthogonale de
—_

ER,[X]L  €Ry[X]
X" sur R,[X]. Cela assure I'existence et 1'unicité de @ et donc de P,y1. (P, ..., Poy1) est
une famille libre (degré échelonné). C’est aussi une famille & n + 2 polynomes de R,,1[X]
qui est de dimension n 4 2. C’est donc une base de cet espace, d’ou P(n + 1), ce qui acheve
la récurrence.



2. Ainsi R, 1| X| = vect(F, ..., P,—1). Comme P, est orthogonal a I, ..., P,—1, alors P, est
dans (R,_[X])™".
T p
3. (a) On a une factorisation de P de la forme : P, = H(X — )%t H(X —7)?S(X) o1 S
i=1 i=1
est un polyndme sans racines dans |a, b[ (les 7; sont les racines de multiplicité paire de P,
dans Ja, b[). Comme S est peut étre considéré comme une fonction polynéme sur |a, b|,
alors S est continue sur cet intervalle et ne s’y annule jamais. Ainsi S garde un signe
constant sur Ja,b[ (si S change de signe sur |a, b, alors grace au théoreme des valeurs
intermédiaires, S s’annule au moins une fois sur |a, b|).

T p s p 2
Onadonc: Q,P, = H(X—ﬁi)%”“) H(X_%)%S = (H(X — Byt H(X - %)ti) )
i=1 i=1 i=1 i=1
et donc P,Q, est de signe constant sur |a, b|.

(b) On suppose d°Q,, < n. Comme @, est dans R,,_1[X]| = vect(Py, ..., P,_1), alors (P,|Q,) =
b
0, car P, est orthogonal a Fy,..., P, 1. Ainsi 0 = / P,Q,w. Or la fonction x +>

P, (2)Qn(x)w(x) est continue et de signe constant sur }OCLL, b[, donc elle est nulle sur [a, b].
Comme w ne s’annule jamais sur |a, b], alors P,Q,, est nulle sur |a, b[. Ainsi le polynome
P,@,, a une infinité de racines, donc : d°Q,, < n = P,Q, = 0.
Cela est impossible car aucun de ces deux polynomes n’est nul (R[X] est un anneau
integre).

(c) Par construction, le degré de @), ne peut dépasser n. Grace a la question précédente, on
a:d’@Q, =n.
Ainsi on a r = n, donc f, ..., 5, sont n racines distinctes de P, qui est de degré n. Ainsi
B1, ..., Bn constitue la liste complete des racines de P, avec multiplicité (donc toutes ces
racines sont de multiplicité un, sinon on dépasse le degré de B,).

4. X P11 est dans R, 5[ X] = vect(Fy, ..., Pyi2). Ainsi il existe des réels c, ..., c,i2 tels que :
n+2

XPo =) bl
k=0
e Soit I € [0,n — 1]. On a par orthogonalité de (P, ..., Pyi2) : (XPoi1|P) = ¢||P|*. Or :
b b
(XP,1|P) = / XP,,1Pw= / P, 1 XPw = (P,11|XP). Or XP, est dans

R,[X] = vect(Fy, ..., B,) et comme P,11 est orthogonal a P, ..., P,, alors (XP,.{|P) = 0,
puis 0 = ¢|| P||>. Comme P est non nul, alors ¢; = 0.

XP,.41|P,
e Le méme raisonnement conduit & (X Poy1|Pat1) = cpyt || Pag||?, donc oy = KX Poa| Prst)

|| P |2
e Par construction de (P, )en, le polynome X P, est de degré n + 2 et de coeffient domi-
n+2
nant un. Dans la somme Z ¢, Py, seul P, o est de degré n + 2 et son coefficient dominant
k=0
n+2
est un. En identifiant le coefficient de dominant de degré n + 2 dans X P, = Z cp Py, on
k=0

trouve ¢, 1o = 1.

e En raisonnant comme dans le premier point, on a : (X P,41|P,) = ca||Py|? et
(XPoi1|Py) = (Puy1|X P,). Or en appliquant les raisonnements précédents a P, au lieu de
P,1,ona: XP,=P,1+c,P,+c, P, 1. Ainsi par orthogonalité de la famille (P,),en,

n—1
P,1|)?
on a : (Pn-i-l‘XPn) - (Pn+l|Pn+l) - ”Pn_,_l”z. Ainsi on a : Cp = HHPJT"Q‘ ’

Ex 40 : Résoudre sur les intervalles appropriés : z(1 — z)y’ —y = .
Chercher les solutions définies sur |0, +o00] et sur | — oo, 1].



Sur | — 00, 0[ ou 0, 1[ ou |1, 400, on résout : y' — Y=

(1l — ) 1—x
, 1
Equation homogene : ¢ — ——y = 0.
z(1—x)
1 1 1 o 1

Ona [ ——dz = -+ dr = In|z|—1In|1—z| Une primitive de  — ————

(1 —x) x l—=x z(1—x)
est donc : x — —1In T Ainsi Sy = {xHAeln’ﬁ‘, A ER} = {xHA‘% ;A ER}.

— —
Sur |0,1[, on a : Sy = x> )\1 ! , A E R}. Il est intéressant de ne plus avoir de valeurs
-

absolues dans Sy, afin de simplifier ensuite la variation de la constante.

Sur | — 00,0[ ou |1, +o0[, on a : Sy = {x»—) —A&, S R} = {xr—> ,u%, W E ]R}, car
= —M\ décrit R quand A décrit R.

Dans tous les cas, Sy = {x > le—x’ e R}.

. On doit donc avoir :

Solution particuliere : on la recherche sous la forme x — /L(l')l
x

' _
() l—z 1—x
1
AinsiS =<z — p : +x n|x|, pweRS.
1l—a 11—z
Recollement en 1 :
e Analyse : soit y une éventuelle solution sur |0, 4o00|. Il existe pq, 2 € R tels que :

1
, soit : g/ (z) = —, donc p(z) = In|z| convient.
T

|
f1 ‘ zln(z) si x€]l,+oo]
y(z) = 11— 1—=x
x zIn(z) €l0.1]
x
T T ’
1 In(1 —1 —1 |
Or n(z) = n(d + o ) ~ L = —1let donc:lim&m:—l.
1—=x 1—=x =11 —x z—=1 1 —x

Par ailleurs lim = +o0.

rz—1 — X
Comme y est dérivable sur R7, alors elle est continue en 1 et donc p; = pg = 0.
zln(z) . .
e Fxamen : on pose y : x —> 1—2 o xeRJF\{l}.
-1 si z=1
Une telle fonction est dérivable et solution sur R \ {1}.

. 1 In(1 1 — h?/2 2
Etudions la dérivabilité en 1. On a y(1+h) = (1+h)In(1 +h) = _QE W= /2+ ofh)) =

—h h
h+ h?/2 h?
_h+h°/2+ o(h) = —1—"h/2+ o(h), donc y admet un DL;(1), donc elle est dérivable en 1

h
et (1) =—1/2.
Par ailleurs 1 x (1 —1)y'(1) — y(1) = 1, donc y est aussi solution en 1.
1
tn@) g e R\ {1}

Il n’y a qu'une seule solution sur R’ a savoir y : z 1—2
—1 si x=1

Recollement en 0 :
Soit y une éventuelle solution sur | — oo, 1[. Il existe p € R tel que : Vz €]0,1], y(z) =

1 1
‘ zln(e) et par continuité en 0, on a : y(0) = lim | T 42 n(z) = 0, par
11—z 11—z z—07F 11—z 11—z
croissance comparée.
—y(0 1 1
Soit « €]0,1[, on a : y(x) =y () = U + n(z) — —o00, donc aucun prolongement en 0
x 1l—2 1—2x z—0t

ne sera dérivable, donc il n’y a pas de solutions sur | — oo, 1].




Ex 41 : 1. Déterminer les fonction f € C*(R,R) non nulles, telles que :
Vo,y €R, flz+y)+ flz—y)=2f(2)f(y).

2. Méme question, en supposant f seulement continue.

1. Soit f une éventuelle solution.
Soit x € R tel que f(x) # 0. Avec y = 0, on trouve : 2f(z) + 2f(0) f(x), puis f(0) =
Par ailleurs pour z =0, on a: Yy € R, f(y)+ f(—y) = 2f(y) puis f est paire.
En dérivant deux fois la relation par rapport a z, on a :
Ve,y e R, f"(x+y)+ f"(x —y) = 2f"(2)f(y). Avec x = 0 et le fait que f” soit paire, on
a:VyeR, f'(y) = af(y), avec a = f"(0).
e Si o > 0, alors en posant w = /a, il existe A, B € R tels que :
Ve € R, f(x) = Ach(wz)+ Bsh(wz). La parité et f(0) =1, donnent : Vx € R, f(x) =
ch (wx).
e Sia=0,alors f” =0, donc f est de la forme z — Az + B, puis f = B.
e Si a <0, en posant w = v/—a, on trouve que : Vo € R, f(x) = cos(wz).
On vérifie immédiatement la réciproque.
2. Soit f une solution. Nous allons montrer que f est encore de classe C%, ce qui permettra de
se ramener a la questlon précédente.

Soit F':x — / f, qui est donc de classe C' sur R.
Il existe a € R tel que F(a) # 0, sinon F' =0 puis 0 = F' = f, ce qui est exclu.

On a donc en intégrant par rapport a x : / f(z+y)+ flx —y)de = 2f(y / f(z
0

at+y a—y
puis : / f+ f=2f(y)F(a), donc :

Fla+y)—Fly) + Fla—y) — F(—y)
2F (a)
de classe C?, puis f est de classe C2.

. Ainsi f est de classe C', puis F est

Yy €R, fly) =

1 1 1
Ex 42 : 1. Soit @ € R,. Trouver un équivalent de u,, = + + ...+ :
(n+1)*  (n+2)° (2n)e

= 1
2. Déterminer lim wu,, avec u, = ch [ —— — n, pour n dans N*.
(o (h)) s

n

_ . S 11 11 (1 1
1'SOltneN'Ona'u”_Z—(n+k)a_nak1(14_%)0‘_710“—1(n;—(1+§)°‘>'1’a

k=1

fonction ¢t —

est continue sur [0,1] et (—) est une subdivision réguliere de
0<k<n

(1+ 1) <
0, 1], donc grs de Ri I 1Zn: ! im L5 (
onc grace aux sommes de Riemann, ona: lim — ) ———— = lim — -] =
y L1y g ’ n——+oo M, (1 + ) n—+oo 1 1 n
1 + t)—oH—I 1 21—a o 1 )
1 1 1 ( _ 1
ro/f:/ﬂ*'t)_ [ l—a |, 1-a arl
0 0 [In(1 + )], = In(2) si a=1
Ainsi g ~{ T—amet o @71
In(2) sioa=1
- 1
2. Soit n € N*. On constate que : u,, = ch —1].
e 2ol ()
C h(z)—1 “* Nous allons d h Zn: L Brudions 1
omme ¢ ~ — Nous allons donc approcher u,, par » —————. Etudions lerreur
2—0 2 PP P 2(n+ k)

k=1



commise par cette approximation.
Soit € [0,1]. La fonction ch est de classe C* sur [0, ] et :

vt € [0,2], |ch®(t)] = |sh(t)] = sh(t) < sh(1) (sh est croissante et positive sur R,).
Grace a l'inégalité de Taylor-Lagrange entre 0 et z, on a :

ch (z) — ch (0) — ch'(0)z — (027 z

chz)—1- % (:C—O)?’Sh(l):x?’sh(l)'
2 2

<
N 6 6

est bien dans [0, 1], on a :

Soient n € N* et k € [1,n]. Comme

. 1 X L | o_sh@m
P\ Vntk 2+ k)| = 6(n k)P ©
I~ 1 = 1 1 & 1 1
I = h —1- < h —1-
TR k:1(c ( n+k> 2(n+k>) —,; C (mﬂ;) 2(n+ k)
sh (1) — 1 sh(1) e 1 sh (1) 1 sh (1
< J—
6 ;mw)w— 6 26 w2 Gnil?

I~ 1 1
Ainsi @ u,, — = ; s n—:)roo 0 et grace ala premiere question, on a : ngrfoo; ——? =
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