Chapitre 4 : Révisions et compléments d’algebre linéaire

MP* Chaptal

Dans ce chapitre, K désignera un corps et les résultats de sup peuvent se généraliser a un tel corps.

1 Espaces vectoriels, applications linéaires et sous-espaces vectoriels

1.1 Espaces vectoriels, définitions

Voici la définition d’un espace vectoriel, mais concretement, dans la pratique, celle-ci n’est pas utilisée.

Définition 1.1.1 (Espace vectoriel) Soit E un ensemble muni de deux opérations l'une que l’on ap-
pelle lov interne notée + et l'autre que [’on appelle loi externe notée -, ces lois étant les applications
sutvantes :

(ExE — E [KxE — E
|l (xy) = x+y ANz) — Az
On dit que le triplet (E,+,-) est un K-espace vectoriel (K-ev) si
1. (E,+) est un groupe commutatif :
(a) L’addition est associative : Vr,y,z € E, (x +y)+z=a+ (y + 2).
(b) L’addition est commutative : Vz,y € E, x +y =y + x.
(c¢) 1l existe dans E un élément neutre O, appelé vecteur nul, tel que :
Vre E, t+0g =0 +2=u1x.
(d) Tout élément x admet un opposé, noté (—z) ou —x tel que : v+ (—z) = (—z) + x = Op.
2. Pour tous z,y € FE, \, p € K,
A(z4+y)=A-z+A-y A+p)-z=N-x+p-x (Distributivité)
l-x==x A(p-x)=Ap) -z (Compatibilité de -)

(A étant la multiplication usuelle dans K et A + p Uaddition dans K)

Les éléments de E sont appelés vecteurs, les éléments de K scalaires.

Exemple 1.1.1 Voici les exemples de référence (on pourra affirmer sans démonstrations que ce sont
des espaces vectoriels) :

1. K" = {(x1, 22, ..., Tp), T1,Ta, ..., 2, € K}

2. M, ,(K), les matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K ;

3. K[X], les polynomes a coefficients dans K ;

4. F(Q,K) = K% les fonctions définies sur un ensemble Q a valeurs dans K ;

5

. KN, les suites a valeurs dans K.

Définition 1.1.2 (Combinaison linéaire) Soit E un K-ev. Un vecteur x € E est une combinaison li-
néaire des vecteurs (e;)ier s'il existe une famille presque nulle (\;)ic; € K!' (c’est-a-dire qu’il n'y a
qu’un nombre fini de \; non nuls) telle que x = Z Ai€;.

iel

Proposition 1.1.1 (Espace vectoriel produit) Soient (Ey,+,-), (E2,+, ), ..., (Ep, +, ) des K-espaces vec-
toriels.
Sur By X By x ... x E,, on définit pour tous (x1,3}) € E}, (x2,7%) € E3, ..., (z,,2,) € E2, A €K,
e la multiplication externe A - (x1, %2, ...,xp) = (A - 1, A - g, ...y X - ).
o laddition (x1,72,...,xp) + (27, 2y, .., x,) = (x1 + 2], 29 + 25, ..., 2, + 2,).
Alors (Ey X Ey X ... x E,,+,-) est un K-espace vectoriel appelé espace vectoriel produit.



1.2 Applications lineaires

Définition 1.2.1 (Application linéaire) F et F' désignent deux K-espaces vectoriels.
Soit f : E — F une application. On dit que [ est une application linéaire si

V(z,y) € B2, (A p) € K%, fQAz + py) = Af(2) + pf(y).

Lorsque
1. E=F, f est appelée endomorphisme de E.
2. f est bijective, f est appelée isomorphisme.
3. E=F et f est bijective, f est appelée automorphisme de E.

4. F =K, on dit que f est une forme linéaire sur E.

Notations : on note
e L(E,F) désigne I'ensemble des applications linéaires de F dans F.
e L(FE) désigne I'ensemble des endomorphismes de E.
e GL(F) désigne I'ensemble des automorphismes de E.

Exemple 1.2.1 Soit B € K[X] non nul de degré n. Soit A € K[X] et on pose p(A) le reste de la
division euclidienne de A par B. Montrer que p est un endomorphisme de K[X].

Remarque 1.2.1 Soit f : E — F une application linéaire.
1. f(0g) = 0p.

2. Vn e N* V(x1,...,2,) € E"Y(\1,...,\) € K", f (Z Ax) = Aif(@:).
=1 i=1

f transforme une combinaison linéaire en une combinaison linéaire.

Définition 1.2.2 (Noyau,image) Soit f : E — F une application linéaire.

1. On appelle noyau de f et on note Ker (f) ’ensemble
Ker (f) = {z € E/f(x) = 0p} = [~ ({0r}).
2. On appelle image de f et on note Im (f) l'ensemble Im (f) = {f(x), x € E} = f(E).

Remarque 1.2.2 (IMPORTANTE) Soient F' et G deux K-espaces vectoriels. Soient w € L(E, F), v €
L(F,G). Alors on a :

1. Ker (vou) D Ker (u).
2. Im (vou) CIm(v).
3. vou =0 siet seulement si Im (u) C Ker (v).
En effet, on a :
1. Soit x € Ker (u). On a : u(x) =0, donc vou(xr) =v(u(z)) =v(0) =0, donc : z € Ker (vou).
2. Soity € Im (vou). Il existe z € E tel que : y =vou(z) =v(u(z)), donc : y € Im (v).

er



3. =: on suppose que :vou=0. Soit y € Im (u). Il existe x € E tel que y = u(x), puis :
v(y) =pou(r) =0, donc : y € Ker (v).
-0
<: on suppose que : Im (u) C Ker (v). Soit x € E. Comme u(zx) est dans Im (u), donc il est
dans Ker (v), alors : Vo € E, v(u(x)) =0, soit vou = 0.

Proposition 1.2.1 (Caractérisation de l’injectivité et de la surjectivité) 1. f est surjective si et
seulement si on a Im (f) = F.

2. [ est injective si et seulement si on a : Ker (f) = {0}.

R(X] — R[X]
P — P(X+1)— P(X)

Exemple 1.2.2 1. Soit - { . Déterminer le noyau de .

2. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E,F). Soitb € F.
On consideére 'équation (Eq) : f(x) = b, que l'on appelle équation linéaire d’inconnue x dans
E. On appelle b le second membre de l’équation.
Premier cas : b ¢ Im f. (Eq) n’a pas de solutions.
Deuziéme cas : b € Im f. Il existe zg € E tel que l'on ait f(zy) = 0.

L’ensemble des solutions de (Eq) est zo + Ker (f).
C’est un sous-espace affine de E dirigé par Ker (f).

Si b =0, l'équation f(x) = 0 admet au moins une solution 0. L’ensemble des solutions est :
Ker (f). C’est I’équation homogéne associée a I’équation (Eq).

On remarque que l’ensemble des solutions est de la forme « un vecteur + les solutions du pro-
bléme homogeéne associé », tout comme pour les équations différentielles ou les systéemes linéaires
avec second membre.

Proposition 1.2.2 (Opérations sur les applications linéaires) 1. (L(E,F),+,-) est un espace vec-
toriel.

2. Soit fi, fo € L(E,F) et g1,90 € L(F,G), on a :

(a) g10 f1 est dans L(E,G). On note aussi la composition gy f1, mais attention ¢a n’est pas une
multiplication.

() (g1 +g2)ofi=giofi+ga2ofi (¢c) io(fi+ fa) =giofi+giofo
3. (L(E),+,0) est un anneau.

Proposition 1.2.3 (L’application linéaire réciproque) 1. Soient f et h des isomorphismes de F
dans F'.

(a) Alors f~1 est une application linéaire de F dans E.
(b) Si E=F, alors foh estdans GL(E) et : (foh) ' =h"1o f'.

2. f est dans GL(E) signifie qu’il existe g € L(E) tel que fog=go f = Idg. Dans ce cas, on a :
g=1rf"

RIX]

RIX]
P P

Exemple 1.2.3 On reprend ’application ¢ : { : (X +1)— P(X) de 'exemple 1.2.2. Dé-

terminer @ pour k dans N.



Définition 1.2.3 (Sous-espace stable) Soient X un sous-ensemble de E et f € L(E). On dit que X
est stable par [ si on a : f(X) C X.

Proposition 1.2.4 (Stabilité de I'image et du noyau) Soient u,v € L(E) tels que uv = wvu. Alors
Im (u) et Ker (u) sont stables par v.

Démonstration : Soit z € Ker (u). On a donc u(v(x)) = v(u(x)) = 0, donc : v(z) € Ker (u), puis :
—
=0
v(Ker (u)) C Ker (u).
Soit x € Im (u). Il existe donc z € FE tel que u(z) = z. On a donc v(z) = v(u(z)) = u(v(z)) € Im (u).
Ainsi v(Im (u)) C Im (u).

Définition 1.2.4 (Endomorphisme induit) Soit G un sous-espace vectoriel de E stable par f avec f

dans L(E). On définit f : { f : ?(

) On dit que f est l'endomorphisme induit par f sur G.
K[X] — K[X]
P = P(X+1) - PX)
K,[X] — K, [X]

— P(X+1)— P(X) "
R" —- R
(wl, ceey l‘n) — (1‘0(1), ey Za(n))
sous-espaces vectoriels H différents de R" et {0} stables pour tous les u, ¢

Exemple 1.2.4 1. Soit v : { . Pour tout n de N, lespace K, [X]

est stable par 1 et induit un endomorphisme 1, :

2. Soit n € N*. Pour o € S,, on pose u, : { . Quels sont les



1.3 Sous-espaces vectoriels

Voici dans ce paragraphe la définition d’un sous-espace vectoriel et différentes facons de montrer que I’'on
a un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel. Le deux principales méthodes sont la caractérisation
des sous-espaces vectoriels et 'utilisation du noyau d’une application linéaire.

Prendre garde a toujours préciser de quel espace vectoriel on est le sous-espace vectoriel.

Définition 1.3.1 (Caractérisation des sous-espaces vectoriels) Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel et
F C E. F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

Op € F et (C): Ve,ye F,YAeK, \x +y € F.

De plus F' hérite de la structure d’espace vectoriel de E.

Remarque 1.3.1 1. IMPORTANT : pour montrer qu’un certain espace a une structure d’espace
vectoriel, on montre qu’il est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel connu.

2. On peut aussi rencontrer la caractérisation (Co) : Vr,y € F.VA, u € K, Az 4+ py € F. Cette
caractérisation signifie que F' est stable par combinaison linéaire de deux vecteurs.

Exemple 1.3.1 Soit & un K-espace vectoriel, avec K infini. Montrer que ’on ne peut pas écrire
E=ViuV,U..UV,, avec V1,...,V,, des sous-espaces vectoriels différents de E et {0g}.

Proposition 1.3.1 (Image directe et réciproque de sous-espaces vectoriels)
Soit f . E — F une application linéaire.

1. Si E' est un sous-espace vectoriel de E, f(E') est un sous-espace vectoriel de F'.
2. Si F' est un sous-espace vectoriel de F, f~1(F') est un sous-espace vectoriel de E.

En particulier, Ker (f) est un sous-espace vectoriel de E et Im (f) est un sous-espace vectoriel de F.

Remarque 1.3.2 Quand passer par le noyau pour montrer que l'on a un sous-espace vectoriel ¢ En
général, lorsque sur un ensemble nous avons une condition qui peut s’écrire sous la forme d’une ou
plusieurs équations se ramenant a des équations du type « ... =0 ».

Exemple 1.3.2 1. F ={P € K[X], P(0) = P(1) = P'(2) = 0} est un sous-espace vectoriel de

[ K[X] - K
K[X] F = Ker g, avec ¢ { P (P(0),P(1),P(2)

2. E={x— P(x)e*, P € R[X]}, avec o dans R, est un sous-espace vectoriel de F(R,R),
]

car B =1Tm4, avec 4 : { p[X : {;& I;R?(JU)GM)

qui est linéaire.

qui est linéaire.

Proposition 1.3.2 (Intersection de sous-espaces vectoriels) Soient E un K-espace vectoriel, I un en-

semble non vide et (F});er une famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors ﬂE est un sous-espace
iel

vectoriel de E.

Remarque 1.3.3 ATTENTION : l'union de sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel.
Contrezemple : dans R?, on pose Fy = {(z,0),x € R} = vect(1,0) et Fy = {(0,y),y € R} = vect(0,1).
On a (1,0) dans F et (0 1) dans Fy, mais (1,1) = (1,0) 4+ (0,1) n’est pas dans Fy U Fs.



Définition 1.3.2 (Sous-espace vectoriel engendré par une partie) Soit £ un K-espace vectoriel et A
une partie de E. Il existe un plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A. Cet espace est le sous-
espace vectoriel engendré par A, noté vect(A).

Autrement dit si F' est une sous-espace vectoriel de E tel que A C F, alors vect(A) C F.

En particulier, si (e;)icr une famille de E, alors : vect((e;)ier) = {Z Nie;/Yi € 1, \; € K}, avec dans
il
la somme un nombre fini de termes non nuls.

Exemple 1.3.3 Soit k € N. On pose f : © — cos(kxz). Montrer que f, est dans vect((cos?)o<p<k)-

1.4 Familles libres

Définition 1.4.1 (Famille libre) 1. Une famille (e;)icr de E est dite libre si la combinaison linéaire
nulle s’obtient pour cette famille qu’avec des coefficients nuls, soit :

Y(Mi)ier € K, [Z Ne; =0= (Viel, \; = 0)] .
el

Autrement dit 0 se décompose de facon unique dans vect((e;)icr).

Les vecteurs (e;);er sont linéairement indépendants.

2. Une famille (e;);cr est liée si elle n'est pas libre. Les vecteurs sont linéairement dépendants,

soit :
H(Ai)iel € KI’ [Z )\Z-ei = O et (Ell € I, )\z 7é 0)] .
iel
Méthode :

e Pour montrer qu'une famille (z1, ..., z,,) est libre, on suppose qu’il existe une combinaison linéaire
nulle : Z Az = 0 (avec Ay dans K) et on montre que ceci implique que tous les A sont nuls.
ATTENTION : Pour montrer qu'une famille est libre, il ne faut pas chercher a prouver qu’il

existe Ay, ..., A, dans K tels que l'on ait : Z Az = 0 (ga existe toujours en prenant tous les

k=1
A nuls!).

ATTENTION : (21, ...,x,) est libre ne signifie pas que Z Aix; = 0.

i=1
ATTENTION : Pour montrer que (1, ..., z,) est libre, il n’est pas suffisant de montrer que les
vecteurs z; sont deux a deux non colinéaires :
Dans R?| les vecteurs (1,0),(1,1),(0,1) sont deux & deux non colinéaires mais la famille
((1,0), (1,1),(0,1)) est liée, car —(1,1) + (1,0) + (0,1) = (0,0).

e Pour montrer qu'une famille (z1, ..., x,) est lie, il suffit de trouver Ay, ..., \,, dans K non tous

nuls tels que : Z Az = 0.

k=1



Remarque 1.4.1 5i la famille (x4, ...,x,) est libre dans E, alors pour Ay, ..., A\n, fi1, ..., b dans K, on

k=1

a Z)\k.fk = Z/kak — Vk € [[1,71]], A = M-
k=1

Exemple 1.4.1 1. Montrer que la famille (X + 1)F(X — 1)"_k)0<k<n est libre dans C,,[X].

2. Soient E un espace vectoriel et uw € L(E).

(a)
(b)

(a)

(b)

On suppose que pour tout x de E, la famille (x,u(x)) est lice. Montrer que u est une homo-
thétie (il existe A € K tel que u= N dg).

On suppose maintenant de E est de dimension n. Soit p € [1,n — 1] et on suppose que u
laisse stable tous les sous-espaces vectoriels de E de dimension p. Montrer que u est encore
une homothétie.

Soitx € E\{0}. On compléte la famille libre (x) en une base (x, f2, ..., fn) de E. Pour k € [2, p+1], on pose F, = vect(z, fa, ..., fx—1, k41, €fpt1)

p+1
qui sont de dimension p donc stables par w. Soit y € m Fy. On a donc y € wect(z, fa,..., fpr1). Ainsi il existe X\, X2,...,\p1r1 € K tel que
k=2
p+1
y = Az + Z Xifi- Soit k € [2,n + 1]. On a y € Fy, donc par liberté de (x, f2,..., fp41) on a : X\ = 0. Ainsi y est dans vect(x). Ainsi
=2

p+1

m F), = vect(x) qut est donc stable par w, donc pour tout x de E (méme 0), la famille (z, u(z)) est lie, ce qui permet de nous ramener & la question
k=2

précédente.

Proposition 1.4.1 (Famille de polynémes de degré échelonné) Soient Py, ..., P, des polynémes de K[X]

vérifiant :

P #£0

Wk e [Lip—1], Py < &Py On dit que la famille (P, ..., P,) est de degré echelonné

et cette famille est libre.



1.5 Familles géneratrices

Définition 1.5.1 (Famille génératrice) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On dit que la famille de
vecteurs (e;)ier forme une famille génératrice de F, si : vect((e;)icr) = F. Autrement dit, tout vecteur
de F' s’écrit comme combinaison linéaire finie de x;,, ..., x;, , avec iy, ...,%, dans I et on dit que F est
engendré par la famille (e;)er-

1.6 Bases

Définition 1.6.1 (Bases) Soit B une famille de E. On dit que B = (e;)icr est une base de E si c’est
une famille libre et génératrice de E.

Ceci est équivalent a dire que tout vecteur x de E s’écrit d’une unique facon : x = Z Ai€;,
il

avec : Vi€ I, \; e K.

(A\i)ier est appelée la famille des coordonnées de x dans la base (€;)ic;-

Exemple 1.6.1 1. On pose E =K" et e; = (1,0,0,...,0),e5 = (0, 1,0, ...,0), ...,&, = (0,0,...,0,1).
La famille (€1, 9, ...,£,) est une base de K". On appelle cette base la base canonique de K".

On a :¥(xy,..,1,) € R", (x1,...,2,) = (x1,...,0) + (0, 22,0, ...) + ... + (0, ..., 0, ,,) Z%&

2. Dans K,[X] = {P € K[X], d°(P) < n} la famille (1, X, X? ..., X™) est une base appelee elle
aussi base canonique de K, [X].

1.7 Applications linéaires et bases

ooooo

K-espaces vectomels et f € ﬁ(E, F) et (e;)icr une base de E.
Alors f est bijective (resp. injective, surjective) si et seulement si la famille (f(e;))icr est une base
(resp. une famille libre, génératrice).

Proposition 1.7.2 (Caractérisation d’une application par 1'image d’une base) Soit (¢;);c; une base de
E et (fi)ier une famille de vecteurs de F. Alors il existe une unique application u € L(E, F) telle que :
Viel, ule;) = fi.

En particulier pour f et g dans L(E, F) telles que : Vi € I, f(e;) = g(e;). Alors on a : f = g.

Donc deux applications linéaires qui coincident sur une base sont égales.

Proposition 1.7.3 (Image et famille génératrice) Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et
f€L(EF) et (e)ier une famille génératrice de E. Alors on a : Im (f) = vect((f(e;))ier)-

Exemple 1.7.1 Soit n > 3. On consideére l’endomorphisme f qui a tout polynéme P de C,[X] associe
le polynome
X2 -1

2

F(P) = P'—XP +P.

1. Déterminer dim(Im f).
2. Montrer que : Q € Im (f) & Q'(1) = Q'(—1) = 0.



1.8 Dimension finie
1.8.1 Définition et existence de bases

Définition 1.8.1 (Espace vectoriel de dimension finie) On dit que E est de dimension finie lorsqu’il
admet une famille génératrice finie (il existe 1, ...,x, dans E tels que : E = vect(xy, ...,z,)). Dans le
cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.

Proposition 1.8.1 (Existence d’une base) Soit E un K-espace vectoriel non réduit a {0} et de dimen-
sion finie. Alors E admet au moins une base.

Proposition 1.8.2 (Extraction d’une base) Si (z;)1<;<, engendre E et si (z;);er est libre, avec I un
sous-ensemble de [1,n], alors il existe une partie J telle que : I C J C [1,n] telle que (x;);es soit une
base de E.

En particulier, de toute famille génératrice finie de E, on peut extraire une base.

Proposition 1.8.3 (Théoréme de la base incompléte) Soit (e;)icpi,p) une famille libre de E de dimen-
sion finie. Alors on peut compléter cette famille en une famille (e;)icpn) qui est une base de E, avec
n > p.

Définition 1.8.2 (Dimension d’un espace vectoriel) Le nombre d’éléments d’une base de E est appelé
dimension de E que l'on note dimg(E) ou dim(E). Par convention dim{0} = 0.

Remarque 1.8.1 Cette définition a un sens puisque l’on peut montrer d’une part [’existence d’une base
pour un espace vectoriel de dimension finie et d’autre part que toutes les bases ont le méme nombre
d’éléments.

Exemple 1.8.1 dimg(K") = n, dimg(L(E, F')) = dim(£) dim(F'), dimg (M, ,(K)) = np.

Proposition 1.8.4 (Classification des espaces vectoriels de dimension finie) Soient E et F' deur K-
espaces vectoriels de dimension respective n et m finies.

1. Soit f € L(E,F). Si [ est bijective (E et F' sont isomorphes), alors m = n.
K" —
2. En particulier E est isomorphe a K", via l'isomorphisme : Oy )

E
n
avec
E Aker
k=1

(e1,...,e,) une base de E.

1.8.2 Dimension et familles libres et génératrices
Proposition 1.8.5 (Cardinal d’une famille libre et génératrice) On suppose E de dimension finie égale
an.

1. Toute famille libre posséde au plus n éléments.

2. Toute famille génératrice de E posséde au moins n €léments.

Proposition 1.8.6 (Cardinal d’une famille et dimension) 1. Si une famille F de vecteurs de E
posséde p vecteurs avec p > n = dim(FE), alors F est liée.



2.

St F' = wvect(f1,..., fp), alors dim(F') < p car (f1,..., [p) engendre F'.
On a Uégalité si et seulement si (f1, ..., f,) est libre.

Exemple 1.8.2 Soit A € M,,(K). Montrer qu’il existe p € N* et ay, ...,a, € K non tous nuls tels que

i CLkAk =0.
k=0

2
s ey AT est une famille de My, (K) qui posséde n? + 1 éléments. Or :

n2

n? +1> n? = dim(M,, (K)), donc cette famille est lie, donc il existe ag, ..., a, 2 € K non tous nuls tels que Z akAk =0.

k=0

Proposition 1.8.7 (Caractérisation des bases) Soit E un K-espace vectoriel de dimension n avec n
non nul. Soit B une famille finie de E. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1.
2.
3.

B est une base de E.
B est libre et card(B) = n.

B est une famille génératrice de E et card(B) = n.

Remarque 1.8.2 Ce théoréme est utile lorsque [’on connait la dimension de E et que l’on veut montrer
qu’une famille F est une base de E. En effet, il suffit de montrer que F posséde dim(FE) éléments et
que c’est une famille libre (ou génératrice). En général, nous montrons que la famille est libre car ceci
est plus simple dans la mesure ot [’'on a une série dimplications a établir avec une équation. Montrer
qu’une famille est génératrice est plus compliqué car il faut montrer l’existence d’une décomposition
sutwant les vecteurs de cette famille et il est toujours plus difficile d’établir des propriétés d’existence.

Exemple 1.8.3 1. La famille ((X + 1)*(X — 1)"_k)0<k<n est une base de C,[X]|, car c’est une

famille libre de C,[X] (voir exemple 1.4.1) qui posséde n + 1 = dim(C,[X]) éléments.
On pose H = (X2 —1)" et L = H™. Donner la décomposition de L dans cette base.

On remarque ainsi qu’une base de K,[X]| n’est pas forcément constituée de polynémes de degré
échelonné. En effet chaque (X + 1)F(X — 1)"% est de degré n.

Déterminer les polynomes P de C,[X] tels que P = (X +14)P".

Travaillons dans une autre base B = (1, (X + 1), ..., (X +14)") de Cp[X]. C’est bien une base car c’est une famille libre (de degré échelonné) et elle posséde

n + 1 = dim(Cp[X]) éléments.
n
Soit P € Cp[X]. Il existe donc ag, ..., an € C tels que : P = Z ap (X + z)k et :
k=0
n n
P = Z kap (X + i)k_l (la somme commence & 1, car en k = 0, on a dérivé un terme constant). Ainsi : P = (X + )P’ & Z ap (X + i)k =
k=1 k=0

n n
Z kap (X + i)k = Z kap (X + i)k (on peut rajouter le terme en k = 0, car il est nul). Comme B est une base, cela donne :

k=1 k=0
Vk € [0,n], ap = kag < Vk € [0,n], (k—1)ap =0 < Vk € [0,n] \ {1}, ap = 0. Ainsi P = a1 (X + 1), donc S = {\(X 4+ 1), A € C} = vect(X + 7).

Soient (X1,...,X,) et (Y1,....Y,,) deuzx bases de M, 1(K). Montrer que (XZ-YjT)lgmgn est une
base de M,,(K).



4. Soit n € N* et D l’endomorphisme de K,[X] défini par : VP € K,[X], D(P) = P'. Soit F un

sous-espace stable de D non réduit a {0}.
(a) Montrer qu’il existe m € [0,n] tel que F' = K,,[X].

(b) En déduire les sous-espaces de K[X], non réduit a {0}, stables par l’endomorphisme de
dérivation que l’on note encore D.

1.8.3 Produit d’espaces vectoriels de dimension finie

Proposition 1.8.8 (Dimension d’un produit) Soient (Ey,+,-), (E2,+, ), ..., (£, +, ) des K-espaces vec-
toriels de dimension respectives ny, ...,n,. Alors By X Ey x ... X E, est de dimension finie et

d1m(E1 X E2 X ... X Ep) =N +TL2 + ... +np.

Remarque 1.8.3 Pour p =2, on pose (e, ...,e,,) une base de Ey et (f1,..., fn,) une base de Fy, alors
((€1,0), s (€ny,0), (0, f1), o, (0, fny)) est une base de Ey x Ey. Si on étend cela pour p espaces, si

(e1,....e,,) est une base de E;, alors les (0, ...,0, ..., €y 05y 0) avec e; en position i constituent une
p

base de H E;.
i=1

Exemple 1.8.4 Soit E un espace vectoriel de dimension n et Fi, ..., F), des sous-espaces vectoriels de
k k

E tels que Zdim(Fi) > n(k —1). Montrer que : ﬂ F; #{0}.

i=1 i=1



1.8.4 Sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie

Proposition 1.8.9 (Sous-espace vectoriel et dimension) 1. Soit E un K-espace vectoriel de dimen-

sion finte. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F' est de dimension finie et on a :
dim(F) < dim(E).

2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Si on
a : dim(F) = dim(E), alors E = F
Exemple 1.8.5 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(F).
1. Montrer qu’il existe ko € N tel que : Ker f* = Ker f* puis que Vk > ko, Ker f* = Ker f*o.
2. On pose K = Ker (f*) et I = Im (f*). Montrer que E = K & 1.

Voici une nouvelle définition.

Définition 1.8.3 (Base adaptée a un sous espace vectoriel ) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Soit
(€1,...,ep) une base de F'. On dit qu’une base de E est adaptée a F si elle est de la forme (eq, ..., €p, €pt1, ..., €p).

1.8.5 Rang d’une famille de vecteurs ou d’une application linéaire

Définition 1.8.4 (Rang d’une famille de vecteurs) On appelle rang d’une famille (x;)1<i<, la dimen-
sion de l’espace engendré vect ((x;)1<i<p)-

Remarque 1.8.4 1. On a les deux majorations : rg (x1,...,x,) < dimE et rg(zy,...,x,) < p.
2. IMPORTANT (z1,...,x,) est libre si et seulement si rg(xy,...,x,) = D.

Définition 1.8.5 (Rang d’une application linéaire) E et F' désignent deux K-espaces vectoriels (de di-
mension finie ou non) et f un élément de L(E, F).

On suppose que Im f est de dimension finie. Dans ce cas, on appelle rang de f, la dimension de Im f.
On note rg(f) = dim(Im f) = dim(f(E)).



Remarque 1.8.5 5i (eq,...,¢€,) est une base de £, alors

rg (f) = dim(vect(f(e1), .., f(en))) = rg (f(e), .., f(en)).

Théoréme 1.8.1 (Théoréme du rang) Soit E un K-ev de dimension finie, F' un K-ev et f une appli-
cation linéaire de E& dans F'. Alors Im f est de dimension finie et :

dimKer f + dimIm f = rg f + dim Ker f = dim(F).

K,[X] — K,[X]

P — P(X +1)— P(X) de [’exemple

Exemple 1.8.6 1. (a) Déterminer l'image de ¢ : {

1.2.2. . .
K — K
b) Soit A : . Soit p € N*.
( ) . { (UH)NEN — (un-i-l - un)nEN onp
Montrer que Ker (AP) = {(P(n))nen, P € K,_1[X]}.

2. Soient E un espace vectoriel de dimension n € N* et f,g € L(E). Montrer que :
i. dim(Ker (f o g)) < dim(Ker (f)) + dim(Ker (g)).

ii. la suite (dim(Im (f*)) — dim(Im (fk“)))keN est décroissante.



Proposition 1.8.10 (Caractérisation de la bijectivité et dimension) On suppose que
n =dim(E) = dim(F). Soit f € L(E,F). Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est injective.
. [ est surjective.

. [ est bijective.

2
3
4. L’image d’une base de E par f est une base de F.
5

. rg(f) =n.

Remarque 1.8.6 1. Awvec les hypotheses du théoréme précédent, pour montrer que f est bijective,

2.

3.

il est plus simple de montrer que f est injective. En effet la surjectivité est plus compliquée dans
la mesure ou l’on doit montrer ['existence d’un antécédent.

Encore sous les mémes hypothese, si (e, ...,e,) est une base de E, alors f est bijective si et
seulement sirg(f(e1),..., f(en)) = n.

Ainsi un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est bijectif si et seulement si
il est injectif si et seulement si il est surjectif.

Exemple 1.8.7 1. Soit A un sous-espace vectoriel de M,,(K) contenant I,, et stable par multipli-

cation. Montrer que si M est dans A et inversible, alors M~ est dans A.

Remarque 1.8.7 C’est ainsit que ['on peut montrer que linverse d’une matrice triangulaire
supérieure inversible est encore triangulaire supérieure.

ATTENTION, ne pas inventer de résultats en dimension infinie. Sur E' = R[X], on consideére
X

les endomorphismes u et v définis par u : P+ / P(u)du etv: P+ P'.

1
On a:vou=Idg , doncvou est bijective, ainsi l'injectivité de v ou implique celle de u et la

surjectivité de v o u implique celle de v.
X

On remarque que si Q est dans Im (u), alors @ = P, pour un certain P de E et donc

1

Q(1) = 0. Ainsi tout polynome de Im (u) posséde 1 comme racine. Ainsi, on a par exemple :
X ¢ Im (u). Donc u n'est pas surjective, donc pas bijective.

On constate que v(1) = 0, mais comme 1 # 0, alors v n’est pas injective et donc pas bijective.

Proposition 1.8.11 (Rang et composition) Soient E, F' et G trois K-espaces vectoriels. Soient
ue LEF) etve L(F,G) de rang fini. Alors on a rg(vou) < min(rg (u),rg (v)).

Proposition 1.8.12 (Rang et composition par un isomorphisme) Ici on n’a pas forcément
dim(FE) = dim(F).

1. Soit g € GL(E), alors rg(f og) =rg(f).

2. Soit h € GL(F), alors rg(ho f) =rg(f).

Le rang d’une application linéaire est conservé par composition par un automorphisme.



1.8.6 Polynomes interpolateurs de Lagrange

K, [X]— e
P — (P(a1)7P<a2),...,P(an+1

Montrer que ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

) avec aq, ..., a,+1 dans K deux a deux distincts.

Soit @ : {

2. Soient by, ..., b, 1 € K. Montrer qu’il existe un unique polynome vérifiant d°P < n et :
Vie [1,n+1], P(a;) = b;.

3. On note (ey, ..., e,41) la base canonique de K" Soit k& € [1,n + 1]. On pose L, = & (ep).
Montrer que (Ly, ..., L,11) est une base de K, [X].

4. Expliciter L.
Soit P € K, [X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L, ..., Lyi1).

1. @ est linéaire et nous avons dim(K,, [X]) = dim(K”+1)4 1l suffit de montrer que ® est injective. Soit P € Ker (®). On a : Vk € [1,n + 1], P(ag) = 0.
Ainsi P posséde au moins n + 1 racines. Comme on a : dO(P) < n, alors P = 0. Ainsi Ker (®) = {0} et donc ® est injective, puis bijective.

2. La condition recherchée est équivalente & ®(P) = (b1,...,bn41), avec P € Kp[X]. Par bijectivité de @, il n’y a qu'un polynéme qui convient :
—1
P=a" by, ... bpy1).
3. @ ! étant bijective, elle envoie une base en une base et donc comme (e, ..., €y,41) est une base de ]KnJrl, alors (L1, ..., Lp41) = (@’71 (e1), .-+, <I>71(en+1))
est une base de K, [X].
4. Soit k € [1,n 4+ 1]. Comme (L (a1),..., Ly(an41)) = ®(Ly) = e, = (0,..., 1 ,.,0), alors Vp € [1,n + 1] \ {k}, Ly(ap) = 0. Cela
~—
k—eé&me position
nous donne n racines distinctes de Ly : a1,...,a@x_1,ax41,..-;ant1 €t comme Ly est de degré au plus m, nous avons la factorisation suivante :
n+1 n+1 n+1 1 n+1 X —a
Ly =X H (X — ap), avec X € K. Par ailleurs Ly (ar) = 1 et donc : A H (ap, —ap) =1et donc: XA = . Ainsi: Ly = H P
p=1 p=1 p=1 % — %p p=1 %k — %p
pF#k p#k p#k p#k
n+1
5. Comme (L1, ..., Ly,41) est une base de Ky[X], alors il existe (A1,..., An41) € K™ tels que : P = Z A Lg. En appliquant cette derniére somme
k=1
n+1
& aj pour un j € {1,...,n + 1}, on a : P(a;) = Z ArLg(aj) = Aj, grace aux calculs des Ly (ap) de la question précédente. Ainsi on obtient :
k=1

P =" P(ap)Ly.

k=0

Exemple 1.8.8 1. Déterminer les polynomes P € C[X] tels que : P(Q) C Q.

2. Soient aqg, ..., a, € K deux a deux distincts.
1
On considere que K, [ X] les formes linéaires ¢ : P+ / P ety : P— P(ay), pour0 <k <n.
0
Montrer que : ¢ € vect(tg, ..., ¢n).

1.9 Somme d’espaces vectoriels et applications
1.9.1 Somme de plusieurs sous-espaces vectoriels (programme de spé)

Définition 1.9.1 (Somme de sous-espaces vectoriels) Soit E un K-espace vectoriel. Soient Ey, ..., E,

p
des sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme des F; que [’on note ZE’ [’ensemble

=1

p
E1++Ep:ZEz :{$1+$2+...+Ip, Vi € [[1,]?]], x; € Ez}

=1



HEi - E

On pose P : =1 » , qui est linéaire. On remarque que Im ¢ = Z E;.

(1, ..y p) Z% =1
i=1

On utilisera ® pour les preuves qui suivent.

p
Remarque 1.9.1 1. On a :Vj€[1,p], E~CZEZ-, car : pour x € E;, on a :
a:j:0++0+x]+0++0

cFkq EEJ 1 EE EE']+1 €FE, D

2. Comme l'addition est commutative, ['ordre des E; n’a pas d’importance.

P p
Proposition 1.9.1 (L’espace vectoriel ZE’) Dans les conditions de la définition précédente, ZEl
i=1 i=1
est un sous-espace vectoriel de E.
p

Démonstration : ® est linéaire, donc son image Im & = g E; est un sous-espace vectoriel de E.
i=1

Remarque 1.9.2 Z E; est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant tous les Ej.
i=1

Exemple 1.9.1 Soit x4, ...,z, des vecteurs de E. On a alors :
vect(z1) + vect(za) + ... + vect(x,) = vect(xy, ..., T,).

Définition 1.9.2 (Somme directe) Soit E un K-espace vectoriel. Soient Ey, ..., E, des sous-espaces
p P
vectoriels de E. La somme Z E; est directe si pour tout x € Z E;, Uécriture sous la forme
i=1 =1
p

T = 5 x;, avec les x; dans E; est unique, ce qui est équivalent a :

i=1
Vr € Zp:Ei,EI!(:Bl, e Xp) € ﬁEZ-, T = Zp:a:i.
i=1 i=1

i=1

La somme est alors notée ZE @ E;.

i=1 1<i<p

Remarque 1.9.3 La somme est directe si et seulement st ® est injective.

Exemple 1.9.2 Soit (ey, ..., e,) une base de E. On note E; = vect(e;), pour i dans [1,p], alors :
p p

E= E E; = EB E;, car tout vecteur se décompose de maniére unique dans la base (e, ..., €p).
j i=1

Proposition 1.9.2 (Caractérisation des sommes directes) Soit E un K-espace vectoriel. Soient Ey, . . .,
des sous-espaces vectoriels de E. Nous avons les équivalences suivantes :

i=1 i=1

p p
2. Pour tout (1, ...,x,) de HE“ on a : le =0p=>Vie[l,p], z;=0g;
i=1 i=1

3. \V/] c HZ,])]], (El + ...+ Ej—l) N Ej = {0}



Démonstration : La somme est directe si et seulement si ® est injective si et seulement si Ker ® = {0} si
p p
et seulement si: V(z1, ..., x,) € HE“ O (1, ..., ) = ZIZ =0g = [(z1,...,2,) =0 Vie [1,p], z; =0g].
i=1 i=1

Cela prouve les deux premieres équivalences.
Supposons le dernier point.

Supposons le deuxieme point.

Exemple 1.9.3 Soient a; < ay < ... < «, des réels et pour tout k de [1,n], on pose
Ey = {z— P(x)e™*, P € R[X]}. Montrer que la somme des Ej, est directe.

p p
Remarque 1.9.4 1. ATTENTION : pourp > 3, si on a m E; = {0}, cela n’implique pas que Z E;
i=1 =1
est directe | Contrevemple : dans K2, on pose e; = (1,0) et e = (0,1). On note E; = vect(ey) ;
Ey = vect(ey) et B35 = vect(eg + e3).

2. ATTENTION : si pour tout i,j distincts de [1,p], on a : E; N E; = {0}, cela n'implique pas

P
que ZEZ est directe! Voir le contre-exemple précédent.
i=1
P
3. Si vous voulez montrer que E = @ E;, vous pouvez procéder par analyse-synthese. Pour mettre
i=1
cela en place, vous fizez un x quelconque de E. Ensuite vous montrez par analyse-synthese qu’il

p p
existe un unique (1, ...,z,) dans HE’ tel que © = E X,
i=1 i=1



p
4. Pour montrer qu’une somme Z E; est directe, il suffit de prouver que E1+ Es est directe, puis
i=1
que (Ey @ Ey) + Es est aussi directe, et ainsi de suite...

Exemple 1.9.4 Soient E un espace vectoriel, et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On suppose
qu’il eziste deux sous-espaces vectoriels F' et G' de E tels que :
F=(FNG&F etG=(FNG)®G". Montrer que : F+G=(FNG) @ F &G

Proposition 1.9.3 (Définition d’une application linéaire sur une somme directe) Soient

p

E = @ Ey et, pour tout k € [1,p], up € L(Ex, F). Il existe une unique application linéaire
k=1

u € L(E,F) telle que pour tout k € [1,p], ug, = .

p
Démonstration : Analyse : si un tel u existe, alors pour x = E xp dans F, avec
k=1
p p
(1,...,xp) € By X ... x E,, on a par linéarité : u(x) = E u(zyg) = g ug(zx). Ceci prouve 'unicité.
=1 k=1

p p
Examen : Soit x € E et (x1,...,2,) € By X ... X E, tels que : © = Zxk On pose u(z) = Zuk($k)
k=1 k=1

p
L’unicité de la décomposition de x dans @ E}. assure que 'application u est définie sans ambigu”ité.
k=1

p
Soit 7 € [1,p]. Soit z € E;. La décomposition de z dans @Ek est z=0+..+0+ Z + O+..+0et
€Ly
k=1
donc u(z) = u1(0) + ... + w;—1(0) + w;(2) + wi+1(0) + ... + u,(0) = u;(2) et donc u|g, = u;.
Reste a montrer que u est bien linéaire.

p P
Soient z,y € F et A € K. On pose x = Zxk et y = Zyk avec (21, ..., Zp), (Y1, ..., Yp) € B X ... X E,.

k=1 k=1
p
Ainsi z + My = Z(xl + Ay;), avec : Vi € [1,p], z; + A\y; € E;. Par définition, on a donc :
p = p p
u(x + Ay) = Zuz(% +Ayi) = Zuz(%) + /\Zuz(l‘z) = u(z) + Au(y).
i=1 i=1 i=1

L(E,F) — L(E,F)x..xL(E,F)

est un isomorphisme.
= (u|E17"'7u’Ep) b

Remarque 1.9.5 {

p
Proposition 1.9.4 (Base adaptée a F = @ E;) Soit E un K-espace vectoriel. Soient Ey, ..., E, des
i=1

p
sous-espaces vectoriels de E tels que : E = @EZ Soit i € [1,p] et B; une base de E;. Alors la

=1



famille B = (By, ..., B,) obtenue en juztaposant les B; est une base de I. Cette base est dite adaptée

Autrement dit pour tout i dans [1,p], si (€}, s, ...,e" ) est une base de E;, alors

) Eng;
(e, €3, ...,e}“,e%,e%, ...,eiQ, el eb ...,eﬁp) (on regroupe toutes les bases) est une base de E adaptée a

E = éEi.
=1

Démonstration : On pose E; = vect(B;), avec B; = (e, ..., efu), pour 4 dans [1, p]. Les (0, ...,0, ..., €, ..., 0, ...

»

P
avec eé en position ¢ constituent une base de HE’ Nous avons ®(0, ...,0, ..., eé., ey 0,...,0) = eé-, pour
i=1
' p
i dans [1,p] et j dans [1,n;]. Ainsi ® envoie une base de I_IEz en une base de E. Ainsi ® est un
i=1
» (2
isomorphisme. Comme & est injective, la somme Zvect([}’i) est directe. La surjectivité nous donne
i=1
=Im® = Z vect(B;), d’ou le résultat.
Proposition 1.9.5 (Dimension d’une somme) Soit E un K-espace vectoriel. Soient Ey, . .., E, des sous-
espaces vectoriels de E de dimension finie.
p p
1. On a : dim ZEZ < Zdim(E
i=1 i=1
P
2. La somme Z E; est directe si et seulement si :
i=1

p
3. Si E est de dimension finie et la somme Z E; est directe, alors :

i=1
p
Zdim(E = dim (@ E) < dim(F).
i=1
Démonstration :
p p
1z - Y E
=1 i= 1

1. L’application & : est surjective. Grace au théoreme du rang :

(T1,...,x Zmz

p P
dimIm & < dim Im ®+dim Ker ¢ = dim(H E;), soit dim (Z EZ> < dim( H E;) Z dim(E;).
i=1 i=1

i=1 i=1

2. En reprenant l’application ®, la somme est directe ssi @ est injective ssi dim Ker & = {0} ssi

dim Im ¢ = dim HE ) ssi dim (ZE) = Zp:dim(E)
i=1

=1

3. L’inégalité vient du fait que Z FE; soit un sous-espace vectoriel de F et donc
i=1

P P
dim <Z E) < dim(F). Comme Z E,CFE,onaFk= @ E; si et seulement si

dim (Z EZ> = dim(F).

=1



1.9.2 Cas particulier : somme de deux sous-espaces vectoriels

E désigne un K-espace vectoriel et E' et E” désignent deux sous-espaces vectoriels de E.

Proposition 1.9.6 (Somme directe de deux sous-espaces vectoriels) La somme E' + E" est direct si
et seulement si E' N E" = {0}.

Remarque 1.9.6 A ne pas confondre avec E' N E" = ().

Définition 1.9.3 (Sous-espaces vectoriels supplémentaires) On dit que E' et E" sont supplémentaires
dans E si : ' ®E' = E.

Remarque 1.9.7 Il y a deux informations contenues dans E' ® E” = E. D’une part E' + E" = E et
d’autre part la somme est directe.

Exemple 1.9.5 Si on note S,,(K) (resp. A,(K)) l’ensembles des matrices symétriques (resp. antisymé-
trique), c’est-a dire vérifiant M* = M (resp. M* = —M). On a : S,(K) @ A,(K) = M, (K), et :

VM € Mu(K), M = L(M+ M7+ S(M — M").

Montrons que : VM € My (K),3!(S,A) € Sp(K) X Ap(K), M =S+ A.

Soit M € My, (K).

Analyse (unicité) : Soit M = S + A, avec (S, A) € Sp(K) x Ay (K), une éventuelle décomposition. On a donc : MT = 5T 4+ AT = S — A. On en déduit que :
S = %(1\4 +MTy et A= %(]\/f - M7,

Ezamen (existence) : On pose : S = %(]W + ]\4T) et A= %(1\/1 - ]\/IT),

® On a bien : M = S + A.

o AT = %(MT — Ty = %(J\/IT — M) =—A, donc : A € Ap(K).

i 1
o 5T = 5(MT +MTHTy = 5(MT + M) =8, donc : 8 € Sp(K).

Proposition 1.9.7 (Existence d’un supplémentaire) Soient E' un K-espace vectoriel de dimension finie
et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F' posséde au moins un supplémentaire dans E (c’est-a-dire
qu’il existe un sous-espace vectoriel S de E tel que : E=F & S).

Théoréme 1.9.1 (Formule de Grassmann) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie ou infinie.

Soient E' et E" deux sous-espaces vectoriels de E de dimension finie. Alors E' + E" est de dimension
finie et : dim(E' + E") = dim(E") + dim(E") — dim(E" N E").

Exemple 1.9.6 Soit E un K espace vectoriel de dimensionn. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels
de E tels que dim(F) + dim(G) > n. Montrer que F NG # {0}.

F+G est un sous-espace vectoriel de E, donc : dim(F+G) < dim(E) = n. Ainsi la formule de Grassmann nous donne : dim(FNG) = dim(F)+dim(G)—dim(F+G) > 0.

Ainsi : F NG # {0}.

Proposition 1.9.8 (Caractérisation d’espaces supplémentaires par la dimension) Soient E un K-espace
vectoriel de dimension n et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

1. FeG=FE< FNG={0} e dim(F)+dim(G)=dim(FE).
22 F6G=FE<=F+G=F et dim(F)+dim(G)=dim(F).

Exemple 1.9.7 1. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et f € L(F).
Montrer que : Ker f ®Im f = E < Im f = Im (f?).



2. Soit & un espace vectoriel de dimension n € N* et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E de

meéme dimension. Montrer qu’il existe un sous-espace vecoriel H de E tel que :
FoH=GoH=F.
On pourra raisonner par récurrence décroissante.

Remarque 1.9.8 ATTENTION, erreurs a ne pas faire :
e Ne pas confondre réunion de sous espaces vectoriels et somme de deux sous-espaces vectoriels.

Dans R?, si By = vect(1,0) et Ey = vect(0,1), alors B, + Ey = vect ((1,0),(0,1)) = R?, mais
Ey U By # R?, par exemple il ne contient pas (1,1).

Le complémentaire E\F d’un sous-espace vectoriel F' de E n’est pas un sous-espace vectoriel,
car : 0 est dans F' (en tant que sous-espace vectoriel de E'), donc 0 ¢ E\ F.

Ainsi il ne faudra pas confondre la notion de complémentaire et de supplémentaire, car le premier
n’est pas un sous-espace vectoriel de E tandis que autre ous.

Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors E' + F = E" + F n’implique pas : E' = E". On
ne fait pas d’opérations sur les sous-espaces vectoriels.

Proposition 1.9.9 (Supplémentaire du noyau) Soient E et F deux espaces K-espaces vectoriels et
f € L(E,F). Soit S un sous-espace vectoriel de E tel que S @ Ker (f) = E. Ainsi f|s induit un
isomorphisme de S dans Im (f).

Exemple 1.9.8 (Lemme de factorisation) Soient E, F, G, trois K-espaces vectoriels de dimension

finie.

1.

Soient f € L(E,F) et g € L(E,G). Montrer qu’il existe h € L(F,G) tel que g = ho f si et
seulement si Ker (f) C Ker (g).

Soient h € L(F,G) et g € L(E,G). Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe f € L(E, F) vérifiant g =ho f.



2. La condition nécéssaire est : Im (g) C Im (h). Vérifions qu’elle est suffisante et on suppose que : Im (g) C Im (h).
Soit S un sous-espace vectoriel de S tel que Ker (g) @ S = F. Ainsi g induit un isomorphisme g/ de S dans Im (g). Soit (g1, ..., gr) une base de Im (g). Il
exviste €1, ..., er € S tels que : Vi € [1,7], g(e;) = g;. La famille (e1,...e;) est une base de S en tant qu’image de la base (g1, ..., gr) par l’isomorphisme
(aH~"
De plus, g1, ..., gr sont dans Im (h), alors il existe f1, ..., fr € S tels que h(f;) = g;-
On construit f telle que flger (g) =0 et Vi € [1,7],; f(e;) = fi, ce qui définit f sur S.

On a : Vo € Ker (g), g(®) =0=ho f(x) et : Vi € [1,7], g(e;) = g; = h(f;) = ho f(e;), donc g =ho f.

1.9.3 Projecteurs

Définition 1.9.4 (Projection) E' et E” désignent deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires
(E' & E" = E).Tout élément x de E s’écrit de fagon unique sous la forme x = ' + 2" avec (2',2")
dans E' x E". On appelle la projection sur E' parallélement o E" 'application

{ E - F
p:

r=2+2" — 2

Ainsi x = p(z) +x — p(x).
~  ——

er’ S5

Proposition 1.9.10 (Propriétés des projections) Soit p la projection sur E' parallélement d E".
1. Imp=F' et Kerp=FE"
Ainsi on a : Imp ® Kerp = E.
2. x€lm(p) < p(r) =2 <= x € Ker(p— Idg)
3. p*(=pop) =p

Définition 1.9.5 (Projecteurs) On appelle projecteur de E tout endomorphisme qui coincide avec une
projection sur un sous-espace vectoriel de E parallelement a un supplémentaire de celui-ci.

Remarque 1.9.9 1. Si f est un projecteur, alors Im (f)@Ker (f) = E, mais attention la réciproque
est fausse, voir l'exemple ci-dessous.

2. Si p est un projecteur, on montre par récurrence que : ¥n € N*, p" = p.

Proposition 1.9.11 (Caractérisation des projecteurs) Soit f € L(E). f est un projecteur si et seule-
ment si f> = f. Dans ce cas f est la projection sur Im f parallélement & Ker f.

Exemple 1.9.9 1. Soient E un espace vectoriel et p,q deux projecteurs de E tels que :
Im (p) C Ker (q). On pose v = p+ q — pq. Montrer que 1 est le projecteur sur Im (p) @ Im (q)
parallélement a Ker (p) N Ker (q).



2. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et G = {g1, ..., g} un sous-groupe fini de GL(E).
1.
(a) On pose p = — Z gi. Montrer que p est un projecteur.
1=

q
(b) Montrer que Im (p) = ﬂ Ker (g; — Idg).
i=1

q
Définition 1.9.6 (Projecteurs asociés & £ = @ E;) Soit E un K-espace vectoriel et En, ..., E, des sous-
i=1

q
espaces vectoriels de E tels que E = @EZ Soit k € [1,q]. On note py Uapplication telle que

=1

PklE, = Idg, et pplp, =0, sii# k.
Autrement dit pour x = x1 + ... + x4, avec (x1,...,x,) € By X ... X Ey, on a pi(x) = x;.

q
Les applications pi, ..., py sont appelés projecteurs associés a B = @ E;.
i=1

q

Proposition 1.9.12 (Propriétés des projecteurs asociés a F = @ E;) En reprenant les notations pré-
i=1

cédentes, pour tout k de [1,q] Uapplication py est un projecteur. En particulier, c’est une projection

q
sur Ey parallelement a @ E;.

ic[1,q]\{k}
q
Démonstration : On pose F), = @ E;. Montrons que Ey, & F, = E. Soit x € E. Il existe
ie[1,q]\{k}
(1,...,q) € By X ... X E, tel que © = 21 + ... + 2, et donc x = x, + Z x; qui est dans Ej, + F,.

ie[l,ql\{k}
Ainsi E = Ey, + Fj.

Soit x € Ey N Fy. Il existe (w1, ..., Th—1, Tht1, .., Tq) € E1 X ..o X By X Eppq X ... X E, tel que



Z x; = x, soit 1 +...Tp—1 — T+ Tp41 + ... + x4 = 0, ainsi grace a la proposition 1.9.2, on a = = 0.

i€[1,q]\{k}
Ainsi Ek N Fk = {O}

Pour z = a1, + Z x; qui est dans Ey + Fy, on a pg(z) = y, ce qui fait de py la projection sur Ej,
i€[L,q]\{k}
q

parallelement a @ E;.
i€[1,q]\{k}

Remarque 1.9.10 1. Pouri,j €[1,q], on ap;op; =

2. On a ipi =
i=1

1.9.4 Symétries vectorielles

Définition 1.9.7 (Symétrie) E' et E” désignent deuz sous-espaces vectoriels de E supplémentaires
(E'® E" = FE). Tout élément x de E s’écrit de fagon unique sous la forme x = x' + 2" avec (2', 2")
dans E' x E". On appelle la symétrie sur E' parallélement a E" 'application

{E - F
S

$:$/+IL‘” G-

Remarque 1.9.11 Soit p la projection sur E' parallélement a E”. Alors s = 2p — Idp,
car ' — 2" = 22" — (2 + 2").

Proposition 1.9.13 (Propriétés des symétries) Soit s la symétrie sur E' parallélement o E". Alors :
1. EE={x € E/s(x) =2} =Ker(s — Idg) et E" ={x € E/s(x) = —x} = Ker (s + Idg) .
2. s*(=s0s)=Idg.

Définition 1.9.8 (L’ensemble des symétries) On appelle symétrie de E tout endomorphisme qui coin-
cide avec une symétrie sur un sous-espace vectoriel de E paralléelement a un supplémenteire de celui-ci.

Proposition 1.9.14 (Caractérisation des symétries) Soit f € L(E). f est une symétrie si et seulement
si f> = Idg. Dans ce cas f est la symétrie sur Ker (f — Idg) parallélement a Ker (f + Idg) et on a :
E =Ker (f — Idg) ® Ker (f + Idg).

M, (K) — M,(K)

A LeoAT . L’application s est une symétrie car elle est linéaire

Exemple 1.9.10 Soit s : {

et :

VA € M,(K), s*(A) = s(s(A)) = s(AT) = (AT)" = A. De plus :

Ker (s + Idm, k) = Au(K), car:s(A)+A=0e AT = —A.

Ker (s — Idwm, k) = Su(K), car:s(A)—A=0& AT = A.

Ainsi s est la symétrie sur S,(K) parallélement a A, (K). Grace a la proposition précédente, on re-

trouve : S, (K) ® A,(K) = M, (K).

1.10 Hyperplans
Soient E un espace K-espace vectoriel. On suppose E # {0g}.
Définition 1.10.1 (Hyperplan) Soit H un sous-espace vectoriel de E. On dit que H est un hyperplan

de E s’il existe un forme linéaire ¢ € L(E,K) _non nulle, telle que H = Ker ¢.
Dans ce cas, H = {x € E, p(x) =0}, ce qui définit une équation de ’hyperplan H.



Proposition 1.10.1 (Hyperplans et équations en dimension finie) Soient B = (eq, ..., e,) une base de
E. Soit H un sous-espace vectoriel de E. Alors H est un hyperplan de E si et seulement s’il existe un

n-uplet non nul (ay,...,a,) € K" tel que H = {:L‘ = inei ek Zail’z‘ = 0}-
i=1 i=1

Exemple 1.10.1 Le plan P d’équation x4+ vy + z = 0 est un hyperplan de R>.

Proposition 1.10.2 (Caractérisation géométrique des hyperplans) Soit H un sous-espace vectoriel de
E. Les propositions suivantes sont équivalences :
e H est un hyperplan de E.
e H est supplémentaire d’une droite de E, c’est-a-dire il existe une droite vectorielle D telle que
E=H&D.
Dans ce cas, toute droite D' non contenue dans H vérifie : E = H® D'.

Exemple 1.10.2 Soient E = C*(R,R), F' = {f € E, f(3) =0} et G = {x — Az, X\ € R}. Montrer
que E=F&G.

F est un hyperplan de E, car F = Ker (@) avec ¢ la forme linéaire non nulle de E : ¢ : f — f(3) (p(1) =1 #0).

On note fo : z — x et donc G est la droite vectorielle G = vect(fg). Nous avons fo & F, donc grace a la proposition précédente : E = F @ G.

Corollaire 1.10.1 (Caractérisation géométrique des hyperplans en dimension finie) Si E est de di-
mension n (avec n dans N*), alors les hyperplans sont exactement les sous-espaces vectoriels de di-
mension n — 1.

1
Exemple 1.10.3 Déterminer une base de H = {P € R, [X], / P =0}.
0

Proposition 1.10.3 (Comparaison de deux équations d’hyperplan) Soit H un hyperplan de E
1. Soient ¢ et v deux formes linéaires telles que H = Ker ¢ = Kerp. Alors il existe A € K* tel
que P = \p.
2. Si E est de dimension finie n et H est un hyperplan ayant pour équation Zaixi =0 et
i=1
Z bix; =0, alors il existe X € K* tel que : Vi € [1,n], b; = Aa;.

=1

Proposition 1.10.4 (Caractérisation des espaces de dimension n — p) Soit E un espace vectoriel de
dimension n.
e Si(Hy,...,H,) est une famille d’hyperplans de E, alors

p
dim (ﬂ Hk) >n—p.

k=1

e Si F' un sous-espace vectoriel de E de dimension n — p, il existe (Hy,...,H,) des hyperplans

tels que
P
F=()H
k=1



Exemple 1.10.4 Sotent £ un R-espace vectoriel de dimension finie et A un sous-espace vectoriel de
L(E,R). On suppose que ﬂ Ker (1) = {0}. Montrer que A = L(E,R).

leA

1.11 Algebres
Définition 1.11.1 (Structure d’algebre) Un ensemble A muni de deux lois de composition interne + :
AxA—>Aet x: Ax A— A, et dune loi -: K x A— A externe, est une K-algebre lorsque :

1. (A, +, x) est un anneau.

2. (A, +,-) est un K-espace vectoriel.

3. Les lois x et - sont compatibles : ¥(a,b) € K?, V(x,y) € A%, (a-x) x (b-y) = (ab) - (z X y).

On note usuellement (A, +, X, -).

Exemple 1.11.1 Les ensembles suivants sont des K-algébres usuelles : (K[X], +, x,-), (L(E),+,o0,-),
(M, (K),+, x, ), (F(X,K),+, x,-), ot E est un K-espace vectoriel et X un ensemble non vide.

Définition 1.11.2 (Sous-algebre) Un ensemble B est une sous-algébre d’une algébre A lorsque B est
un sous-anneau et un sous-espace vectoriel de A.

Exemple 1.11.2 1. L’ensemble des matrices triangulaires supérieures d’ordre n est une sous-algebre
de Ualgébre M,,(K).
2. L’ensemble des applications de classe C* de R dans R est une sous-algébre de F(R,R).

. \ . . . . \ )

3. St A est une K-algébre de dimension finie et intégre, alors c’est un corps.
Soit a € A\ {0}. On pose f : © — az qui est un endomorphisme de A. Comme A est intégre, il est donc injectif, puis bijectif, en tant qu’endomorphisme
d’un espace vectoriel de dimension finie. Ainsi Il existe b € A tel que ab = 1 4. De méme il existe ¢ € A tel que ca = 1 4. De la premiére relation, on a

cab = c et de la deuziéme cab = b, donc b = ¢ et a posséde un inverse. Ainsi dans ’anneau A, tout élément non nul admet un inverse.

Définition 1.11.3 (Morphisme d’algebres) Soit A et A" deuz K-algébres. Une application
f: A— A est un morphisme d’algébre lorsque f est un morphisme d’anneauz et d’espaces vectoriels.

K[X] — K
P = P
la K-algébre (K[X],+, %, -) dans la K-algébre (K, +,-,-).

Exemple 1.11.3 1. Fixons a € K. L’application ev, : (a) ° est un morphisme de

2. Soit E un K-espace vectoriel et g € GL(E) fizé. Lapplication @, : { s(E) : gﬁgEh)o g

)

est un morphisme de la K-algébre (L(E),+,0,-) dans elle-méme, car :



2 Matrices

2.1 Rappels de sup sur calcul matriciel
2.1.1 Opérations sur les matrices

Notation : Pour (4,5) dans N?, on note d;; le symbole de Kronecker défini par { Sn=0 si i

Définition 2.1.1 (Matrice) On appelle matrice de type (n,p) sur K toute application

S Ln]x[Lp] = K
A‘{ (4,7) = Q4

On la note A = [a;j]1<i<n. Elle est représentée par un tableau avec n lignes et p colonnes :

1<j<p
J
aip Q2 -+ Ay ot QArp
Q21 Q22 -+ Q25 -+ QAgp
i g
anl Qp2 **+ Qnj - QApp

On note M., ,(K) ensemble des matrices de type (n,p) a coefficients dans K.
Sin = p, on parle de matrice carrée d’ordre n. Dans ce cas on note M,,(K) l’ensemble de ces matrices.

Définition 2.1.2 (Opérations) 1. Soient A = [a;j]i<i<n €t B = [bijli<i<n dans M, ,(K) et X dans
1<j<p 1<j<p
K. On définit les opérations
(a) Addztzon J A -+ B = [aij]lgign + [bij]lgign = [Clz‘j + bij]lgigrw
1<j<p 1<j<p 1<j<p
(b) Multiplication par un scalaire : A\A = X\ [a;;]1<i<n = [Aayj]i<i<n.
1<j<p 1<j<p
2. Multiplication de deux matrices Soit A = [a;;]1<i<r € M, ((K) et
1<j<q
B = [bijli<i<q € Mgp(K). On appelle produit matriciel de A par B la matrice de M, ,(K) notée

1<5<
q

AB définie par AB = [¢;j|1<i<r avec ¢;; = Zai7kbk7j.

155<p pt

Remarque 2.1.1 1. ATTENTION : le produit matriciel n’est pas commutatif, on n’a pas
AB = BA.

2. ATTENTION : AB = 0 n’implique pas que A =0 ou B = 0.

Disposition pratique :

big o |bij| o by
bea | brg| o biy
l;q,l l;q,j Z.7q,p
ar; v Qi e aig C11 1 o Cip

a//r71 DY aT,k DEE aT' q CT,l DT CT',j DR C"',p

)



Ma(K) = Mo(K) 0 X ... 0

Exemple 2.1.1 1. Soit { M o MD— DM vee D=1 . ) | et

Aty ooy, Ap dans K deux a deux distincts. Déterminer Ker ¢ et Im .

2. On dit qu’un matrice de M,,(R) est stochastique si tous ses coefficients sont positifs et si la
somme des coefficients de chaque ligne est égale a 1. Montrer que le produit de deux matrices
stochastiques est stochastique.

Définition 2.1.3 (Matrice identité) Soit n € N*. On pose I, = . € M, (K). On a aussi
(0) 1
I, = [0i j]1<i j<n- On appelle cette matrice la matrice identité.

Exemple 2.1.2 Soit A = [a;jl1<i<n €t B = [bijli<i<q. Alors on a [,A= A et BI,, = B.

1<j<p 1<j<n
2.1.2 Base canonique de M,, ,(K)

Définition 2.1.4 (Base canonique) Pour (i,j) dans [1,n] x [1,p], on pose

J
00 0o --- 0
00 0 --- 0
EU: : : )
i 1
00 0 - 0



c’est-a-dire tous les coefficients sont nuls sauf celut en position (i,7) qui vaut 1.
E;;j = [0; 101]1<k<n. On appelle (Ezj)1<z<n la base canonique de M, ,(K).

1<i<p 1<ji<p
Proposition 2.1.1 (Décomposition de matrices suivant £;;) 1. Soit A = [a;j|i<i<n € My ,(K).
1<5<p
Alors on a une unique combinaison linéaire de A avec les matrices ( A= E a; j B j.
1<i<n
1<5<p

2. (Eij)i<i<n est une base de M, ,(K).

1<j<p

Proposition 2.1.2 (Multiplication des éléments de la base canonique) Soient
(i,5,k,1) € [1,4] x [1,n]* x [1,p]. On a E;jEy = §;xEi.

Exemple 2.1.3 Déterminer C = {A € M, (K)/VM € M, (K), AM = MA}.

Remarque 2.1.2 On aurait pu utiliser U'ezemple 1.4.1 : si E est un espace vectoriel (ici de dimension
fini) et u € L(E) est tel que pour tout x de E, la famille (x,u(x)) est liée, alors u est une homothétie.
Soit f € L(FE) tel que : Yg € L(E), fg = gf (on retraduit notre propriété matricielle en endomor-
phismes)

Soit x € E non nul. Il existe un sous-espace vectoriel F' de E tel que E = vect(x) & F. Soit p la
projection sur vect(x) parallélement a F. On a donc fp = pf, puis f laisse stable Im (p) = vect(zx).
Ainsi (x, f(z)) est lide, puis [ est une homothétie.

2.1.3 Transposition
Définition 2.1.5 (Transposée) Soit A = [a;;]i<i<n € M, ,(K). On appelle transposée de A la matrice

1<j<p
de Mpa(K) notée A" et définie par AT = [a})1<i<p avec aj; = aj;.
1<j<n
Proposition 2.1.3 (Opération et transposition) Soient (A, B) € /\/lnp( )2 et A€ K. Alors on a :
1. (A+B) = AT + B”. 3. (AT =
2. (AA)T = AT 4. (AB)T BTAT.
Exemple 2.1.4 1. Soit A e A,(K). On a :
U J U J
0 0
A o v af’L] = Z aij ! 1



= Z a;;(Ei; — Ej;). Ainsi toute matrice de A, (K), se décompose de facon unique suivant
1<i<j<n

la famille (E;j — Eji)1<i<j<n, qui est donc une base de A,,(K). Cette famille posséde n(n —1)/2

éléments. Ainsi : dimg (A, (K)) =n(n —1)/2.

De méme ((Eij + Eji)i<icj<n, (Eii)i<i<n) est une base de S,(K) et donc
dimg (S,(K)) =n(n—1)/2+n=n(n+1)/2.
2. Soit A € M, ,(K), X € M,1(K) et Y € M,1(K). Montrer que X" AY =YTATX.

AY est une matrice colonne et XT est une matrice ligne, ainsi X' AY est une matrice scalaire
1 x 1. Elle est donc invariante par transposition : (XTAY)T = YTAT(XT)YT = yTATX.

2.1.4 Trace
Définition 2.1.6 (Trace d’une matrice) Soit A = [a;]1<; j<n € M,(C). On appelle trace de A le sca-

n
laire tr(A) = Z ai;, qui est la somme des éléments diagonauz de A.
i=1

Exemple 2.1.5 1. Soit M = [my;|i<ij<n € My(C). Calculer tr(MTM) (M étant la matrice dont
les coefficients sont les conjugués de ceux de M ).

2. Soit A € M, (K). Déterminer les matrices X € M, (K) telles que : X + X = tr(X)A.

Proposition 2.1.4 (Trace de la transposée) Soit A € M,,(K). Alors tr(A) = tr(A").



Proposition 2.1.5 (Opérations sur la trace) 1. Pour (A,B) € M,(K)* et (A\,pu) € K* on a :
tr(AMA + uB) = Mr(A) + ptr(B) (la trace est une forme linéaire de M,,(K)).

2. Pour (A,B) € M,,,(K) x M,,,,(K), on a : tr(AB) = tr(BA).

Remarque 2.1.3 1. ATTENTION, on ne peut pas généraliser la proposition précédente avec trois

. . 0 0 0 1 10
matrices. Par exemple, si A = 10/ B = 0 O) et C' = 0 0), alors ABC = 0 et

BAC = C et donc tr(ABC) =0 et tr(BAC) = 1 donc tr(ABC) # tr(BAC).
2. ATTENTION : tr(AB) # tr(A).tr(B) (prendre par exemple A= B = I,,).

Exemple 2.1.6 1. Soit A, B € M,(K). Peut-on avoir : AB— BA=1, ?

2. Pour A € M, (K), on note 4 la forme linéaire M — Tr(AM). Montrer que l'application
O A Oy est un isomorphisme de M,,(K) sur l’ensemble des formes linéaires de M,,(K).

2.1.5 Matrices inversibles

Définition 2.1.7 (Matrice inversible) Soit A € M,,(K). On dit que A est une matrice inversible s’il
existe B € M, (K) tel que l'on ait : AB = I,, ou BA = I,,. La matrice B est appelée l'inverse de la
matrice A et est notée A”'. L'ensemble des matrices inversibles de M, (K) est noté GL,(K) et on
l’appelle groupe linéaire d’ordre n.

Remarque 2.1.4 1. Ne jamais écrire 1/A.
2. Soient A, By, By € M,,(K) avec A inversible. Alors
o AB, = ABy = By = B,.
° BlA = BQA = B = B,.
o (IMPORTANT) Soit A € M,(K) tel qu’il existe B dans M, ,(K) ou C' dans M, ,(K)
non nulles telles que AB =0 ou CA =0 (on dit que A est un diviseur de 0)

Alors A n’est pas inversible. En effet si A est inversible et si on a AB = 0 par exemple,
alors on a AVAB = A0 et donc B =0, ce qui est impossible.

Exemple 2.1.7 1. IV =1,
1
2. VA € K* VA € GL,(K), (AA)™" = XA”.

1 ... 1
3. Soit J=|: | € ML (K), avec n dans N*\ {1}. Calculer J* puis en déduire que J n’est
1 ... 1
pas inversible.
1 L. 1 1 S 1 nooe.- n
J? = (: :) (: :) = (: :) =nJ. Ainsi J(J —nl,) =0. Or J — nl, # 0, donc grace a la remarque précédente, J n’est pas

1 ... 1 1 ... 1
inversible.



4. IMPORTANT : Soit A € M,(K), P € GL,(K) etk € N. Ona: (PAP™")" =

car

Remarque 2.1.5 1. ATTENTION : La matrice J montre que si une matrice carrée A est non
nulle ou que tous ses coefficients sont non nuls, alors elle n’est pas forcément inversible.

2. ATTENTION, pour A = [a;j1<i j<n inversible, 'ezemple précédent montre que A~Y pest pas
égale a [1/aijl1<ij<n -
Proposition 2.1.6 (Opérations sur I'inverse) Soient A, B € GL,(K).
1. (A H ™t =A
2. AB est inversible et (AB)™' = B~1A™%
3. AT est inversible et (A7)t = (A™HT.
4. Pour tout k de N, la martice A* est inversible et (A¥)™ = (A™1)".

a b

Définition 2.1.8 (Déterminant d’une matrice 2 x 2) Soit A = (c d) € My(K). On appelle déter-

minant de A noté det(A) ou CCL 2 le scalaire ad — be.

Proposition 2.1.7 (Inverse d’une matrice 2 x 2) A est inversible si et seulement si det(A) est non nul.

1 —
Dans ce cas, nous avons A~ = d = :
det(A) \—¢ a

2.1.6 Matrices diagonales et triangulaires

Définition 2.1.9 (Matrice diagonale) A = [a;j]1<; j<n € M, (K) est dite diagonale, quand :

a1 0 0
.. 2 . . . 0 ago ... 0 '
V(i,5) € [L,n]", @ # j = a;; = 0, cest-a-dire A = . . |- On note celle-ci
0 0 ... au

diag(ay, ..., any). On note D, (K) lensemble des matrices diagonales d’ordre n.

Proposition 2.1.8 (Opération et matrice diagonale) Soit D = diag(«y,...,a,), D' = diag(ay, ..., )
et A € K. Alors :

AD = diag(Aayq, ..., Aa,)

D+ D' =diag(ay + o, ...,a, + )

DD' = D'D = diag(aya, ..., )

Vk € N, D* = diag(a®, ...,aF)

D € GL,(K) <= Vi € [1,n], a; # 0 et dans ce cas, D™' = diag(a;’,...,a;').

n

SRS

Définition 2.1.10 (Matrices antisymétriques et symétriques) Soit A € M, (K).
o On dit que A est symétrique si AT = A et on note S, (K) I'ensemble des matrices symétriques.
Si A = [aijli<ij<n est symétrique, alors : Yi,j € [1,n], a;; = aj;.
o On dit que A est antisymétrique si AT = —A et on note A, (K) lensemble des matrices antisy-
métriques. Si A = [aij1<ij<n est antisymétrique, alors : Vi, j € [1,n], a;; = —a;;.

Remarque 2.1.6 1. D,(K) C S,(K).

2. Les coefficients diagonauz d’une matrice antisymétriques sont nuls, car :
Vi € [[1,77/]], ai; = —a;; = 2a,; = 0= a; =0.

3. Le produit de matrices symétriques n’est pas toujours symétrique en effet

(6 o) (C0)=( o)



Définition 2.1.11 (Matrices triangulaires) 1. A = |aijli<ij<n € Mu(K) est dite triangulaire su-
périeure, quand :

a1 * . *

.. 2 . . . 0 asy ... *
V(i,5) € [1,n]*, j <t = a;; =0, c’est-a-dire A =

0O 0 ... am

On note T, (K) l’ensemble des matrices triangulaires supérieures a coefficient dans K.

2. A =la;j|i<ij<n € Mn(K) est dite triangulaire inférieure, quand :

a1 0 Ce 0

.. 2 . . . ) * Ao29 ... 0
V(i,j) € [1,n]%, i < j = a;; =0, c’est-a-dire A =

k... Gpp

On note T, (K) l’ensemble des matrices triangulaires inférieures a coefficient dans K.

Proposition 2.1.9 (Opérations et matrices triangulaires) 1. Soient A et B dans T, (K) et X € K.
(a) A+ B e TK).
(b) M\A € T,F(K).
(c) AB € T} (K).

2. On a les mémes propriétés pour les matrices triangulaires inférieures.

a;p k... % by * ... % a11b11 *
0 ag ... 0 by ... =« 0 as2b
Remarque 2.1.7 ) ?2 ] . . ?2 ] ) = 22, >
0 0 ... ap, 0 0 ... by 0 0 cee Qpnbon

On a le méme type de produit pour les matrices triangulaires inférieures.

Proposition 2.1.10 (Matrices triangulaires inversibles)

a1 * Ce *
0 axp ... =*
1. SoitA=| . 277 | eTHK).
0 0 ... aum
(a) A€ GL,(K) <= Vk € [1,n], aw # 0.
1/(111 *
. . . 1 -1 0 1/a22
(b) Si A est inversible, alors A~" est dans T, (K) et A~" est de la forme , ,
0 0 oo 1/ap,

attention on ne peut rien dire pour les coefficients en dehors de la diagonale!

2. On a les mémes types de résultats pour T, (K).

Exemple 2.1.8 Déterminer C' = {A € M, (K)/VM € GL,(K), AM = MA}.

Remarque 2.1.8 On aurait pu utiliser 'ezemple 1.4.1 : si E est un espace vectoriel (ici de dimension
fini) et u € L(E) est tel que pour tout x de E, la famille (x,u(x)) est liée, alors u est une homothétie.
Soit f € L(E) tel que : Vg € GL(E), fg = gf (on retraduit notre propriété matricielle en endomor-
phismes)

Soit x € E non nul. Il existe un sous-espace vectoriel F' de E tel que E = vect(z) ® F. Soit s la
symétrie vectorielle sur vect(x) parallélement a F. Ainsi s est bijective, donc on a donc fs = sf, puis
[ laisse stable Im (s) = vect(z). Ainsi (z, f(x)) est lie, puis f est une homothétie.



2.1.7 Matrices par blocs
Définition 2.1.12 (Matrices par blocs) Soit A = (a;;)1<i<n € My, (K) et 0 =ig < i3 < ... < iy =n
1<5<p

et 0 =jo <71 <..<Jjg=p tels que pour tout r < min(n{, q), on ait i, = j,.
Pour 1 <r <metl<s<gq, onpose Ars = (aij)i,_<i<i, -

Js—1<J<Js
Ay - Ay
Les matrices A,s sont des sous-matrices de A, appelées blocs et l'écriture A = : :
Aml ce Amq
An
Proposition 2.1.11 (Combinaison linéaire de matrices par blocs) Soient A\, u € K et A = :
Aml
By, --- By
B = : : |, avec des blocs de méme taille. On a alors on a :
By - By
My 4+ pBy - Ny + pByg
AN+ uB = : :
)\Aml + ,UBml e )\Amq + ,Uqu

Proposition 2.1.12 (Produit par blocs) Soient A € M,,, ,,(K), B € M,, ,,(K), C € M, ,, (K),
D e My, ,,(K), A€ My, ,,(K), B'e M,, ,,(K), C" € My, ,,(K), D" € M,, ,,(K). Alors on a :

A B\ (A B\ [ AA+BC AB +BD'
c p)\c p )=\ cA+DC CB+DD

!/ !/ " "
Démonstration : Ecrivons le produit ( é lB) ) ( é, lB;, ) sous forme de blocs ( é,, g,, ) On

U = A B t Vo= A B Regard le bloc B” 1 i doit étre d

pose U = ~ p]e = | ¢ [y ) Regardons le bloc par exemple qui doit étre dans

M, 4o (K). Soit (¢,7) € [1,m1] % [1,¢2]. On note [B"];; le coefficient (i,j) de B” et on adoptera la
p1tp2

méme notation pour les autres matrices. On a : [B"]; ; = [UV]; g45 = Z UiV kpr+i =

k=1
p1 p1+p2 p1

p2
S WisVlkpiait Y WiklVlkpiss = > _[AlislBlrs+ Y _[Blisl D'l = [AB'+BD']; ;. On procede
k=1 k=p1+1 k=1 k=1

de méme pour les autres blocs.

Remarque 2.1.9 On peut généraliser ce produit avec plus de blocs.

A B\
Proposition 2.1.13 (Transposition) ( C D ) -

Démonstration : On pose U = é g >, avec A € My, ,,(K), B € M,, ,,(K), C € M,,,, (K),
T AT
D e Mn27p2(K) et V= ( gT gT )

SOlt ] € [[1,711]] et 1 € [[1,])1]] On a [U]],z = [A]j,l = [AT]LJ = [V]Z,]

Soit j € [1,m] et i € [p1 + 1,p1 + po]. On a [U);; = [Bl; = [B']i; = [V]i-
Soit j € [n1 +1,n1 +nef et i € [1,p1]. On a [U];; = [C];; = [C’T]i,j = [V]i;-
Soit j - [[m —+ 1,n1 -+ n2]] et 1 € [[pl + 1,p1 +p2]] On a [U]jﬂ; = [D]jﬂ' = [DT]Z'J = [V]z,]
110 0
. . 020 0
Exemple 2.1.9 1. Calculer les puissances successives de K = 00 3 —1
000 3



2. Pour A dans M, (K), B dans M,(K), AxB la matrice carrée d’ordre np, dont la représentation
par blocs carrés d’ordre p est :

CLl’lB aLgB s CLLnB
CLQJB CLQ’QB cee CLQ’nB
an,lB an,QB e an,nB

On appelle cela le produit d’Hadamard.

(a) Montrer que : VA € M, (K), VB € M,(K), A*xB=0<= A=00uB=0.

(b) Montrer que :
V(A A') €  M,(K))?, V(B,B') € (M,(K))?, (Ax B)(A'x B") = (AA") x (BB').

(c) On suppose que A € M, (K) et B € M,(K) sont inversibles. Montrer que AxB est inversible
et préciser son inverse en fonction de A™* et B~



3. Montrer que si A et D sont dans GL,(K), alors ( 61 g ) est inversible et déterminer son

mnuverse.
—1 ’
Cherchons un inverse de la forme AO DB—l ) On a :
-1 / -1 /

A B A B _ I, A "B+ B'D ., ravoir AL 'D = 504
< o D_l > ( 0 D ) = ( 0 I, . Il suffit d’avoir A B+ B'D = 0, soit

1y o ot a1p—1 4. A B ) y A B\ '_[(at —alpp!
—A "B=B'D, soit BB =—-A""BD ~. Ainsi ( o D ) est inversible et ( o D ) = ( 0 p-1 .

A 0 ) . .
0 D ) et si A et D sont inversibles

En en déduit que si on a une matrice digonale par blocs (

z A 0N /(AT 0
aLors 0 D — 0 Dfl .

4. Soit M = (ﬁ 212), avec A € GL,(K). Montrer que M est inversible et expliciter M.

2.2 Rappels de sup sur les représentations matricielles
2.2.1 Lien entre matrices et applications linéaires

Soient F un K-espace vectoriel de dimension p et F' un K-espace vectoriel de dimension n. Soient
U = (uj)1<j<p une base de E et V = (v;)1<;<, une base de F'. Soit f € L(E, F).

Pour j dans [1,p], on a f(u;) dans F' = vect(vy, ...,v,) et on peut écrire f(u;) = Zaijvi, ou a;; est

i=1
la i-eme coordonnée du vecteur f(u;) dans la base V.

Définition 2.2.1 (Matrice d’une application linéaire) La matrice A = [a;j]1<i<n est la matrice de f

1<j<p
dans les bases U etV et est notée Matyy(f). On a :



flu) flug)  fluy)  flup)

U1 apn @iz -t Ay ottt Ay
(0 Q21 Q22 -+ Qg5 - Ap
Uy Qi

UTL anl anz o .. a/nj ... anp

On note Matyu(f) = Maty(f).

Remarque 2.2.1 Le nombre de colonnes est donné par la dimension de l’espace de départ et le nombre
de lignes par la dimension de l’espace d’arrivée.

Définition 2.2.2 (Application linéaire canoniquement associée a une matrice) On peut identifier ca-

x
, o , , X2
noniquement M, 1(K) avec K", ¢’est-a-dire que l'on identifie la colonne | . | avec le n-uplet (xq, ..., x,).
Soit A € M,,,. L’application f : M)?’l( ) s AM);,”( ) sindentifie canoniquement a une appli-

cation linéaire de L(KP,K"). On dit que f est l'application linéaire canoniquement associée a A.
Ainsi A est la matrice de f dans les bases canoniques de KP et K".

Proposition 2.2.1 (Correspondance entre matrice et application linéaire) L application
" { LE,F) — M,,(K)

est un 1somorphisme.
f — Matuy(f) P

Remarque 2.2.2 1. A une matrice A, on ne peut donc associer qu’une seule application f telle
que A = Matyv(f).

2. On retrouve que dim(L(E, F')) = np.

Exemple 2.2.1 1. Pour toute base U de E, on a : Maty(Idg) = I,.

2. On suppose que E' et E" sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Soit
U = (uj)1<j<p une base adaptée o E = E'® E", avec (uq, ..., u,) une base de E' et (uy1, ..., up)
une base de E”, p la projection sur E' parallélement a E" et s la symétrie sur E' parallélement
a B,
Soit j € [1,r]. On a p(u;) = wu; et s(u;) = uj. Soit j € [r+1,p]. On a : p(u;) = 0 et

p(_ul) o p(ur) p(upsr) o plup)

Ul 1
: : (0)
s(uj) = —u;. Ainsi Maty(p) = u, 1 et
Up41 0
: (0)
Uy 0
S() o () () o ()
U1l 1
: : (0)
Maty(s) = u, 1
Upr41 -1
: (0)
Up -1



1 02 0

3. Soit f € L(R*) canoniquement associée 4 A = 1 (1] (1) _01 . On note B = (eq, €9, €3, €4)
1 1 1 1

la base canonique de R*. Déterminer un plan vectoriel stable par f.

Interprétation d’'une matrice triangulaire
Soient £ un K-espace de dimension n, U = (u;)i1<j<, une base de E et f € L(E). Soit A € M,,(K)
telle que l'on ait A = Maty(f).

Proposition 2.2.2 (Matrices triangulaires) A est dans 7, (K) si et seulement si pour tout k de [1,n],
le sous-espace vectoriel Ey = vect(uy, ..., uy) de E est stable par f (f(Ex) C Ek).

Uq * *
U *
U, (0)

Interprétation d’une matrice diagonale
Soient £ un K-espace de dimension n, U = (u;)i1<j<n, une base de E et f € L(E). Soit A € M,,(K)
telle que l'on ait A = Maty(f).

Proposition 2.2.3 (Matrices diagonales) A est dans D,,(K) si et seulement si :
Vk € [[1,n]], I\ € K, f(uk) = A\pUp.

Uy Al

(0)

Uk A

(0)
Up, An
Interprétation de certaines matrices par blocs
Soient £ un K-espace de dimension n, E' un sous-espace vectoriel de E et U = (u;)1<;j<, une base de E
telle que (uq, ..., u,) soit une base de E' et f € L(F). Soit A € M,,(K) telle que I'on ait A = Maty/(f).

Proposition 2.2.4 (Matrices par blocs) E’ est stable par [ (c’est-a-dire f(E") C E') si et seulement
si A est de la forme :

Dans ce cas Uy = (uy, ..., u,) est une base de E' et si on note fy 'endomorphisme induit par [ sur E’

(fl : { E : ?(/x) ), alors Maty, (f1) =

xz

Remarque 2.2.3 Soit E un K-espace vectoriel. Soient Ey, ..., E, des sous-espaces vectoriels de E tels

p
que : B = EBE’ Soit i € [1,p] et B; une base de E;. On a vu que si B est la famille obtenue en
i=1



p

juxtaposant les B;, alors c’est une base de E adaptée a @EZ Soit f € L(E). Chaque sous-espace
i=1

vectoriel E; est stable par f si et seulement si Matg(f) =

Dans ce cas f induit des endomorphismes sur les E; et la matrice de f|g, dans la base B; est A;.

Exemple 2.2.2 1. Soient E un R-espace de dimension finie et f € L(E) vérifiant f? = —1Id.
(a) Montrer que sia# 0, (a, f(a)) est libre; on pose F(a) = vect(a, f(a)).

(b) Montrer qu’il existe (ay,...,a,) € E" tels que E = @ F(a;).
i=1
(c) En déduire que E est de dimension paire et trouver une base dans laquelle la matrice de f
est diagonale par blocs de matrices 2 X 2.

2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie 2n et f et g deur endomorphismes de E

tels que f*> = g* = idg et fog+go f = 0. Montrer qu’il existe une base B de E telle que :
I, 0 (0 I,
Matg(f) = (0 _In> et Matg(g) = (In 0).



Proposition 2.2.5 (Lien entre opérations matricielles et applications linéaires) 1. En reprenant les
notations de la définition 2.2.1, pour f et g dans L(E,F) et X\ dans K, on a :
Matu’v(f + g) = Matuy(f) + Matu’v(g) et Matu,v(/\f) = AMatu,V(f).

2. Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives U = (u;)1<j<p,
V = (Vi)i<icn et W = (w0;)1<j<q-
Soient f € L(E,F), g € L(F,G) et A= Matyy(f) = [ai]i<i<n et B = Matyw(g) = [bijli<i<q -

1<5<p 1<j<n
n
Alors BA = Matyw(go f) = [cijli<i<q avec ¢;j = E biry;.
1Z<p P

Ainsi on a Matyw(go f) = Matyw(g)Matyy(f).

Jg—1

Exemple 2.2.3 1. Soit C' = {( 1
’l J—

)] . Déterminer C?, pour p dans N*.
1<i,j<n



0 0 . .o

2. Soit n € N* et on pose M,, = | : . . 0] € Mu(R). Déterminer M,
0 1
10 0

Proposition 2.2.6 (Matrice inversible) Soient E et F' deuz K-espaces vectoriels de dimension finie de
bases respectives U = (u;)1<j<p €t V = (V;)1<i<n. Soit f € L(E, F) et on pose
A = Matyy(f) = [aiji<i<n.

1<j<p
Alors f est un isomorphisme si et seulement si A est inversible. Dans ce cas : Matyy,(f~') = A™

) — 1
Exemple 2.2.4 Soit C' = K]

s 1>} . Déterminer C~1.
[ 1<i,j<n

2.2.2 Lien entre matrices et familles de vecteurs

Définition 2.2.3 (Matrice d’une famille de vecteurs) Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et

U = (ui)1<i<n une base de E. Soit (x;)1<j<, une famille de vecteurs de E.

Ona:Vje|l,p], z; = Z a;ju;, ot a;; est la i-eme coordonnée du vecteur x; dans la base U.
i=1
On appelle matrice de la famille (x;)1<j<p dans la base U la matrice

ry To - Iy Tp
Uy aipx a2 - Qi st Ayp
U9 Qo1 Q22 ~--- Qg5 -+ Qgp
Matu(xl, ceey ZL’p) = [aij]1§i5n =
1<j<p . .
Uy . . Q5
un ani an2 o anj . e anp

Remarque 2.2.4 Si on n'a qu’un seul vecteur x de E dans cette famille, alors Maty(z) = X est la
matrice colonne dont les coefficients sont les coordonnées de x dans la base U, c’est-a-dire :

n Z1
x:inuiﬁX:

i=1 T,

On peut ainsi identifier les vecteurs de E avec M, 1(K), I’ensemble des matrices colonnes de taille n
— Mn,l<K)

via l’isomorphisme { —  Maty(z)

Proposition 2.2.7 (Matrice inversible et base) Soit U une base de E. Soit (x1,...,x,) une famille de
E et on pose A= Maty(xy,...,xp).
Alors (x1, ...,z,) est une base de E si et seulement si A est inversible.



2.2.3 Noyau et Image d’'une matrice

Proposition 2.2.8 (Image d’un vecteur par une application linéaire) Soient E et F' deux
K-espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives U = (u;)1<j<p €tV = (V;)1<i<n-
Soit f € L(E,F) et on pose A= Matyy(f) = [aij]i<i<n-

155<

<
<j<p ) .

Soient v € E ety € F. Il existe x1,...,x, et y1,...,Yn dans K tels que v = ijuj ety = Zyzvz On
j=1 i=1

X1 U1

x
pose X = Maty(z) = ,2 qui est dans M, 1(K) et Y = Maty(y) = y,g qui est dans M, 1(K).

Tp Yn
Ona:y=flx)<=Y =AX

Remarque 2.2.5 Si f est une application linéaire entre les espaces vectoriels E et F', ne pas oublier

que la matrice de [ représente des coordonnées dans une certaine base de vecteurs de E ou F. Donc

quand on travaille avec les vecteurs de E ou F' a partir de la matrice, il faut bien retranscrire les

vecteurs dans la base de E ou F' et ne pas les écrire comme éléments de KP ou K", c¢’est-a-dire ne

pas considérer (xy,...,xp) ou (Y1, ..., Yn) comme des vecteurs de E ou F, mais les retranscrire dans les
n

P
bonnes bases : g Tiu; et E YiV; .
i=1 i=1

Définition 2.2.4 (Image et noyau d’une matrice) Soit A € M,, ,(K).

1. On appelle noyau de A qui est noté Ker A l'ensemble {X € M,1(K), AX = 0} que l'on peut
identifier a un sous-espace vectoriel de KP.

2. On appelle image de A que noté Im (A) Uensemble {AX, X € M,1(K)} (qui est inclus dans
M,1(K)) et que l'on identifie a un sous-espace vectoriel de K".

Remarque 2.2.6 1. L’image et le noyau de A s’identifient donc au noyau et a l'image de appli-
cation canoniquement associée a A.

2. Si la matrice d’une application linéaire f : E — F est A dans une certaine base, nous pouvons
trouver les coordonnées des éléments de Im (f) et Ker (f) grace a Im (A) et Ker (A). Cependant
ne pas oublier de retranscrire les éléments de Ker (A) en vecteurs de E grace auzx coordonnées
et de méme pour les éléments de Tm (A) qu’il faudra retraduire en vecteurs de F.

Définition 2.2.5 (Rang) Soit A € M,,,(K). On note Ci, ..., C, ses vecteurs colonnes.
On pose rg (A) =rg (Ch, ..., C,) = dimvect(Ch, ..., Cp).

Exemple 2.2.5 Déterminer le rang des matrices suivantes :

1. Déterminer le rang de M = [cos (i + j)]lg,jgn, pour n > 2.



2. (a) Soit B € M,,(K). Montrer que B est de rang un si et seulement s’il existe U,V € M,, 1(K)
non nuls telles que : B =VU?T.

(b) En déduire que pour tout matrice B de rang un, on a : B* = tr(B)B.

Proposition 2.2.9 (Image et colonnes d’une matrice) Soit A € M,, ,(K).

1. Im (A) est engendré par les colonnes de A (Im (A) = vect(Ch, ..., Cp) avec C4, ..., C, les colonnes
de A).

2. 1g (A) = dim(Im (A)).

Exemple 2.2.6 L’endomorphisme f de R3[X] dont la matrice dans la base canonique de R3[X] est

1 0 -1 0

Ifo 1 0 - ‘ 9 3 \ .

B = sl-1 0o 1 o est le projecteur sur vect(l — X, X — X°) parallélement a
0O -1 0 1

vect(1+ X% X + X?).

On remarque que B? = B, donc f2 = f, donc f est un projecteur.
x T —z = 0
. 0 . y—t = 0 z = x
e Ker(f) : B e =0« x4z = 0 @{t - oy
t —y+t = 0
x 1
Ainsi Ker (B) = g , T,y € R = vect (1) s . Ains'LKcr(f):vect(1+X2,X+X3),
Y 0

| o =0

1 ! 1 0

m - 0 1
e Im (f) : Im(B) = vect (2 (1)»2 (0),

0 -1

Done Im (f) = vect(l1 — X2, X — X32).

N | =
/

Ji-(6) )

Proposition 2.2.10 (Caractérisation de I’inversibilité par le noyau et 'image) Soit A € M, (K). Alors
A est inversible si et seulement si Ker (A) = {0}.

Remarque 2.2.7 Ceci est a rapprocher de la situation d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de
dimension finie qui est bijectif si et seulement si il est injectif.

Proposition 2.2.11 (Rang d’une matrice/rang d’une application linéaire) Soient E et F' deuz K-espaces
vectoriels de dimension respective p et n et de base respective U et V. Soit f € L(E,F) telle que
A= Matyy(f). Alors rg(f) =rg(A).

Remarque 2.2.8 (IMPORTANTE) Soit A € M,,,(K). Nous avons aussi un théoréme du rang pour
les matrices : dim(Ker (A)) +rg(A) =

Ceci provient de 'application du théoreme du rang a 'application canoniquement associé a X — AX
qui va de M, 1(K) dans M,,1(K).



Exemple 2.2.7 Soient A, B,C, D € M, (K), avec A inversible. On pose M = (

A B
C D

). Montrer que

rg (M) = n+rg (D—CA™'B). Donner une condition nécessaire et suffisante pour que M soit inversible

et déterminer son inverse dans ce cas.

Proposition 2.2.12 (Rang d’une matrice/rang d’une famille de vecteurs) Le rang d’une famille finie
(21, ...,xp) de vecteurs d’'un espace vectoriel E de dimension finie est égale au rang de la matrice

A = Maty(z1, ...,xp) de ces vecteurs dans n'importe quelle base U = (uy, ...,

rg (21, ..., xp) = rg (A).

2.2.4 Matrices de passage

u,) de E, c’est-a-dire :

!/

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension n et U = (u;)1<j<n une base de E. Soit U' = (u);)1<j<n

une autre base de E.

n
Ainsi pour tout j de [1,n], on peut écrire : ug = Zaijui. On a donc :

i=1
/ / /
a1 Q2 - Ayy
Q21 Qg2 -+ Agy
/ !/
Matu(ul, ,un) = [aijhgi‘gn =
1<5<p
aij
Gp1 Ap2 - Apj

!

Up,

Q1n
Q2p,

ann

Uy
U2

Us

Unp,

J

Définition 2.2.6 (Matrice de passage) On note PY = Maty(U') la matrice de passage de la base U d

la base U'.



En particulier, nous avons PY = Maty (Idg), car : ¥j € [1,n], Idp(u}) = uj = Zaijuj.
i=1

Proposition 2.2.13 (Inversibilité de la matrice de passage) La matrice szf/ est inversible et

(P = Pl
1z 2] )t
. . L 1z 23 rh
Exemple 2.2.8 Soient x4, ...,z, € K deuz a deuz distincts. On pose V =
1 oz, 22 ... 2!

que ’on appelle matrice de Vandermonde.
Montrer que V' est inversible et déterminer son inverse. On pourra interpréter V. comme la matrice de
passage entre deux bases de R, _1[X].

/

Proposition 2.2.14 (Changement de base pour des vecteurs) Soit x dans E. Il existe xy, ..., x,, et x}, ..., 2},

dans K tels que

/

= Zajjuj = Zx;u; On pose X = Maty(z) = | : | et X' = Maty(x) =] ¢ |. Alors on a :
J=1 J=1 Tn T

X =r{X"

Exemple 2.2.9 Décomposer X*+1 dans la base V = (X —1)*, (X — 1)*(X + 1), (X = 1)(X + 1)*, (X +1)?)
(voir exemple 1.8.3). On poserad = (1, X, X? X?) et M = P¥. On pourra constater que M* = 81,.



Proposition 2.2.15 (Changement de base pour une application linéaire) Soient I’ un K-espace vec-
toriel et V et V' deux bases de F. Soit f € L(E,F) et on pose A= Matyy(f) et A" = Maty v (f).
A= Maty(f) = P Maty ()P4 = PLAPY = (PY)'APY.

En particulier si nous avons E = F, en général on choisitU =V etU’ =V etona: A' = (PY ) TAPY

ou A= P A (PY) L.

Exemple 2.2.10 Pour P dans R3[X], on pose o(P) = (X? —1)P' —3XP. On reprend les notations de
Uezemple 2.2.9. On admet que ¢ est un endomorphisme de R3[X]. Soit Z = Maty(p).

1. Déterminer A = Maty(y).

2. Comment calculer simplement Z™ pour n dans N.

2.2.5 Matrices semblables

Définition 2.2.7 (Matrices semblables) Soient A, A" € M, (K). On dit que A et A" sont semblables
s’il existe une matrice inversible telle que : A = PA'P~.

Remarque 2.2.9 1. (IMPORTANTE) Grace a la proposition précédentes, deux matrices sont sem-
blables si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme dans des bases différentes.

2. Deuzx matrices semblables ont le méme rang : on ne change pas le rang par multiplication par
des matrices inversibles.

3. Toute matrice A est semblable a elle-méme : A = I, AL

Exemple 2.2.11 1. Quelles sont les matrices semblables a \I,,, avec X\ dans K ¢
VP € GL,(K), PIA\L)P~ ' = APP ' =\, : il n'y a que \I,,.

2. Montrer que A = (_11 _34> et U = (é 1) sont semblables.



3. Soit A € Ms,(R) tel que A*> =0 et rg (A) = 2n.
0 I, O

Montrer que A est semblable a B= |0 0 I,

0 0 0

4. Soit M € M,,(K) telle que : tr(M) = 0.
(a) Montrer que M est semblable a une matrice n’ayant que des zéros sur sa diagonale.
(b) Montrer qu’il existe R, S € M,,(K) tels que M = RS — SR.



2.2.6 Trace d’un endomorphisme
Proposition 2.2.16 (Trace de matrices semblables) Soient A € M,,(K) et P € GL,(K). Alors on a :

tr(PAP™Y) = tr(A). Ainsi deur matrices semblables ont la méme trace.

1 1 -3 2
-3l etB=|1 1 2| sont-elles semblables?
0O 1 2

N — DN

1
Exemple 2.2.12 Les matrices A= | 1

0 1
Non, car tr(A) =3 # 4 = tr(B).

Proposition 2.2.17 (Invariance de la trace par changement de base) Soit f € L(E). Alors le scalaire
tr (Maty(f)) est indépendant de la base U.

Définition 2.2.8 (Trace d’un endomorphisme) Soit f € L(E). On note tr(f) que l’on appelle trace de
lendomorphisme f, le scalaire tr (Maty(f)) qui est indépendant de la base U.

Proposition 2.2.18 (Trace d’un projecteur) Soit p un projecteur de rang r. Alors tr(p) = r.



Exemple 2.2.13 1. On suppose que &, = F @ G et on consiaere s la symétrie sur I+ parailelement

a G. Alors tr(s) = dim(F') — dim(G).
1

On a vu que dans une certaine base U adaptée a E = FOG, on a : Maty(s) = 1

le nombre de 1 étant dim(F) et le nombre de —1 est dim(G).
2. Soitn € N*. A tout polynome P de R,[X], on associe le polynéme Q défini par :
z+1
Vr € R, Q(x) = / P(t)dt. Soit f Uapplication qui au polynome P associe le polynome Q.

Montrer que f est un endomorphisme de R,,[X] et déterminer tr(f).

Par linéarité de lintégrale, f est linéaire.

Soit k € [0,n], on a :

X + nktt xktl 1 E+1\ & 1
F(xky = X+ - = (X’““ + ( + )X" 41— x’““) =xF4 . 4+ —— . Donc:Vk e [0,n], F(X¥) € R,[X]. Par linéarité,
k+1 k+1 k+1 1 kE+1
n
si P = Z aka, alors f(P) = Z akf(Xk) reste dans Ry [X], donc f est a valeurs dans Ry, [X]. De plus, si on note
k=0 k=0
FO. fxR L fxm

1 1

B=(1,X,....X"™), le calcul des f(Xk) donne : Matg(f) = kk K 1 (*) et donc tr(f) = n+ 1, car la matrice est
X" © 1

de taille n + 1.
Proposition 2.2.19 Soient u,v € L(E). On a :
1. Y\ p e K, tr(Au+ pv) = Atr(u) + ptr(v).
2. tr(uowv) =tr(vou).
Exemple 2.2.14 Soit ' un espace vectoriel de dimension n. Soient py,...,pr des projecteurs de F.
Montrer que si p = py + ... + pi,_est un projecteur, alors : ¥i,j € [1,k], i # j = p;op; = 0.

2.3 Rappels de sup sur 'obtention du rang d’une matrice
2.3.1 Opérations élémentaires

Définition 2.3.1 (Opérations élémentaires sur une matrice) On appelle opération élémentaire sur les
Ly

lignes d’une matrice A= | | (les L; étant les vecteurs lignes de A) l'une des opérations suivantes.
L,




1. Type I : Adartion a une tigne ae ta comoinaison linéare a une autre : L; < L; + ALj, 1 # 7,
avec X dans K. Cela correspond a une multiplication a gauche par I, + \E; ;.

2. Type II : Multiplication d’une ligne par un scalaire non nul : L; < aL;, « € K\ {0} . Cela
correspond a une multiplication a gauche par diag(1, ..., «, ..., 1), avec a en position i.
3. Type III : Echcmge de deuz lignes : L; <+ L; , 1 # j. Cela correspond a une multiplication a
gCLUCh@ par ]n - Ei,i - EjJ -+ Ei,j + Ej,i-
On appelle opération élémentaire sur les colonnes d’une matrice A = (01 Cn) (les C; étant les
vecteurs colonnes de A) l'une des opérations suivantes.

1. Type I : Addition a une colonne de la combinaison linéaire d’une autre : C; <— C; + XCj, i # 7,
avec X dans K. Cela correspond a une multiplication a droite par I,, + \E; ;.

2. Type II : Multiplication d’une colonne par un scalaire non nul : C; < aC;, a € K\ {0}. Cela
correspond a une multiplication a droite par diag(1, ..., «, ..., 1), avec o en position i.

3. Type III : Echange de deux colonnes : C; <+ Cj, 1 # j. Cela correspond a une multiplication a
droite par -[n — Ei,i - Ej,j + E@j + Ej,i-

Remarque 2.3.1 1. Les opérations élémentaires sur les lignes se traduisent par des multiplications
a gauche par des matrices inversibles P et celles sur les colonnes par des multiplications a droite
par P. Pour savoir quelles sont les matrices inversibles P correspondantes, il suffit d’appliquer
l'opération élémentaire voulue sur I,, et le résultat obtenu donne directement P, car PI, = P =
I,P.

2. Les matrices du type I,, + AE; ;, avec i # 7 et X € K sont appelées matrices de transvection.
Les matrices diag(1, ..., ..., 1), avec a € K sont appelées matrices de dilatation.

Proposition 2.3.1 (Invariance du noyau et de I’image par opérations élémentaires) 1. Les opéra-
tions élémentaires sur les colonnes conservent l'image d’une matrice.

2. Les opérations élémentaires sur les lignes conservent le noyau d’une matrice.

Proposition 2.3.2 (Invariance du rang) 1. On ne change pas le rang d’une matrice par opérations
élémentaires sur les lignes ou sur les colonnes.

2. On ne change pas le rang d’une matrice en la multipliant par une matrice inversible.
3. Soit A € My, ,(K). On a : rg(A) = rg(AT).
4. Soit A € M, ,(K). On note Ly, ..., L, ses vecteurs lignes. On a : rg (A) =rg (L1, ..., Ly,).

Remarque 2.3.2 (IMPORTANTE) Pour trouver le rang d’une matrice, on se rameéne par la méthode du

*
pivot de Gauss soit par des opérations sur les lignes a une matrice du type (0) . ,
0
*
* (0)
soit par des opérations sur les colonnes a une matrice du type S . . Dans le premier
0

cas, on compte le nombre de lignes non nulles et dans le deuxieme cas, le nombre de colonnes non
nulles.

0 a 1
Exemple 2.3.1 1. Déterminer le rang de A= | a 0 1
a 1 0

Appliquons la méthode du pivot de Gauss, dont les opérations élémentaires ne modifient pas le rang.

1 a 0 1 a 0 1 a 0 1 a 0
A ~c 1 0 a ~r 0 —a a ~r 0 1 a ~r 0o 1 a .
Ci1 +— C3 0 1 a Lo + Lo — Lq 0 1 a Lo +— L3 0 —a a L3 « L3z +alLj 0 0 a(a+1)



e oSvra#0elaz#—1: lamatrice est de rang 3.

1 0 0
e Sia=0: ona A~ (O 1 O) , alors rg (A) = 2, car les lignes sont engendrées par (1,0,0) et (0,1,0) qui sont sont indépendantes.
0o 0 O
1 —1 0
e Sia=—-1: onaA~ |0 1 —1 |, alors rg (A) = 2, car les lignes sont engendrées par (1, —1,0) et (0,1, —1) qui sont sont indépendantes.
0 0 0

2. Soit A € GL,(K). Montrer qu’il existe des matrices de transvection Uy, ...,U,., Vi, ...,V telles
1 (0)

que A = U,..Uy.D,(det(A)).V1...Vy, avec D,(a) = , avec a € K.
(0) a

En déduire que l’ensemble des matrices de transvection engendrent le groupe

SLa(K) = {M € M,(K), det(M) = 1}.

Remarque 2.3.3 ATTENTION : Le rang n'est pas égal en général au nombre de lignes ou de
colonnes non nulles d’une matrice. Ceci est vrai seulement dans le cas d’une matrice échelonnée, il
suffit de voir la matrice J de 'exemple 2.2.5.

Proposition 2.3.3 (Rang d’un produit) Soient A € M,, ,(K) et B € M,, ,(K). Alors on a :
rg (AB) < min(rg (4),rg (B)).

Proposition 2.3.4 (Matrices inversibles) Soit A € M, (K). On a : A € GL,(R) < rg(A) = n.



(Calcul pratique de l'inverse d’'une matrice

Nous adoptons la disposition suivante : on pose (A|I,) et nous appliquons 'algorithme de Gauss QUE
SUR LES LIGNES & la matrice A jusqu’a obtenir [,, et nous appliquons simultanément les opérations
successives dans le méme ordre sur [,,. Ainsi on répercute les opérations successives sur (A|1,).

1 10

Exemple 2.3.2 Inverser la matrice A= | -1 2 1

1 4 2
1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0
-1 2 1|0 1 o0 ~I 0 3 11 1 o0 ~L o 1 1/3|1/3 1/3 0
1 4 2|0 0 1 Loy + Lo+ Ly 0 3 2| -1 0 1 ) Ly«Ly/3\ 0 3 -1 1

L3 < Lz — Ly

1 0 0 1
1/3 1/3 0 ~r 0
-2 -1 1 ) La«<Lp—L3g/3 \ 0

0 —2/3  1/3 0 —2/3  1/3
1 2/3 —1/3 | . Ainsi AT = 1 2/3 —1/3
—2 -1 1 —2 -1 1

1 0
1 1/3
0 1

o o

o R~
o

~L
L3+ L3—3Lgy

1 0 0
~r 0o 1 o0
Ly+Li—L> 0o 0 1

2.3.2 Matrices équivalentes

Définition 2.3.2 (Matrice J,) Soient n et p deuz entiers naturels non nuls et r € [0, min{n, p}]. On

note J, la matrice définie par blocs par J, = ( I Orpr )

On—r,r On—r,p—r

Proposition 2.3.5 (Changement de base et matrice J,) Soient E et F' deur K-espaces vectoriels de
dimension respectives p et n et w € L(E, F) de rang r. Alors pour une certaine base B de E et une
certaine base C de F', on a Matge(u) = J,.

Exemple 2.3.3 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E,F). On note
G lensemble des g € L(F, E) pour lesquels : fgf = 0. Déterminer dim(G).

Corollaire 2.3.1 (Matrices équivalentes a J,) Soient M € M,, ,(K) et r € [0, min{n, p}]. Alors
rg M =1 si et seulement s’il existe deux matrices () € GL,(K) et P € GL,(K) telles que M = QJ,P.

Remarque 2.3.4 Ce resultat s’obtient manuellement en appliquant la méthode du pivot de Gauss, dans
laquelle, chaque opération élémentaire correspond a une multiplication a gauche ou a droite par une
matrice inversible.

Définition 2.3.3 (Matrices équivalentes) Soient (A, B) € M,,,(K)?. Les matrices A et B sont équi-
valentes s’il existe deux matrices inversibles P € GL,(K) et Q € GL,(K) telles que

A= PBQ.

Corollaire 2.3.2 (Caractérisation des matrices équivalentes) Deuz matrices sont équivalentes si et seule-
ment si elles ont le méme rang.



Exemple 2.3.4 1. Soient A, B € M,(K). Soit D = (0 3

A O). Montrer que l'on a :
rgD =rgA+rgB.

2. Soit f: M,(C) — C une application non constante telle que :
VA, B € M,(C), f(AB) = f(A)[f(B).
Soit M € M,,(C). Montrer que M est inversible si et seulement si f(M) # 0.

2.3.3 Matrices extraites

Définition 2.3.4 (Matrice extraite) Soient A = (a;;)1<i<ni<j<p € Mnp(K), I C [1,n] et
J C [1,p]. La matrice B = (a; j)ic1, jes est une matrice extraite de A.

Proposition 2.3.6 (Rang et matrices extraites) Soit A € M,, ,(K). Le rang de A est la taille mazimale
des matrices carrées extraites inversibles de A.

Exemple 2.3.5 Soit A € M,(Q). Montrer que le rang de A en tant que matrice de Q et de C est le
meme.

2.3.4 Systemes linéaires

Définition 2.3.5 (Systémes linéaires) On appelle systéme linéaire de n équations linéaires, d p incon-
nues i, s, ..., T, et a coefficients dans K, un systéme de la forme :

CL11.T1—|—&12.§L’2+...+CL1PLUP = b1 (Ll)
2121 + Q%2 + ... + agpTp = b L
(S :21 S 20 = b2 (La) ; avec a;j,b; € K donnés pour (i, ) € [1;n] x [1;p].

121 + Gpaa + ...+ appxy, = b, (Ly)



La matrice A = |a; jl1<i<n est appelée matrice associée au systeme (S).
1<7<p

Lorsque tous les b; sont nuls, on obtient le systéme homogene associé.

On note L(S) l’ensemble des p-uplets (z1, ..., xp) qui vérifient chaque ligne de (S). C’est l'ensemble des
solutions de (S) qui est une partie de KP.

Définition 2.3.6 (Systéme compatible) Si le systéme possede des solutions, il est dit compatible, sinon
les équations du systeme sont dites incompatibles.

Remarque 2.3.5 (IMPORTANTE) Sur un systéme, on peut effectuer les mémes opérations élémen-
taires que sur les lignes d’une matrice. Le but est d’arriver par la méthode du pivot de Gauss d un

systeme dont la matrice est échelonnée. Ceci est licite car on a la proposition suivante.

Proposition 2.3.7 (Opérations élémentaires sur un systéme) Tout systéme linéaire S’ obtenu a partir
de S par un nombre fini d’opérations élémentaires ont exactement les mémes solutions.

Proposition 2.3.8 (Interprétation matricielle) On considére le systéme

a1 + ajoro + ...+ A1pTyp = bl
a91T1 + A22xo + ... + Qoply = bg

Ap1T1 + Q2o + ...+ Appxy = by,

a1 a2 ... Qip
] g1 @G22 ... QGgp ) ., . .
Soit A = ) , la matrice associée au systéme (S) et on pose B la matrice colonne
Ap1 Qp2 ... App
b 1
by ) o 2 . ‘
B = | . |. Résoudre (S) revient a chercher X = | | tel que l'on ait AX = B. La matrice B
by, Tp

s’appelle second membre du systeme.
Le systéme homogene associé est : AX = 0.

Proposition 2.3.9 (Rang et dimension de 1’espace des solutions d’un systéme homogeéne) En reprenant
les notations de la proposition précédente, si on note r =rg(A), on dit que r est le rang du systéme.

{X e M,1(K), AX =0} = Ker (A) est un espace vectoriel de dimension p —r.

Proposition 2.3.10 (Structure de I’espace des solutions) L’espace des solutions du systeme AX = B
est l'espace affine Xo + Ker (A), avec Xy une solution particuliére de AX = B.

Proposition 2.3.11 (Systémes et matrices inversibles) Soit A € M, (K). Les propositions suivantes
sont équivalentes.

1. A est inversible.

2. Pour tout B de M,,1(K), le systétme AX = B admet une unique solution.
Dans ce cas le systéeme AX = B admet une unique solution : X = A™'B et on dit que ce systéme est

de Cramer.

Zy
Exemple 2.3.6 Soit A= [aij]lgingn S Mn(C) Soit X =

Tn



1. Montrer que si AX =0, alors : Vi € [1,n], |ay||z;| < Z \ai;| x|, puis que si X est non
jelt,n]\{i}
nul alors il existe ig tel que : |a;,| < Z @iy
jeltn]\{io}
2. En déduire une condition suffisante pour que A soit inversible.

Inverser une matrice a l'aide d'un systeme linéaire

Cette méthode est utile pour inverser une matrice n x n. Soit A € GL,(K). On veut déterminer A"

n T1
. N Y2 , T2

On considere le systeme AX =Y avec Y = | . quelconque fixé dans M, ;(K) et X =
Yn Tn

I'inconnue, qui admet une unique solution grace a la proposition 2.3.11. Celle-ci est donnée par

X =AY,

En pratique on résout le systeme AX = Y avec Y quelconque dans M,, ;(K), c’est-a-dire que l'on
exprime les x; en fonction des y;. On écrit ensuite cette solution a l'aide d’un produit matriciel de
la forme BY (la solution trouvée dépend de Y'). On lit ensuite les coefficients de A~ sur la solution
trouvée, car on aura B = A~ 1 —1 v+ v —1

11

Exemple 2.3.7 Montrer que B est inversible et déterminer B~ avec B =




3 Endomorphismes et matrices particuliéres (spé)

3.1 Polynomes d’un endomorphisme ou de matrices

Dans ce paragraphe, E désignera un K-espace vectoriel, v un endomorphisme de E et A € M,,(K).
3.1.1 Morphisme P — P(u); noyau et image de ce morphisme

Définition 3.1.1 (Polynéme d’endomorphisme/matrices) Pour tout polynéme P = Z ap X",
k=0

e on définit l'endomorphisme : P(u) = Z arpu®  ouu’ = Idpg.
g PO — k v A0
e on définit la matrice : P(A) = ZakA ou A” = 1,,.

Remarque 3.1.1 1. ATTENTION : soitx € E etu € L(E), alors u* + 3u® +idg est un endomor-
phisme de E, donc u*(x) +3u*(x) + 2 a un sens, mais (u(x))* + 3(u(x))? + z ne veut rien dire,
car multiplier les vecteurs u(z) entre euz n’a pas de sens.

2. ATTENTION : Soit A € M, (K). Alors A*> + 5A = A(A* +51,,), mais ne pas écrire
A® + 5A = A(A®+5) , car additionner une matrice et un nombre n'a pas de sens pour des
raisons d’incompatibilité de taille.

Proposition 3.1.1 (Morphisme d’algeébre P +— P(u)) L’application P — P(u) est un morphisme de

Valgebre (K[X],+, x) dans l'algébre (L(E),+,0) :
[ ] 1]KX](U) = IdE,
V(P,Q) € KIX]*,V(a, B) € R?, (aP + BQ)(u) = aP(u)+ BQ(u) ;
V(P,Q) e KX, (PQ)(u) = P(u)oQ(u).
De méme { (K[X}\’/j %) : ('A;T(L](\Hg) +.) définit un morphisme d’algéebre.

Démonstration : Montrons le dernier pomt

Soient P,Q € K[X] et on pose P = Z ap,XP et Q = Z b, X7 On a donc : PQ = Z(apqup+q).

p=0 q=0 p=0 ¢=0



n m

Donc : Z Z apbuPtY).

p=0 ¢=0

Or: P(u)oQ(u) = apup) o (Z bquq> = Z (apup o Z bquq> :

p=0

Par linéarité de u, on a : P(u) o Q(u) = Z a, (Z uP o bquq> = Z(apbqup+q).

3

Remarque 3.1.2 (IMPORTANTE) V(P,Q) € K[X]?, P(u)oQ(u) = Q(u) o P(u).
En effet, soient P,Q € K[X]. D’apreés la proposition précédente, on a :
P(u)oQ(u) = (PQ)(u) = (QP)(u) = Q(u) o P(u), en réutilisant la proposition précédente.

3.1.2 Polynémes annulateur

Définition 3.1.2 (Polynéme annulateur d’un endomorphisme) Les polynomes P tels que
P(u) =0 (resp. P(A) =0) sont appelés polynomes annulateurs de u (resp. de A).

L’ensemble des polynémes annulateurs est donc le noyau du morphisme d’algébre P — P(u)

(resp. P — P(A)) allant (K[X], +, X) dans dans (L(E),+,0) (resp. (M (K),+,-)).

Proposition 3.1.2 (Idéal annulateur de u/A) L’ensemble des polynémes annulateurs de u (resp. A)
forment un idéal I = {P € K[X], P(u) = 0} (resp. I = {P € K[X], P(A) = 0}) de l'anneau K[X],
appelé idéal annulateur de u (resp. A).

Ceci implique que : VP,Q € K[X], P(u) =0 = (PQ)(u) =

(resp. VP, Q € K[X], P(A) =0= (PQ)(A) =0).

Démonstration : Faisons la démonstration pour u (pour A c’est la méme chose).

Montrons que (I,+) est un sous-groupe de (K[X], +).

e0cl.

e Soient P,Q € I.0Ona: (P—Q)(u)=Pu)—Qu)=0-0=0. Donc P— @ est dans I.

Montrons que si P est dans I et @) dans K[X], alors (PQ)(u) =

On a : (PQ)(u) = P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u), grace a l'exemple précédent. Or P(u) = 0, donc
(PQ)(u) =

Proposition 3.1.3 (Existence d’un polynéme minimal d’un endomorphisme/matrice) On suppose E
de dimension finie et u et A non nuls. Parmi les polynémes annulateurs de u (resp. A), il en existe
un unique noté 1, (X) ou m,(X) (resp. pa(X) ou ma(X)) qui est celui de degré minimal et unitaire.

Démonstration : Grace a 'exemple 1.8.2, il existe un polynome annulateur de A non nul. L’ensemble
des polynome annulateurs étant un idéal de K[X], alors celui-ci est de la forme PK[X], avec P unitaire.
La minimalité du degré de p4 et le fait qu’il soit unitaire, nous permet de dire que P = pi4.

Définition 3.1.3 (Polynéme minimal d’un endomorphisme/matrice) On suppose E de dimension fi-
nie.
Ce polynome p,(X) (resp. pa) est appelé le polynome minimal de u (resp. A).

Remarque 3.1.3 (IMPORTANTE) p,(u) =0 et pa(A) = 0.

Corollaire 3.1.1 On a :
o VP e K[X]|, P(u) =0 = p,|P. o VP e K[X]|, P(A) =0 = ualP.

Démonstration : On a vu dans la preuve de la proposition précédente, que I’ensemble des polynome
annulateurs de u est 1, K[X].

Ainsi : VP € K[X], P(u) =0 = p,|P, car P est dans p,K[X] en tant que polynome annulateur de u.
On a la méme chose pour les polynomes annulateurs de A.



Exemple 3.1.1 1. Quel est le polynome minimal aun projecteur p différent ae (raentite et non

nul ¢
0o 2 -1
2. SoitA=1|-1 3 —1
-1 2 0

(a) Montrer que (X — 1) est le polynome minimal de A.
(b) Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par (X —1)* et en déduire
A",
(c) Déterminer A~
-1 2 -1

2
(a) Ona: (A*Ig,)2 = (*1 2 71> = 0. Ainsi ()(71)2 annule A, donc:,u,A\(Xfl)z, Sipa =X —1, alors A— I3 =0, ce qui est fauz donc :
—1 2 -1

2
pa = (X -1)"%
(b) Par division euclidienne, il eriste un unique couple (Q, R) € R[X] x R [X] tel que :
X" = (X — 1)2Q + R. Le degré de R nous indique qu’il eviste a,b € R tels que R = aX + b. On a donc : X" = (X — 1)2Q +aX + b (x). En
remplacant X par 1, on a : 1 = a + b, puis aprés dérivation de (x) et en remplacant X par 1, on a : n = a. Ainsi R=nX +1—n.

Dans (*), en remplacant X par A, comme (X — 1)2 annule A, on a :
A" = aA +bl3 =nA+ (1 —n)l3.
(¢c) Pourm =2, ona: A% =24 — I3, donc : Is = A(2I3 — A) et donc ATl = 213 — A.

Corollaire 3.1.2 (Polynéme minimal d’un endomorphisme induit) On suppose E de dimension finie.
Soit F' un sous-espace stable par u et on note u l’endomorphisme induit par u sur F. Alors : ug

Démonstration : Comme p,, est un polynéme annulateur de u, on a : Vo € E, u,(u)(x) = 0. Donc :
Ve € F, p,(u)(x) = 0, ce qui signifie que p, () = 0. Donc g, est un polynéme annulateur de @ et
donc grace au corollaire précédent : puz|fiy.

3.1.3 L’algebre Ku| et K[A]

Définition 3.1.4 (K [u]|, K[A]) On note :
o Klu] ={P(u), P € K[X]}. e K[A] ={P(4), P e K[X]}

Proposition 3.1.4 (L’algebre K [u], K[A]) K[u] et K[A] sont des K-algéebres.

Démonstration : Klu] est 'image de I'application linéaire P + P(u) allant de I'espace vectoriel
(K[X], +,.) dans I” espace vectoriel (L(E),+,.), donc K[u| est un sous-espace vectoriel de L(E).
Ainsi (K[u], +) est aussi un sous-groupe de (L(E), +). Par ailleurs Idp = u” est dans Ku] et enfin pour
P,Q € K[X],on a: P(u)oQ(u) = (PQ)(u) € K[u]. Ainsi K[u] est un sous-anneau de (L(E),+, o).
On en déduit que K[u] est une sous-algebre de (L(E), +,0,.).

C’est la méme chose pour K[A].

Proposition 3.1.5 (Base de K [u], K [A] en dimension finie) Si d est le degré du polynome minimal
de u (resp. A), alors (u*)o<p<a_1 (resp. (A¥)o<r<q_1) est une base de Klu] (resp. K[A]).
Ainst dim K[u] = d°(uy,) (resp. dimK[A] = d°(pa)).

Démonstration : La preuve a de forte similitude avec les nombres algébriques vus dans le chapitre 2.
d—1 d—1

e La famille (uk)ogkgd,l est libre : soient Ao, ..., A\¢q—1 € K tels que : Z Mu® = 0. Ainsi P = Z A\ XF
k=0 k=0

est un polynome annulateur de u. Or d°P < d = d°p,,. Ainsi par minimalité de u,, on a : P = 0, donc

)\0 = ... = )\d,1 = O

e La famille (u*)g<p<q_1 engendre K[u] : soit P un polynome. Sa division euclidienne par 1, (X) donne
d—1 d—1

P =p,(X)Q + Z apX". En évaluant en u : P(u) = (1) o Q(u) + R(u) = Z agu.
k=0 k=0

Ainsi (u")o<r<a_1 est une base de Ku] et dim(K[u]) = deg(st,,).

Raisonnement analogue pour la matrice A.



Exemple 3.1.2 Soit A € GL,(K). Montrer que A™" est dans K[A].

3.1.4 Lemme des noyaux

Proposition 3.1.6 (Lemme de décomposition des noyaux pour deux polynémes) Soient A et B deuz
polynomes de K[X| premiers entre euzx. Alors :

Ker A(u) ® Ker B(u) = Ker (AB)(u).

Démonstration :

Remarque 3.1.4 1. ATTENTION ne pas écrire Ker (A) @ Ker (B) = Ker (AB), car A et B ne
sont pas des applications linéaires.

2. On se place dans le cas ot AB(u) = 0. Ainsi Ker A(u) ® Ker B(u) = E. Grace a la preuve
précédente, la projection sur Ker A(u) parallelement o Ker B(u) est un polynome de u a savoir

B(u) o Q(u) = (BQ)(u).

Corollaire 3.1.3 (Généralisation du lemme de décomposition des noyaux) Soient A, ..., A, des po-
lynomes de K[ X| premiers entre eux deuz a deuz. Alors :

Ker (A;---A,)(u) = @ Ker A;(u).

DémOTLStT’CLtZOTL N Démontrons cela par récurrence sur p.

On vient de voir p = 2 dans la proposition suivante.

P
Soit p € N, avec p > 2 et on suppose le résultat pour p. Soient p+ 1 polynémes Ay, ..., A1 premiers entre eux deux a deux. Les polynémes C = H Ap et Ay
k=1
sont premiers entre eux. Grace a la proposition précédente : Ker (A1 -+ ApAy,11)(u) = Ker (CAp11)(u) = KerC(u) @ Ker Apyq(u). Or d’apres 'hypothése de
P
récurrence, on a : Ker C(u) = @ Ker A;(u), donc :
i=1
p+1
Ker (A1 -+ ApApy1)(u) = @ Ker A;(u), d’ou le résultat pour p + 1.

i=1

Exemple 3.1.3 1. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et f € L(E). Soit P € K[X]
tel que 0 soit racine simple de P et P(f) = 0.
Montrer que Ker (f) @ Im (f) = E.



2. Soit A € C*. On pose Ay : {

3.1.5

ch — CN { cN - N
, T
(un)nEN — (unJrl - )‘un)neN (UH)HGN = (uﬂ+1)neN
ot 1 { CcN — CN
| (Wa)nen = (At e

On rappelle que Ker (A}) = {(P(n))
(a) Montrer que "' oT o) = AT.
(b) En déduire que pour k € N*, on a : Ker (A§) = {(\"P(n))
(¢) Soient ag, ...,a,—1 € C, avec p € N*, ag # 0.

On pose E = {(un)nen/Vn € N, Uiy = aoy + @11 + ... + Gp_1Unip—1}. Déterminer E.

P € Cy_1[X]}, pour k € N*.

neN >

PGCk_l[X]}.

neN>»

Complément : polynome minimal local

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension 7 non nul et u € L(E). Pour tout z de E, on pose

I, ={P € K[X], P(u)(z) =0}.

1.

Montrer que pour tout x de E, I, est un idéal non nul de K[X]. On note p, le polynéme unitaire
tel que p, K[X] = L.

. Montrer que fi,|ft,.

On suppose que p,, = P", avec P irréductible sur K. Montrer qu’il existe x € E tel que p, = fiy,.

. Montrer que si p, et u, sont premiers entre eux, alors fiyy = figly.

k
On suppose que la décomposition en facteurs irréductibles dans K[X] de p,, est p, = H P

i=1
Pour i € [1, k], on pose E; = Ker (P (u)). Soit u; ’endomorphisme induit par u sur £;. Montrer
que le polynome minimal de u; est P.



En deduire 'existence d’'un éléement x de £ tel que m, = .

On a p, € I, donc I, # {0}.

(I, +) est un sous-groupe de (K[X], +), car :
e 0 est dans I,.
e Soient P,Q € I,. On a (P — Q)(u)(z) = P(u)(z) — Q(u)(xz) =0, donc : P —Q € I,.

/S;it Pel, e]tjg € EQXP Ona: (PQ)(u)(x) = [Qu)oP(u)](z) = Qu)[P(u)(z)] = Q(u)(0) = 0.
mslion a : € 1.

Soit j € [1, k]. Montrons que le polynéme minimal de u; est P]‘.xj. On constate que :
v € B;, P =p = 0. Ainsi P;J = i P70 =pli 5
z € Ej, P; (uj)(z) = i (u)(z) = 0. Ainsi g (uj) =0, puis ,u,uj| ) 7+ On suppose que py; = P, avec §; < aj.
[ a;—8; 85 a
On a : Ker (ij (u)) C Ker (Pj I () o PjJ (u)) = Ker (Pj T (u)) = Ej.
8. 8.
Cependant : Vz € Ej, PjJ (u)(z) = Ho (uj)(x) = 0, donc E; C Ker (PJ.J (u)) puis

E; = Ker (P} (u)).

[ .
Soit Q = Pj J H Pial. Par le lemme des noyaux,
€1, kN {5}
55 A
Ker (Q(u)) = Ker (P].] (u)) @ E; = E; @ E; = @ E; = E. Ainsi Q(u) = 0, ce qui contredit la minimalité de p,,. Ainsi §; = a; et
i€[1,E]\{s} i€[1,E]\{s} i=1
cela pour tout j de [1, k].
k
. Lo . oy
Décomposons p,, en facteurs irréductibles p, = H P, v,
i=1
r
Pour ¢ dans [1, k], on pose E; = Ker(Pial(u)). Grace au lemme des noyaux, on a : E = @ E;. Sur chaque E;, I’endomorphisme wu induit un
i=1
endomorphisme est noté u;.
Soit j € [1, k] Grace a la deuxiéme question il existe zj € Ej tel que baj = Hu; = P (le polynéme minimal Ha de u; en x; sur E; est aussi le

k k
polynéme minimal de u en z; sur E car : VP € K[X], P(u)(z;) = P(u;)(x;)). Grace a la troisieme question, si z = Z x;, alors p, = H Piai = fy-
i=1 i=1



3.2 Matrices et endomorphismes nilpotents

E désignera un K-espace vectoriel non réduit a {0}.

Définition 3.2.1 (Nilpotence) 1. Soit A € M,(K). On dit que A est nilpotente s’il existe p € N*
tel que AP = 0.

2. Soit f € L(E). On dit que f est nilpotente s’il existe p € N* tel que fP = 0.

Remarque 3.2.1 Une matrice nilpotente ou un endomorphisme nilpotent n’est pas inversible, car

Exemple 3.2.1 1. M = (8 (1)) ou N = (_11 _11>, vérifient M?* = N? = 0 et sont donc nilpo-

tentes.
2. Sur R,[X], l'endomorphisme D : P +— P vérifie D" = 0.
3. Soit (A, B) € M, (K)? nilpotente et qui commutent entre elles. Montrer que AB et A+ B sont

nilpotentes.
On a le méme résultat pour les endomorphismes.

M,(K) — M, (K)
M

e AM — MA est nil-

4. Soit A € M, (K) telle quelle A™ = 0. Montrer que f : {
potent.

5. Soit E, = K,[X]. Montrer que l’endomorphisme f de E, : P+~ P — P est un automorphisme
et déterminer f~1.

On peut généraliser ce raisonnement : pour f dans L(E) tel que fP = 0, alors Idg — f est

bijectif et (Idg — f)™' =

Définition 3.2.2 (Indice de nilpotence) 1. Soit A € M,(K). On dit que A est d’indice de nilpo-
tence p si AP =0 et AP7! £0.

2. Soit f € L(E), avec E de dimension finie. On dit que f est d’indice de nilpotence p si fP =0
et fP71A£0.



Proposition 3.2.1 (Majoration de I’indice de nilpotence) 1. Soit A € M, (K) d’indice de nilpo-
tence p. Alors p < n.
En particulier A™ = 0.
2. Soit f € L(E) d’indice de nilpotence p. Alors p < dim(FE).
En particulier f4™®) =0,

Démonstration :

e Il existe 29 € E tel que fP*(z0) # 0, car fF~! #£0.
o F = (w0, f(x0), ..., f**(x0)) est libre :

e Ainsi: p < dim(FE) car F est une famille libre a p éléments.

Exemple 3.2.2 1. Soient n € N*, E un espace vectoriel de dimension n et uq,...,u, des éléments
nilpotents de E commutant deuz a deux (c’est-a-dire que u) = 0, pour 1 < i < n). Calculer
UpUp—1..-U7.

2. Soit f € L(E) d’indice de nilpotence n = dim(E) > 2.

0 0 0

1 0 0) :
(a) Montrer qu’il existe une base B dans laquelle Matg(f) =1 0 1

(0) 1 0

(b) Déterminer jiy.

(c) Montrer que : Yk € [0,n — 1], dim Ker (f*) = k.

(d) Déterminer les endomorphismes g tels que g~ = f.
n—1

(e) Soit h € L(E) tel que hf = fh. Montrer qu’il existe ay, ...,a,—1 € K tels que g = Zakfk.
k=0



3. Soit N € M, (C) nilpotente. Montrer qu’il existe B € M.,,(C) telle que B> =1 + N.



Reévisions de sup sur le determinants

4.1 Déterminant d’une matrice

Définition 4.1.1 (Déterminant d’une matrice) Soit A = (a; ) 1<ij<n € M, (K ) une matrice carrée. Le

déterminant de A, noté det(A), le scalaire défini par det(A Z 0)0o(1)1 " ** Qo(n)n-
€S
On note
Q11 0 Qi
det(A) =
07 Ann

Remarque 4.1.1 1. ATTENTION : pour deux matrices A et B de M,,(K), et X et u dans K :
det(AA + uB) # Adet(A) + pdet(B).

2. Dans le cas n = 3 et seulement pour n = 3, on a une regle qui s’applique uniquement dans ce
cas la et que l'on utilise si vraiment on a pas mieuz a faire que l'on appelle la (mauvaise) régle

1 X9 I3
de Sarrus : |y1 Yo Y3| = T1Y223 + TaY32z1 + Y122T3 — 21Y2T3 — Z2Y3T1 — Y1T273.
21 k2 Z3

Proposition 4.1.1 (Opérations) Soit A = [C,---,C,] € M, (K).

1. (Multilinéarité) Pour tout i € [1;n], Uapplication ¢;, définie pour tout X € M,,1(K) par
6i(X) =det([Cy,...,Ci—1, X, Ciy1,- -+ ,Cy]) est une forme linéaire (il y a linéarité du détermi-
nant sur une colonne, autrement dit det([Cy,...,Ci1, \Y +pY' Citq,---,C]) =
)\det([Cl, cey Cl',l, Y, Ci+17 ety Cn]) + udet([Cl, ey Cl',l, Y/, Ci+1, SR Cn]))

Donc si une colonne de A est nulle, alors : det(A) = 0.

2. 8l existe i, j € [1;n] tels que @ # j et C; = C}, alors det(A) = 0 (un déterminant est nul si
deuz colonnes sont identiques).

3. Soient i, j € [1;n] tels que i # j et A € K. Alors,
det([Ch,...,Cy)) = det([Ch,...,Ciz1,Ci + ACy, Ciqq, ..., Cyl]) (un déterminant reste inchangé
st a une certaine colonne on lui rajoute une autre colonne multipliée par un scalaire.

Plus généralement, on ne change pas un déterminant en ajoutant a une colonne une combinaison
linéaire des autres colonnes.

4. (Antisymétrie) Soient i, j € [1;n] tels que i # j, alors on a :

det([Cy,...,Ci21,Cy, Cigr, ..Ci1,Ci, Cigq, ..., Cy) = —det([C, ..., Cy)) (on change le signe
d’un déterminant en permutant deux colonnes).

(Forme n-alternée) Pour toute permutation o € Sy, det([Coq), - - ., Com)]) = (o) det([Cy, ..., Cy)).
Pour les cing premiers points, nous avons les mémes opérations sur les lignes

VA €K, det(AA) = A" det(A).

det(A") = det(A).

Soit B € M,(K). Alors det(AB) = det(A) det(B).

En particulier on a : Vn € N, det(A") = (det(A))".

L X NS &

Exemple 4.1.1 Soient n € N*, A et B dans M,,(R). On suppose que rg(B) = 1. Montrer que :
det(A + B)det(A — B) < det(4?).



Proposition 4.1.2 (Déterminants et matrices inversibles) 1. Soit A € M, (K). La matrice A est
1

det(A)’

inversible si et seulement si det(A) est non nul. Dans ce cas : det(A™!) =

2. On arg(A) <n <= det(A) =0.
3. Si A est dans GL,(K), alors : Yk € Z, det(A") = (det(A))".

Exemple 4.1.2 1. Soit n un entier naturel impair. Soit A € A,(C). Montrer que A n’est pas
inversible.

2. Soient A, B € M,(R). On suppose qu’elles sont semblables dans C, autrement dit, il existe
P € GL,(C) tel que A= PBP~'. On pose P = R+ S, avec R, S dans M,(R).
Montrer que A et B sont semblables dans M, (R).

Proposition 4.1.3 (Déterminant d’une matrice triangulaire) On a

a1; -+ Ain a1 0

n
i=1

0 Qp.n p1 - Apn
En particulier : det(diag(oq, ..., ) = H Q.
i=1

Remarque 4.1.2 Pour calculer un déterminant, il est intérssant de faire des opérations élémentaires
pour se ramener 4 un déterminant d’une matrice triangulaire (a l’aide de la méthode du pivot de Gauss
par exemple). En particulier cette méthode permet d’avoir un déterminant sous forme factorisée, ce
qui est tres pratique pour voir quand est-ce que celui-ci peut s’annuler. La méthode de Sarrus, n’est
vraiment pas une bonne idée pour avoir un déterminant sous forme factorisé.

Exemple 4.1.3 Calculer le déterminant de A = [a; ]1<ij<n, avec a;; = i A j. On rappelle que :
Z o(d) = n avec ¢ lindicatrice d’Euler.
dln



Proposition 4.1.4 (Développement selon une ligne ou une colonne)
SOit A = (aij>1§i7jﬁn S Mn(K)

(3 a1,5-1 ai,41 " ain
a"—ll PR a—l ,_1 a/'—l . 1 ) a—l . . . R . . .
On note A;j = | "7 T o M0 (on a retiré la i-eme ligne et la j-eme
@411 0 Gitl-1 Qitlg+1 00 Qitln
Qn 1 U Qp,j—1 Qp 41 o Qn.n
colonne).
Alors :

1. Pour tout jo € [1;n], on a det(A) = iai,jo(—l)iﬂoAi’jO (développement par rapport a la
Jo-éme colonne). -

2. Pour tout ip € [L;n], on a det(A) = zn:aiovj(—l)iOHAiO’j (développement par rapport a la
ig-éme ligne). .

Définition 4.1.2 (Cofacteurs) Le cofacteur d’indice i, j de A est (—1)""7A,;.

Remarque 4.1.3 Cette méthode sert a calculer des petits déterminants (4 x 4 par exemple) ou des
déterminants avec beaucoup de z€ros.

Exemple 4.1.4 1. Soit n € N, calculer D, =

O RO O
N =

%)
8

() ()



2cos(f) 1 (0)

2. Soitn € N*\{1}. Calculer D,,(0) = L , ce déterminant étant de taille

. . 1
(0) 1 2cos(f)
nxnetfeR.

Proposition 4.1.5 (Déterminant par blocs) 1. Soient A € M,(K), B e M, ,,—,(K),



CeM,_,(K),D e M,_,,(K). Alors : det (61 g) = (det A)(det C).
Al *
s 2 . . 0 A2 * . .
2. Plus généralement, si nous avons une matrice A = ' une matrice trian-
(0) Ap

P
gulaire par blocs, alors det(A) = H det(A;).
i=1

Démonstration : Le deuxieme point se déduit du premier par récurrence. Montrons le premier point.

On remar I, 0O A B\ (A B
emarque que o ¢)\o 1,.,) o c)

A B

Remarque 4.1.4 1. ATTENTION, en général, det (C’ D

) # det Adet D — det Bdet C.

2. (IMPORTANTE) En transposant, on a : det =det Adet D, en effet :

A 0
C D
det (é g) = det (( é OD )T> = det (I%T g:Tr) = det(A”) det(D") = det(A) det(D).

Exemple 4.1.5 Soit A, B € M, (R). Montrer que det (_AB ﬁ) > 0.



4.2 Determinant d’une famille de vecteurs

Définition 4.2.1 (Déterminant d’une famille de vecteurs) U = (uy, ..., u,) une base de E et (x1,...,z,)

n
une famille de n vecteurs de E, on note a;; la iéme coordonnée de x; dans U (xj = E aijui>. On
=1

aip - Qip
pose dety(z1, ..., x,) = det(Maty(z1,...,x,)) =
Qp1  *++  App
Proposition 4.2.1 (Déterminants et bases) Soit U une base de E qui est de dimensionn et (xy,...,x,)
une famille de n vecteurs de E. Alors
1. (x1,...,2,) est une base de E si et seulement si on a dety(z1,...,x,) # 0.
2. (x1,...,x,) est une famille liée si et seulement si on a det y(xy,...,z,) =0.

Remarque 4.2.1 Pour (z1, Ty, .01, T, T, Tigq, ..2n) € B et (N, ) € K2, on a :
1. dety (21, ey i1, ATAHUT, Tig 1y oy ) = XNdet g (X1, ooy i1, Tiy Tig 1y ooy T ) det g (X1, oy Ti 1, T, Tig 1y 0oy Ty ) -
2. Soit 0 € S,,. Alors, det y(To(1ys - - - Towm)) = €(0) det g (1, ..., Ty).
Ceci est équivalent a pour touti, k € [1,n], dety(z1, ..., Tiy ooy Ty oo Ty) = — dety (T1, ooy Tiey vey Tiy o Tiy),
car toute permutation de S, est une composition de transpositions.
3. On a dety(U) = det(1,) = 1.

Exemple 4.2.1 Soient ' un K-espace vectoriel, (u;), ., une famille libre de E et (), ;,, une famille

de scalaires. On note s = E a;u;. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a;),;-, pour
i=1
que (U; + 8);<;,, soit libre.

Proposition 4.2.2 (Expression des formes multilinéaires alternées) 1. Une application
f: EP — K vérifiant les deux premiers points de la remarque précédente est appelée n-forme
linéaire alternée et il existe A € K tel que : f = Adety.

2. En particulier, il existe une unique application f : EP — K wvérifiant les trois points de la
remarque précédente, c’est f = det .

Exemple 4.2.2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de E.



1. Montrer quil existe 7p dans I verifiant : pour toute vase b ae £ et tous vecteurs Ty, ..., Ty, ae
E :

n
Zdet (@1, iy, f(20), i, oo, ) = Tpdet g(21, .., Ty).
i=1

2. Montrer que 7y = tr(f) (ainsi 7y ne dépend pas de la base choisie).
E" — K

n
1. ient b de E et 9 :
Sotent B une base de I et ¢ (z1, .., zn) ZdCtB(zlv“‘azi—lvf(zi)azi+17<~vz7z)
i=1

i=
Par multilinéarité du déterminant et linéarité de f, Uapplication 1) est multilinéaire.
Soit 1,...,zp, € E et k,l € [1,n]. On a :

Y@L,y Ty oo Tps ey @) = D det BB, ey Bhy ooy F(@4), oo @1y ooy @) Fdet B(1, e, f(@)), oo @1y s @) Fdet B(T1, oy Ty ooy F(@1), 00 @n) =
1<i<n
iZk, il

—det (@1, s Tpyoeey F(@4)5 0oy Thoy ooy Tp) — det g(@1, ey 2y, ooy f(Tg), ooy @n) — det g(z1, ooy f(21)s 000y Thoy vvs Tn)

= —P(X1y ey TYy ooy Ty ooy Ty )

Ainsi 1 est une forme multilinéaire alternée, donc il existe Ty €K tel que : ¢ = Tf det g, grace a la proposition précédente.
2. Soit M = (a;j)1<i,j<n la matrice de f dans une base B = (e1,...,en) de E.

n
Soit j € [1,n]. On a : f(e;) = Z ajje; et :
i=1
n
det g(e1, ..., ej_1,f(ej)sejp1,-ren) = Z ajjdet g(e1,...,ej_1,€5,€541, .-, €n) =
i=1
ajj det Bler, c €5 —1,€5,€541, s, en) = ajj, car dans det B(El,.4.,6_7'_1,6_7‘76_7‘_'_1,.4.,577,), on retrouve deuzr vecteurs identiques e;, si 1 # j. Ainsi
n n
P(e1,...,en) = 7y det g(e1,...,en) = 7¢ et donc : 7; = Z det g(e1,...;ej_1,f(ej),ejp1,-ren) = Z aj; = tr(f).
j=1 j=1

Proposition 4.2.3 (Changement de base) Soient U, U' deuz bases de E et (1, ...,x,) une famille de
n vecteurs de E. Alors : dety(xq,...,2,) = det 1 (U) - dety(zq, ..., xy).

4.3 Déterminant d’un endomorphisme
Dans ce paragepahe E désigne un espace vectoriel de dimension n.

Définition 4.3.1 (Déterminant d’un endomorphisme) Soit f € L(E) et U une base de E. Le scalaire
det(Maty(f)) = dety(f(U)) est appelé déterminant de f et on le note det(f). Il est indépendant de
la base U choisie.

Proposition 4.3.1 (Opérations) Soient u, v € L(F) et A € K.

1. det(Au) = \" det(u).

2. det(Mdg) = \".

3. det(uov) = det(u)det(v).

1
4. On a :det(u) # 0 si et seulement si on a :u € GL(E). Siu € GL(E), alors det(u™") = det(a)”
et(u

Remarque 4.3.1 Dans ce cas det(u) non nul est équivalent a u injective ou u surjective, car u est un
endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie.

Exemple 4.3.1 1. Soit f un endomorphisme d’un R-espace vectoriel E de dimension n. Montrer
que si f? = —idg, alors n est pair.

M, (K) — M, (K)

A AN . Déterminer tr(f) et det(f).

2. Soient A = [a; ;]1<ij<n € Mn(K) et f: {

Proposition 4.3.2 (Effet d’une application linéaire sur le déterminant d’une famille) SoientU une base
de B, (x1,...,z,) une famille de E et f € L(E). Alors : dety(f(x1), ..., f(zn)) = det(f) det (1, ..., T4).



4.4 Comatrice

Définition 4.4.1 (Comatrice) Soit A € M, (K). On pose ComA = [(=1)" Ay]1<ij<n qui est appelée
comatrice de A.

Proposition 4.4.1 (Relation avec la comatrice et inversibilité) Soit A € M,,(K). Alors :
A(ComA)" = (ComA)'A = det(A)I,.

En particulier, si A est inversible, alors A™' = (ComA)T.

~ det(A)

Exemple 4.4.1 1. Soit M € M, (Z) inversible. Montrer que M~ est dans M, (Z) si et seulement
si |det(M)| = 1.

2. Soit A € M,,(K). Déterminer rg (Com(A)).

4.5 Déterminant de Vandermonde

Proposition 4.5.1 (Déterminant de Vandermonde) Soient n > 2 et xy, xo, ..., , € K.
1 2 n—1
xl (L’l .o ZEI
2 n—1
o . . , : 1 x5 ... @y ,
On considere le déterminant d’ordre n suivant : D, (xq, 22, ..., x,) = que [’on
1 oz, 22 o

appelle déterminant de Vandermonde. On a :

Dy (x1,29,...,2,) = H (z; — xj).

1<j<i<n
1 oz 22 ah!
1 oz 22 ! . . ‘ ‘ . .y
2 2 est inversible si et seulement si les x4, ..., x, sont deur a deuz distincts.
1 oz, 22 z !



Démonstration : Sl les x; ne sont pas deux a deux distincts, les determinant a deux lignes identiques
et le résultat est donc vrai.
On suppose maintenant que les x; sont deux a deux distincts. On pose P, (X) = D, (1, za, . .., Tp_1, X).

Exemple 4.5.1 Soient ay, ...,a, € C deur a deuz distincts. Soit i € [0,n]. On pose P, = (X + a;)".
Montrer que (P, ..., P,) est une base de C,[X].



