Chapitre 9 : Séries entieres I
MP* Chaptal

Définition 0.0.1 (Séries entieres) Soit (a,) une suite complexe. La série entiére de coefficients a,, est

la série an2", avec z un parametre réel ou compleze.
)

Remarque 0.0.1 1. Il y aura deuz facons de voir une série entiére.
Soit on regarde cela comme une série et on cherche z telle que celle-ci soit convergente. Nous

verrons cela dans le premier paragraphe.
+oo

Soit nous regarderons ceci comme la série de fonctions z Z anz".
n=0
2. On rappelle que : 0° =1 et que : 0" =0 si n est dans N*.

+o00
Si on note f:x — Zanx”, alors f(0) = ay.

n=0

Soit A un sous-ensemble de R. Si A n’est pas majoré, on notera sup(A) = +oo.

1 Rayon de convergence d’une série entiere

1.1 Rayon de convergence et premieres propriétés

Proposition 1.1.1 (Lemme d’Abel) Soit Z a,z" une série entiére et zg € C* tel que la suite (a2 )nen
neN
est bornée. Pour tout z € C tel que |z| < |z0|, la série Zanz

" converge absolument.

Démonstration :

Remarque 1.1.1 1. On prendra garde qu’il faut que |z| < |zo| soit une inégalité stricte.

2. Sion note I = {r € Ry, la suite (a,r™) soit bornée}, alors I est un intervalle de Ry.. En effet
sotent o, B dans I tels que a < 5. Pour tout r de |«, 8], la suite (a,r™) est bornée, car on a :
Vn € N, |a,r"| < |a,B"| et cette derniére quantité est bornée, car 3 est dans I. Donc r est dans
I, puis nous avons : [a, B] C I. Comme 0 est dans I, alors I est de la forme [0, R[ ou [0, R].

Définition 1.1.1 (Rayon de convergence) On appelle rayon de convergence de la série entiére Z an2"

neN
la borne supérieure (dans Ry U {+00}) de l’ensemble {r € Ry, la suite (a,r") soit bornée}.

Autrement dit, le rayon de convergence vaut +00 si cet ensemble n’est pas majoré, sinon c’est un réel
positif ou nul.

Proposition 1.1.2 (Rayon de convergence et caractére borné de (a,z2"),) Soit E a,z" une série en-
tiere de rayon de convergence R.

1. e Si|z| < R, alors la suite (a,2") est bornée.

e Si|z| > R, alors la suite (a,z") n'est pas bornée.
2. e Sila suite (a,z") est bornée, alors |z| < R.

e Sila suite (a,2") n'est pas bornée, alors |z| > R.



Démonstration : Pour les deux premiers points, on a :

R = sup{r € R,, la suite (a,r") soit bornée}. Ainsi grace a la remarque précédente, on a :
{r € Ry, la suite (a,r") soit bornée} vaut [0, R[ ou [0, R].

Les deux derniers points sont les contraposées des deux premiers points.

Remarque 1.1.2 1. (IMPORTANT) si (ay) est une suite bornée, alors le rayon de convergence R
de la série entiere Zanz” vérifie :
neN

2. (IMPORTANT) Soit p € N. Multiplier (ou diviser lorsque cela est possible) une série entiére
par zP ne change par le rayon de convergence : g a,z" et E a,2"P ont le méme rayon de
convergence, car pour z € C* firé, les suites (a,2")nen et (@,2" P )nen, sont bornées en méme
temps, car on passe de ['une a l'autre en multipliant par la constante non nulle 2*.

Ainsi les séries entiéres E an,z", E Ap—p2", puis E Anip2" ont aussi le méme rayon de
neN n>p neN
convergence.
3. Les séries entiéres E a,z", E la,|z" et E (=1)"a,z" ont le méme rayon de convergence,
neN neN neN
car :Vn € N, |a,z"| = ||an|2"| = [(—=1)"a,2"| et donc les suites (anz"), (|a,|2") et (—1)"a,z")
sont bornées en méme temps.

4. Si a, est nulle a partir d’un certain rang, alors la série entiere E a,z" est une fonction poly-
N

nome de la forme z — E an%
n=0
la suite (a,m™)nen est bornée car elle est nulle a partir d’un certain rang.

5. ATTENTION : on ne peut rien dire sur la caractére borné de (a,R")nen, car I est de la forme

" et son rayon de convergence vaut 400, car pour tout r € R,

[0, R[ ou [0, R].
Exemple 1.1.1 1. Le rayon de convergence de Z 2" vaut 1, car (r'"),en est bornée si et seulement
n>0
si :r € |0,1].

2. Soit E a,z" une série enticre de rayon de convergence R. Quel est le rayon de convergence R’

de Z azz" ?

+o0
1
Proposition 1.1.3 (Série géométrique) Soit z € C. Si : |z| < 1, alors : Z 2" =
n=0

1—2z
Démonstration : Voir le cours sur les séries géométriques.

Exemple 1.1.2 Soit z € C tel que : |z| < 1.

1. Montrer que la famille (2**13), .cn est sommable et calculer sa somme S(z).
+o0
2. Montrer que S(z) = Z d,z", avec d,, le nombre de fagcon d’écrire n = 2p + 3q, avec p,q € N.

n=0



Proposition 1.1.4 (Convergence de la série Z a,z") Z a,z" et R son rayon de convergence.

neN
1. e Pour|z| < R, la série Zanz" converge absolument.
e Pour |z| > R, la série Zanz” diverge grossiérement.
2. e Sila série Zanz” converge, alors |z| < R.
o Sila série Zanz” diverge, alors |z| > R.
Démonstration :

Remarque 1.1.3 1. (IMPORTANTE) Si Zan diverge, alors

2. Attention dans la prewve précédente, on ne peut pas dire directement que si |z| < R, alors
a,z" converge, car on me sait pas si la suite (a,R") est bornée pour pouvoir utiliser le

lemme d’Abel.

3. La encore les inégalités sont strictes dans les hypothéses de 1..

Corollaire 1.1.1 (Rayon de convergence défini par la convergence de E a,z") Le rayon de conver-
gence R d’une série entiere E a,z" peut s’écrire aussi :

R =sup{r e Ry, la série Z a,r" soit convergente (absolument)}.

n

n 1
Exemple 1.1.3 1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z(\/ﬁ)(_l) In{l+—|=%

n>1 \/ﬁ

3 1
On pose : Vn € N*| a, = (\/71)<71)n In <1 + 7) Suivant la parité de n, on a :
n

1 1 1
ap =+vnln|14+ — | ouap, = —1In|1+ — |. Dans tous les cas, on a :
Vn n Vn
. 1 1 1 1 1 _
Vn €N, ap > —In|(1+4+ — | = bp. Or nous avons : by, ~ — X — = —. Par comparaison de séries a termes positifs, la série Z an diverge.
Vn v vn n n w1

Ainsi on a : R < 1.

1 1
Par ailleurs : Yn € N*, lan| < v/nln <1 + 7) < Vn x 7 =1, car par concavité de In, on a : Vo €] — 1, +oo[, In(1 + z) < =. Ainsi la suite (ap) est
n n

bornée et donc R > 1, puis : R = 1.



2. Soit (a,) une suite compleze telle que le rayon de convergence R de Zanz” soit strictement

Qn,
positif. Détermainer le rayon de convergence de Z —'z”.
n!
+o00 o
Définition 1.1.2 (Exponentielle) Pour z dans C, définit ’exponentielle de z par : e* = Z —- Son
n!
n=0

rayon de convergence vaut +00, car la série converge pour tout z de C (voir le cours sur les séries)

Remarque 1.1.4 1. Ceci peut servir de définition pour € avec z dans C. Nous verrons plus tard
que cette définition coincide bien avec la définition connue de ’exponentielle réelle ou complexe.

2. Nous avons montré dans le chapitre sur les séries a ['aide d’un produit de Cauchy que :
/ /
V2,2 € C, 7% = e%e”.

+oo
)\k
Exemple 1.1.4 Soit A € R. Déterminer S = Z er_)\ﬁ'
k=1 )
Définition 1.1.3 (Disque/ intervalle ouvert de convergence) 1. On appelle disque ouvert de conver-

gence de la série entiére Zanz” le disque ouvert D(0,R) = {z € C, |z| < R}, ot R est son

neN
rayon de convergence.

Si R =0, le disque ouvert est (), si R = +oo, c’est C tout entier.

2. On appelle intervalle (ouvert) de convergence de la série entiére Zanx” Uintervalle | — R, R],

neN
ou R est son rayon de convergence.
St R =0, cet intervalle est vide, si R = +00, c’est R tout entier.
cVv
DV
DV

H
T

Remarque 1.1.5 Attention, sur le cercle {z € C, |z| = R}, on ne peut rien dire sur la convergence de
la série entiere.
Par exemple, montrer que les trois séries entieres suivantes ont pour rayon de convergence 1, mais



Zn

sur le cercle {z € C, |z| = 1}, on ne peut rien dire sur la convergence des séries : E 2", E — et

n
zn
E —5, on a des comportements différents.
n
N i n n o
Pour |z| <1, on a : Vn € N*, — < — < [z]". Comme g 12| converge, alors les trois séries
n n

convergent (absolument).
|Z|n enln |z

Pour |z| > 1 et k € ]0,2], on a : +00, par croissance comparée (In|z| > 0) donc

-_— = —
nk nk ~—~
n—-+oo
les trois séries divergent grossierement. Ainsi R = 1.
e Pour|z|=1: E 2" diverge grossiement, car on n'a pas lim 2" = 0.
R S S— n——+0o00

2" r . —1)"

o Pour z=1: E — = E — qui diverge, mais pour z = —1 : E (=1)
n n —_—

Sur le cercle de convergence, on peut avoir des comportement différents.
" 1
e Pour|z|=1: E 12" = E — converge.
ettt fod n2 n2

Définition 1.1.4 (Fonctions développables en série entiere (DSE)) Soit f : A — C, avec A une partie
de C.
Soit r € RY,.. On dit que f est développable en série entiere sur | —r,r| (avec | —r,r| inclus dans A) ou

converge, grace au TSSA.

sur D(0,7) (avec D(0,7) inclus dans A), s’il existe une série entiére g anz" de rayon de convergence
R supérieur ou éqgal a r telle que respectivement :

+00 +oo
Ve el —nrr], f(z)= Zanx” ou Yze D(0,r), f(z) = Zanz”
n=0 n=0

Dire que f est DSE au voisinage de 0 signifie qu’il existe v > 0 tel que f soit DSE sur | — r,r| ou
D(0,r).

Exemple 1.1.5 1. exp et z —
D(0,1).
2. IMPORTANT. Soit f décomposable en série entiére sur | — R, R|, avec :

sont développable en série entiere sur respectivement C et

Vx €] — R, R|, Zan ",ouay=a = ..=a,1 =0, montrer que g : x

Se

f(x)

prolonge en une fonctzon decomposable en série entiére sur | — R, R|.

e —1

Montrer que h : x — se prolonge en une fonction décomposable en série entiere sur R.

Remarque 1.1.6 On verra qu’une fonction peut étre décomposable en série entiére sans l’étre forcément
sur tout son intervalle de définition.



1.2  Opérations sur les séries entieres et rayon de convergence

1.2.1 Somme de deux séries entiéres

Proposition 1.2.1 (Somme de deux séries entiéres) Soit g apz" et g by2" deux séries entiéres de
neN neN
rayons de convergence R, et Ry. Alors la série entiére g (an +bp)2" a un rayon de convergence R tel

neN
que Lorsque R, # Ry, alors R =

Si on a z dans C avec |z| < , alors : Z(an +b,)2" = Zanz” + anz”.

neN neN neN

Démonstration :

Exemple 1.2.1 1. On suppose que la définition que ’on a donnée pour la formule de [’exponen-
tielle coincide avec l'exponentielle connue. En déduire que les fonctions cos,sin, ch et sh sont
décomposables en séries entieres et on déterminera le rayon de convergence de celles-ci.

2p

+oo .
De méme : cos(z) = E (-1)? .
p=0 (2p)!

+oo _k +oo k +oo _k +oo 2 +oo 2
1 _ 1 T (—=z) 1 T k 1 <P P
ch(@) = - +e ™)== (> —+> ~——|=-> — Q+=D" == [ x2= T
2 2\ R K 2 K o 2 = (2p) =, (2p)!
= 0 si k impair

+oo  2pt1
De méme : sh(x) = _
pz::[) (2p +1)!

Ces séries convergent pour tout  de R, donc le rayon de convergence est +oo.

. - (—1)” om B 1 on s B (_1)n
Remarque 1.2.1 Sion pose cos(z) = nz% @)l 22 ch(z) = nz; (2—71)‘2 , sin(z) = TLZ% I
+o0 . . _
1 (¥4 1z 4 4
et sh(z) = ;mz%ﬂ pour z € C, alors cos(z) = %7 ch(z) = %;
eiz _ e—iz ez _ e_z
I = t sh(z) = ——
sin(z) 5 et sh(z) 5
+0o0
2. Soit f: 2z Zanzr de rayon de convergence R > 0. Sur un ensemble approprié, exprimer
n=0
+o00

5 apn 2™ en fonction de f, avec p dans N*.

n=0

2n+1



Corollaire 1.2.1 (Somme de deux fonctions DSE) Si f et g sont développables en série entiére au
voisinage de 0, alors f + g l’est aussi.

1.2.2 Produit de Cauchy
Proposition 1.2.2 (Produit de Cauchy) Soit Zanz” et anz” deux séries entieres de rayons de

neN neN
convergence respectifs R, et Ry. Alors la série entiere produit de Cauchy E cn2", avec :

neN
n

vneN, ¢,= Z arpb,_r a un rayon de convergence R tel que :
k=0

+o0o
De plus : Vz € C, |z| < :chz":
n=0

Démonstration : Pour |z| < min(R,, Ryp), les séries E a,z" et E b,z" convergent absolument, donc
neN neN

n
la série produit de Cauchy E d,, aussi avec d,, = g ap2"b, 2" % = ¢, 2" et donc E cp2" converge
=0

k= neN
+oo +00 +00 +oo
absolument et : Z 2t = Z d, = (Z anz”> . (Z bnz">.
n=0 n=0 n=0 n=0
Exemple 1.2.2 Soit (D,,), une suite vérifiant : Dy = 1 et : ¥n € N, n! = Z (Z) D,,_i.. On admet
k=0
que D,, est positif (cela sera prouvé dans le premier cours de probabilité)
+oo
D, .
On note S(z) = Z e
n=0

1. Montrer que le rayon de convergence de S vaut au moins 1.

—Zz

2. Montrer que pour z dans C avec |z| <1, on a : S(z) = N )
—z



Corollaire 1.2.2 (Produit de deux fonctions DSE) Si f et g sont développables en série entiere au
voisinage de 0, alors fg l'est aussi.

1.2.3 Composition de série entiére (hors programme)

I1 n’y a pas de théoremes au programme sur la composition de séries entieres. On peut vous demander de
traiter des cas particuliers cependant. En général pour s’en sortir, il faut utiliser des familles sommables
avec deux indices. Voici un exemple :

Exemple 1.2.3 1. Montrer que f : x +— € est développable en série entiére sur R.

2. Soit f:z+— Zanz" une série entiére de rayon de convergence R € R . Soit zy € C tel que :
|20| < R. Montrer que : g : z v+ f(20 + 2) est développable en série entiére.

Soit z € C tel que l'on ait : |z| < R — |zg9|. On a : |z0| + |z| < R, donc la série Z lan|(|zo| + |2])™ converge. Par ailleurs, on a : Z lan|(lz0] +12D)™ =

n=0
5 |an\< 0( )izl <1z ):ngkjgn|an\(:)\za|”*’wz\’“ ).

n=0

n
k=
La famille ( < ) o kzk> est sommable, donc :
0<k<n
OO

“+oo + +o0
n —
g(z) = § ( ( ) o= kz") = E ( E (k)anzg k> 2", ainsi g est DSE et son rayon de convergence vaut au moins R — |z0| > 0.
n=0 k=0 \n=k

1.2.4 La série entiére E na,z"

Proposition 1.2.3 (La série entiére E na,z" Les séries entieres E a2 et E na,z" ont le méme
rayon de convergence.

Démonstration : Soit R le rayon de convergence de Z a,z" et R’ celui de Z na,z". Soit r dans R
tel que r < R'. On a alors : Vn € N*| |a,r"| = |an|r" < nla,|r" = |na,r"|. Comme la suite (na,r"),
est bornée, alors la suite (a,r"), est bornée. Ainsi on a : r < R. Ceci étant valable pour tout r tel que
r < R, alors en faisant tendre r vers R', on a : R < R.

: . r+ R :
Soit r dans R, tel que r < R. Soit ' = ——. On aalors 0 < r <7 < R. Soit n € N. On a :
T\"™ T\" T r r
|nanr"| = ‘anr’"n (—/) . Nous avons : n (—/) = ne"™(7). Or comme : — < 1, alors : In (—/) <0
r r r r
et par croissance comparée, on a : lim ne"™(7) = 0 et donc : na,r™ = o(a,r™). Par comparaison

n—-+oo
) /n n . .
comme la série E a,r" converge absolument, alors E na,r" converge aussi absolument et donc :
r < R'. En faisant tendre r vers R, on a alors : R < R’. Ainsi on obtient R = R'.



L Un . a
Remarque 1.2.2 1. Ainsi E a,z" et E — 2" ont aussi le méme rayon de convergence, car
n

an
n—z" =a,z".
n

2. Pour tout p dans N, on prouve par récurrence sur p que E nPa,z" et g anz" ont le méme
rayon de convergence.

Exemple 1.2.4 Soit a € R\ 7Z. Quel est le rayon de convergence de Z Mm".
n

1.3 Comment déterminer un rayon de convergence ?
Voici les méthodes par ordre d’importance.
1.3.1 Regle de D’Alembert

En considérant la proposition 1.1.4, on peut utiliser la régle de d’Alembert pour voir quand la série
Z a,z" converge absolument. Ceci est assez pratique lorsque dans a,, il y a des produits ou des puis-

. . . . ‘an+lzn+1’ . . . |an+lzn+1|
sances, qui se simplifient par quotient ———————. Ensuite il faut trouver z tel que lim ——— <1
|an2"| n—too  |a,z"|
n+1
et tim Ll
n—+400 |anz”|
Proposition 1.3.1 (Rayon de CV de Zno‘z”) Le rayon de convergence de Znaz”, avec o € R est
1.
, . . n+1)ezn ! n+1\" 1\“
Démonstration : Soit z € C*. On a I ) | = lzl=11+—=) [z] — |zl
|nazn| n n n—-+00

Si|z| < 1, Znaz” converge absolument et si |z| > 1, elle diverge grossierement, grace a la regle de

d’Alembert. Ainsi R = 1.

1
Exemple 1.3.1 1. Donner le rayon de convergence de : g 5 2ntl
(%)
) N (n)? 5,41
Notons R le rayon de convergence de notre série entiére Z mz .
n)!
((nt1)H2 2(n . )
) N <2(n+1)>122( o ((n 4+ D)NH2(2n)! |22 3 (n+1)2 5 |z|?
Soit z € C*. On a : = = |z| — X
(n)?2 L2n41 (2n + 2)!(nh)2 |z|2n+1 (2n +2)(2n + 1) ~~ 4
(Zn)t n—+oo
si 2|2 ) 1 onpa ) R ) L R , B
i T < 1, soit |z| < 2, alors Z (Zn) z converge absolument et elle diverge grossiérement si |z| > 2, grace a la régle de d’Alembert. Ainsi R = 2.
_ 2 k(k+1) : , .
2. Soit a € C*. On pose a, = a* sin = — et a, = 0 sinon. Déterminer le rayon de

convergence R de la série entiere E anz".



3. Donner le rayon de convergence de : E n"z".

2
4. Soit (a,) une suite de R’ telle que lim n <a—" — 1) = { € R*. Quel est le rayon de
n—+o0 Ap—10n41

convergence R de la série entiere E apz" ?

1.3.2 Comparaison avec des séries entieres plus simples

Donnons une proposition qui permet de comparer le terme général d’une série entiere avec le terme
général d’une série entiere plus simple.

Proposition 1.3.2 (Comparaison de séries entiéres) Soit (a,)nen €t (bn)nen deux suites numériques,

soit R, et Ry les rayons de convergence de E a,z" et E b,z" respectivement.
neN neN

Si an, = O1o0(by), alors
St a, ~io by alors

Démonstration : On suppose que a, = O (by,).

a
Si:a, ~ by, alors: lim — = lim — =1, alors les suites (a,/b,) et (b,/a,) sont bornées (car elles
n——+oo n n—+o0o0 Qy,

convergent) et on a : a, = O(b,) et b, = O(a,) et ainsi grace au premier point R, > R, et Ry, > R,,.



Remarque 1.3.1 1. St a, = 0450(by), alors
2. On voit que dans Z a,z", plus a, est petit, plus le rayon de convergence peut étre grand.

Exemple 1.3.2 Quel est le rayon de convergence de :

q
1. Z P(n)z" avec P = Z ar X"® un polynéme de degré q.
k=0

2

1 n
2 W2 a=(1-=] .
ZCL z avec a ( n)

1 nt
e
3. g apz", avec a, = dt. On donnera d’abord un équivalent de a,,.

xn

4. Quel est le rayon de convergence R de g 7
sin(nmv/3)
1
sin(nwv/3)
Comme /3 est irrationnel, alors : Yn € N*, sin('rnr\/g) # 0.

On pose : Vn € N*| a, =

De plus Vn € N*, \sin(nﬂ\/§)| <1, puis : Vn € N*, |an| > 1. Comme Z 1.2" a un rayon de convergence qui vaut 1, alors R < 1.
1 1 1
Soit n € N*. Soit p, € N* tel que p,, — 5 < nv3 < pn+ 5 On prend par exemple py = \:nx/g + EJ

s
On a donc \nTr\/gf pnm| < 3 Or on a : Vo € [0,7/2], sin(z) > —=x.
T

2

On a donc |sin(nmV3)| = |sin(nmV3 — ppm)| = sin [nmV3 — pp7| > Z|naV3 — ppr| = 2|nV3 — pn|.
kg

1 nv3 +
= Pn_ Comme \377,2 — pi\ est un entier non nul (sinon V3 = pn/n € Q), alors \31’1,2 — pi| > 1. On a donc
2|n\/§7pn 2\3n2 7pgt|
1 1
vn € N*, |ap| < 5(n\/§+pn) < nv34 Z Ainsi an, = O(n). Or la série entiére Z nz" a un rayon de convergence qui vaut 1, donc : R > 1. Aini R = 1.

On a donc |an| <

1.3.3 Utilisation d’inégalités grace a la définition et aux propriétés de base

Utiliser les propositions 1.1.2, 1.1.4 et 1.3.2 afin d’obtenir deux inégalités pour les rayons de converge-

nece.

Exemple 1.3.3 Déterminer le rayon de convergence R de Zanzn, avec a, la n-éme décimale de /2.



2 Régularité de la somme et limites aux bords

Soit R € R%. On note D(0, R) = {z € C, |z| < R} (appelé disque fermé).

2.1 Convergence normale

Proposition 2.1.1 (Convergence normale) Soit a, 2" une série entiére de rayon de convergence R.
n

Soit p € [0, R[. La série de fonctions z Z an,2" converge normalement sur D(0, p).

Démonstration :

Remarque 2.1.1 1. Pour tout (a,b) €] — R, R[* tels que a < b, la série entiére Zanx” est nor-

malement convergente sur [a,b]. On a donc la convergence uniforme sur |a, b].

2. ATTENTION, ceci n’est valable que sur tout disque fermé inclus dans le disque ouvert D(0, R)
ou tout segment |a,b] inclus dans l'intervalle ouvert | — R, R].
Trouver un exemple de série entiére qui n'est pas normalement convergente sur | — R, R|, avec
R € R son rayon de convergence.

Exemple 2.1.1 1. (Formule de Cauchy) On considére une série entiére Zanz” de rayon de

“+oo
convergence R > 0. Pour z dans C, avec |z| < R, on pose f(z) = Z anz".
n=0

1 2T ) ‘
Soit r tel que : 0 <r < R. Montrer que : Vp € N, a,r? = 2_/ f(rew)e_”’ede,
T Jo

2. Applications :

(a) On suppose que f est bornée sur C et R = +o00. Montrer que [ est constante.

+0oo 27
1 )
(b) (Formule de Parceval) Pour(0 < r < R. Montrer que : E |a,|*r® = 2—/ | f(re™®)|?d6.
T Jo
n=0
, R Tt
(c) Soit (z,7) € C* x RY, avec r # |z|. Calculer I(r,z) = ~dt.
o Z—ret



2. (a)

b ) ) 2 2p _ 1 (2 6\ —ipf_— p .
Soit p € N. On a grdce & ce qui précéde |ap|“r“? = o / f(re)e apr’df. Nous alors sommer ces intégrales.
™ JO

f(reig)efipeﬁrp
Soit p € N et on pose vp : 0 +— T e— définie sur [0, 27].
T

Les fonctions vy sont continues.

) P
On note M = 9611[103)2( ]|f('rele)| (qui existe car on a une fonction continue sur le compact [0,27]. On a : ||vpllco = ]WL& et on a convergence
27 T
le. On peut primitiver terme  t td Jrio\ |221“fl/27r +f:of( 0y =10 P do—l/z"ﬂ “’)Jrffipe v )do =
normale. On peut primitiver terme a terme et donc P apl"r™t = ) P re'”)e apr =2/ re pzoe apr =
1 r2r 0T _ L [T 052
;/0 F(ret®)F(rei)do = 2ﬁ/o £ (re?)[2do.
1 1 1 1t
(C) Pour r < |z|, on a : Vt € [0, 27], et S X lffeit = ;ngo(;) (e
. 1 = Ton (27 int _ 2
Comme dans la question (a), on a I(r,z) = z nzj:ﬂ(;) /0 e dt = -
—it +oo _n +oo _n—1
On suppose 7 > |z|. On a : Vt € [0, 27], ; _17"6“ = % n _e%e—i,t = %nzo %efi(”*’l)t = %ngl jn—l (eiit)n,
X +oo _n X +oo _n—1
On a de méme : I(r,z) = zre it = ! z—e_l<n+l)t = ! Z z T “nitgr —o0
Toa=o " Toa=1 7T
. o, 2
2.2 Continuité
+o0o
Proposition 2.2.1 (Continuité sur R ou C) Soit E a,z" une série enticre et R le rayon de conver-
n=0
gence de la série entiere. Alors :
400
1. f:zw— E a,z" est continue sur D(0, R).
n=0
400
2. fixm E a,x" est continue sur | — R, R|.
n=0

Démonstration : Montrons le premier point.

. . R+ |z . :
Soit n € N et on pose u,, : z — a,2". Soit zg € D(0, R). On pose r = J si R est fini et r = | 29| +1
sinon. On a : [z <7 < R.

Pour tout n de N, u,, est continue sur D(0,7). Comme r < R, on a la convergence normale de Z Up

sur D(0,7), donc sur D(0,7). Ainsi Z uyp, est continue sur D(0,r), donc sur un voisinage de zy. Cela
étant vrai pour tout zy de D(0, R), on a la continuité sur D(0, R).
+o0

Remarque 2.2.1 1. St ZanR” converge absolument, alors f : x +— Zanx" est continue sur

n=0

[—R, R].



On note f, : x — apx™ définie sur |—R, R|. Les fonctions f, sont continues sur |—R, R| et on
a || falloo = |an|R™, donc on a convergence normale de an sur [—R, R].

2. Soit E a,z" une série entiere de rayon de convergence R. St ap = a; = ... = a,—1 = 0, alors
+oo n
gz =n=0 qui est continue sur | — R, R[\{0} se prolonge en une fonction continue sur

T
| = R, R[ en posant g(0) =

“+o0o
3. Soit f:x— Z a,x" une fonction décomposable en série entiére sur|— R, R[. Le développement

n=0
limité de f a Uordre p au voisinage de 0 est donné par :

Le DSE d’une fonction f sur |— R, R[ s’apparente a un DL « d’ordre infini » en 0 (les coefficients
sont les mémes par unicité du DL) mais il y a une différence notable : un DL en 0 n’a qu’un
caractére local (approximation de f quand x tend vers 0), alors que le DSE posséde un caractére
global (il donne une représentation exacte de f sur tout | — R, R][).

1

+o00
Exemple 2.2.1 1. Soit f 1 x — sin (

) x". On admet que le rayon de convergence vaut 1.

Déterminer : nl_l)gloo(l —z)f(x).

2. Soit (an)n>2 une suite réelle telle que la série entiére associée ait un rayon de convergence

supérieur ou égal a 1.
“+o0o

On suppose que f : z+—> z + Zanz" est injective sur D = {z € C, |z| < 1}.
n=2

(a) Montrer que, pour tout z € D, f(z) est réel si et seulement si z est réel.

(b) Montrer que, pour tout z € D, Im(f(z)) >0 si Im(z) > 0.



A ) Soit z € D. Bien entendu, si z est réel, f(z) aussi car les coefficients ap, sont tous réels. Supposons inversement que f(z) € R. On a donc f(z) = f(2).

Or, f(z) = f(2). Linjectivité de f permet de conclure que z = z c’est-a-dire que z € R.

(b)

+o0 +oo
Proposition 2.2.2 (Identification des coefficients) Soient S(z) = Zanz” et T(z) = anz” deuz
n=0 n=0

séries entiéres. Soit v inférieur auxr rayons de convergence de S et T et tel que :
Vo €]0,r], S(z) = T(x). Alors : Vn € N, a, = b,.

Démonstration : Soit p € N. Grace a la remarque précédente, sur un voisinage de 0 par valeurs
p p

supérieures, on a : Z a,x" + o(xf) = Z b,x" + o(x?). Par unicité du développement limité, on a :

a, = by.

Corollaire 2.2.1 (Unicité du DSE) Toute fonction décomposable en série entiere admet une unique
décomposition.

n

Exemple 2.2.2 1. Soit (D,,) une suite telle que Dy =1 et : ¥n € N, nl = Z (Z) D,,_i.. Détermi-

k=0
ner la suite (D).
+oo
2. Soit f:x— Zanx" une série entiére de rayon de convergence R > 0. On suppose f(0) = 1.
n=0

Par définition du rayon de convergence, pour p €]0, R[, il existe M € R tel que :
Vn e N, |a,|p" < M.

(a) On suppose dans cette question qu’il existe r € RY, avec r < R et une suite (up)nen tels
que :

8

1 +
Ve €] —r,rl, — =Y u,x". Trouver une relation entre (a,) et (uy,).

f(z)

3
Il
o



(b) Montrer que 1/f est développable en série entiere au voisinage de 0.0On pourra conjecturer
une inégalité vérifiée par les u,.



Remarque 2.2.2 IMPORTANTE : Le DSE d’une fonctzon paire (resp. impaire) est constitué de puis-

sances paires (resp. impaires). En effet si f(x Zanx sur | — R, R[, alors si f est paire (resp. im-
+m> +00

paire), alors :Vx €] — R, R|, f(x) = f(—z) = Z(—l)kakmk (resp.f(z) = —f(—z) = Z(—l)k“akxk)
k=0 k=0

et donc par unicité du DSE, on a : Yk € N, ap = (—1)*ay (resp.ar, = (—1)*"ay) et donc ar, = 0 si k
est impair (resp. pair).

2.3 Etude au bord

Nous pouvons étudier le prolongement par continuité d’une série entiere au bord de l'intervalle de
convergence, grace au théoreme suivant.

Théoréme 2.3.1 (Théoréme d’Abel radial) Si Z anz" a pour rayon de convergence R dans R et si
Zaan converge, alors

+00
Démonstration : (HORS PROGRAMME) En posant f : z +— Z a,x", quitte a considérer
n=0
+o0
x— f(Rx) = Z a,R"x" au lieu de f, on peut supposer que R = 1.
n=0
+oo

On note R, = g ag, pour n € N, qui existe en tant que reste d'une série convergente.
k=n+1



Remarque 2.3.1 Ainst nous avons un critere pour prolonger par continuite une série entiere sur
| — R, R].

2 (e

Exemple 2.3.1 1. Soit S : x — Z . Montrer que S est continue sur | —1,1].

n
n=1
S est DSE sur ]| — 1, 1[, donc elle est continue sur | — 1, 1][.
n +oo nin
; o (=1) . . . (=1H™ .
Etudions la continuité en 1. Z converge grace au TSSA, donc grace au théoréme d’Abel radial, on a : lim S(z) = Z ———— = S5(1). Ainsi
n>1 z—17 n=1 n

S est aussi continue en 1.

2. Soient (ay), et (by), deux suites de réels positifs. Les séries entiéres Zanx” et Z b,x"™, ont
n>0 n>0

un rayon de convergence qui vaut 1 et on note f et g leurs sommes respectives lorsqu’elles

existent. On suppose enfin qu’il existe £ € R tel que lim - = (.

n—-+400o n

On suppose que la série Z b, est divergente.

n

(a) Montrer que g(x) — +o0o lorsque x — 1.

(b) Montrer que lim @) = /.

e—1- g(x)
1
(c) On suppose que (a,) est de signe quelconque, que lim f(x) = k € R et que a,, = 0 (—)
rz—1— n
+oo
Montrer que Z a, = k.
n=0

+ oo
(a) Comme les by, sont positifs, alors © +— Z bna™ est croissante sur [0, 1] et donc lliglg existe et vaut L € Ry U {4o00}.

n=0
On suppose L réel.
N
Soit N € N, alors par croissance de g, on a : Vx €]0,1[, L > g(x) et g(z) > Z bpa™.
n=0
N N
Ainsi on obtient : Vo €]0,1[, L > Z bpa™. Quand x tend vers 1, on obtient : L > Z by,. Ceci étant valable pour tout N de N, ceci contredit la
n=0 n=0

divergence de la série a termes positifs Z byp. Ainsi L = +oc0.

(b)



(c)

“+oo
3. Donner un équivalent quand x tend vers 1 par valeurs inférieures de f(x) = Z ™. On rappelle
n=0

oo V2
que / e du=—.
0

™



2.4 Derivation et applications

2.4.1 Dérivation d’une série entiere
+oo

Proposition 2.4.1 (Dérivation) Soit f : z — Zana:” une série entiere et R le rayon de convergence
n=0

de la série entiére. Alors f est de classe C' sur] — R, R[, et on a :

Vo €]l — R, R[, f'(z)=
De plus f et f' ont le méme rayon de convergence.

Démonstration : On pose : Vn € N,V €] — R, R, f.(x) = a,z". Soit r € [0, R].

e Les fonctions f, sont de classe C' sur [—7,7].

° Z fn converge simplement sur [—r,7].

° Z na,x" a le méme rayon de convergence que f (proposition 1.2.3) et donc celui de
n>1

Z fi(z) = Znana:”_l est R (remarque 1.1.2). Ainsi la série entiere Z f1 converge normalement
n>1 n>1

sur [—r, 7] (on rappelle que || 1|0 —r.r] = nlanr" ).

On en déduit que f est de classe C* sur [—r, 7] pour tout r € [0, B[ et donc sur | — R, R[ et :

+oo +o0o
Vo]~ RRL f(x) = file) = naa", car fy =0.
n=0 n=1

+oo on +oo 2n+1
T T
Exemple 2.4.1 1. On rappelle que : Yz € R, ch(z) = et :Vx € R, sh(x) = —_—
> e

Montrer a laide de ceci que : Vo € R, sh'(z) = ch(z).

2. Soit a € R\ N. On veut montrer que la fonction f : x +— (1 + )% est décomposable en série
entiére sur | — 1,1].

(a) Montrer que cette fonction est solution de ’équation différentielle d’ordre un.

(b) Chercher toutes les solutions développables en série entiére de l’équation différentielle pré-
cédente.

(c) Quelle sont les solutions précédentes h telles que h(0) =1 %

(d) Donner le développement en série entiére de x — (1 + x)°.



2.4.2 Application : primitivation des séries entieres

Soit Z a,x" une série entiere de rayon de convergence R dans R’. Pour tout « de | — R, R, comme
—+o00

on a convergence normale et donc uniforme de x — Z a,x" sur le segment [0, z] (si x > 0) ou [z, 0]
n=0

(six < 0), car il est inclus dans D(0, R), et que chaque terme de la série est continu sur [0, z] ou [z, 0],

alors on peut primitiver terme a terme :

xr [ too +oo T +ooa +ooa
apt" | dt = / apt"dt = m gt = Ly,
[[(Br)a & [[ora-Tatr -2

n= n=1

Exemple 2.4.2 Montrer que les fonctions suivantes sont décomposables en série entiere dont on déter-
minera le rayon de convergence.

1. g(z) = Arctan (z) :



2. f(x) =In(1+x) :

1 1
On a :Vr €|l —1,1, f'(x) = 72— 1= = = Z(—l)”x”. Or Z(—l)”x” converge si
n=0

et seulement si |x| < 1, donc le rayon de convergence de f" vaut 1. Soit x €] — 1,1[. Comme

[0,2] (si x> 0) ou [x,0] (si x < 0) sont inclus dans | — 1,1[, on a donc convergence normale
et donc uniforme de t i(—l)”t” sur [0,x] ou [x,0]. De plus pour tout n de N, la fonc-
tion t +— (—1)"25” est cont%?w sur [0,z] ou [z,0]. On peut donc pm’mitiver terme a terme :
f(z ) + Z/ D)rt"dt = i (=) = Z . Ainsi f est décomposable
en série entiere sur] — 1,1 et le T’ZLL;(O)TL de Convergence de f vaut 1, car f et f' ont le méme

rayon de convergence.

& (-
En déduire que : In(2) = Z ~
n

n=1

(attention, on réfléchira avant de dire des bétises...).

2.4.3 Dérivées d’ordre supérieur

Proposition 2.4.2 (Dérivées supérieures d’une série entiere) Soit f la somme de la série entiére E apx",

neN
de rayon de convergence R > 0. Alors f est de classe C*° sur| — R, R]| et, pour tout

keN, onaVr €| - R, R, f(k)(x) =

et f et f ont le méme rayon de convergence R.

Démonstration : On montre par récurrence sur k que f est de classe C* sur | — R, R[ et que sa dérivée
k-eme est donnée par la formule ci-dessus et que son rayon de convergence vaut R.
Pour k£ = 0, c’est la continuité d’une série entiere.

Soit £ € N et on suppose la propriété vraie pour ce k. Ainsi :
+o0o

Ve €] - R,R[, f®(z)= Z(m +k)(m+k—1)...(m+ 1)a,rx™ et le rayon de convergence de

m=0
cette série entiere vaut R.

Gréce au théoreme de dérivation d’une série entiere, f*) est de classe C* sur | — R, R], sa dérivée a le
méme rayon de convergence et :

+oo
Vz €] — R, R[, f*Y(z) = Z(m +EYm+k—1)...(m+ Dappz™ ! =
oo m=1
Z(m +14+k)(m+k)...(m+ 1ayni1,2™. Dot la proposition pour k + 1.
m=0

Corollaire 2.4.1 (Une fonction DSE est C*°) Toute fonction développable en série entiére sur
| = R, R[ est de classe C* sur cet intervalle et ses dérivées successives sont aussi DSE sur | — R, R|.



e —1

Exemple 2.4.3 1. IMPORTANT Monter que h : x© se prolonge en une fonction de classe

l’est aussi.

C™ sur R, puis montrer que g : x +— —
6 —

2. Montrer que f : x — avec p dans N, est décomposable en série entiére sur ] —1,1]

(1 — z)rtl’
et donner son développement.

xT

est continue en 0, cela se fait

Remarque 2.4.1 Dans l’ezemple précédent, pour montrer que x +>

x
bien directement, mais les choses se compliquent ensuite pour les dérivées successives, car l’expression
de f(”) est compliquée. La décomposition en série entiere se révele ici tres efficace.

2.5 Série de Taylor d’une fonction développable en série entiere

Proposition 2.5.1 (Expression du DSE) Soit f une fonction admettant une décomposition en série

entiere sur | — R, R sous la forme x Zanx”. Alors f est de classe C*° sur | — R, R]| et, pour tout

neN
keN, onaa,=

Ainsi :Vx €] — R, R[, f(x) =

Démonstration : Grace au corollaire 2.4.2, on a :
+oo

Ve €] — R, R[, f®(z) = Z(m +E)(m+k—1)...(m+ 1)a,x™. Ainsi grace au terme en m = 0, on
m=0
(k)
a: f®0)=k(k—1)... x lag = klay, puis : ap = / kl(O)

Définition 2.5.1 Soit f: I — C une fonction développable en série entiere au voisinage de 0. La série

() (0
entiere Z / '( )

n

2" est appelée série de Taylor de f en 0.

Remarque 2.5.1 1. Cette derniere proposition nous permet de retrouver l'unicité de la décompo-
sition en série entiére car il n’y a qu’une formule possible pour les ay.



2. ATTENTION! St | est une fonction de classe C™° et meme si sa serie ae Taylor a un rayon de
convergence strictement positif, il est possible que f ne soit pas DSE (c’est-a-dire que f ne soit
pas égale a la somme de sa série de Taylor).

Cela veut donc dire qu’étre DSFE est plus plus fort qu’étre de classe C*.

Donnons un contrexemple. Soit f définie sur R par : f(z) = . Dans le

{6_1/””2 si x#0

0 st T =
chapitre 5, nous avons vu que f est de classe C* sur R et que : Vn € N, f(")(()) =0. f est-elle
décomposable en série entiere au voisinage de 0 ¢

Remarque 2.5.2 Soit f de classe C* sur | —r,r[. Soit x €] —r,r[. La formule de Taylor Lagrange avec
"L B0 T (x—=1t)"

reste intégrale en 0 de f a l'ordre n s’écrit : f(x) = Z fk—'()xk +/ uf(nﬂ)(t)dt
prt ! 0 n!

Ainsi [ est développable en série entiére sur | — r,r| si et seulement si :

X _ t n
Vo €] —r,r[, lim (I—)f(”“)(t)dt =0.
n—+oo J, n!
On passera souvent par l'utilisation de l'inégalité de Taylor-Lagrange :

— f®(0) , ||+ 1
Ve el —rrl, |f(x)— g —— §—sup|f("+)|.
=0 k" (n + 1)' [0,x]
Exemple 2.5.1 1. Pour z € C, on pose f : t — €. A Daide de cette fonction, retrouver le

développement en série entiere de exp.

La fonction f est de classe C°° sur R et : Vk € NVt € R, f(k) (t) = 2Ptz

Soit n € N. On a : Vt € [0, 1], ‘f(n+1)(t)| _ ‘Z‘n+1|EtRe(z)+it17n(z)‘ _ |Z‘n+letRe(z) < ‘Zlnﬁ»leRe(\z\)‘

Grace a linégalité de Taylor-Lagrange, on a :
n_ Lk n_ (k) (g 1 _ o)+t S|t L1
- =rm-> e )(1 —0)F| < \z|"+leRE(‘z|)( ) = l=1 eftelzD 0, car la série > 2 converge
i—o k! =0 K (n+ 1)! (n+ 1)! n—+oo S0 (n+ 1)!

2. Soient a €]0,1[. Déterminer les fonctions f : R — R dérivable telle que Yz € R, f'(z) = f(ax).



3. Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle ouvert contenant 0. Montrer qu’elle est
développable en série entiere au voisinage de 0 si et seulement si :

I, M, A) € (R%)?,Vn € N,Vz € [~a,a], [f™(z)] < MA™n! (¥).

On suppose ().

n (k) 0 2|1
Soient n € N et x € I = [—a, a]. D’apreés linégalité de Taylor-Lagrange, on a : |f(z) — Z fo)zk < IMA”+1(n + 1)! (I | i =M (A|z|)n+1 .
k=0 ! n + !
1 o : N O 2 Mo 4
Lorsque |z| < Z, la suite majorante converge vers 0 donc par encadrement, on en déduit que la série Z Tac est convergente et : Z o " =

k=0
f(x), ce qui montre que f est développable en série entiére au voisinage de 0.

On suppose que f est développable en série entiére sur un intervalle | — R, R[ telle que :

+o00
Ve €] — R, R[, f(x)= Zanx".
n=0

3 Développement en série entiere : méthodes

3.1 Développements usuels en série entiere

Résumons les developpements en série entiere a connaitre et que 'on a démontré précédemment.



oolent z € C, zr € Ret a € R.

+00 “+o0o
z Zn 1 n _
e :;H , R=+00 TS :;z , R=1
' +00 $2n+1 +0o lxn
sin(z) = ;(_ )" (2n+1)! R = +o00 In(1 +z) = Z:l(_l>n_ n , R=1
+T>O IZn +T>O "
cos(x) = Z(—l)" o) , R =400 —In(l—z) = Z - ,R=1
n=0 n=1
X et R (a—
x N a---(a—n+1) ,
+00 22 foo p2ntl
ch(z) = nzzo 2] , R =400 Arctan (z) = ;(—m T L R=1

Exemple 3.1.1 Montrer que : Vt € R, ch(t) < e’/?,

3.2 Comment développer une fonction en série entiere ?
3.2.1 Changement de variables

Reconnaitre un DSE classique a ’aide d’un changement de variable.

Exemple 3.2.1 Développer x — a”, avec a > 0 en déterminant le domaine de validité.

3.2.2 Opérations

On peut utiliser les opérations de somme et produit de séries entieres. Voici deux exemples pour la
somme et pour le produit on regardera les exemples 1.2.2 et 2.2.2 qui utilisent le produit de Cauchy.

Exemple 3.2.2 1. Développement en série entiere au voisinage de 0, en précisant le rayon de
convergence, de : x — sin®(x) cos(z).
iz _—ix\2 / iz —ix i —imy,ixm _ _—imy(iT —ix im _—imy( 2ix _ —2iz
Soit « € R. On a : sinz(z)cos(z) = <e e ) <e te ) = (e i )(e © (e te ) = (e e )(e ° ) =
21 2 —8 -8
(3@ _ o—iw _ giw | o—3iw) 1 e3iT | o—3ix T giw | i B
-8 T 2 1 2 -
+oo _1yn..2n +oo (_q1yn 2n +oo _gn
i(cos(z) — cos(3z)) = i (7?_::0 ( 22)71,; — ngo %) = inzo(fl)" [1(273! ]12" et le rayon de convergence vaut +oo.

2. Développement en série entiere au voisinage de 0, en précisant le rayon de convergence, de :

1 =z
cx—=In (= -2 —22).
g:x n(2 5 :Jc>



3. Soit f:xw— 1+ x+ 22 Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0.

3.2.3 Dérivations et intégrations

1
Pour la dérivation, reprendre I'exemple 2.4.3 avec f : x — W.
-
Pour l'intégration :
Exemple 3.2.3 1. Montrer que Arcsin est développable en série entiére au voisinage de 0 et dé-

terminer son développement en précisant le rayon de convergence.



2. Montrer que f : x — Arctan (14x) est développable en série entiére sur un intervalle a préciser.

3.24 Equations différentielles

L’idée est de chercher une équation différentielle vérifiée par notre fonction et d’injecter E a,x" dans
notre équation en utilisant les formules de dérivation d’une série entiere.

Exemple 3.2.4 Soit f:x— 63:2/2/ e 24t
0
1. Montrer que f est solution d’une équation différentielle a déterminer.

2. Justifier que f est développable en série entiere sur R et donner ce développement.



3.2.5 Utilisation des formules de Taylor

On utilise plus rarement cette méthode. Voir la méthode de la décomposition en série entiere de la
fonction exp.

“+oo
Exemple 3.2.5 Soit a €] — 1,1[. On pose : f(z) = Zsin(a”x).
n=0
1. Montrer que f est définie sur R.
1
2. Montrer que f est de classe C* et que pour tout k € N* et tout z € R, on a : |f¥(z)] < -
—la

3. En déduire que f est développable en série entiére sur R en utilisant une formule de Taylor.

Remarque 3.2.1 Un argument de sommabilité comme dans ['exemple 1.2.3 était valable pour la der-
niere question.



3.2.6 Par mteéegration terme a terme d’une fonction définie par une integrale

OnposeF:xl—>/ dt .
0 VI-P)(1-2)

w/2
On rappelle que I, = / cos™™(z)dr = ———— X
0 .

Quel est I'ensemble de définition de £ 7
2. Développer F' en série entiere au voisinage de 0.

Trouver un équivalent de F'(z) quand x tend vers 1 par valeurs inférieures.

1. Pour que la racine carrée ait un sens pour tout t €]0, 1[, on doit avoir z dans [—1, 1].
1

1 1 1
Soit  €]—1, 1[. La fonction t = ———————— est continue sur [0, 1[ et = ~ .
V(A = t2)(1 — 22¢t2) (1—1t2)1 — z2¢t2) VA=A + )1 — 22t2) t»1— V2(1 —22) VA —t)
1
Or t — \/ﬁ est intégrable sur [0, 1[, donc par comparaison de fonctions positives, F(z) existe.
-t
1 1 1 1
Soit ¢ € {—1,1}. On a : = ~ . Or t » ——— n’est pas intégrable sur [0, 1], donc par comparaison de
1 —1t2)1 —t2) 1 =t)(1+1t) t—1— 2(1 —¢t) (1-
fonctions positives, F(x) n’est pas défini.
OnaDp =]—1,1[.
2. Soit ¢ €] — 1, 1[. On va faire apparaitre I,.
On pose le changement de variable t = cos(y) et donc dt = — sin(y)dy, ainsi :
0 — sin(y)dy /2 sin(y)dy
R ! .
7/2 /(1 — cos2(y))(1 — 2 cosz(y)) Vsin2(y)/1 — 22 cos2 (y)
/2 sin(y)dy
/ = , car sin est positive sur [0, 7/2].
0 | sin(y)|yv/1 — x2 cos?(y) 0 VAR a:2 cos2(y
1 2 I
Soit « €] — 1,1[. Grace a I’exemple 3.2.3, on a : Vy € [0,7/2], ————— = — Z In:c2" coszn(y), cette décomposition étant possible, car

V1 — z22 cos2(y) T 0

|12 cosz('y)| < 2? < 1.
Soit n € N, on pose upn, : y — Inz2" cos2n(y) définie sur [0, w/2]. Nous allons intégrer terme & terme Z Uy -

e Soit n € N. La fonction u, est continue par morceaux et intégrable sur [0, w/2] (fonction continue sur un segment).

1
e La série de fonction Z up converge simplement sur [0, 7/2] vers la fonction y — qui est continue par morceaux.
> 1 — 22 cos?(y)
n>0

Grace au théoreme d’intégration terme & terme pour des fonctions positives, on a dans Ry U +o0o :

2

/2

X prs2 2 1% an [T 2 21X , 5
Py = 3 [T uniay =2 X 120 [T co?" (yay = = 3 120%™,
n=0"0 T n=0 0 T n=0

Cette derniére somme converge bien pour x dans ] — 1, 1[, car F'(x) est bien définie grace a la question précédente.
2 T
5o s < . T 2n
3. Grace a ’exemple 2.3.1 et le résultat rappelé sur I,, on a : F(z) ~ — E —ax .
z—17 T T 4n
+oo +oo |, 2n
2 s 1 x 1 1 1 1 1
Ona: — E — == E :77111(171'2):77111(14»:5)77ln(17w) ~ ——In(l — ), puis F(z) ~ ——In(1—x).
™ 4n 2 el 2 2 2 r—1— 2 r—1— 2

3.3 Comment reconnaitre un développement en série entiere ?
3.3.1 Par reconnaissance directe

1 1n—1
Exemple 3.3.1 On considere la série entiere S(x Z a,z", avec a, = - H(t —k)dt et ag = 1.

1. Montrer que le rayon de convergence R vaut 1.

2. Calculer S(x), pour |x| < 1.

n—1

e
.Z. Ona:|ap| = / H(kft)dt< —/ H kdt< —. donc R > 1, car le RCV dez— vaut 1 (c’est le méme que celui de Za:")
0 k 1 n
: 1 2
Par ailleurs on a : |ap| > — / t(l —1t) x k —1)dt = —— et grace a la régle de d’Alembert le rayon de convergence de —— waut 1,
lan| 1-v H( ) P g y g 26n<n71)

donc R < 1, puis R =1.



3.3.2 Changement de variables
Reconnaitre un DSE classique a ’aide d’un changement de variable.

+oo —
—1)ne =
Exemple 3.3.2 1. Pour x € R, déterminer Z L.
n=1 "
+00 "
2. (a) Déterminer le rayon de convergence de S(x) = Z ——, puis exprimer S(z).
= (2n)!
1 si x=0
(b) Soit f(x) =< ch(y/x) si x>0 . Montrer que f est de classe C* sur R.

cos(v—z) st x<0

3.3.3 Opérations

Exemple 3.3.3 Rayon de convergence des séries entieres suivantes et expression de la somme sur R.

L Z n(n+1)

n>1



3.3.4 Dérivations et intégrations

s e .
Exemple 3.3.4 (Pour la dérivation :) 1. Donner le rayon de convergence et la somme de
+o0
n+1 2n+1
E (=1)"(n+ )™,
n=0
Soit R le rayon de convergence de cette série. Pour z €] — R, R[, on a :
+oo +oo +oo
Z (71)n+1(n + l)z2n+1 =z Z (71)n+1(n + 1)(12)n. Or la série entiére Z (n + 1)(71)n+1yn a un rayon de convergence qui vaut 1.
n=0 n=0 n=0
1 ey -

On a :Vt € —1,1], n = Z (—=1)"t™. En dérivant terme & terme ce DSE (on est dans l’intervalle de convergence) : Vt €] — 1,1], W =

t — t+

n=0
400 + o0 +oo
ST a0 = S (n+ (=D, puis (Ve €] - 1,1, ———— = Y (n+ 1)(=1)"t".
n=1 n=0 (t+ 1>2 n=0
+oo 1
On doit avoir =2 dans Uintervalle de convergence de cette série entiére, soit \12\ <1, soitx €] —1,1[ et : Z (—1)n+1(n + 1)(12)” = m Ainsi :
— +x
n=0
+oo z
Vo €] — 1,1, Z (71)n+1(n + 1)z2"+1 = ———— et le rayon de convergence vaut 1.
— (14 22)2
n=0
+oo 3
s . n
2. Déterminer E 3
n=1
“+ oo
On consideére la série entiére Z nszn, qui a le méme rayon de convergence que Z 2™ & savoir 1. Nous voulons évaluer la série Z n3z" pour x = 1/3.
n=0

+oo 1 +oo
Pour tout x €] —1,1[, on a : Z " = I . En dérivant (ce qui est possible dans lintervalle de convergence d’une série entiére), on obtient : Z nze" "t =

n—=0 -z n=1



+oo z

1 +oo
. n n
———, puis E nr’ = E nr’ = ————.
n= 1 — )2

(1-=2? 0 n=1
2 L, . 0-2)?+2e(-2)  1+e
En dérivant de nouveau, on a : Z n“z" = = , puis :
gl (1—x)4 (1—2)3
n x = .
=0 (1—2)3
En dérivant une derniére fois, on a :
oo (1+22)(1 —2)% 4+ 3(z + 22)(1 — z)? (1 +22)(1 — z) 4 3(z + z?) 1+ 4z + 22 pucy z + 422 + 28
Z n3zn—1 _ = = , puis : Z ngz" =
P (1—x)6 (1—2)4 (1 —x)4 Py’ (1—a2)4
“+oo 3
On towe s 53 1 L MBI/ _ 33
=1 (2/3) 8

+oo n,.3n+1
—1
Exemple 3.3.5 (Pour Pintégration :) Calculer f(x) = g (3)%
n
n=0

pour x dans un intervalle a

préciser.



3.3.5 En passant par une equation difiérentielle

: (=1)" (2n st possi 3 a7
Exemple 3.3.6 Pour n € N*, on pose a,, = —— et, lorsque c’est possible, f(x) = a,z".
2n—1\n
n=1
1. Déterminer le rayon de convergence de cette série entiére.
2. Déterminer une relation entre a,y1 et a,.
3. Calculer f sur son intervalle ouvert de convergence.
PR _ 2 _ _
1. Soitz €R*. Ona: |an41o | _ 2n —1 (2n+2)! (n!) _ 2n —1 (2n+2)(2n + 1) o] = 2(2n — 1) ol = 4z,
lanz™| 2n +1 ((n + 1)1)2 (2n)! 2n + 1 (n+1)2 n+1 n—+oo
Si |x| < 1/4, la série converge absolument et si |x| > 1/4, elle diverge grossiérement. Donc R = 1/4.
2. Grace au calcul précédent : (n + 1)apy1 = —(4n — 2)ap, pour n € N*.
3. Soit ® €] — 1/4,1/4[. Par dérivation terme a terme d’une série entiére sur son intervalle de convergence, on a :
+oo +oo +o0 +oo +oo
fl(z) = Z napa™ "t = Z (n+1apy12" =a1 — Z (4n — 2)anz™ = -2 — 4z Z nanz" "t +2 Z ana™ = =2 — 4z f'(z) + 2f(x).
n=1 n=0 n=1 n=1 n=1
On doit donc résoudre l’équation différentielle f/(z) - 2 flz) = — 2 . La fonction x — 1 est une solution particuliére.
1+ 4z 1+ 4x
Une primitive de x — — 111 est x — —% In |1+ 4z| = — In V1 + 4, donc les solutions homogénes sont de la forme x — /\eln Vitdw _ AV1+ 4.
xr

On a donc : f(x) =1+ AV1 + 4x. Puisque f(0) = 0, alors :
vz €] — 1/4,1/4, f(z) =1 — V1T 4a.



