Chapitre 12 : Régularité des intégrales dépendant d’un parametre

MP* Chaptal

1 Continuité

Proposition 1.0.1 (Continuité de x — /f(x,t)dt) Soit f une fonction définie sur I x J a valeurs

dans K=R ou C. (I et J deux intervalies de R.) On suppose que
(1) [Continuité par rapport au paramétre] Pour tout t € J, la fonction v — f(x,t) est continue
sur 1.
(ii) [Régularité par rapport a la variable d’intégration] Pour tout x € I, la fonction t — f(x,t)
est continue par morceaux sur J.
(111) [Domination] Il existe une fonction @ continue par morceauzx sur J, a valeurs réelles positives,
intégrable sur J telle que

V(z,t) e IxJ, [f(z,1)] < ¢(t)

Alors la fonction g : x — / f(z,t)dt est continue sur I.
J

Démonstration :

Remarque 1.0.1 1. L’hypothése de domination assure l'intégrabilité de t — f(x,t).

2. Bien vérifier que la fonction de domination ¢ soit indépendante de x.

+oo
3. L’hypothése de domination est essentielle : la fonction définie sur Ry par F(z) = / xe 1 dt

0
n’est pas continue en 0, étant donné que F(0) = 0 alors que pour tout x > 0 :
F(x) = [—e’m]:; = 1. En fait on ne peut pas dominer t — xe ™"
indépendante de x.

¥ par une fonction intégrable

cos(tx)
1+4¢2

+0o0
Exemple 1.0.1 1. Montrer que la fonction F : x — / dt est continue sur R.
0



) , . Y R
2. Déterminer lim 5 dt.
I‘)O"" 0 xre — t2

Parfois I’hypothese de domination est impossible a obtenir sur I tout entier. Voici une adaptation de
la proposition précédente :

Proposition 1.0.2 (Continuité de x — / f(x,t)dt avec domination locale) Soit f une fonction défi-

nie sur I x J a valeurs dans K =R ou é (I et J deuz intervalles de R.) On suppose que
(1) [Continuité par rapport au paramétre] Pour tout t € J, la fonction v — f(x,t) est continue
sur 1.
(ii) [Régularité par rapport a la variable d’intégration] Pour tout x € I, la fonction t — f(x,t)
est continue par morceaux sur J.
(111) [Domination locale] Pour tout segment [a,b] inclus dans I, il existe une fonction ¢ continue
par morceaux sur J, a valeurs réelles positives, intégrable sur J telle que

V(z,t) € la,b] x J, [f(z,1)] < p(t)
Alors la fonction g : x — / f(x, t)dt est continue sur 1.
J

Démonstration : Soit x¢ € 1. Il existe un segment [a, b] non réduit & un point tel que : ¢ € [a,b] C I,
avec xo dans son intérieur si xy n’est pas borne de I. Grace a la proposition 1.0.1, z +— [ f(z,t)dt

J
est continue sur [a, b] et donc en particulier en xy. Ceci étant valable pour tout xy de I, on a donc la
continuité sur I tout entier.

+oo -2t
Exemple 1.0.2 Pour x dans R, on pose F(x) = / €+ tdt.
0

1. Montrer que F' est continue sur R .

2. Etudier la monotonie de F sur Ri.



Proposition 1.0.3 (Continuité de = — /f(x,t) définie sur un EVN) Soit f une fonction a valeurs

J
réelles ou complexes définie sur A x J, ou A est une partie d’un espace vectoriel normé de dimension
finie et J un intervalle de R. On suppose que :

(i) Pour toutt € J, la fonction x — f(x,t) est continue sur A.
(i) Pour tout x € A, la fonction t — f(x,t) est continue par morceauz sur J.

(111) 1l existe une fonction ¢ continue par morceauz, positive et intégrable sur J telle que :
V(z,t) e AxJ [f(z,t)] < ().

Alors pour tout x € A, t — f(x,t) est intégrable sur J, et la fonction F définie sur A par
F(z) = / f(z,t)dt est continue sur A.
J

L’hypothese de domination peut étre remplacée par une hypothése de domination au voisinage de tout
point :

(iii bis) pour tout a € A, il existe un voisinage V de a dans A (par exemple une boule fermé B(a,r))
et une fonction ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur J telle que :

V) €V xJ |f@ 0] < o).
Démonstration : Identique aux deux propositions précédentes.

Exemple 1.0.3 Soit f: R, — C continue et bornée.
+o0

Montrer que F : z — f(t)e *'dt est continue sur H = {z € C, Re(z) > 0}.
0



Théoréme 1.0.1 (Théoréme de convergence dominée a parametre continu) Soit (fi)rer une famille
de fonctions & valeurs réelles ou complexes définies sur un intervalle J. Soit \g € I dans R. On
suppose que :

1. pour tout A € I, la fonction fy est continue par morceauz sur J ;
2. pour tout uw € J, on a : )\hH)\l fuu) = f(u), et la fonction f ainsi définie est continue par
—A0
morceaux sur J ;

3. (Domination) il existe une fonction ¢ continue par morceaux positive et intégrable sur J telle
que pour tout X € I et pour tout u € J : |fr(u)] < p(u) (hypothése de domination,).

Alors, les fonctions fy et leur limite f sont intégrables sur J et :

[ e = i [ s~ [ fa

Démonstration : Pour X\ € I, la majoration |fy\| < ¢ prouve U'intégrabilité de f sur J.

Utilisons la caractérisation séquentielle d’existence d’une limite et le théoreme de convergence dominé.
Soit \g € I un point adhérent & I (dans R) et (t,), une suite de points de I convergeant vers \g. Pour
tout n € N, considérons la fonction g, définie sur J par : g,(u) = f;, (u). Alors :

1. pour tout n € N, la fonction g, est continue par morceaux sur .J;
2. la suite de fonctions (g, ), converge simplement sur .J vers la fonction f;

3. pour tout n € N et pour tout u € J, |g,(u)| < (u).

D’apres le théoreme de convergence dominée, la fonction f est intégrable sur J et 1151_1 gn = / f,
n—-—+00

c’est-a~-dire : lim f tn / f
J

n—-+00

D’apres la caractéristion séquentielle de I'existence d’une limite : /\hm f,\ / f = / /\hr&l .
—Ao

Remarque 1.0.2 1. (IMPORTANT) Ce résultat sera souvent appliqué lorsque l'on cherchera

lim /f()\,t)dt. Il suffira de poser fy:t— f(A1).
)\—>>\0 J

2. Ce résultat sert surtout lorsque \g = £00, car sinon on pourra appliquer le plus souvent les
propositions précédentes.
Si g est réel, ce théoréeme permettra par exemple de prolonger par continuité A — /f()\,t)dt
en Ag.

3. Si Ay = 400 la domination sur un intervalle du type [a,+00], suffit car nous cherchons une

limite en +o00.

6721‘/

T+t
Déterminer un équivalent de F' au voisinage de 400 et 0.

dt.

+0o0
Exemple 1.0.4 1. Pour x dans R7., on pose F(x) = /
0



2. (Cesaro version intégrale) Soit g : R, — R continue et telle que : lJirmg =/ eR.

1 A
Montrer que : lim — g(t)dt = ¢.
Astoo A 0
Nous proposons deuzr méthodes.
1 rA 1
e Soit A€ ]Ri, On pose u = t/A, ce qui donne : a / g(t)dt = / g(uA)du.
JO J0
On pose fa : u— g(uA) définie sur R:_ % [0,1].
— Pour A € Ri, la fonction fa est continue par morceauz sur ]Ri.
— Soitu € [0,1]. On a : Agﬁoo fa(uw) = f(u) = { f}(O) si u €]0,1]

st u =0
— La fonction g est bornée sur Ry, car elle admet une limite finie en 400, donc : V(A,u) € ]R:_ x [0,1], |fa(uw)| < ||glloc €t u — |lg|loc est
continue par morceaux et intégrable sur [0, 1].

et f est continue par morceauz sur [0, 1].

1 A 1 "1
Grace au théoréme de convergence dominé a paramétre continu, on a : lim — g(t)dt = / f(u)du = / Ldu = €.
A—+o0 A Jo 0 0
e Onag(t)—¢ s o(1). Or la fonction t +— 1 est continue par morceauz, positive et non intégrable sur [0, +oo[, donc on a :
—+oo

/OA(g(t) — £)dt A—>:+<x> o (/OA dt), soit : % /OA g(t)dt — ¢ A—>:+oo o (%) A—>:+oo o(1), donc ABTOO (% /OA g(t)dt — l) =0.
2 Dérivabilité

Proposition 2.0.1 (Dérivation de x — /f(x,t)dt) Soit f une fonction définie sur I x J a valeurs

J
dans K=R ou C. (I et J deux intervalles de R.) On suppose que

(1) [Dérivabilité par rapport au paramétre] Pour tout t € J, la fonction x — f(x,t) est de classe
C' surl.

(i1) [Régularité de f par rapport a la variable d’intégration] Pour tout x € I, la fonction
t — f(x,t) est continue par morceauz et intégrable sur J.

(111) [Réqularité de —= par rapport a la variable d’intégration] Pour tout x € I, la fonction

Ox
t— —f(x, t) est continue par morceauz sur J.

(iv) [Domination] Il existe une fonction ¢ continue par morceaux sur J, a valeurs réelles positives,
intégrable sur J telle que
0
ve e Ix . [gwn) <o
x

Alors la fonction g : x — / f(z,t)dt est de classe C* sur I etVx €1, g¢'(v)= / ?(x,t)dt.
J J ot

Démonstration : Soit zg € I et (hy,)nen une suite de limite nulle avec tous les h,, non nuls.



Pour tout n € N, on a : dt. On note alors f,, la fonction

f(@o + i, 1) — f(0,1)
hn

e D’apres (i), les fonctions f,, sont continues par morceaux sur J et intégrables.

9(xo + hn) — g(x0) _ / f(xo + hn,t) — f(20,t)
hn B J hn

t— définie sur J.

e D’apres (ii), la suite de fonctions (f,),en converge simplement vers la fonction ¢t — —=(x, t).
x

of 1 1 [t of
e Pourtoutn e Njett € Jona:z+— a—(m,t) de classe C* donc f,(t) = - a—(x,t)dm.
Zz n Jx 2y

L’hypothese de domination donne alors :

1 zo+hn <p(t) xo+hn
|fn(t)] < h_/ o(t)dx h_/ da:‘ = (t), car ¢(t) est indépendant de z.
n Jxg n o

0

0
On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée, qui donne lim / fo(t)dt = / a—f(azo, t)dt,
J Jor

n—-+o0o

hn - a RN 7 . J
autrement dit lim 9o + ) = 9(x0) = —f(xoﬂf)dt. Le critere séquentiel montre que g est déri-
n——+00 hn J 61’
/ of
vable en xg et ¢'(xg) = | =(xo,t)dt.
J 8$

cos(tx)
142

+o0
Exemple 2.0.1 1. Notons f(x) :/
0

puis en déduire f sur R.

dt pour z réel. Montrer que : f" — f =0 sur R},



™2 Arctan (z tan6)

de.
tan 6

2. (a) Déterminer le domaine de définition de F : x — /
0

(b) Déterminer F sur son ensemble de définition.

w/2
En déduire | [
(c) En déduire les va eurs/o ol

/2
df et de/ In(sin(0))d6.
0

Arctan (z tan)
(a) Posons f : (z,0) — I — définie sur Rx]0; 7 /2[.
an
Pour z € R, la fonction 0 — f(x,0) est continue par morceauz sur ]0; w/2[ et se prolonge par continuité auz bornes, car :
f(z,0) —— =z et f(z,0) —— 0.
6—0+ 0—(mw/2)~
Ainsi F est définie sur R.

(b) e Soit 0 €]0,7/2[, x — f(x,0) est de classe ¢t surR.
e Soit x € R. La fonction 6 — f(x,0) est continue par morceaux et intégrable sur |0, w/2[, grace a la premiére question.
1

———————— est continue par morceauz sur |0; 7 /2.
1+ x2tan2 0 10s [

1]
e Soit x € R. La fonction 6 — a—f(ac, 0) =
x

3]
e Ona:V(z,0) € Rx]0;7/2, 'B—J;(z, 0)| < 1= ¢(0) avec ¢ continue pat morceauz et intégrable sur |0, 7 /2[.

de

1 , /2
F est de classe C™ et Vo € R, F'(z) = / [ —— [}
0 1+ z2tan2 6

+oo dt
Py . 1 . . ’
Grace au changement de variable C™ bijectif t = tan @, on a : Vo € R, F'(z) = / -_
2 0 (1 + 22¢2) (14 ¢2)
2 1
2 2 . s ) ) 1 21 1—a2 o 2 )
Pour z© # 0 et x° # 1, on décompose en éléments simples la fraction = et on en déduit en prenant t° au lieu
(1+22X)(14+X) 1422X 1+X
52 1
1 221 1-—x2

de X : = — .
(14 22¢2) (1+t2) 1+22¢2  1+1¢2
Pour © € lRi \ {1}, on a :

1

T 1 K T
F'(z) = —— . [ Arctan (tz t—+oo + « [Arctan (t t:>+oo = P— = . = P—
(@) [ ()] [ (®)li=o c+1 2 22-1 2 1-22 2 az+1 2

z2 —1 t=0 1—22

La fonction F' étant continue et paire, on a : Yoz € R, F'(z) =

|z| +1
™
—In(l+x) six >0
Or on a : F(0) =0, donc : F(z) = 72r
751n(17z) siz <0
/2 0 T
(¢) Pour x =1, on obtient / = —In2.
0 tan 6
. . ] /20 /2 /2 /2 T
Par intégration par parties : / df = [0 1In(sin 0)], +/ In(sin 6)d0 et donc : / In(sin 0)d® = — In 2.
0 tan 6 —_— 0 0 2

=0

Proposition 2.0.2 (Dérivation de x — /f(a:,t)dt) Soit f une fonction définie sur I x J a valeurs

J
dans K =R ou C. (I et J deux intervalles de R.) On suppose que



(i) [Dérivabilité par rapport au parametre] Pour tout t € J, la fonction x — f(x,1) est de classe
C! sur .

(i1) [Régularité de f par rapport a la variable d’intégration] Pour tout x € I, la fonction
t — f(x,t) est continue par morceauz et intégrable sur J.

(111) [Régularité de == par rapport a la variable d’intégration] Pour tout x € I, la fonction

Oz
af :
t — —=(x,t) est continue par morceauz sur J.

(iv) [Domination locale] Pour tout segment |a,b] C I, il existe une fonction ¢ continue par mor-
ceaux sur J, a valeurs réelles positives, intégrable sur J telle que

V(z,t) € la,b] x J, —(.T,t)‘ < p(t)

Alors la fonction g : x — / f(z,t)dt est de classe C* sur I etVx €1, g¢'(v)= / %(w,t)dt.
J J or

Démonstration : La preuve est semblable a celle de la proposition 1.0.2, car la dérivablité et la
continuité sont des propriétés locales.

% sin(t) )
Exemple 2.0.2 1. Montrer que F': x — / ———e "dt est de classe C* sur R
0
-1
2. Montrer que : Yz € R, F'(z) = Tia

8. En déduire lexpression de F' sur RY_.



Remarque 2.0.1 Ainsi dériver F : x +—> /f(ac, t)dt permet d’avoir parfois une expression simple de F'

I
ou d’avoir une équation différentielle vérifice par F, ce qui nous permet d’avoir F.

Corollaire 2.0.1 (z — /f(:z:,t)dt de classe C*) Soient f: I x J — K et k € N* telles que
J

(i) [Caractére C* en le parametre] Pour tout t dans J, x +— f(x,t) est de classe C* sur I.
oI
(11) [Régularité des dérivées 8_{ par rapport a la variable d’intégration] Pour tout j dans [0, k—1]
x
Jj
et pour tout x dans I, t — — e (x,t) est continue par morceaux et intégrable sur J.
T

ok f
(111) [Régularité des dérivées — ok
k
t — = (x,1) est continue par morceauz sur J.
() [Domination] Il existe une fonction gy continue par morceaux sur J, a valeurs réelles posi-

tives, intégrable sur J telle que

- par rapport a la variable d ‘intégration] Pour tout x dans I,

o*f

V(z,t) € I x J, Dok

01, t)\ )

(v bis) [Domination locale] Pour tout segment [a,b] inclus dans I, il existe une fonction @y
continue par morceauz sur J, a valeurs réelles positives, intégrable sur J telle que

ok f

V(z,t) € la,b] x J, Ee —(z, t)’ or(t).

Alors, g : x — / f(z,t)dt est de classe C* sur I et
J

o f

o (x,t)dt.

Vi€ [0,k],Vz € I, g9 (z) = /

Démonstration : Démontrons cela par récurrence sur k dans le cas (iv) bis avec la domination locale.
Pour k =1, c¢’est la proposition 2.0.2.

Soit k € N* et on suppose la proposition pour k et on se donne f vérifiant les propriétés de ’énoncé
pour k + 1.

Montrons d’abord que g est de classe C*. Il ne reste que ’hypothese de domination locale & vérifier.
Soient [a, b] un segment inclus dans I et ¢y, a valeurs réelles positives, intégrable sur J telle que que :

V(z,t) € [a,b] x J, ’;:E( ,t)' < g41(t). Pour tout (x,t) de [a,b] x J, on a :

%(m,t) = %(@,t) —|—/a %(w,t)dw. Ainsi : %(l’,t)‘ < %(a,t)' - ’ gk:i{( t)|dx <
%(a,t)‘ o gkz& )‘d < %(a t)‘ +/abgok+1(t)dx _ %w)‘ (b= a)praa(t). On
pose ¢y, : gk{;(a t)| + (b — a)pr41(t) et par hypotheses cette fonction est continue par mor-

ceaux et intégrable sur I. Ainsi grace a I’hypothese de récurrence au rang k, on a : g de classe C* et

gk
g =h =z / a—{(az, t)dt. Montrons que h est de classe C* sur I.
g Ox



K
Pour z fixé dans I, la fonction ¢ — —(x,t) est continue par morceaux sur J.

0%’“
Pour ¢ fixé dans J, la fonction x — m(x, t) est de classe C* sur I.
x
1

Pour z fixé dans I, la fonction ¢ — x,t) est continue par morceaux sur J.

8k+1f
W(%t)‘ < @r+1(t).

Py

Il existe une fonction ¢y, intégrable sur [ telle que : ¥(x,t) € I X J,

8k
La proposition 2.0.2, nous permet de dire que h : x — / a—{;(x, t)dt est de classe C* sur I et :
; Ox

k+1 ! 8k+1f
vz e I, g% (z) = W(z) :[]W(x,t)dt.

Nous avons démontré la proposition au rang k + 1, ce qui acheve la récurrence.

Pour montrer la proposition avec I'hyptohese (iv), comme celle-ci implique 'hypotheése de domination
locale, on a le résultat.

Corollaire 2.0.2 (z — /f(:z:,t)dt de classe C*°) Soient f: 1 x J — K et k € N* telles que

J

i) [Caractére C*™ en le parametre] Pour tout t dans J, x +— f(x,t) est de classe C* sur I.
o7

ii) [Régularité des dérivées Ee par rapport a la variable d’intégration] Pour tout j dans N et
or

9
pour tout x dans I, t +— a—{(m, t) est continue par morceaux sur J.
x

iii) [Domination] Pour tout j de N, existe une fonction @; continue par morceaux sur J, d valeurs
réelles positives, intégrable sur J telle que

i f

V(z,t) € I x J, %(Jf,t)‘ < ().

oU
iii) bis [Domination locale] Pour tout segment [a,b] inclus dans I, pour tout j de N, existe une
fonction ¢, continue par morceaux sur J, a valeurs réelles positives, intégrable sur J telle que

If

V(z,t) € [a,b] X J, @(x,t)‘ < ().

. o’
Dans ce cas g est de classe C* sur I et :Vj € N\Vo e I, gV (z) = / G_J;<x’t)dt'
J 0%

Remarque 2.0.2 1. La domination locale s’utilise souvent lorsque I est un intervalle ouvert ou non
borné.

2. Dans le corollaire précédent, on peut avoir la domination qu’a partir d’un certain rang k, mais
oI
il faut montrer alors que les fonctions t — —f(:v, t) sont intégrables sur J pour j < k.

oxd

00 —t
Exemple 2.0.3 1. Pour x dans R, on pose S(x) = / 1?_ tdt. Montrer que S est de classe
x

C™ sur Ry et donner ses dérivées successives. Est-ce que S est DSE au voisinage de 0 ¢
—t
Soit f: (z,t) — 1e+

définie sur Ry X Ry .
t

o Soitt €]R+, z +— f(x,t) est C sur ]R+,
Soi R . N. O R 2 f( ) € (=1)75't ( s A o f( ) . R
o (S € N. H (S , —— = - T T LA t— —(z, T T T .
otent T 4 oety n a : Vt + " x,t ( ) par récurrence) mst - x,t) est continue par morceaur su: +

< j!tjeit = ¢;(t). La fonction ¢; est continue par morceaux et intégrable sur Ry (par croissance

a7
e Soitj€N. Ona:V(z,t) € Ry xRy, Bif(z,t)
z

1
comparée p;(t) = t~>?¢»:>o (E))



S est donc de classe C™ sur Ry et:
e ted dt
(14 xt)itl
) . oo o, ] .
Ona:VjeN, SY (O):(fl)Jj!/ tVe”tdt = (—1)7 j!5! (voir a la fin avec ).
JO

. W +oo 87 f . oo
VieN vz eRy, SU (z):/ —,(z,t)dt:(—l)]]!/
0 oxd 0

s (0)z7
3!
grossierement, donc le rayon de convergence de cette série entiére est nul et S n’est pas DSE au voisinage de 0.

, oo i I ve : B R )L
=G+ 1Dz  — +oo > 1. Grdce a la régle de d’Alembert, la série Z —— diverge
Jj—+oo i>0 J!

j (G + D)tad Tt

Soit x € R*. On a =jlz?. On a :

FRESE

2. Soit f € C*(R,R). Soit g la fonction définie sur R\{0} par g(x) =

g se prolonge en une fonction de classe C* sur R.

. Montrer que

f(x) = f(0)

3 Compléments

3.1 Intégrale de Gauss : e dt =
0

Pour z € R, on pose :

G(x):/o exp(—;z;(i;—u ))du . H(x) = /Oxexp(—UQ)du

2

1. Montrer que G et H sont de classe C* sur R et préciser les dérivées G’ et H'. En déduire que la
fonction G + H est constante sur R égale a /4.

+o00
2. En déduire la valeur de I = / exp(—u?)du.
0

exp (7;52 (1 + u2))
14+ u? ’
of
De plus, on a : V(z,u) € R X [0, 1], 8—(z, u) = (—2z)e
£

1. Sur R X [0, 1], on définit f: (z,u) —

—22(1+u?)

e Soit u € [0, 1]. La fonction = +— f(z, u) est de classe ¢! sur R.

e Soit z € R. La fonction u + f(x,u) est continue par morceaux sur [0, 1] et donc intégrable sur [0, 1], car on est sur un segment.
9

e Soit = € R. La fonction u +— —f(z, u) est continue par morceaux sur [0, 1].

x
e Soit [a, b], un segment quelconque inclus dans R. On a :
d 2 2
V(x, u) € [a,b] x [0,1], ';fu,u)\ = =2z ® M) < 202| < 2max(lal, [b]).
x

Or la fonction ¢t — 2max(|a|, |b]) est continue (c’est une constante) et intégrable sur le segment [0, 1].
2 2
Donc G est C! sur R et : Vz € R, G (z) = / (—2x) e ® (A+u=) ga.
0

—11.2 7‘2

z 2 .
h:z— / e~ " du est une primitive de la fonction continue u > e . hest donc C! sur R et :Va € R, R (z) = e~ . Comme H = h? , H est
0

2 x 2
¢t sur Ret H = 2hh’ donc : Vo € R, H'(z) =277 / e " du.
0



3.2

+00 +oo
On pose : I': & — / t*Le~tdt. On rappelle / e Pdt =
0 0

1
2
3
4

2 2,2
Le changement de variable u = tz (qui est ct bijectif de [0, 1] dans [0, z]) donne : Vo € R, H'(z) = 2¢* / e T gt = -G ().
JO

"1 du ™
On adonc: Vo € R, H (z) + G'(x) = 0 . En intégrant on en déduit que H + G est constante. Or H(0) = 0 et G(0) = / i = [Arctan (u)]cl) =1
0 u
b
Doncona:H+G:Z.
G est une fonction positive comme intégrale d’une fonction positive , les bornes étant dans le bon sens.
2 2 22,2
o (e (1)
On remarque que : V(z,u) € R x [0, 1 —=e .
(@ w) (0,21, 1+ u2 1+ u2
—x2y2 1 22 du T g2 .
De plus comme : V(z,u) € R x [0,1], e <lona:Vx€eR, 0<G(z)< e — = —¢ . Donc par encadrement : lim G = 0.
0 1+ u2 4 +o0

u

+oo _ .2
Et donc comme G + H = /4 on a : H = 7 /4, ce qui montre au passage ’existence de I, car / e du est positif et donc :
0

+oo 2 ™
/ e " du= [lim H= £
0 +oo 2

Fonction Gamma

“[§

Montrer que I' est définie sur R7, .

Soit € R*}. Exprimer I'(z + 1) en fonction de I'(z).
En déduire :

(a) I'(n) pour tout n de N*.
(b) un équivalent de T en 0.

Etudier les variations de T.

Déterminer limI'.
“+oco

Montrer que In(I") est convexe sur RY .
Déterminer I'(1/2).

. Montrer que I' est de classe C* sur R, et exprimer ') () sous forme d’intégrale, pour j € N.






3.3 Lemme de Riemann-Lebesgue
b
Soit g € C'([a, b],C). Montrer que lim g(t)e™dt = 0.

r—r—+00 a

Ce résultat est encore valable pour g continue par morceaux sur [a, b].



Applications : (Séries de Fourier) Soit f : R — C de classe C* et 27-périodique.

1 2 ) N )

On pose ¢, (f) = 2—/ f(t)e™™dt, pour n € Z et Sy : x> Z cn(f)e™ pour N € N.
™ Jo n=—N

Nous avons vu dans le chapitre 3 que :

Vi € R, SN(f>($)_f($):%/0”f(a;+u)—f(x)+f(a:—U)—f(:c)Sin((NJr%)u) o
+o0

2sin(u/2)

Montrer que : Vo € R, f(z) = Z cn(f)e™.

n=-—00
Montrons que ¢ : u — fetw - f@)+f@—u - f@) se prolonge en une fonction continue sur [0, w]. On a :
2sin(u/2)
b)) = fl@) +uf'(z) = f(@) + f(@) —uf'(2) = f(z) +o(u) o(1)
u—0 u + o(u) u=0 14 o(1) u—0

Ainsi ¢ se prolonge en une fonction continue sur [0, «].

1
Gréace a ce qui précede, on a : lim —
N—+4oco 1

™ — 1 1 i 1 —i 1
/ d(u)e 1(N+2)udu = 0 en passant au conjugué. Ainsi comme sin ((N + E) u) = (el(NJrQ)u —e 1(N+2)u) /2i, alors on obtient :
0

™ i(N+ L1 — 1
/ ¢(u)e1( + 2)udu = 0 et comme ¢ est aussi continue, on a : lim —
J0

E i 1
/ (j)(u)el(NJrQ)udu = 0, puis
N—=4oo 7 Jo

1
lim —
N-—>4oco 7

lim [Sy(f)(z) — f(xz)] = 0, ce qui donne la convergence simple vers f.
N —+oco

3.4 Produit de convolution

Soient f une fonction continue, a valeurs réelles et intégrable sur R et g une fonction de classe C*>; a
valeurs réelles telle que pour tout k£ de N, la fonction g(k) soit bornée sur R.

On note C;°(R, R) 'ensemble des fonctions de classe C* et bornées sur R.
400

Pour z € R, on pose (f * g)(z) = f(t)g(z —t)dt.

Montrer que f * g est définie sur R et que : || f * gllooc < ||f1]/9]c0-
Montrer que : Vo € R, (f * g)(z) = (g * f)(z).
Montrer que f x g est de classe C*™ et exprimer ses dérivées successives.

Montrer que si 1+img = 0, alors limf xg=0.

A

Soit E I'espace vectoriel des fonctions C™ dont toutes les dérivées sont bornées. Montrer que
I'application T : g — f x g est continue de (E, ||.||s) dans (C;°(R,R), ||.|le)-

6. Montrer que si f et g sont nulles en dehors d'un segment [—A, A], alors f* g est nulle en dehors
d’un segment [—B, B].
7. (Approximation de 'unité)

Soit une suite de fonctions (d,),,cy, continues par morceaux et intégrables sur R, vérifiant les
conditions suivantes :

Vn €N, 4, est positive sur R
Vn € N, / 0, =1

R —€ +o0
Ve > 0, lim 0, =0et lim 0, =0
n—-+oo o0 n—-+oo c

On appelle une telle suite de fonctions approximation de I'unité.

(a) Soit f uniformément continue sur R et bornée. Montrer que (6, * f)nen converge uniformé-
ment vers f sur R.

(b) Nous allons donner une autre preuve du théoreme de Weierstrass.

i. Soit f: R — R continue nulle en dehors d'un segment [—A, A]. Montrer que f est bornée
et uniformément continue.
(1)
1 An
et nulle en dehors de [—1, 1], le réel A, étant donné par la formule \,, = / (1 — t2)n dt.

-1
Montrer que la suite de fonctions (hy), .y est une approximation de I'unité.

ii. Pour tout entier naturel n, on note h,, la fonction définie sur [—1, 1] par h,(t) =



, alors f x h,

3
est une fonction polynomiale sur —573 et nulle en dehors de l'intervalle 33
iv. En déduire une démonstration du théoreme de Weierstrass.

iii. Montrer que si f est une fonction continue a support inclus dans 55

1. Soit # € R. La fonction t — f(t)g(x — t) est continue sur R, par composition et produit.
Ona:VteR, |[f(t)g(x —t)] < |f(t)] X ||glloc- Or f est intégrable sur R, donc ¢t — f(t)g(x — t) I'est aussi, par comparaison. Ainsi f * g(x) existe.
foo +oo )
De plus, on a: Vo € &, [fx9(@)| < [ 17(0g(e = 0lde < llgllow [~ 17(0)ldt = |l llglloc. La constante [ 7]11]lglloo majore |7 x g| sur B, done :
—oo —o0

lf * gllee < IfNl1llglloo-

4. Soit & € R. On note kg : t — f(t)g(xz — t).
e Pour tout = de R, la fonction kg est continue par morceaux sur R.
e Soitt € R. On a lirf ke (t) = 0 et la fonction nulle est continue par morceux sur R.
z—+o0

e Ona:VzeR,VteR, |kza(t) < |lglloc|f(t)] = ©(t) et la fonction ¢ est continue par morceaux et intégrable sur R.
Grace au théoréme de convergence dominé & parameétre continu, on a :

“+oo “+oo “+ oo
lim kg (t)dt = / 0dt, soit  lim / f(t)g(z — t)dt = 0.
r—+00 ) _ 5o

z—=+o00 ) oo J—oco

A
6. Comme f est nulle en dehors de [—A, A], alors f * g(z) = / f(t)g(xz — t)dt. Soit t dans [—A, A], alors : —A < —t < A.
A
Ainsi
e siona:z>2A,alorsz —t>2A— A=A, donc: g(z —t) =0 et donc f % g(z) = 0.
e siona:z < —2A,alorsz —t < —2A+ A= —A, donc: g(z —t) =0 et donc f = g(z) = 0.

7. (a)



iii.

Soit € € ]Rj; La fonction f est uniformément continue sur le segment [—A, A], donc il existe n € Ri tel que : Va,y € [-A, A], |z —y| < n =

[f(@) — f(y)] S e.

Soient z,y € R” tels que |z — y| < 1. On peut supposer z < y. Siona:z <y < —A, alors [f(z) — f(y)] =0.Sionaz < —A <y < A, alors
[f(@) = f)] < [f(@) = F(=A)|+ |f(=A) — f()] = |f(A) — f(y)| <e. Si A<z <y< A alors: [f(z) - f(y) <e. Si-A<z< A<y,
alors |£(2) — F()] < 1£(z) — F(A)|+ 1£(A) — £(w)| = 1(2) — F(A)| < e. Enfin si A < = < y, alors |£(z) — f(y)] = 0. Ainsi dans tous les cas,
ona: |f(z) — f(y)| <e.

Le caractére borné vient du fait que f soit continue sur e compact [—A, A].

1
.IlcstclairquchnZOct/ 71:/ n =1
JR J—1
e Soit € > 0, alors :

-sie > 1, hyp = 0.
|t|>e
. crz . _ 2 1 2\n 2 2\n
-si € €]0, 1[, par parité de h,,, on obtient hp = (1—-t7)"dt < — (1 —¢")", or
[t]>e An Je An

1 1
n =2 /0 (11— t2)ndt >2 /o 1 —t)"dt = , ce qui entraine que :

n
hn < (n+1)(1— 52)” — 0 lorsque n tend vers +oco.
[t|=e
e Pour le fait d’étre nulle en dehors de [—3/2,3/2], cela provient de la question 6.

11 1 i n
oVa € [—=, =], (f *hn)(z) = /Rf(t)hn(z 0t = /é 7@ (1= (@ = 0%)" at, or

2’2
1 1 2n
2\n k . . .
Vvt € [—5, 5],9: — (1 —(z—t)")" = Z ay(t)z"”, avec ay, des fonctions continues (polynomiales en t) donc :
k=0

11 2n 1 % &

Ve el ol Urh)@ = 3 [+ [2 10 ) <.
22 k=0 \An /5

Soit f : [a, b] — C une fonction continue sur [a, b] et soit [c, d] contenant strictement [a, b].

On peut prolonger f en une fonction continue, nulle en dehors de [c, d] et soit

[

d 11
p:t— (d—c)t+ , alors g = foyp est continue, nulle en dehors de [75, E] et d’aprés 7.(a) est limite uniforme d’une suite g * hy, qui

1 1 _ —
est , polynémiale sur [75, 5], donc comme ¢ est affine non constante, alors ¢ L est aussi affine, donc la fonction polynéme (g * hy) 0 ¢ 1

converge uniformément vers f sur [a, b].

3.5 Transformée de Laplace

Soit f : Ry — C une fonction continue. Pour s € C, lorsque cela a un sens on pose :

L(f)(s)

+oo
/ e f(r)dx.
0

1. On suppose que L(f)(sg) converge pour une certain sy € C. On pose ag = Re(sg).
Montrer que pour s dans C si on a : Re(s) > ap, alors L(f)(s) converge.

“+o00

On pose o(f) = inf < Re(s) | f(t)e ®dt converge ¢ € RU {—o00,+00}, avec o(f) = +o0
0

si I'intégrale ne converge jamais et o(f) = —oo si I'intégrale converge tout le temps.

2. Montrer que :

(a) si Re(s) > a(f), L(f)(s) est défini;

(b) si Re(s) < a(f), L(f)(s) n’est pas défini.

3. On note H = {s € C, Re(s) > o(f)}. Montrer que L(f) est continue sur H.

+oo
4. (a) On suppose que / f converge, donc o(f) < 0.
0

d.

+oo
Montrer que lir% L(f)(x) = f (avec z € R), ce qui assure la continuité de L(f) sur
r—r 0
[0+ ool
+00 3 t
(b) En déduire la valeur de / Wdt.
0

(Un théoréme taubérien) On suppose que lim zf(z) =0et lim = L(f)(a) =u € C.

T—-+00 a—0t

1 (A
L’exemple 1.0.4 permet de dire que : lim —/ z|f(x)|dz = 0.
Astoo A 0

—+00 —+00

Montrer que f converge et que u = f.

0 0



. +o0 X
3. Soit r € ]Rj_ et Hr. = {s € C, Re(s) > o+ r}. On utilise 'expression L(f)(s) = (s—o —1) / ciz(biain(z)dz pour montrer la continuité comme
0

dans ’exemple 1.0.3.

4. (a)



+oo sin(t)

(b) Dans I’exemple 2.0.2, on a vu que : Vo € ]R:_, /
t

+oo sin(t
Or / ( >dt converge, donc on a la continuité en 0 dans l’expression précédente, d’oti quand z tend vers 0 par valeurs supérieures :
0 t
+oo sin(t) T
/ ="
Jo t 2

oo
5. Soit € € RjrA Il existe n € IRi et M € Ri tel que : Vt > M, |tf(t)| < e et: Va €]0,n], ‘u —/ f(x)e” “Tdx
0

™
e Tlat = 5 Arctan (z).

<e.

On rappelle que : Vu €R, 1 —u < e” ¥, soit : Vu €R, 1 —e * < u.
Soient A > M et a €]0, n)].

= /OA f(@)de

< |- /0+°° f@)e " ds

[T e ran— [P @i

A +oo
< s+/0 a- e_‘“”)lf(r)\dz+/A £ (@)]e™ " da

—ax

A + o0 A +oo
< s+a/0 m|f(z)\dz+A | f(z)]e” “Tdx < s+a/0 m|f(z)\dz+s/A ¢ dx

x

—ax e A

Aa

> e

A + A
§5+o¢/ ac|f(w)|d:c+a/ dx:a+a/ z|f(z)|dx + €
0 A 0

1
Soit maintenant A > M’ = max(M,1/n) et on prend o = a qui est dans ]0,n] et on a :

= /OA F(@)de

1 A
Grace au rappel, il existe M’ > M’ tel que : VA > M'/, n / z|f(z)|dz < e, puis: VA > M"/,
0

sca+e )+ 5 [Pl

. ,/OA F@)dz

A
—1 P .
<e(2 1 = .
<e(2+e ),a1n51A§r£w/[) f=n



