Chapitre 13 : Espaces préhilbertiens et euclidiens I
MP* Chaptal

1 Rappels de sup sur les espaces préhilbertiens

1.1 Produit scalaire

Soit E un R-espace vectoriel.

1.1.1 Définition

Définition 1.1.1 (Symétrie, bilinéarité, positivité, séparation) Soit ¢ une application de E* dans R.
1. On dit que ¢ est symétrique lorsque : Vx,y € E, o(x,y) = ¢(y, ).

2. On dit que @ est bilinéaire lorsque pour tout u,v dans E, les applications p(-,v) : u — ¢(u,v)
et p(u,-) : v p(u,v) sont linéaires. Ce ceci est équivalent a pour tout x,y,z € E; A\, u € R,

on a: p(Ar + py, z) = Ap(z, 2) + pe(y, 2) et oz, Ay + pz) = Ap(z, y) + pp(, 2).
3. On dit que ¢ est positive si : Yu € E, ¢(u,u) > 0.

4. On dit que ¢ est définie positive si ¢ est positive et de plus : Vu € E, p(u,u) =0= u=0
(p « sépare » les vecteurs).

Définition 1.1.2 (Produit scalaire) On dit que ¢ est un produit scalaire lorsqu’elle vérifie les quatre
points de la définition précédente. La produit scalaire se note aussi : (u,v) — (u|v) ou (u,v) — (ulv)
ou (u,v) — u-v.

Remarque 1.1.1 Si ¢ est un produit scalaire alors :
1. Ona:Yue€ E ¢p0,u) = ¢(u,0) =0. Ainsi o(u,u) =0 si et seulement si u = 0.

2. Si on montre que ¢ est symétrique, pour la bilinéarité il suffit de montrer que ¢(-,v) ou p(u,-)
est linéaire.

Définition 1.1.3 (Espace euclidien, espace préhilbertien) Si ¢ est un produit scalaire, on dit que E
muni de ce produit scalaire est un espace préhilbertien. De plus, si E est de dimension finie, alors E
est un espace euclidien.

Rappelons les produits scalaires usuels sur certains espaces :

1. E=R". Pour x = (21, ...,7,) et y = (1, ..., Yn), O0 pose p(z,y) = szyz
i=1

T
2. En identifiant les vecteurs de R" et les vecteurs colonnes de M,, ;(R), on a pour X = | :
Tn
hn n
Yn =1

Apres identification, on retrouve le méme produit scalaire que sur R" et donc on définit bien
un produit scalaire sur M,, ;(R), défini par (X,Y) + XTY.

On remarque donc que pour tout matrice colonne X, ona: X’ X =0« X =0, car: (X|X) =0
et on utilise la propriété de séparation du produit scalaire.

3. Pour A, B € M,(R), on pose : p(A, B) = tr(A” B). C’est un produit scalaire car :
- Symétrie : VA, B € M, (R), tr(B"A) = tr (A"B)") = tr(A"B).



- Bilinéarité : x linéaire & gauche : VA, B,C,e M,(R),VA\,u € R, tr((M + uC)' B) =
Mr(ATB) + utr(CTB).
x On a la linéarité a droite par symétrie.

- Positivité : VA = [a; ;]1<ijen € Mu(R), tr(ATA) = Z a?; > 0 (voir chapitre 4).

1<i,j<n
- Séparation : tr(ATA) = Z a;;, =0 = Vi,j € [L,n], a;; = 0= A =0, car dans la
1<i,j<n
somme précédente, tous les termes sont nuls.
On a aussi tr(A” B) = Z a;jbij, car le coefficient d’indice (j,j) de A" B est Zaijbij'
1<i,j<n i=1

4. On note L2(I,R) = L*(I,R) NC(I,R). Pour f et g dans £L2(I,R), on pose
(flg) = / fg. Ainsi £2(I,R), muni de (|) est un espace préhilbertien (voir le chapitre 1).
I

1.1.2 Normes

Définition 1.1.4 (Norme euclidienne) Pour x dans E, on note ||x|| = \/(x|z) que l'on appelle norme
euclidienne de x.
On dit que x est unitaire ou normé quand : ||z|| = 1.

+oo
Exemple 1.1.1 On rappelle le résultat vu au chapitre 12 : que pour tout n de N, ["intégrale / t"e tdt
0

converge et vaut n!(on effectue des intégrations par partie).

+oo
1. Montrer que pour tout polynome R € R[X], / R(t)e 'dt a un sens.
0

+o0
2. On pose : VP € R[X], ||P|| = \// (P(t))2e~tdt. Montrer que ||.|| est une norme euclidienne.
0

k=0
qui sont intégrables sur R .

d d
1. Si on pose R = Z aka, avec ag, ...,aq € R, alors : Vt € R, R(t)eit = Z aktkeft et donc t — R(t)eit est combinaison linéaire des fonctions
k=0
ts the™t
+oo ¢
2. On pose : VP,Q € R[X], (P,Q) = / P(t)Q(t)e™ "dt. Cela est bien défini, grice a la premiére question.
0

+o0 _ _
On a la symétrie, bilinéarité et positivité. Pour la séparation, si pour P € R[X], on a : / (P(t))ze tdt = 0, comme t > Pz(t)e toest une fonction
0

continue et positive sur R, elle y est nulle et donc : Vt € Ry, P(t) = 0. Comme Ry est infini, alors P = 0. On a donc bien un produit scalaire.

Proposition 1.1.1 (Séparation et homogénéité de la norme) Soit x € E et A € R. On a :
1. |z =0<=2=0; 2. || Azl = A x [|z]].
Proposition 1.1.2 (Développement d’une norme) Soient z,y, 1, ...,x, =€ E*. On a :

1 2 2 2 . iy . .
e+l = ) + ly]? + 2(z]y). 3. (z|y) = 5 ([lz +yl|* = [|=]|* = lyl|*) (identité de polarisation)
n 2 n n n n
Sl - (LaiXa) - (Sadin) - X i
i=1 =1 =1 =1 j=1

1<i,j<n
Exemple 1.1.2 Soit (x;)1<i<, une famille de p vecteurs d’un espace préhilbertien E, avec p > 2. On
suppose que : ¥(i,7) € [1,p]?, i # j = (zilx;) < 0. Montrer que p — 1 vecteurs parmi euz forment
toujours une famille libre.
Que déduire de p si dim(E) =n ?

Nl =yl = ll2l® + llyl1* - 2(2ly). 4




1.1.3 Vecteurs orthogonaux

(E, (]-)) désigne un espace préhilbertien réel.

Définition 1.1.5 (Vecteurs orthogonaux) Soit (z,y) € E*. On dit que x et y sont orthogonaux si :
(xly) = 0.

Exemple 1.1.3 Soit f € L(FE). Montrer que si f conserve l'orthogonalité : (x L y = f(x) L f(y)),
alors : Ik € Ry, Vo € E, ||f(2)|| = k=]

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de Pythagore) Soit (x,y) € E*. x et y sont orthogonauz si et seulement
si ||zl* + lyll* = llz + y*.

Définition 1.1.6 (Famille de vecteurs orthogonales et orthonormales) Une famille de vecteurs (x;);cr
est :

1. orthogonale si : ¥(i,j) € I?, i # j = (x]x;) = 0.
2. orthonormale si : V(i,j) € I?, (zi|lz;) = 8y (||lzill = 1 et (zilz;) =0 sii # j).

Exemple 1.1.4 1. La base canonique (eq,...,e,) de R™ est une base orthonormée de R™ pour le
produit scalaire usuel.

2. La base canonique (E;j)i1<ij<n est une base orthonormée de M, (R) pour le produit scalaire
(A, B) = tr(A"B).

1 2w
3. Sur C([0,27],R) on définit le produit scalaire (f|g) = — fg.
T

0
Pour (n,m) € N* x N, on pose les fonctions f, : © — sin(nx) et g, : x — cos(mz). La famille

(fmgm)(n,m)eN*xN est orthogonale. Déterminer la norme des vecteurs de cette famille.



4. Soient ag, ...,a, € ]R deuz & deux distincts et on munit R,[X] du produit scalaire : VP,Q €
R,.[X], (P|Q) = ZP (ar)Q(ag). Déterminer une base orthonormée de R,[X] pour ce produit

scalaire.

5. Soit E un espace vectoriel préhilbertien, et € = (eq, ..., e,) une famille de vecteurs de E. On

suppose que : Vr € B, ||z]|* = Z(m]ei)2.
i=1
Montrer que & est une famille orthonormée de E si : Yi € [1,n], |le:]| > 1.

Proposition 1.1.3 Une famille finie orthogonale constituée de vecteurs non nuls est libre.

Remarque 1.1.2 IMPORTANTE :

1. Dans un espace euclidien de dimension n, une famille orthogonale constituée de n vecteurs non
nuls est une base de E, car c’est une famille libre ayant n = dim(FE) éléments.

2. Toute famille orthonormale est libre, car elle est orthogonale et constituée de vecteurs non nuls.

Proposition 1.1.4 (Théoréme de Pythagore généralisé) Soit (x4, ..., x,) une famille orthogonale. Alors

p 2 p
> il =2 Nl
i=1 i=1

1.1.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Théoréme 1.1.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit (-|-) un produit scalaire sur E. Alors on a :

V(@,y) € B, (aly)® < [l=l* x [ly]* soit : V(z,y) € B, |(z|y)| < llz]| x [yl

De plus on a : |(x|y)| = ||z|| % ||y|| si et seulement si x et y sont colinéaires.



Exemple 1.1.5 1. Pour x = (z1,...,2,) ety = (y1,...,Yn) dans R", on a

Yoy = @yl < Nzl > Nyl = | D w x ([ D v
i=1 i=1 i=1

b
fg‘—!(f|g)|<HfH Hg”‘\/ f2 [ s

3. Soit E un espace préhilbertien. Montrer que U = {(x,y) € E?, (x,y) est libre } est un ouvert
de E?.

2. Pour f et g dans C([a,b],R), on a

Corollaire 1.1.1 (Norme euclidienne) Une norme découlant d’un produit scalaire vérifie les propriétés
des normes : positivité, séparation, homogénéité et inéqalité triangulaire.

Remarque 1.1.3 Toute norme ne découle par forcément d’une norme euclidienne. Par exemple, pour
tout x = (x1,...,z,) € R", on pose ||93||Oo = max |z;|, avec n > 2.
Si cette norme découle d’un produit scalaire (.|.), alors on aurait :
n 1 2 2 2
v,y € R", (z]y) = 5(\|:c+y|\oo —lzls = lvlliss)
On poseer = (1,0,...,0) et e = (0,1,...,0). Ona:ej+ez = (1,1,....,0) et 2e; +e2 = (2,1,....,0). Ona: |le1]lcc = |le2]loc = lle1+e2]loo =1 €t |[2e1+e2]lcc = 2.
1 - - 1
Ona:(en+ealer) = S (21 +e2lld — ller + e2llZ — lleallZ) = 1, puis (ealer) = llerllZe =1 et (ealea) = —— et donc (e1 + ezler) # (e1ler) + (e2lea), d'od
une contradiction avec la bilinéarité d’un produit scalaire.

Cette norme ne découle pas d’un produit scalaire.

Exemple 1.1.6 Soit A € 4, ,(R). Montrer que Ker (A) = Ker (AT A) et Im (AA") = Im (A).

Corollaire 1.1.2 (Inégalités triangulaires) Soit (r,y) € E°.

|z +y|| <|lz|| + ||y|| (inégalité de Minkowski ou triangulaire)
On a égalité si et seulement si il existe A € Ry tel que x = Ay ou y = Ax.

2. |zl = [lyll] < |z —yl|.

1.2 Bases orthonormales dans un espace euclidien

(E,(-|-)) est un espace euclidien de dimension n avec n dans N*.

1.2.1 Existence de bases et expression du produit scalaire

Théoréme 1.2.1 (Existence d’une base orthonormée) Tout espace euclidien admet au moins une base
orthonormée.

Théoréme 1.2.2 (Théoréme de la base orthonormée incompléte) Toute famille orthonormée de E peut
se compléter en une base orthonormée de E.



Proposition 1.2.1 (Expression du produit scalaire dans une base orthonormée)
U = (uy,...,u,) une base orthonormée de E. Soit (x,y) € E* avec v = szul ety = Zyiui, o

i=1 =1
Ty eees Ty Y1y ey Yn SONE dans R. On a :

1 (zly) =)z 2. On a|z|| =
=1

3. Vk € [1,n], xr = (x|ux) et donc x = Z(m|uz)uZ

i=1
21 1
4. Pour X = Maty(z) =] : | etY = Maty(y)= | : | : (z]y) = XY ||z|| = VXTX.
Tn Yn

Remarque 1.2.1 (IMPORTANTE) : Soit f € L(E) et soit U = (uy, ..., u,) une base orthonormée de
E. Soit A= Maty(f) = laijli<ij<n. On a alors ¥(i,j) € [1,n]?, a; =

En particulier tr(f) =

Exemple 1.2.1 1. Soient E un espace euclidien et u € L(E) tel que : tr(u) = 0. Montrer qu’il
existe v € E non nul tel que : (u(x)|z) = 0.

2. (Matrice de Gram) Soit 1, ...,x, sont p vecteurs de E et on pose la matrice
G(x1, ..., xp) = [(xi]zj)]1<ij<p- Soit B = (eq, ..., e,) une base orthonormée de E.

(a) Soit A= Matg(z, ...,7,) = [aij]<i<n . Montrer que G(z1, ...,1,) = AT A.
1<j<p
(b) Montrer que rg (G(z1, ..., xp)) =18 (21, ..., Tp).

1.3 Orthogonalité

(E, (+]-)) désigne un espace préhilbertien réel.



Définition 1.3.1 (Orthogonalité) 1. Soit x € E. L'ensemble 1y € E, (z|y) = 0} est appelé 'ortho-
gonal de x et il est noté x*.

2. Soit X C E wune partie de E non vide. L’ensemble {y € E/Vx € X, (z|ly) = 0} = ﬂ rt

zeX
appelé orthogonal de X et il est noté X+,

Exemple 1.3.1 1. {0}* =E. 2. E*+ = {0}.

Remarque 1.3.1 1. Siona:V(xy) € FxG, (zly) =0, on n'a pas forcément G = F*+. On a
seulement : G C F*-.
yeG=>VYreF, (zly) =0=yc Ft.
2. (IMPORTANT) Soit X = {x1,...,x,} une partie finie de E. On a : X+ = {xy,...,2,}" =
Vect(x1, ..., 2,) " = Vect(X)*, cela signifie que : © € Vect(x1, ..., z,)" < Vi € [1,n], (z]z;) = 0.
3. vt = (Ra)*" = Vect(r)*.

Proposition 1.3.1 (L’orthogonal est un sous-espace vectoriel) Soit X C E une partie non vide de E.
Alors X+ est un sous-espace vectoriel de E.

Proposition 1.3.2 (Orthogonalité et somme directe) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors on
a: FNF*+={0}. Ainsi la somme F + F* est directe.

Exemple 1.3.2 1. Soit F, ..., F, une famille de sous-espaces vectoriels de E deux a deux orthogo-
naux. Montrer que : Fy +Fo+ ...+, = ® Hh @ ... D F,.

p p
2. Soit I, ..., F, une famille de sous-espaces vectoriels de E. Montrer que : ﬂ Ff = ( E E)
=1 i
P p L P p L1
Soit x € mF Suztzfzf avec : Vi € [1,p], fi € F;. On a donc (z|z) = Z(z\f)fo donc ona:x € (ZF1> , puis : ﬂFiLC <ZF1> .
i=1 =1 i=1

=1 i=1 i=1

P P
Soit x € F; . Soient k € [1,n] et fr. € F,. On a : f}, € F;, donc : (xz =0, puis:zeFJ‘ et enfin : x € F-J‘,d’ml:
k k k k k i
i=1

<ZF> C (j]lFf, o .

Définition 1.3.2 (Supplémentaire orthogonal) Si on a F @ F* = E, on dit que F* est le supplémen-
taire orthogonal de F' dans E.

Remarque 1.3.2 ATTENTION, en dimension infinie, F' et F* ne sont pas toujours supplémentaires.

Exemple 1.3.3 Soit £ = C51([ 1, R) et pour f,g € E, on pose :
1

(f,9) :/ (ft)g(t) t)g'(t))dt. On considére les sous-espaces V = {f € €*([0;1],R) / f" = [}

0
etW={feE/f0 ) ( ) =0}. On admet que (.|.) est un produit scalaire sur E.
Montrer que : V+ =W.



Proposition 1.3.3 (Orthogonal en dimension finie) Soit I' un sous-espace vectoriel de
dimension finie de E. Alors F & F+ = E.

Corollaire 1.3.1 (Expression de la décomposition suivant F' & F* = E) 1. Soitz € E et (fi, ..

une base orthonormale de F. La décomposition suivant F @& F* est donnée par :

r = Z(ﬂfz)fz +x— Z(x’fz)fl
) glf“ ) e}rl ’

2. Si E est un espace euclidien, alors pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on a :
e« FOF+=F.
e dim(F™*) = dim(E) — dim(F)

)

En effet F' est de dimension finie en tant que sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de

dimension finie.

Exemple 1.3.4 1. Dans My, (R), muni du produit scalaire (M, N') — tr(MTN), déterminer (A,(R))".

Soit S € Sp(R). On a : VA € Ay (R), (A|S) = t'r(ATS) = —tr(AS) = —tr(SA) = 7t7‘(STA) = —(S|A) = —(A|S). Ainsi : VA € Ap(R), (A|S) =0 et

donc on a : S (R) C (Ap (R))JT Par ailleurs, on a : Sp(R) ® Ap (R) = My (R) et done dim(Sy, (R)) = dim(M, (R)) — dim(A, (R)) = dim((An(]R))J'), On

en déduit que : (Ap(R))T = Sy (R).

2. Soient E un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que : (FX)* = F

3. Attention (FX)*: = F nlest pas toujours vraie. Soit espace (* des suites (x,) € RY telles que

“+o00

Z 93721 converge, muni du produit scalaire (x|y) = Z Lo, POUT T = (Tp)nen, ¥ = (Yn)nen € L2

n>0 n=0

1
Ce produit scalaire a un sens car : Vn € N, |z, < = (22 +42).

Soit F' ’ensemble des suites réelles dont tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini.

Comparer F et (F+)*.

4. Soit E un espace vectoriel préhilbertien, et € = (eq, ..., e,) une famille de vecteurs de E telle

que :Vr € E, ||z||* = Z(w|ei)2.
i=1
(a) Montrer que € engendre E.
(b) Si on suppose que E est libre, montrer que £ est une base orthonormée de E.



5. Soit E un espace euclidien de dimension n. Montrer qu’il existe une famille (x;)1<i<ns+1 vETifiant
(1) :V(i,5) € [1,n+1]? i # j = (zi]z;) < 0.

n

_>

6. Soit E un espace préhilbertien etU = (uy, ..., u,) une famille de E. Soit ) : { f o (z]w) ()
1) n

Montrer que i est surjective si et seulement si U est libre.

Soit F = vect(uy, ..., upn). Comme F est de dimension finie, alors F @ Ft = E, puis Im (¢) = ¢ (F). Soit o = ¢P|p.

On a Ker (¢) = {ug, ..., u,n}L = vect(uy, ..., un)L =rt = {0}, en considérant l’orthogonal dans F.

Ainsi ¢ est injective. Par conséquant 1) est surjective si et seulement si @ est bijective, si et seulement si dim(R™) = dim(F) si et seulement si

dim(Vect(uy, ..., un)) = n si et seulement si U est libre.

1.4 Projections orthogonales
1.4.1 Projecteurs orthogonaux

(E, (-, -)) désigne un espace préhilbertien et F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. On
adonc: Fo F+H=E.

Définition 1.4.1 (Projection orthogonale) On appelle projection orthogonale sur F' la projection sur
F parallélement o F*. On la note pr et pour v =y + z avec y dans F et z dans F*, on a pp(z) = y.

Remarque 1.4.1 1. Ona:V¥r € E, v —pp(r) € F*-.
2. Ona:VreE, |pp(a)] < ||z
En effet grace au théoréme de Pythagore, on a : x = pp(x)+ (x — pr(x)), puis :
— —

EF cF+
[zl = [lpe(@)1 + llz — pr(2)* > [lpp(2)].

Définition 1.4.2 (Projecteur orthogonal) Un endomorphisme p de E est dit projecteur orthogonal lors-
qu’il coincide avec une projection orthogonale. Autrement dit, on a :

o P> =p.

o Ker(p) = (Tm (p))*.

Exemple 1.4.1 Soit p € L(E) tel que p* = p. Montrer que si on a : Yz € E, ||p(z)|| < ||z||, alors p est
un projecteur orthogonal.



Proposition 1.4.1 (Formule de la projection orthogonale) Soit (fi,..., f,) une base orthonormée de
F. Alors on a

3

p

Vo e B, pr(z Z zlf)f; et llpe(@)]® =) (alf;)*.

j=1 j=1
Remarque 1.4.2 (IMPORTANTE) Pour obtenir la projection orthogonale d’un vecteur x sur F', on a

deux méthodes :

e on dispose d’une base orthonormée (fi,...,f,) de F (éventuellement obtenue par le procédé

d’orthonormalisation de Gram-Schmidt) et dans ce cas, on peut utiliser directement la formule :
p

pr(z) =Y (z[£)f;

j=1
e on dispose d’une base (ei,...,e,) de F qui n'est pas forcément orthonormée. On cherche la

P
projection orthogonale de x sur F' sous la forme pp(z) =y = Z Ajej (qui est dans F). On doit

j=1
donc avoir x —y dans Ft = (Vect(el, s ep))L ce qui revient a avoir : Yi € [1,p], (x—yle;) =0,

(z|e) Z)\ (ejler) =

soit le systéeme : : , ot l'on doit déterminer les A;.

(zlep) — Z)‘ (ejlep) =

\

Exemple 1.4.2 1. Soit C € M, 1(R) de norme un. On pose A = CCT € M,(R). Montrer que

I’endomorphisme p canoniquement associé a A est une projection orthogonale sur un espace que
l’on précisera.

2. On reprend Uezemple 1.1.1 E = R[X]| muni du produit scalaire
+o0o

(P|Q) = / P(t)Q(t)e"'dt. Déterminer la projection orthogonale de X* sur Ry[X]. On rap-
0
pelle que : Vp,q € N, (XP|X) = (p+q)!.

(1, X, X2) est une base de Ro[X]. Soit P = aX?+bX +cla projection orthogonale de X3 sur Ro[X]. Ceci est équivalent & avoir x3_pe (]RQ[X])J‘ =

. (x®*-Pl1) = o0 (X% = a(XP1) 4 b(X[1) + c(1]1) 6 = 2a+btc
(Veet(1,X,X%) " & § (x> —PIX) = 0 ©{ (X]X) = a(X|X)+b(X|X) +c(1]X) s{ 24 = 6a+2b+c
(x3-P|X?) = o0 (X31x%) = a(X?X?) +b(X|X?) + e(1]X?) 120 = 24a+6b+2c

6 = 2a+b+c 6 = 2a+b+ ¢ 6 = 2a+b+c c = 6

=9 24 = 6a+2b+c &{ 18 = da+tb &< 18 = da+b b = 18

60 = 12a+3b+c 54 = 10a+2b 27 = 5a+b a = 9

P=9X2?_18X +6.

1.4.2 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

(E, (-]-)) désigne un espace préhilbertien réel.



Théoreme 1.4.1 (Procédé d’orthonormalisation de Gram Schmidt) Soit (e, ...,e,) une famille libre
de E. Alors il existe une famille orthonormale (uq, ..., u,) telle que :

Vp € [1,n], Vect(ey, ..., e,) = Vect(uq, ..., up).

Rappel de la méthode : On procede par récurrence, en construisant d’abord, uq, puis us,..., jusqu’a u,,.

€1
e On pose u; = ——.
\ fedl
e A partir de es, on doit construire us qui doit étre orthogonal & u; et de norme 1. Ainsi on enleve

d’abord la projection orthogonale de es sur u;. On pose donc vy = ey — (ea]ui)u;. Ainsi on a
U2

bien (vq|ui) = 0. Ensuite il faut normaliser vy et on pose uy = TN
Ma

v2=e2-(e2,ul)ul

(e2,ul)ul ’,—*’/

e Supposons que l'on ait construit (ug,...,u,). A partir de e,y1, nous devons construire u,q

qui doit étre orthogonal & uy,...,u, et de norme 1. On commence donc par retrancher a ey,
P

sa projection orthogonale sur Vect(uy,...,u,). Ainsi on pose : vp41 = €p11 — E (€pt1|ui)u;.
i=1

Ainsi on a bien : Vj € [1 Upe1|u;) = 0. Il reste maintenant a normaliser v,,; et on pose
» Pl p+11%) p+

v
p+1

Upyl = | Et on continue ainsi de suite jusqu’a u,,.

|vpall

Exemple 1.4.3 1. On reprend l'exemple 1.1.1 avec Ry[X] muni du produit scalaire :
+o00o
V(P,Q) € Ry[X], (P,Q) = / P(t)Q(t)e tdt. Appliquer la méthode d’orthonormalisation de

0
Gram-Schmidt a la base (1,X,X?) de Ry[X] muni de ce produit scalaire. On rappelle que :
Vp,q €N, (X*|X) = (p+q).



2. Déterminer dans R* la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale p sur le plan

) ,, . . J)—l—y—Z—t = 0
vectoriel (P) d’équation : { s 43y+z—1 = 0

Déterminons d’abord une base de (P) :

z+y—z—t 0 - r+y—z—1
z+3y+z—1t 0 2y + 2z
Ainsi (P) est {(z,y, —y,z + 2y), =,y € R} = vect((1,0,0,1), (0,1, —1,2)). Ainsi (e, f) engendre (P). Comme ces deuzr vecteurs sont indépendants, alors
N — N ——

x + 2y
-y

I
[=}
¥
——
-

€ f

(e, f) est une base de (P).
Orthonormalisons cette base :

e 1 1
llell = V2, on pose donc u; = — = (—,0,07 —)

llell V2 V2
Soit vy = f — (flur)uz = (0,1, -1,2) — 2 (i,o,o, i) =(0,1,-1,2) = (1,0,0,1) = (=1,1, —1,1). On a [jv2] = \/(—1)2 +12 4+ (=12 +12 =2

V2 \V2 V2

vy (11 11

On pose donc ug = = (-, = - =
vzl

2’2’ 272/

Ainsi (u1,ug) est une base orthonormée de (P).
Par conséquent : YVw € ]R4, p(w) = (w|uy)uy + (w|ug)uz. On a :

p(e1) = p(1,0,0,0) = ! U] — lug =(1/2,0,0,1/2) — (—1/4,1/4,—-1/4,1/4) = (3/4,—1/4,1/4,1/4).

V2 2
1
p(e2) =p(0,1,0,0) = Suz = (—1/4,1/4,-1/4,1/4).
1
Ples) = p(0,0,1,0) = = ~ug = (1/4,~1/4,1/4,—1/4).
1 1
p(es) = p(0,0,0,1) = ok + U2 = (1/4,1/4,-1/4,3/4).
3 -1 1 1
La matrice de p dans la base canonique est donc : — | ~0 L 1 1
a matrice ep ans ta base canonique es onc : 1 1 1 1 1 .
11 -1 3

1.4.3 Distance a un sous-espace vectoriel

Ici, F' est un sous-espace vectoriel de E tel que F @ F+ = FE (les espaces ne sont pas forcément de
dimension finie).

Définition 1.4.3 (Distance a un sous-espace vectoriel) Soit v € E. On pose
d(z, F) =inf{||lx — f||, f € F'}. On appelle ceci distance de x a F.

dix, F)=lx-pr(x)

>

Proposition 1.4.2 (Projection orthogonale et distance) Soit z € E. Alors on a :
d(z, F) = [lz — pr(2)]|
L’unique vecteur yo de F vérifiant |z — yo|| = d(x, F) est : pp(x).

Remarque 1.4.3 1. (IMPORTANTE) Six =y + 2z avecy € F et z € F*, alors : d(x, F) = ||2]],
car on a :y = pp(x). Ainsi si on connait z, on peut calculer directement d(z, F) = ||z||.

2. Ona:Vx € ENteF, ||z —pp2)| =dz, F) < |z —t.



Exemple 1.4.4 1. Déterminer la distance de u = (1,1,1, —1) au plan (P) d’équation :

r+y—z—t =0
r+3y+z—t = 0°

3 -1 1 1 1

PSS fod X ) 1l-1 1 -1 1 1
Grace a l'exemple précédent, la matrice de p(u) dans la base canonique est i 1 | 21 1 et donc p(u) = (1/2,-1/2,1/2,-1/2) et

1 1 -1 3 -1

donc u — p(u) = (1/2,3/2,1/2, —1/2) et donc :
9 1 1 V12

T4+l 4+ =""=43
4 4 4 2

d(u, P) = llu = p()l =/ +
2. Soit (n,p) € (N*)? tel que p < n.
Soit A € M,,,(R) de rang p et B € M, 1(R).
a) Montrer que la fonction X — ||AX — B|| admet un minimum sur M, 1(R) et qu’il est atteint
q P, q

en un unique point Xo.
(b) Montrer que X, est l'unique solution de ATAX = AT B.

3. Soit C une partie convexe compacte non vide d’un espace euclidien FE.
Soitx € E.

(a) Montrer lexistence et l'unicité d’un vecteur p(x) € C tel que : d(x,C) = ||z — p(x)||.
(b) Soit y € C. Montrer que y = p(z) si et seulement si : Ve € C, (x —y,c—y) <0.

(¢c) Montrer que lapplication p définie dans ce qui précéde est continue.

(a)



(b)

(C) Soient x,y € C. Comme p(z) et p(y) sont dans C alors la question précédente nous dit que (x — p(x)|p(y) — p(x)) < 0 et (p(y) — ylp(y) — p(x)) =
(y — p(y)|p(z) — p(y)) < 0. En sommant ces deuz inégalités, on a (x — y + p(y) — p(z)|p(y) — p(z)) < 0, donc :
() —p(2)|p(y)—p(2)) < (y—z|p(y)—p(2)), soit grace d Uinégalité de Cauchy-Schwarz : |p(y)—p(2)|1* < ly—=l.llp(w)—p@)l. Si |p(v)—p(@)| # 0,

alors ||p(y) — p(z)|| < |ly — z|| et si ||p(y) — p(z)|| = 0 la derniére inégalité reste vraie (0 < ||y — z||). Ainsi p est 1-lipschitzienne, donc continue.

Remarque 1.4.4 IMPORTANT : voici une méthode pour calculer une distance. Nous avons besoin de
déterminer pp(x), avec F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Nous avons déja vu com-
ment calculer pp(x).

Soit (f1, ..., fp) une base orthonormée de F (éventuellement construite par le procédé d’orthonormali-
p

sation de Gram Schmidt). Nous avons : pp(z) = Z(:v|f])f] De plus © = pp(x) + (x — pp(z)) qui est
j=1
la décomposition suivant F @ F*. Ainsi grace au théoréme de Pythagore :
P

d(z, F)? = ||lz—pr@)||* = ||z||*—|lpr(2)|* = ||:E||2—Z(x|fj)2, car la base (fi, ..., f,) est orthonormée.

j=1
Alors on a : »
d(w, F) = ||z = pr(@)l| = | =] = (@l ;)2
j=1
“+oo
Exemple 1.4.5 1. Déterminer d = ;}IlfR e '(t* — at® — bt — c)?dt.
a,b,ce 0

“+ oo
Nous reprenons le produit scalaire sur R[X], défini par VP, Q € R[X], (P|Q) = / P(t)Q(t)eitdL Nous rappelons que dans l'exzemple 1.4.3, nous avons
JO
1
vu que (ul =1l,ug =X —1,uz = 5)(2 —2X + 1) est une base orthonormée de Ra[X].

Nous constatons que : d =  inf N HX3 —ax?—bx — cH2 =

. 3 2 _ 3 2 _
e inf IX* = P = (4x®,ro[xD)" =

PER:
2
102 = O un)? = (0 u)? = () = (21X = () = (1) = (1) = (%X - 200130 + (1))

=6!— (3)2 — (4! — 31)2 — (51/2 — 2.41 + 31)% = 720 — 36 — 324 — 324 = 36.



2. Soient E = C ([0,1],R), a,b € R et on pose Z = {f € E, f(0) =a et f(1) = b}. Déterminer
1
_ 2, 2
d_}gﬁ/o(f + /7).

3. Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel admettant (e, ..., e,) comme base.
Pour xy, ...,x, dans E, on pose G(z1, ..., xp) = [(®i|x;)]1<ij<p €t on pose I'(z1, ..., x,) = det(G (21, ..., zp)).
Soit x € E.

(a) Six est dans F*-, exprimer T'(ey, ..., en, ) a laide de x et de T'(eq, ..., e,).
(b) On revient au cas général pour x. Soient A € R et i € [1,n].

Montrer que T'(eq, ..., en, x + Ae;) = ey, ..., en, ).
C(eq, ..., en, )

(c) Montrer que : d*(z, F) = Tleroen)



1.4.4 Symétrie orthogonale (programme de spé)

Définition 1.4.4 (Symétrie orthogonale) On appelle symétrie orthogonale par rapport a F la symétrie
sur F' parallélement o F*-. On la note sp et pour x = y + 2z avec y dans F et z dans F*, on a :

sp(z) =y — 2.

iz

SE(X)=y-2

Remarque 1.4.5 sp =

Définition 1.4.5 (Caractérisation des symétrie orthogonales) Une symétrie s de E (s> = idg) est dite
orthogonale lorsqu’elle coincide avec une symétrie orthogonale. Autrement dit, on a :
2 .
o 5° =1idg

e Ker (s +idg)" = Ker (s —idg), soit {x € E, s(v) = —x}* ={r € E, s(x) = z}.

Exemple 1.4.6 Déterminer dans R* Uexpression de la symétrie orthogonale s par rapport au plan

: . ‘ r+y—z—t =0
vectoriel (P) d’équation : 4 .
r+3y+z2—t = 0
Grace a Uexzemple 1.4.3, si on note p le projection sur (P), on a :

1
V(a:,y,z,t)ER4, p(z,y,z,t):Z(Bz7y+z+t,7z+yfz+t,zfy+z7t,z+y7z+3t).
Ainsi comme s = 2p — Id, on a :

1
V(z,y,z,t)€R4, s(z,y,z,t) = 5(z—y+z+t,—z—y—z+t,z—y—z—t,z+y—z+t).

1.5 Applications aux hyperplans et aux formes linéaires

Dans ce paragraphe, F désigne un espace euclidien de dimension n.



1.5.1 Description des formes lineaires et hyperplans dans un espace euclidien

Théoréme 1.5.1 (Théoréme de représentation de Riesz) Soit f une forme linéaire de E. Alors il
existe un unique a dans E tel que : Vx € E, f(x) = (z|a) = (a|z). On note f = (-|a) = (al-).

Démonstration :

Remarque 1.5.1 1. A Uaide de ce théoréme on peut définir le produit vectoriel. Soit B = (i, j, k)
la base canonique de R®. Pour u et v dans E, il existe un unique vecteur w de E tel que :
Va € F, dgt(u, v,a) = (a|w), car : Uapplication a — dgt(u,v, a) est une forme linéaire.
Cet unique vecteur est appelé produit vectoriel de u et v et on le note u A v. Vérifions que ceci
coincide avec le produit vectoriel que vous avez vu en physique ou SI : on note u = (uq, ug, ug),
v = (v1,v2,v3) et a = (ay,az,a3). On a en développant par rapport a la derniére colonne :

hh 1 & Uy VU Uy v Uy v
2 U2 1 U1 1 U1
det(u, v, CL) = (U2 Vo Q2| = a1 — a3 + as =
B Uz U3 Uz U3 Uo Vg
Uz vz as
U2 Uy us Vs Uy M . . U V9 us U3 Uy U1 .
aq “+aqg +as , AINSLW = , , , ce qui correspond
us U3 Uy Y1 Uy Vo us V3| |U1 V1| (U2 V2

aux coordonnées que vous connaissez sur le produit vectoriel.
Si u et v sont orthogonaux, alors (u,v,u A v) est une base orthonormée directe de R®.
Cette définition du produit vectoriel s’étend a un espace euclidien de dimension n.

2. Le théoreme de Riesz n’est plus vrai en dimension infinie.

1
On se place dans R[X] muni du produit scalaire : VP, Q € R[X], (P|Q) = / PQ. Soit la forme
0

linéaire 1) : P +— P(0).
Montrer qu’il n'existe pas A € R[X] telle que : VP € R[X], ¥(P) = (A|P).

Corollaire 1.5.1 (Description des hyperplans dans un espace euclidien) Soit H un hyperplan de E.
1l existe a dans E non nul tel que : H = {x € E, (az) =0} = a*.
Un tel vecteur a est appelé vecteur normal a l’hyperplan H.

Démonstration : Soit ¢ une forme linéaire non nulle telle que H = Ker (¢). La proposition précédente

nous dit qu'il existe a € E tel que ¢ = (a|-). De plus a est non nul, car ¢ n’est pas nulle, donc
H={x€E, po(r)=0} ={x € E, (a|x) =0}.

Exemple 1.5.1 Si £ = R" et H = {(21,...,x,) € R”/Zaixi = 0} avec ay, ...,a, des réels non tous
i=1

nuls. Alors H = (ay, ..., a,)" et (ay,...,a,) est un vecteur normal de H.



Par exemple si1 on se rappelie du lycée, aans l'espace si 1 est te plan d’équation 2x —y+ 3z = 0, alors
un vecteur normal de ce plan est (2,—1,3).

1.5.2 Projection orthogonale et réflexion par rapport a un hyperplan

Proposition 1.5.1 (Projection orthogonale sur un hyperplan) Soit H = a* = (Vect(a))L, un hyper-
plan, avec a € E non nul. L’expression de la projection orthogonale sur H est : x +—

a
Remarque 1.5.2 La projection sur Vect(a) est x +— (z|u)u, avec u = Tal qui est unitaire.
a

Exemple 1.5.2 On munit R" du produit scalaire usuel. Soit a = (ay, ..., a,) € R" \ {0} et
H = a* = (Vect(a))". Quelle est la matrice la projection orthogonale sur H dans la base canonique

B=(e1,....e,)?

Proposition 1.5.2 (Distance & un hyperplan) Soit a € E \ {0} et H = a® un hyperplan de E. Soit
r€FE. Ona:dz H)=

Exemple 1.5.3 On munit M, (R) du produit scalaire usuel : YA, B € M,(R), (A|B) = tr(A"B).
Soient H = {M € M,(R), tr(M) = 0} et J la matrice de M,(R) avec que des 1. Déterminer
d(J, H).

1.5.3 Réflexions (programme de spé)

Définition 1.5.1 (Réflexion) Soit s € L(E). On dit que s est une réflexion lorsque s est une symétrie
orthogonale par rapport a un hyperplan H.

Proposition 1.5.3 (Expression d’une réflexion) Soit a € E \ {0}. La réflexion par rapport & H = a™*

est : sH:xHx—Qwa.
lal
Démonstration : Vient de sy = 2py — ldg.

Remarque 1.5.3 1. On a Ey(sy) = et E_1(sm) =.
2. Si E est un espace euclidien et (eq,...,e,_1) est une base orthonormée de

H=ua" (a#0), alors B= (ei,...,en 1, ﬁ est une base orthonormée de E et Matg(sy) =
a
Ainsi det(sy) =

Exemple 1.5.4 Soit a,b € E unitaires tels que a # b. Montrer qu’il existe une unique réflexion o telle
que o(a) = b.



1.6 Complement : Polynomes orthogonaux

Soit —oo < a < b < +o00. Soit w € C(]a, b, R ) telle que pour tout n de N, la fonction t — t"w(t) soit

b
intégrable sur |a,b[. On pose E = {f € C(]a,b[,R), / fPw < +oo}.

b
On munit £ du produit scalaire : Vf, g € E, (f,g) = / fow.

1
Ce produit scalaire a bien un sens, car : Vf,g € E, |fow| = |flVw.|glvw < §(f2w + g*w) et cette

derniere fonction est intégrable.
Nous avons aussi un produit scalaire sur R[X].

La symétrie, bilinéarité et positivité sont immédiates. Prouvons la séparation. Soit P € R[X] tel que

b
0= (P|P) = / P?w = 0. La fonction P*w étant continue et positive, alors P*w est nulle sur ]a, b[ et

comme w est strictement positive, alors : Vx € [a,b], P(z) = 0. Comme |a, b] est infini, alors P admet
une infinité de racines et donc : P = 0.

Polynomes orthogonaux :

1. Montrer qu’il existe une unique famille orthogonale (P, ),en de polynoémes unitaires (coefficient
dominant qui vaut un) tels que deg P, = k et pour tout k& € N.
De plus : Vn € N, Vect(F, ..., P,) = R, [X].

2. Soit n € N*. Montrer que : VQ € R,,_1[X], (P,|Q) = 0.

T

3. Soit n € N. On pose Q,, = H(X — Bi), ou fy, ..., B, sont les racines deux a deux distinctes de
i=1
P, dans ]a, b[ de multiplicité impaire. S’il n’y a pas de telles racines, on pose @, = 1.
(a) Montrer que P,Q, est de signe constant sur |a, b|.
(b) Montrer que si on a d°Q,, < n, alors on a P,@,, = 0 et donc une contradiction.
(¢) En déduire que P, est scindé sur R et que toutes ses racines sont simples et dans |a; b[.

4. Montrer qu’il existe deux suites (ay)nen €t (bn)nen de réels telles que pour tout n € N

_ Bl

XPoi|P,
X1 = Pra o buPra + Py avee an = Lty XPosa|Poir)

et b, =
! || Py |2

n+2
(On commencera par écrire X P, = g cx Py, et on cherchera a calculer les ¢y.)
k=0



Voici diverses situations classiques de polynomes orthogonaux :

Exemple 1.6.1 Cas [a,b] = [-1,1] et w = 1.




dn
On pose L, = W[(X2 — 1)"] (polynomes de Legendre).
1. Soit n € N. Quel est le degré de L, ?

2. Soit n € N. On pose Q,, = (X — 1)". Montrer : Vk € [0,n — 1], Q¥ (1) = QW (-1) = 0.
1
3. Soit p,q € N. On suppose p > q. Montrer que (L,|L,) = —/ Q](Dp_l)ngH).
~1

4. Montrer que la famille (Ly)nen est orthogonale.

1. (X2 —1)™ est de degré 2n et donc : d°(Lp) = n, en dérivant n fois.
2. OnaQnp=(X—1)"(X+1)". Ainsi 1 et —1 sont des racines de multiplicité n de Q.

1 1 1
3. Par intégration par partie : (Lp|Lgq) :/ . QP Q@ = [Q;p—l)ng)]gl,/ ) QPN @l = ,/ ) QPVQ car QPV (1) = QP (—1) =
0, grace a la question précédente.
1 1 1
4. Onadememe [ QPTVQIHY = (@ PQUHIIL, - [ @ P = - [ QFPQU, car @7 (1) = @F P (<1) = 0, grice

1
la deuxiéme question. Puis (Lp|Lg) = (—1)2 / Qépiz)ngJr@‘ En itérant p fois ce procédé (en validant cela par récurrence), on a : (Lp|Lg) =
J—1

, 1 ,
(_1)19 /71Q§)0)QSIP+Q)'

Or d°(Qq) = 2q et p + g > 2q, donc Q§p+q) =0, puis (Lp|Lg) = 0.
Par symétrie du produit scalaire, on a la méme résultat si p < g. Ainsi pour p # ¢, on a : (Lp|Lg) = 0. La famille (Lyn),en est donc orthogonale.

1
V1—2a?

Nous avons vu dans le chapitre 5 une suite de polynomes (T, )nen appelés polynomes de Tchebychev
telle que : ¥n € N, T,(cos(0)) = cos(nb) et d°(T,) = n.
Ici on travaille en général plutot sur C°([—1,1],R) et pour tout f,g € C°([~1,1],R), on a :

1
f(@)g(x
o) = [ B
-1 1—=x
Cette intégrale est bien définie car :
F@)g()

Exemple 1.6.2 Cas Ja,b=] —1,1] et w: z

est continue sur | — 1, 1[.
V1—22
Par ailleurs fg est une fonction continue sur le segment [—1, 1], donc il existe M € Ry tel que :
F(@)g() M M
|fgl < M. Ainsi : Vz €] — 1,1] < = .
Y V1 —z2 V1— 2 V1i—zv/1+
O M M t ! t intégrabl ]—1,0] t int le de R 1/2 < 1. A H=)g(@) t
r—— ~ et x — est intégrable sur | — car c’est un intégrale de Riemann avec < 1. Ainsi € — ———— est
Vi—avite *—- 1T Vayitz (1+z)1/2 o V1= 22
intégrable sur ] — 1,0].
f(z)g(@) 1

De méme © — est intégrable sur [0, 1], car  — est intégrable sur [0, 1.

1—=x)t/2

V11— a2

On a aussi :Vf,g € E, (flg) = / f(cos@)g(cosB)db, car
0

Cette derniere expression du produit scalaire et des raisonnements proches des séries de Fourier que
Uon a vu en exemple 1.1.4, permettent de montrer que la famille (Ty)ren est orthogonale
(on a (T,|Ty) = / cos(nf) cos(mb)dd = 0 sin # m).

0

T

Exemple 1.6.3 Cas [a,b[= [0, o0 et w: z +— e .

+oo

On travaille ici avec [’ensemble E des fonctions f continues sur R, telles que f2(t)e~tdt converge.

0
—+00

Ona:VfgekE, (flg) = i ft)g(t)e™"dt.
n! c dam

1. Montrer que, sin € N, L, est une fonction polynomiale de degré n.

On pose, pourn € Netx € Ry, L,(z) = (e™*x™), que l'on appelle polynomes de Laguerre.

2. Montrer que la famille (L, )nen est orthonormée.



“+oo
5. Pour a € R et x € Ry, on pose e, : x — e~ . Montrer que |le,|* = Z(Ln|ea)2.

n=0

4. Montrer que Vect ((ea)aem) C Vect ((Ly)nen)-
5. On note Ey = {f € E, 11111 f(z) = 0}. Nous avons vu dans le chapitre 8 que
T—>+00

G = Vect(x — e ", n € N*) est dense dans Ey pour la norme ||.|s-

(a) Montrer que Ey = E (I'adhérence étant au sens de la norme découlant du produit scalaire).

(b) Montrer que vect((Ly)nen) = E (I'adhérence étant au sens de la norme découlant du porduit
scalaire).

3. Soit n € N. On a : (Lpleq) = .
n

CU" e & e
—_— — e
. J0
D" [ et 0 ="
0

T z™)e” *Fdx, ce qui donne comme dans la question précédente par une série d’IPP : (Lpleq) =
@

oo z , Foo -
/ z"e (a+1)“"dx, ce qui donne encore par une série d’IPP : (Lpleq) = (—=1)" / e~ (@t Dz gy —
0 0

n

n! n! (a+ 1)
a” 1 a \n T 1t a? ™ 1 1 1
) = <7 ) . Alnsi : L 2= = X = =
= (a+ 1)n+1 a+1\ a+1 e on A ngo( nlea) @+12 = \(@+rn? (a+1)2 ~ 1_ ( iﬁﬂ (a+1)2 —a?
a
1 /+°° —(2a41)t o , 2
= e dt. Ainsi : ||eq||” = Z (Lnlea)”.

2a+1 0 n=0



5. (a)

(b) Soient g € E et € € Ri. 1l existe f € Eq telle que ||g — f|| < e.

Grace au rappel, il existe p € N et Ao, ..., \p € R et ag,...,ap €N tels que :
P

f*Z)\ieai < e. On a donc :
i=1

oo

P
Hf S
i=1

— too > —a;t : —t oo > .
7J/0 <f(t)7’i_;))\ze l) e~ tdt < /(J fi,l.zzl)\leai

p
g— > Aiea;

i=1

2 +oo
e~ tdt < e / e~ tdt = ¢.
o JO

< 2e. On a donc E C Vect ((ea)agnajr> C Vect ((Ln)nen) C Vect((Ln)nen) = Vect((Ln)nen) C E, donc :

On en déduit que

Vect((Ln)nen) = E.

2 Adjoint d’'un endomorphisme
2.1 Définition et propriétés
Dans ce paragraphe, FE désigne un espace euclidien de dimension n.

Proposition 2.1.1 (Existence de I’adjoint) Soit u € L(E). Soit y € E. Il existe un unique vecteur que
l'on note u*(y) tel que :

Ve € E, (ylu(x)) = (u(z)ly) = (z[u"(y)) = (v (y)[z).

Démonstration :

Définition 2.1.1 (Adjoint d’un endomorphisme) Soit v € L(FE). L’application y — u*(y) est appelé
adjoint de u et on la note u*.

Proposition 2.1.2 (Linéarité de u*) L’application u* est un endomorphisme de E.
Démonstration : Soient x,y € Eet A,y € R. On a:
Vz € B, (zlu”(Ar+py)) = (w(z)[Az+py) = Au(z)|z)+p(u(z)ly) = Azlu” (@) +u(zlu(y)) = (2 " (@) +pu" (y)).

Ainsi : Vz € E, (z|u"(Ax + py) — (Au™(z) + pu*(y))) = 0, soit
w* Az + py) — (M (2) + pu*(y)) € B+ = {0}, puis : w*(Ax + py) = u*(2) + pu’(y).

Exemple 2.1.1 1. On a (Idg)" = En effet,



2. De la méme maniere, on montre que 0° = 0.

3. On munit M, (R) du produit scalaire (M, N) > tr(M*N). Soit A € M,(R).
Soit La: M — AM qui est un endomorphisme de M,,(R). Déterminer L.

4. Soitu € L(E). Montrer que : Nx € E, (u(z)|z) =0 (%)] & u" = —u.

Proposition 2.1.3 (Propriétés de ’adjoint) Soient u,v € L(E) et A\, u € R.
1. (uov)* =v*ou.
2. u™ = u.

3. (Au+ pv)* = " + po'.

Démonstration :
1.

2. Soit y € E. On a : Vx € E, (u*(z)ly) =
I’endomorphisme u*, on trouve que u**(y)

3. Soity € E.On a:

(y|u*(z)) = (u(y)|x). Par unicité de 'adjoint pour
= u(y).

Vo e B, ((Autpo)(@)ly) = Mu(@)[y)+p(o(@)ly) = Malu () +u(elv™(y) = (@’ (@)+po" ().
Par unicité de ladjoint pour Au + v, on a : (Au+ pv)*(y) = M (y) + po*(y).

Remarque 2.1.1 1] peut étre trés pratique d’utiliser la propriété ™ = u pour limiter les vérifications,
comme le montre [’exemple suivant.

Exemple 2.1.2 Soit uw € L(E). Montrer que ||ul|| = [|u*||. On rappelle que : ||ul| = sup [Ju(z)].
ll=l|=1

Proposition 2.1.4 (Matrice de I’adjoint) Soient B = (ey, ..., e,) une base orthonormée et u € L(E).
On pose A = Matg(u). Alors
Matg(u*) =



Démonstration :

Remarque 2.1.2 (IMPORTANTE) Grace a cette proposition, on a les liens suivants entre u et u* :

[ ]
car toutes ces quantités sont les mémes pour A et AT.

Exemple 2.1.3 1. Soit u € L(FE). Grace a l'exemple 1.1.6, on a : Ker (u*u) = Ker (u) et
Im (uu*) = Im (u).
2. Soit A € M,(R). Grdce a l'ezemple 2.1.1, on a : VX € M,1(R), XTAX =0] & A € A,(R),
car si B est une base orthonormée telle que X = Matg(z) et A = Matg(u), alors :
(z|lu(z)) = XT(AX) = XTAX.
3. Soit u € L(E). Montrer que Ker (u*) = (Im (u))* et Im (u*) = (Ker (u))*, puis que
Im (u) ® Ker (u*) = E.

4. Soitu € L(E) tel que u* = —u. Montrer que rg (u) est pair.
Grace a Uezxemple précédent, comme Ker (u”™) = Ker (—u) = Ker (u), alors : Im (u) @ Ker (u) = E.
Soit v = Ul (u) endomorphisme induit par w sur Im (u).
On a:Vz,y € Im(u), (v(z)|ly) = (u(x)|ly) = (z|u* () = (x| — u(y)) = (z| — v(y)), donc v = —v™. De plus Ker (v) = Im (u) N Ker (u) = {0},
donc v est un endomorphisme injective d’un espace vectoriel de dimension fini, donc v est bijective. Grace a la remarque précédente, on a par ailleurs

det(v) = det(v™) = det(—v) = (71)dim(lm () det(v). Comme det(v) # 0, alors 1 = (71)rg(u)y et donc rg (u) est pair.

Proposition 2.1.5 (Stabilité de ’orthogonale par I’adjoint) Soit u € L(E) et soit F un sous-espace
vectoriel stable par u : u(F) C F. On a alors

u*(F) C P

Démonstration : Soit x € u*(F*). Il existe z € F* tel que # = u*(z). On a :

Yy e F, (zly) = (w*(2)|ly) = (Lz | u(y) )=0. Ainsi,ona:x € F*

€EFt cu(F)cF



2.2 Compléments : endomorphismes normaux

Définition 2.2.1 e Un endomorphisme u de E est dit normal si u*u = uu™.
e Une matrice A € M,(R) est dite normale si ATA= AAT.

Exemple 2.2.1 1. Prouver que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
i. uou" =u"ou.
i. Vo,y € B, (u(z)|u(y)) = (u*(z)|u"(y)).-
2. Montrer que u est normal si et seulement si : Vo € E, [|u(x)| = ||u*(z)]].

Remarque 2.2.1 Soient u € L(E) et B une base orthonormée. On pose A = Matg(u). Ainsi u est

normal si et seulement si A est normale.

Nous allons donner un théoreme de réduction des endomorphismes normaux. Commencgons par un

lemme :

Lemme 2.2.1 (Plan ou droite stable dans un R-espace vectoriel) Soit f un endomorphisme d’un R-
espace vectoriel F' de dimension finie (pas nécessairement euclidien), alors f admet au moins une

droite stable ou un plan stable.

Démonstration :

Exemple 2.2.2 Soit uw € L(E) un endomorphisme normal.
1. Montrer que Sp(u) = Sp(u*) et que : YA € Sp(u), Ex(u) = Ex(u”).

2. Montrer que les sous-espaces propres de u sont deux a deux orthogonaux.



3. (a) On suppose qu’il existe une base orthonormée B telle que : Matg(u) = Z (b: ,

avec a,b,c € R. Montrer que u est diagonalisable dans une base orthonormée.

(b) Si dim(E) = 2, montrer que u peut étre représenté dans une base orthonormé par une

. a 0 a —b
matrice de la forme (O b) ou S(a,b) = (b a ), avec a;b € R.

4. Soit F' un sous-ev de E tel que w(F) C F. Montrer que u(F*) C F* et que u induit un
endomorphisme normal sur F et F*

5. Montrer que u peut étre représenté dans une base orthonormée par une matrice de la forme
Diag()\l, e >\p7 S(al, bl), e S(aq, bq>>, ol A, ..., )\p, A1y eny Gy, b, ..., bq € R.



3 Isométries vectorielles et matrices orthogonales

3.1 Isométries vectorielles

Dans tout ce paragraphe, F désignera un espace euclidien de dimension n.

3.1.1 Définitions et exemples

Définition 3.1.1 (Isométrie vectorielle) Soit v € L(E). On dit que u est une isométrie vectorielle
(parfois appelée automorphisme orthogonal), si u conserve la norme :

Vo € B, |lu(@)| = [l
On note O(E) l’ensemble des isométries vectorielles de E, que l'on appelle groupe orthogonal.
Exemple 3.1.1 Idg, —Idg sont des isométries vectorielles.

Remarque 3.1.1 Soit u € O(E), alors ||u|| =

Le mot automorphisme employé pour les isométries vectorielles provient de :
Proposition 3.1.1 (O(E) C GL(E)) Soit u € O(E). Alors u est bijective.

Démonstration : 1l suffit de démontrer que u est injectif puisque u est un endomorphisme d’un espace
E de dimension finie. Or, si z € Keru, alors u(z) = 0 donc ||u(x)|| = 0 et f conserve la norme; donc
|z]| = 0 puis = 0. Ainsi, Keru = {0}, ce qui assure l'injectivité de u et donc sa bijectivité.

Proposition 3.1.2 (Une symétrie orthogonale est une isométrie) Les symétries orthogonales et les 1é-
flexions sont des isométries vectorielles.

Démonstration : 11 suffit de le faire pour les symétries orthogonales, car les réflexions sont des symé-
tries orthogonales particulieres. Soit F un sous-espace vectoriel de E. On a donc E = F @ F*.



Exemple 3.1.2 Soient v € £\ {0} et A € R. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que
frx = x+ XNx|v)v soit dans O(E).

3.1.2 Les différentes caractérisations des isométries vectorielles

Proposition 3.1.3 (Caractérisation par la conservation du produit scalaire) Soit u € L(F). On a les
équivalences entre les deux propositions suivantes :
1. ue O(E).

2. u préserve les produits scalaires, c’est-a-dire : V(x,y) € E*, (u(x)|u(y)) = (z|y).

Démonstration : e Le sens retour est immédiat en posant x = y.

e On suppose que : Vo € E, ||u(z)|| = ||z||. Soit (z,y) € E. On a, d’'une part,

Jute + ) = o+ ol = le]? +20ely) + [l? (). 2

Drautre part, [[u(z +y)|° = [Ju(z) + u(@)||” = u(@)]” + 2(u(z)[u(y)) + [uly)[]” =

llz||? 4 2(uw(@)|u(y)) + ||ly||* (+*). Grace a (x) et (%), on en déduit que : (u(z)|u(y)) = (x|y).

Exemple 3.1.3 1. Soit H = u*, avec u € E\ {0}. Soit f € O(E) et s la réflexion d’hyperplan H.
(a) Montrer que : f(H) = (f(u))*.

(b) Montrer que foso f~* est une réflexion dont on précisera les éléments caractéristiques.
(c) Déterminer toutes les applications f € O(E) telles que : Vg € O(E), fg=gf.



2. Soit f € O(F).
(a) Montrer que : Im (f — Idg) ® Ker (f — Idg) = E.

1
(b) Déterminer lim ka
k=0

n—+o0o 1 + 1

Proposition 3.1.4 (Caractérisation par 1’adjoint) Soit v € GL(E). On a les équivalences entre les
deuz propositions suivantes :

1. ue O(E).
2. ut=u"t
Démonstration : u € O(E) si et seulement si : ¥(z,y) € E?, (z]y) = (u(z)|u(y)) = (z|u* o u(y)) <
V(z,y) € E?, (z|lu*ou(y) —y) =0&Vye E, uwouly) —yc B ={0} &Vy e E, v ouly) =y &
wou=Idg < u =ut
Proposition 3.1.5 (Caractérisation par 'image d’une base orthonormée) Soit
u € L(E) et B=(ey,ea,...,e,) une base orthonormée de E. On a les équivalences suivantes :
1. u est une isométrie vectorielle.

2. w(B) = (u(ey), ...,u(ey,)) est une base orthonormée.

Démonstration :



Exemple 3.1.4 1. Soient n € N*, une permutation o € S, et (e1,...,e,) la base canonique de
R"™. Soit f € L(R") telle que : Vj € [1,n], f(ej) = eo(;), alors f est isométrie vectorielle de
R", car (f(e1),..., f(en)) = (€s(1); -, €a(n)), donc f envoie une base orthonormée en une base
orthonormée de R™ (on change juste l’ordre des vecteurs), donc f est une isométrie vectorielle
de R™.

2. Soit (f,9) € L(E)* tel que : f*of=g*og.

Grace a Uezemple 2.1.3, on a Ker (f) = Ker (g).
Montrer qu’il existe u € O(FE) tel que g =wuo f.

3.1.3 Les groupes O(E) et SO(E)
Proposition 3.1.6 (Structure de O(E)) (O(FE),o) est un groupe.

Démonstration : Nous allons en fait démontrer que (O(E), o) est un sous-groupe de (GL(E), o).
e Ona:O(E) C GL(E).
e Il est clair que Idg est un automorphisme orthogonal, donc I’élément neutre de (GL(E),o)
appartient a O(E).
e Soit (u,v) € O(E)?. Ona: (vou )" = (vou")* =u™ov* =uov™ = (vou )", doncvou"
est dans O(F)
Le couple (O(E), o) est bien un sous-groupe de (GL(E), o), donc un groupe.

Exemple 3.1.5 Montrer que tout u € O(E) peut s’écrire comme composée d’au plus r réflexions, avec
r=rg(u—Idg).
Ainsi les réflexions engendrent O(E).

Procédons par récurrence sur r.

Sir =0, alors u = Idg, il n’y a rien a vérifier.
Soit » € R* et supposons le résultat pour tout v € O(E) tel que rg (v — Idg) < r.
Soit w € O(E) tel que rg(u — Idg) = r > 0. On a donc uw # Idg, puis il eviste e € E tel que u(e) # e. Grdace a lexemple 1.5.4, la réflexion s d’hyperplan

H = (u(e) — e)J‘ échange e et u(e).

Montrons que Ker (u — Idg) C Ker(sou — Idg).

Soit © € Ker (u — Idg). On a : sou(z) = s(xz). On a s(x) = z, car = est dans H : (z|u(e) — e) = (z|u(e)) — (z|e) = (u(z)|u(e)) — (z]e) = 0.

Cependant l'inclusion Ker (u—Idg) C Ker (sou—Idp) est stricte, car e ¢ Ker (u—Idg) ete € Ker (sou—Idg). Alnsi grace au théoréme du rang rg (sou—1Idg) < r,
donc grace a Uhypothése de récurrence il existe des réflexions sy, ..., sp telles que sou = s10...08p, avecp <rg(sou — Idg) <r —1. Ainsi : u = 5081 0...038p,
avec p+ 1 < 7, ce qui achéve la récurrence.

Proposition 3.1.7 (Déterminant d’une isométrie vectorielle) Soit u € O(E). Alors on a : det(u) €.

Démonstration : On a grace a la remarque 2.1.2 : det(u*) = det(u), soit : det(u™") = det(u), soit :

= det(u), soit : 1 = (det(u))?, soit : det(u) € {1,—1}.

det(u)

Remarque 3.1.2 ATTENTION : det(f) = 1, nimplique pas : f € O(E).

2 9
Contre-exemple : f { I(R; Y) : I(%H—y Y

(é }), done det(f) = 1, mais | f((0, 1)) = (1L, D] = V2 # 1 =|(0, 1]

) La matrice de f dans la base canonique de R* est



Définition 3.1.2 (Le groupe SO(E)) On note SO(E) = 1f € O(E), det(f) = 1} appelé groupe spécial
orthogonal et ses éléments sont nommés isométries directes.

Les éléments de O(E) \ SO(E) sont appelés isométries indirectes.

Proposition 3.1.8 (Structure de SO(F)) (SO(E), o) est un groupe en tant que sous-groupe de O(FE).

Démonstration :

3.2 Matrices orthogonales
3.2.1 Définition et caractérisations

Soit A € M,,(R). Nous rappelons que nous avons les équivalences :
ATA=1,< AAT =1, = At = AT,

Définition 3.2.1 (Matrice orthogonale) Une matrice A € M,,(R) vérifiant AT A = I,, est dite ortho-
gonale. On note O(n) ou O,(R) 'ensemble des matrices orthogonales de taille n.

Remarque 3.2.1 (IMPORTANTE) On munit M,,1(R) du produit scalaire usuel. Soient A € O,(R),
on a alors VX € M, 1(R), [|[AX| =

Ainsi [[|All] =

Exemple 3.2.1 1. Dénombrer le nombre de matrices de O,(R) N T, (R).

2. On(R) est une partie compacte.

3. Soit A = [aijli<ij<n € O(n) et on pose U =

E CLij

1<ij<n

(b) Etudier le cas d’égalité.

(a) Montrer que : <n.




Proposition 3.2.1 (Matrice d’un automorphisme orthogonal) Soient E espace euclidien de dimension
n, u € L(E) et B=(eq,...,e,) une base orthonormée de E et A = Matg(u). Alors on a :

u€ O(FE) < AecO,R).
Démonstration : On sait que AT = Matg(u*). On a donc les équivalences suivantes :
ueOE)su''=u e A'=AT= Ac0O,(R).

Remarque 3.2.2 Si on munit M, ;1(R) du produit scalaire usuel, alors pour A € M,(R), alors ’en-
domorphisme canoniquement associé f : X — AX est une isométrie vectorielle si et seulement si A
est dans O, (R). En effet la matrice de f dans la base canonique est A. Comme la base canonique est
orthonormée, il suffit d’utiliser la proposition précédente.

Exemple 3.2.2 Soient n € N*, une permutation o € S,, et My = [0; 5(j))1<i,j<n-
1. Soient 0,0’ € S,,. Montrer que MyM, = Mo,
2. Montrer que : Mg =M,-1.

Proposition 3.2.2 (Caractérisation des matrices orthogonales par les lignes ou les colonnes) Soit
A € M,(R). On note (C4,...,C,) ses vecteurs colonnes et (Ly, ..., L) ses vecteurs lignes. On a les
équivalences suivantes :

1. A€ O(n).
2. (Ch,...,Cy) est une base orthonormée de M, 1(R) pour le produit scalaire usuel.

3. (Ly, ..., Ly,) est une base orthonormée de M ,(R) pour le produit scalaire usuel.

Démonstration :

Cette famille est une base de M,, 1(R) car on a donc n vecteurs colonnes libres (famille orthonormée)
dans un espace vectoriel de dimension n.



Pour le dernier point, on conclut de méme en constatant que : AA" = [(L;|L;)]1<;j<n, d'0U :
AAT = In = VZ,] S [[1,71]], (LZ|L3> = 51'7]'.

Remarque 3.2.3 Si A = [a;j]1<i j<n est dans O(n), alors : Vi, j € [1,n], |a; ;| <1, car :

Exemple 3.2.3 1. Soit A = |a; jl1<ij<n € On(R). Montrer que : Z |laij| < ny/n.

1<i,j<n
n n
Grace a l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a : Z lag i < Z a?j Z 12 = Z IC;I12Vn2 = Z 1n = nvn.
1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n Jj=1 Jj=1

. V2 —V3 1
2. Déterminer l'inverse de : A = 7 V2 V3 1
6\v2 0o -2

1 _
On constate que les colonnes de A sont de norme un (attention au 7) et qu’elles sont orthogonales entre elles. Ainsi A est dans O3 (R) et donc A =
6

a b b
3. Soit A=1|b a b]| e MszR).
b b a

(a) Pour quels a,b a-t-on A dans O3(R) ?
(b) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de I’endomorphisme f de R® canonique-
ment associé a A ?

Corollaire 3.2.1 (Matrice de passage orthogonale) Soit M € M, (R). M est dans O(n) si et seule-
ment si M est la matrice de passage d’une base orthonormée a une autre base orthonormée.

Démonstration : On suppose que M dans O(n) et on note (C4,...,C,,) les colonnes de M. Ainsi M
est la matrice de passage de la base canonique a la base (C, ..., C,,) de M,,1(R). Ces deux bases sont
orthonormées pour le produit scalaire usuel.

Soient B = (uy,...,u,) et C = (vy, ..., v,) deux bases orthonormées d’un espace euclidien F telles que

M = P§ = [m; jli<ij<n. On note (Cy, ..., C,) les colonnes de M. On a : Vj € [1,n], v; = ka,juk.
k=1

Ainsi on a : Vi,j € [1,n], 6;; = (vilv;) = kayimk,j = (C;|C;). Ainsi les colonnes de M
C B.ON. BB.O.N. k=1
forment une base orthonormée de M,, ;(R) et donc M est dans O(n).



Remarque 3.2.4 Soient U et U' deux bases orthonormées de E et f € L(E). Soit A = Maty(f) et
A" = Maty(f) et P = P4 qui est dans O(n). On a : A’ =

Exemple 3.2.4 Soit A = [a;;]1<ij<n € GL,(R). On note (Cy,...,C,,) les vecteurs colonnes de A et B
la base canonique de M,,1(R). Les vecteurs colonnes forment une base de M, 1(R) que l’'on appelera
C. Montrer qu’il existe Q € O,(R) et R triangulaire supérieure telle que A = QR.

Définition 3.2.2 (Matrices orthogonalement semblables) Soient A, A" € M, (R). On dit que A et A’
sont orthogonalement semblables s’il existe P € O, (R) tel que :

A= PA'P'=pAPT,

3.2.2 Les groupes O,(R), SO,(R) et orientation
Proposition 3.2.3 (Structure de O, (R)) (O,(R),.) est un groupe.

Démonstration : Montrons que O,,(R) est un sous-groupe de GL,(R). On a bien sir : O,(R) C GL,(R).
e On a [, € O,(R).
e Soient M, N € O,(R). On a :
(M*N)T(M™'N) = (M N)T(MTN) = NTMM®N = NTN = I,. Donc M~'N est dans
=I,

On(R).
Proposition 3.2.4 (Déterminant d’une matrice orthogonale) Soit A € O, (R). Alors on a :
det(A) € {—1,1}.
Démonstration : On a : det(ATA) = det(I,,), donc det(AT) det(A) = 1, soit (det(A))* = 1.

n

Exemple 3.2.5 (Inégalité d’Hadamard) Soit A € GL,(R). Montrer que : | det(A)| < H

[y

<

Etudier le cas d’égalité.

Définition 3.2.3 (SO(n)) L’ensemble des matrices orthogonales de déterminant +1 est appelé groupe
spécial orthogonal et on le note SO(n) ou SO, (R).

Les éléments de SO, (R) sont appelés matrices orthogonales positives ou diretces et les éléments de
On(R) \ SO, (R) sont appelés matrices orthogonales négatives ou indirectes.



Proposition 3.2.5 (Le groupe SO, (R)) SO,(R) est un groupe en tant que sous-groupe de O,(R).
Démonstration : C’est la méme preuve que pour SO(E).

Définition 3.2.4 (Orientation d’un espace euclidien) Soit B une base orthonormée de E. Pour toute
base orthonormée B’ on dit qu’elle posséde la méme orientation que B si det(Pg/) > 0.

Orienter un espace euclidien, c’est choisir ['une de ses bases orthonormées B comme base de référence.
Ainsi toute base orthonormée B' ayant la méme orientation que B est dite directe et sinon indirecte
(ou rétrograde).

Remarque 3.2.5 Soient B, B' deuz bases orthonormées de E. Ces deux bases ont la méme orientation
si et seulement si la matrice de passage P = Pg est dans SO(n).

Proposition 3.2.6 (Déterminant dans deux bases orthonormées directes) Soient B, B’ deux bases or-
thonormées directes de E. Alors : Vxy,...,x, € E, det g(x1, ..., z,) = det g/(x1, ..., )

Démonstration : Soit (z1,...,x,) une famille de n vecteurs de E. On a :

det g (z1,...,2,) = det g (B) - det g(z1,...,2,). Or det g/(B) = det(Pg,) =1, car Pg est dans SO, (R)
en tant que matrice de passage entre deux bases orthonormées. Ainsi on a :

det (1, ..., 2,) = det g(x1,...,2,).

3.3 Isométries vectorielles d’un plan euclidien

Dans ce paragraphe, E est un espace euclidien de dimension deux que ’on munit d’une orientation.

Proposition 3.3.1 (Description de O(2)) Les éléments de O3(R) sont les matrices de la forme (
; (COSH sin 6

sinf —cosf

cosf —sin 6)

sinf cos@

), avec 6 € R.

, . . b . :
Démonstration : Une matrice M = (CCL d) est orthogonale si et seulement si a® + ¢ = 1 = b* + d?

et ab+ cd = 0 (car ses vecteurs colonnes forment une base orthonormée). De maniere équivalente, il
existe 6 et ' tels que (a,c) = (cosf,sinf) et (b,d) = (sind,cosf’), avec cosfsinf + sinfcosh’ = 0,
soit sin(f 4+ 6') = 0.

Deux cas se présentent alors : ' + 6 = 0[27] et §' + 0 = 7w[27] soit : 0’ = —027] et §' = 7 — 0[27], ce
qui donne le résultat.

Corollaire 3.3.1 (Description de SO(2)) On a : SO(2) = {Rg - (Zfsg _Czlsn@e) ,0¢€ R}.

Démonstration : En reprenant la proposition précédente, pour tout 6 réel, nous avons :

dot (cos@ —sm@) ~ 1 ot dot (COSH sin 6 ) _ 1

sinf cos6 sinf —cosf

Proposition 3.3.2 (Opérations dans SO(2)) Soient 0,60,,0, € R etn € N. On a :
1. Rg, Ry, = Ro,10,- 2. R} = Ryp. 3. Ry' = Ry 4. Rg=1, < 0=0[27]

Démonstration :

_ 01 —sinf 05 —sind
L St 0,8 < . Oma: R = (g1 M) (ol ") -

cos 0y cos By —sinfy sinfy —cosBysinfy —sinbycosfe\  [cos(fy +6y) —sin(f; + 6s)
sin 6y cos By + cos by sinfly  —sin by sin by + cos by cosfy ) \sin(fy + 63)  cos(0; + 65)
R91 +05 -

2. Se montre par récurrence grace au point précédent.

3. Grace au premier point : RgyR_g = Ry_g = Ry = I>.



4. Rg=0% costl =1et sinf =0« 0 =027

(R,+) — (SOz(R),.)
Corollaire 3.3.2 (Morphismes de groupes) 1. L’application f : 0 o (0080 — sin 9)
sinf  cos#@
est un morphisme surjectif de groupes de noyau 2mwZ..
(Ua X) - (SO2<R)> )
2. L’application g : i cosf) —sin 6) est un 1somorphisme de groupes.
sinff  cosf

Démonstration : Le premier point découle directement de la proposition précédente.

Pour le deuxiéme point, nous constatons que lapplication est bien définie, car si ¢ = ¢’ alors
0 = 0'[2n] et donc : Ry = Ry, puis : g(e?) = g(e”?).

Soient 6,60, € R. On a g(ee™2) = g(e'®792)) = Ry 14, = Ry, Ry, = g(e")g(e'®?) et donc g est bien
un morphisme de groupes. Il est clairement surjectif.

Enfinon a: g(e?) =1, & Ry = I, & 0 = 0)27] & € = 1. Ainsi Ker (g) = {1} et donc g est aussi
injectif, ce qui en fait un isomorphisme.

Remarque 3.3.1 La premiere application étant continue et R étant connexe par arcs, alors

f(R) = SOy(R) lest aussi.
Corollaire 3.3.3 (Commutativité de SO2(R)) Pour toute matrice A, B de SO3(R), on a : AB = BA.

Démonstration : Grace au corollaire 3.3.1, il existe 0; et 6, dans R tels que A = Ry, et B = Ry,. Ainsi
grace a la proposition précédente : AB = Ry, Rp, = Ry, 19, = Ro,+0, = Ry, Rg, = BA.

Remarque 3.3.2 Attention, SO(n) n’est pas commutatif si n > 3.

Définition 3.3.1 (Rotation vectorielle d’un espace euclidien) Soit B une base orthonormée directe de
E et 0 € R. On appelle rotation vectorielle d’angle 6, noté ry 'endomorphisme défini par :

MatB(T’g) = R@.

Cette définition ne dépend pas de la base orthonormée directe B choisie (donc 0 est bien défini de fagon
unique modulo 2 ).

Remarque 3.3.3 1. SiC est une autre base orthonormée directe, alors Py est dans SO(2) (gréce a
la remarque 3.2.5, car B et C ont la méme orientation) donc commute avec Matg(rg). Et donc
Mate(rg) = (P§) " Matg(rg)P§ = (P§) ' PSMatg(re) = Matg(ry), donc 6 est bien indépendant
de la base orthonormée directe choisie.

2. Représentons cela géométriquement. On se place dans R?, et on note (i,7) la base canonique
qui fize aussi lorientation de R®. Soit r la rotation vectorielle d’angle 6 (de centre O). On a
alors : r(i) = et r(j) =

r() )

r(i)
.
i
3. Pour définir la notion d’angle, on peut se baser sur les rotations.

Soit u et v deux vecteurs unitaires. Il existe une unique rotation r telle que r(u) = v. En effet
on complete la famille orthonormée (u) en une base orthonormée B = (u,w) de E. On peut
considérer cette base directe en prenant —w au lieu de w. On a ainsi v = au+ bw, avec a,b € R
tel que a® +b* =1, car ||v]| = 1.
Soit v une telle rotation. On pose r(u) = v. Comme une rotation conserve le produit scalaire,
alors r(u) = v et r(w) sont orthogonauz. Or v’ est de dimension 1 et —bu + aw est orthogonal
a v et non nul. Ainsi vt = Vect(—bu+aw) et donc il existe X € R tel que r(w) = A\(—bu + aw).



a —Ab
b Aa
1= Ma*+b%) =\, ce qui donne au plus une matrice.

On a donc : Matg(r) = (

) . Or le déterminant de cette matrice doit valoir 1, donc

L : —b : :
Réciproquement, soit r € L(FE) tel que Matp(r) = Z a ) C’est bien la matrice d’une

rotation, car les colonnes sont de norme un et orthogonale entre elles et le déterminant de cette
matrice vaut un.
On définit 'angle (u,v) comme unique 0 a 2m-preés tel que g vérifie ro(u) = v.

[l

()

Plus généralement, soient u et v deux vecteurs non nuls de E. On pose u; = W
v

et v1 =

On pose (i3) = (iir,51).

Exemple 3.3.1 1. Les angles des rotations vectorielles suivantes sont :
(a) Idg : 0 (b) —Idg : .
I
2. Identifier ’'endomorphisme f de R?® canoniquement associé ¢ A = \35 21
2 2

On constate que A = R47r/3, donc f est la rotation d’angle 4w /3.

3. Un endomorphisme u d’un espace euclidien E vérifiant : Ve € E, (z|u(x)) = 0 est-il forcément
nul ¢

4. Soit f la rotation vectorielle d’angle 6 d’un plan euclidien E orienté. Soit a € E unitaire.

Calculer (f(a)|a).

Le deuxiéme point du corollaire 3.3.2 permet d’identifier les rotations de R?, avec 1’écriture complexe
d’une rotation :

Proposition 3.3.3 (Ecriture complexe d’une rotation) Soit § € R. Soit M un point du plan d’affize
z. Soit M' d’affize ' Uimage de M par la rotation de centre O et d’angle 6. Alors : 2 = € 2.

Démonstration : Soient z,2",y,1y € R, tels que z =z + iy et 2’ = 2’ +4y'. On a donc :

x () cosf —sinf\ (z\ [xcosh —ysinb t donc -
) P \y) " \sinf cosé y) \axsinf+ ycosh b qone
=2 +iy =xcosh —ysinh +i(rsind + ycosh) = (cosh +isinb)(x + iy) = ez

Remarque 3.3.4 Rappelons ’écriture complexe d’autres transformations :

1. Soit a un nombre complexe. Soit U le vecteur d’affize a. A un point M du plan d’affize zp;, on
associe son image M’ par la translation de vecteur . Alors M' a pour affive : zyp = zp + a.

2. Soit k € R*. A un point M du plan d’affize zp;, on associe son image M’ par ’homothétie de
centre O et de rapport k. Alors M a pour affize : zpp = kzar

3. On appelle similitude directe du plan complexe toute application de la forme f : z — az + b,
avec (a,b) € C\ {0,1} x C.

On pose a = re?. On pose w = o qui est un point fixe de f. Ainsi :
—a



VzeC, f(z2)—w= rew(z—w). On parle donc de similitude de centre w, de rapport r et d’angle
0. C’est donc la composée de I’homothétie de rapport r et de centre w et de la rotation de centre
w et d’angle 6.

cosf sinf

Nous rappelons que les éléments de O(2) \ SO(2) sont de la forme Sy = (sin 0 — cosd

),avec@ER.

Théoréme 3.3.1 (Classification des isométries du plan) Une isométrie vectorielle d’un espace eucli-
dien orienté de dimension 2 est soit une réflexion (si son déterminant vaut —1 dans une base ortho-
normée directe), soit une rotation (si son déterminant vaut 1 dans une base orthonormée directe).

Démonstration : Le cas des éléments de SO(FE) vient d’étre traité via SO,(R), ce sont toutes les
rotations.
Maintenant, soit f € O(F)\ SO(FE). Soit B une base orthonormée directe. Il existe donc 6 € R tel que
Matg(f) = Sp. Le polynome caractéristique de Sy est :
X—_s;o;e X_jlc?oze = (X —cos0)(X+cosf)—sin®§ = X?—cos® f—sin®f = X*—1 = (X —1)(X+1).
Ainsi le polynome caractéristique est scindé a racines simples sur R, donc Sy est diagonalisable sur R.
Cherchons F1(Sp). Nous avons : (g) € E,(5(0)) { E(Sj;)nsg)x E)ZCC(-)FS (QSl_l: i’gz - 8
—(2sin?(0/2))z + 2(sin(0/2) cos(0/2))y = 0 2sin(0/2)(—(sin(6/2))x + (cos(0/2))y) = 0
{ 2(sin(6/2) cos(0/2))x — (2cos?(6/2))y = 0 < { 2c0s(0/2)((sin(0/2))x — (cos(0/2))y) = 0
—(sin(0/2))z + (cos(0/2))y = 0, car on ne peut pas avoir en méme temps sin(6/2) = 0 et cos(#/2) =0
sinon cos?(0/2) +sin?(6/2) = 0 # 1.

=

Ainsi E)(Sp) est une droite vectorielle et comme le vecteur 2?1:53;3 vu dans R? vérifie équation
. B cos(0/2) . B —sin(0/2)
précédente, alors Ey(Sy) = Vect ( ) (9/2)> De méme on montre que F_;(Sy) = Vect ( cos(0/2) )

Comme les vecteurs <

o) (eofor

(¢
alors E1(Sy)) = (F_1(Sy))". Ainsi f correspond & la réflexion d’axe Dy engendrée par le vecteur de
coordonnées (cos(#/2), sin(

; ) sont orthogonaux et que l'on est en dimension 2,
Ai
0/2)).

3.4 Réduction des isométries vectorielles en base orthonormé
3.4.1 Cas général

Proposition 3.4.1 (Isométries vectorielles et sous-espaces stables) Soit f € O(FE) et F' un sous-espace
vectoriel stable par f (c’est-a-dire f(F) C F). Alors on a :
o f induit une isométrie vectorielle sur F'.

o f(F)C F* .

Démonstration : Pour le premier point, soit f : ' — F I'endomorphisme induit par f sur F' et on a
toujours : Vo € F, ||f(z)|| = ||f(x)|| = ||z|| et donc f est dans O(F).

Pour le deuxiéme point : comme [ est dans O(F), alors f est un isomorphisme de F et donc f réalise
une bijection de F' dans F', en particulier f(F) = F.

Soit # € F*. Soit y € F. 1l existe donc z € F tel que : y = f(2). On a :

(F@ly) = (@)1 () = (] 2) = 0. Ainsi: (o) € 2, puis f(FY) € F-

eFL eFr

Remarque 3.4.1 Comme f induit une isométrie vectorielle f sur F, alors la proposition 3.1.1, nous
dit que f est une bijection de F dans F et donc : f(F) = f(F) = F.

On a méme f(F*) = F*, en remplacant F par F* (car F* est stable par f grace & la proposition
précédente).

Exemple 3.4.1 (Théoréme de Maschke) Soit G un groupe fini de GL(E).



1. Montrer que (x,y) — Z (9(x),9(y)) définit un produit scalaire sur E que l’on notera (.| .).
geG
2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par tous les éléments de G. Montrer que F' posséde
un supplémentaire stable par tous les éléments de G.

1. L’application est bien symétrique, bilinéaire et positive.
Soit x € E tel que 0 = (z|z) = Z Hg(:c)Hz, donc tous les g(x) sont nuls et pour g = Idg, on a : x = 0.
9geG

2. Montrons que pour ce produit scalaire tous les éléments de g sont dans O(E).
Soit f € G. Comme g — g o f est une bijection de G dans G, alors :

Vo € E, (f@)|f(2) = > (go f(x),g0 f() = > (h(z), h(z)) = (z|z).
geG heG
Grace a la proposition précédente, Ft (orthogonal pour notre nouveau produit scalaire) est stable par tous les éléments de G et répond donc a notre question.

Théoréme 3.4.1 (Réduction d’une isométrie vectorielle) Si u € O(F) alors il existe une base ortho-
normale de E dans laquelle la matrice de u est diagonale par blocs de blocs diagonauz de la forme

I, 0 0
0 —I,

0 . RO . |
: - 0

0 -+ -+ 0 R

avec p,q, s € N tels que p+ q+2s = n et pour tout i de [1,s], l'angle 6; choisi dans | —,0[U]0, [ et :
~ [cos(f) —sin(h)

V0 € R, R(0) = (sin(@) cos() -

Autrement dit, l’espace E est la somme directe orthogonale de Ey(u), E_1(u) et de plans sur lesquels

u wnduit des rotations.

! — uw*. Ainsi u est un endomorphisme normal.

Démonstration : On a: u*u =u ‘u= Idgy = uu~
Dans une certaine base orthonormée la matrice de u est : dans une base orthonormée par une matrice
de la forme M = Diag(Ay, ..., A\, S(a1, b1), ..., S(a;, b)), ou A, .oy A, aq, ..oy ap, by, ..., 0 € R et

a —b
Va,b € R, S(a,b) = b
Soit i € [1,k]. Comme )\; est valeur propre de u, il existe x € E non nul tel que : u(z) = Az, puis
lz|| = [|u(z)|| = |Ail-||||, puis comme z est non nul, alors : |\;| = 1, donc : \; € {—1,1}.
Soit i € [1,1]. De MTM = I,,, on a : S(a;, b;)" S(a;, b;) = I, puis comme det(S(a;, b;)) = a? + b7 > 0,
alors S(a;, b;) est dans SO9(R) et donc est de la forme R(6;) ou Iy ou —Is.

Remarque 3.4.2 (IMPORTANTE) Soit f € O(E), alors Sp(f)

Cherchons les valeurs propres de R(0) pour ]| — m,0[U]0,7[. On a :

Xro) = X —tr(R(0))X +det(R(0)) = X* —2cos0X +1=X*— (e + e )X + ¥ x ™. Ainsi ”
et e~ sont les valeurs propres complezes de R(0) et elles ne sont pas réelles. Ainsi les seules valeurs
propres réelles possibles sont 1 et —1.

Exemple 3.4.2 1. Soit f € O(E)\ SO(E). Montrer que : —1 € Sp(f).

2. Retrouver le fait que pour u € O(E), si on note r = rg (u — Idg), alors u peut s’écrire comme

la composée d’au plus r réflexions.
Ly_p 0 - C. 0

En reprenant la proposition précédente avec ses notations, il existe une base orthonormée B telle que M = Matg(u) = o . R(61)
. (01



1
On a par calcul matriciel R(0) = S¢Sp. Or pour ¢ € R, la matrice My, = Sy est la matrice d’une réflexion s dans B, car
1
1
nous avons vu dans le paragraphe précédent que Sy, correspondait a une réflezion sur un plan P et comme B est orthogonale, alors sur SIPJ_ = IdPJ_, vu
1
1
la construction de la matrice. Ainsi M est le produit de 2s matrices My, et g matrices —1 qui correspondent aussi a des
1

réflexions. Donc u est la composée de g + 2s = r réflexions.

Corollaire 3.4.1 (Réduction des matrices orthogonales) Pour toute matrice M de O,(R) il existe une
matrice P dans O,(R) telle que :
I, 0 e 0
0 -1, :
M=P|o . R@) . i |PT

0 o0 ... 0 R(6,)
avec p,q,s € N tels que p+ q+ 2s = n et pour tout i de [1,s], 'angle 0; choisi dans | — m,0[U]0, 7[.

Démonstration : Nous considérons la base canonique B de R"™ qui est orthonormée pour le produit

scalaire usuel. Soit f € L(R") tel que Matp(f) = M. Comme B est une base orthonormée, alors

f est un automorphisme orthogonal et grace a la proposition précédente a une matrice de la forme
I, 0 cee 0

M=o . R@6) : dans une base orthonormée B'. Si on pose P = P§ la matrice
: - 0
0 -+ - 0 R

de passage des base orthonormées B & B', qui est donc dans O, (R), alors M = PM'P~".

Exemple 3.4.3 1. Soit M € O,(R). Montrer que M est diagonalisable sur C.

Ip 0 R . 0
0 —1I4
Vu la proposition précédente, il suffit de montrer que tout matrice de la forme 0 - R(67) ‘. . , 01, ..,0s choisis dans | — m, 0[U]0, 7|
. 1
. . . 0
0 L S 0 R(0s)
est diagonalisable sur C.
Soit 6 €] — m, 0[U]0, w[. Montrons que R(8) est diagonalisable sur C. Nous avons vu dans la remarque précédente que e et e sont les valeurs propres
complezes de R(0) et elles sont en plus distinctes, donc R(6) est diagonalisable sur C.
I, 0 0
0 —1I
etk 0 1 !
Ainsi pour tout k € [1, s], il existe P, € GL2(C) tel que R(0) = Py, o P, ~. Ainsi : .. .. : =
2 [1,s] % 2(C) tel que R(Op) = P { = = gy | P 0 . R(oy) ) :
. . i 0
0 .. - 0 R(0)
Ip 0 0
I, 0 0 Ip 0 0
. 0 —1I4
0 Iq . Li01 0 1,4
—i6q — - : et donc notre matrice est
0 Py 0 e 0 pt . :
: . . 0 0 0 . " " 0
0 0 Ps o 0 e’ 0 0 0 p1t
0 67195 S
P p—1

diagonalisable sur C.

2. Quelles sont les composantes connexes par arcs de O, (R) ¢



3. Montrer que exp(A,(R)) = SO,(R).



3.4.2 Cas des isométries vectorielles directes en dimension 3

Dans ce paragraphe, on suppose que dim(F) = 3 et on munit £ d'une orientation.

Proposition 3.4.2 (Réduction des isométries directes en dimension 3) Soitu € SO(FE). Il existe alors
une base orthonormée directe B = (i,j,k) et 0 € R tels que :

1 0 0
Matg(u) = [0 cos(f) —sin(d)
0 sin(f) cos(f)

Démonstration : Grace un théoreme de réduction des isométries, la matrice de u dans une certaine
. o I
base orthonormée directe B = (i, j, k) est de la forme | 7 y ,avec p+q =3 ou ¢ 0 , avec
0 -1, 0 R(6)
e €{—1,1} et 6 € R. Comme det(u) = 1, alors dans le premier cas, nous avons p = 3 ou p = 1 et dans
le deuxieme € = 1. Comme R(0) = I et R(m) = —I5, dans tous les cas on a une matrice de la forme

1 0
0 R(9))
Définition 3.4.1 (Rotation vectorielle de 1’espace) Si une application u a pour matrice
1 0 0
Matg(u) = [ 0 cos(f) —sin(0) |, avec B = (i,7,k) une base orthonormée directe, alors on dit que
0 sin(f) cos(0)
u est la rotation d’axe orienté par i et d’angle 6.




Remarque 3.4.3 1. (IMPORTANTE) w induit une rotation d’angle 6 dans la plan
P = vect(i)* = vect(j, k), qui orienté par (j, k).

2. L’aze de la rotation se trouve en cherchant Ker (u — Idg) car u laisse fize l'axe de la rotation
qui est vect(1).

3. Nous avons (u(j)|j) = et (u(j)lk) =
Ces relations permettent de trouver l’angle de la rotation.

4. Une rotation d’angle m est appelé retournement de [’espace.
C’est une symétrie par rapport a vect(i).

Exemple 3.4.4 1. Soit u € SO(E) tel que tr(u) = —1. Que dire de u ¢

2. Déterminer la matrice dans la base canonique de la rotation r d’angle 2w /3 autour de ['aze
orienté par a = (1,1, 1).

4 Réduction des endomorphismes autoadjoints et des matrices sy-
métriques réelles

Dans tout ce paragraphe, (E, (+])) désignera un espace euclidien de dimension n.



4.1 Endomorphismes autoadjoints

Définition 4.1.1 (Endomorphismes autoadjoints) Soit u € L(E). On dit que u est autoadjoint (que
lon appelle aussi endomorphisme symétrique) lorsque u* = u , autrement dit :

Y(w,y) € B, (u(x)ly) = (zlu(y)).
On note S(E) l’ensemble des endomorphismes autoadjoints de E.

Remarque 4.1.1 u*u et uu® sont autoadjoints, car (v u)* = u*u™ = u*u et de méme pour uu*.

Exemple 4.1.1 1. On munit R, [X] du produit scalaire défini par :
1

YPQER[X). (PIQ) = [ PQ
-1
On pose l'endomorphisme d : P+ (X* —1)P" +2XP' de R,[X].

(a) Montrer que : VP,Q € R,[X], (d(P)|Q) = /1 (1 — 2®)P'(2)Q'(x)dx. En déduire que d est

-1
un endomorphisme autoadjoint de R, [X].

(b) Déterminer Ker (d).

2. Siu est en endomorphisme autoadjoint, alors : (Ker u)l = Imu.

Proposition 4.1.1 (Caractérisation matricielle des endomorphismes autoadjoints)
Soit w € L(E) et B une base orthonormée de E. u est autoadjoint si et seulement si Matg(u) est
symétrique.

Démonstration : On rappelle que Matg(u*) = (Matg(u))”, car B est une base orthonormée. Ainsi
u = u* si et seulement si Matg(u) = Matg(u*) = (Matg(u))”.

Remarque 4.1.2 1. Ceci ne dépend pas du choix de la base orthonormée. En effet si
A = Matg(u) et P = P§ est la matrice de passage de B a B’ orthonormée, alors P est
orthogonale et la matrice de u dans B' est P"*AP = PT AP, encore symétrique.



2. Cecy est faux sv ta base n’est pas orthonormee. St dans La remarque précedente, on prend une
base B' quelconque, alors P n’est plus orthogonale et si on pose M = P™*AP, donc :
MT = (PrAP)T = PTAT(PT)™t = PTA(PY)™'. A priori il n’y a aucune raison d’avoir
M" =M.

3. Soit A € M,(R). L’application v : X — AX est un endomorphisme autodjoint de M,,1(R) si
et seulement si A est symétrique.
En effet, dans la base canonique B de M,,1(R), on a Matg(u) = A. Comme B est orthonormée,
alors Matg(u*) = AT, Ainsi u = u* si et seulement si A = AT,

4. St on note ¢ : u — Matg(u), alors ¢ est un isomorphisme de L(E) dans M,(R). Ainsi
0 H(Su(R)) = S(E) est donc un sous-espace vectoriel de L(E) de dimension
1
@ — dim(S,(R)).
5. On peut retrouver aussi le fait que S(E) est donc un sous-espace vectoriel de L(E) en remarquant
que 0 est dans S(E) et que : Yu,v € S(E),YA € R, (u+ )" =u" + " =u+ lv.

Proposition 4.1.2 (Caractérisation des projecteurs orthogonaux) Soit p un projecteur. Alors p est
une projection orthogonale si et seulement si p est autoadjoint.

Démonstration : On suppose que p est une projection orthogonale.

Soient z, y deux vecteurs quelconques de E. Alors :

T = 1+ a9 avec x; € Imp, x5 € Ker(p), y = y1 +y2 avec y; € Im (p), y2 € Ker (p).

Par conséquent : (p(z)|y) = (z1]y1+y2) = (21|y1)+(21]y2) = (@1ly1) = (@1]y1) +(22|y1) = (21+32|y1) =
(x|p(y)), car Im (p) et Ker (p) sont orthogonaux.

Il s’ensuit que p est bien autoadjoint.

Réciproquement si p est autoadjoint, ’'exemple précédent donne : (Kerp)* = Im p.

5 =2 -1

Exemple 4.1.2 Soit A= - | -2 2 —=2|. Montrer que l’endomorphisme p canoniquement associé
-1 -2 5

a A est une projection orthogonale sur un espace que l’on précisera.

4.2 Réduction des endomorphismes autoadjoints et des matrices symétriques réelles

Proposition 4.2.1 (Orthogonalité des sous-espaces propres d’un endomorphisme autoadjoint)

1. Soit uw un endomorphisme autoadjoint de E. Alors ses sous-espaces propres sont deuxr a deux
orthogonauz.

2. Soit A € S,(R). Alors ses sous-espaces propres sont deux a deuzx orthogonaux pour le produit
scalaire usuel sur M, 1(R).

Démonstration :

2

1. u est un endomorphisme normal, car u*u = u* = uu®, puis voir le paragraphe sur les endomor-

phismes normaux.

2. Cela provient du premier point et de la remarque 4.1.2.



Exemple 4.2.1 Soit s une symétrie vectorielle. Alors s est une symétrie orthogonate st et seulement si
s est autadjoint.

On suppose que s est une symétrie orthogonale par rapport a F'. Soient x, y deux vecteurs quelconques
de E. Alors :

r = x1+x9 avec vy € F, x5 € Ft, Yy = y1+ys avecy, € F, yy € Ft.

Par conséquent : (s(x)|y) = (z1 — za2|y1 + y2) = (1]y1) + (21]y2) — (22|y1) — (22]y2) =

(@1]y1) — (z2ly2) = (z1]y1) — (@1]y2) + (z2ly1) — (22]y2) = (21 + 22|y1 — 12) = (2]s(y)) -

1l s’ensuit que s est bien autoadjoint.

Réciproquement si s est autoadjoint : les sous-espaces propres Ey(s) et E_1(s) sont orthogonauz et
donc s est une symétrie orthogonale.

Proposition 4.2.2 (Sous-espace stable par un endomorphisme autoadjoint) Soit u un endomorphisme
autoadjoint de E et F un sous-espace vectoriel de E stable de u. Alors on a : uw(F*) C F* et u induit
un endomorphisme autoadjoint sur F et F*.

Démonstration : On sait que u*(F*) C F* et comme u = u*, on a donc le résultat. v induit un
endomorphisme autoadjoint sur F', car on a encore : Vz,y € F, (u(z)|y) = (z|u(y)).

Remarque 4.2.1 Ainsi si u est autoadjoint, alors si on a E = F @ F*, avec w(F) C F, alors dans
toute base orthonormée B adaptée a cette somme, la matrice de u est :

u(F) u(F)
A (0) F | avec A et B symétriques.
(0) B Ft

Théoréme 4.2.1 (Théoréme spectral) Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien E.
u est autoadjoint si et seulement si u est diagonalisable dans une base orthonormée.
On peut reformuler ceci de la facon suivante : u est autoadjoint si et seulement si B = @ Ex\(u)

AeSp(u)
avec les sous-espaces propres sont deux a deuzr orthogonauz.

Démonstration : Pour le sens retour, si u est diagonalisable dans une base orthonormée, alors sa
matrice dans celle-ci est symétrique (car diagonale) et donc u est autoadjoint (proposition 4.1.1).
Supposons que u soit autoadjoint. Comme u*u = u? = wu*, alors v est un endomorphisme normal et
donc il existe une base orthonormée telle que M = Matg(u) = Diag(A1, ..., Ak, S(a1,b1), ..., S(a, b)),
ou A1, .oy Ag, a1, ..., a;,b1,....,0 € R et :

Va,b € R, S(a,b) = (‘g ab

Mais u étant autoadjoint et B une base orthonormée, alors M est symétrique donc : Vi € [1,1], b; = 0.
Ainsi M est diagonale.

Pour la reformulation, u est diagonalisable si et seulement si £ = EB E)\(u). On suppose maintenant
AESP(u)
u diagonalisable.
Si B = @ E\(u) est constituée d’espaces orthogonaux deux a deux, alors u est diagonalisable en
AESp(u)

base orthonormée, en concaténant des bases orthonormées sur chaque F)(u). Ainsi u est autoadjoint.

Si u est autoadjoint, on peut trouver une base orthonormée de diagonalisation. On note Ay, ..., A, les va-
leurs propres de u et on numérote la base de diagonalisation (egl), - e;?, ey e&p ), ey eff;)), avec eg) qui est

vecteur propre pour la valeur propre \;, pour ¢ dans [1, p] et donc Vect(egi), s e,(fl_)) C E),. Pour l'inclu-
p p

sion inverse, on a par diagonalisabilité de v : n = Z n; < Z dim(F),) = n, donc dans ces inégalités,
i=1 i=1
on n’a que des égalités, soit : Vi € [1,p], n; = dim(Ey,) et donc : Vi € [1,p], Vect(el”, ...,e?) = B, .

]
Le fait que les vecteurs e’ soient orthogonaux entre eux fait que les sous-espaces E,. le sont aussi.
k i



Remarque 4.2.2 £n reprenant ce qui a été dit au debut de la preuve préceéaente, st u est autoadjornt,

p

alors u est diagonalisable et E = EBEAi(u), avec Sp(u) = {1, ..., \p} et pour construire une base
i=1

orthonormée de diagonalisation, il suffit de contruire une base orthonormée de chaque Ey, (u) (par

exemple grace au procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt) et de regrouper toutes ces bases, car

les sous-espaces propres sont deux a deux orthogonauz.

Exemple 4.2.2 1. On munit R, [X] du produit scalaire défini par :
1

YP.QERX], (PI))= [ Pa.
-1
On pose l'endomorphisme d : P+ (X* — 1)P" +2XP' de R,[X].

(a) Montrer que d est diagonalisable dans une base orthonormée pour le produit scalaire cité.
(b) Soit X € Sp(d). Donner une relation entre les degrés des vecteurs propres associés a X et \.

2. Soit I/ un espace euclidien et u un endomorphisme autoadjoint de E. On note Ay, ..., \, ses
valeurs propres rangées dans l'ordre croissant (A; < Ay < ... < \,). Pouri dans [1,p], on note
E; le sous-espace propre associé a la valeur propre \;.

(a) Montrer que : Vx € E, M|z||* < (u(z)|z) < Az

(b) Pour quels vecteurs x l'une des deux inégalités ci-dessus est-elle une égalité ?

(¢) (Théoréme de Courant-Fischer) On note uy < ... < u, les valeurs propres de u avec
des éventuelles répétitions et S" ' = {rx € E, ||z|| = 1}.
Soit d € [1,n] et on note Vy l'ensemble des sous-espaces vectoriels de E de dimension d.
Montrer que pour k dans [1,n], on a :

_ : n—1\1 __ : n—1
p = puin max{(u(z)|x), ze VNS '} = VEI]I};{XHI min{(u(z)|x), z € VN S}

d) Mont = Al
(d) Montrer que [jul] = ma |3

(a)



(c)

(d)

® SoitV e Vi k1. Soit W = Vect (e1,...,e), on a VN W # {0}. Soit y € V N W unitaire, on a donc y

k
2 ) . 1
> miyi < pk, puis - min{(u(z)|z), @ € VN ST} < (u(y)ly) < pg-

i=1

Cela donne : max min{(u(z)|z), x € VN 5"71} < pg-
VeVn k41

On pose Wy, = Vect (ep, ..., en) € Vp_p41-

n n
-1 2 2 2
Vze Wp ST (u(2)l2) = D iz > ue y 2 = 21 e = pge
i—k i—k

Ce minorant est atteint en prenant z = ey, donc : min{(u(z)|z), = € Wi N Snfl} = pp-

On en déduit que : pg, = max min{(u(z)|z), z € VN S"il} et le mazimum est atteint en V. = Wy,
VeV, _k+1

Soit k € [1 tel que : |[A| = max |A]|.

[, 7] tel que : [\l = max |3
Soit © € E tel que ||z|| = 1. On reprend les notations de la question (a) :

P P
Hu(av)”2 = Z Aixg H2 = Z )\?Hxiuz, grace au théoréme de Pythagore.
=1~ i=1

EE;

P P
On a done : Hu(m)“z = Z ’\?Hxl”2 < )\i Z ”xi\|2 = /\inl\z = )\i, grace au théoréme de Pythagore. Ainsi ||u(x)]|
i=1 i=1
{llu(@)|l, = € E et ||z|| = 1}.

k
= 3 yies, puis : (u(y)ly) =
=1

< \/)\% = |Xk| et |Ag| majore

Par ailleurs ce majorant est atteint. En effet, on prend © € E} non nul et quitte & diviser par ||z||, on peut supposer que ||z| = 1. Ainsi ||lu(z)| =

Aezll = Mkl x Nzl = [Axl-



On a donc ||jufl]]l = sup = Jlu(z)|| = [Ap| =  max _[A[|.
z€B,|z|l=1 A€Sp(u)

3. Soient p,q deux projecteurs orthogonaux de E.

(a) Montrer que pgp est diagonalisable.
(b) Montrer que (Im (p) + Ker (¢))* = Im (¢q) N Ker (p).
(c) En déduire que pq est diagonalisable.

4. Soit £ un espace euclidien de dimension n et uq,...,u, des endomorphismes autoadjoints de
E. On suppose que
. rgu1+---+rgup:

ii. Vo € E, Z ui(z)|7) = |22

Montrer que E =Imu @---®Imu,, que les Imu; sont orthogonaux entre eur deux a deuz, et
que pour tout i,u; est le pmyecteur orthogonal sur Imu;.

La relation (ii) s’écrit aussi : Vo € E, (u1 +---+up —Idg) (z) - =0..

L’endomorphisme v = uy + -+ 4+ up — Idg étant autoadjoint (par linéarité de l’adjoint), on a : v = 0 (en effet, v est diagonalisable et si X\ est une
valeur propre associé a un vecteur propre x, on a : 0 = (v(z)|z) = )\”IHQ, puis X = 0, donc Sp(v) = {0}). Donc uy + -+ + up = Idg, d’ot on tire
E=Imuy +---+Imup, car : Ve € E, © = zp: u;(z). Comme de plus i dim (Imwu;) = dim E d’aprés (i), on a : E=Imuy @ - @ Imuy (*).

En appliquant maintenant l’égalité Idg = uy -:— ! -+ up au vecteur uk(r;, 3)71 obtient : Vk € [1,n],Vo € E, wup(z) =uiug(z) + -+ upug(x) (x*).
D’aprés (x), la décomposition d’un élément de Im uy, se fait de maniére unique dans @le Imu;, d’ot on déduit, avec (x*) que ug(x) = ui(a:) et

Ve # k,ugup(xz) = 0. Ceci étant vrai pour tout x € E, on en tire : up = ui et : V& # k,upuy = 0. Les endomorphismes uy, sont donc des projecteurs,
orthogonauz puisqu’ils sont autoadjoints.

Il nous reste a montrer que les Imwuy, sont orthogonauz entre eur deuz & deux. Pour k # £, on a vu upup = 0, ce qui entraine Imuy C Keruyg.

L’endomorphisme uy, étant un projecteur orthogonal, on a Ker uj, = (Im uk)J‘, donc Imuy C (Im uk)J' , ce qui prouve que Imuy et Im uy, sont orthogonauzx.

Ceci est vrai dés que le couple (k, £) vérifie k # €, d’ou le résultat.

Théoréme 4.2.2 (Théoréme spectral version matricielle) Pour toute matrice A symétrique réelle, il
existe une matrice diagonale D et une matrice orthogonale P telle que : A= PDP~' = PDPT.

Démonstration : Soit u I’endomorphisme canoniquement associé a A. Soit B la base canonique de R"
qui est une base orthonormée pour le produit scalaire usuel. Ainsi u est un endomorphisme symétrique
pour le produit scalaire usuel et il existe donc une base orthonormée B’ qui diagonalise u. Ainsi on a :
A = Matg(u) = P§ Mat (u)(P5) . Si on pose D = Matg(u) et P = P, alors D est diagonale
et P est orthogonale en tant que matrice de passage d’une base orthonormée a une autre. Ainsi on a
aussi Pt = PT,

Remarque 4.2.3 1. ATTENTION, ceci n’est valable que pour les matrices réelles. Si on prend

2 4 . . : :
A= ; ! , elle est symétrique, mais elle n’est pas diagonalisable. En effet, on a :

0



Xa(X)=X*—-2X+1= (X —1)% donc si A est diagonalisable, alors il existe P dans G Ls(C)

tel que : A= P (é (1)) P '=PLP '=PP'=1,, ce qui n'est pas le cas.

2. Pour trouver P en pratique, on cherche les sous-espaces propres de A, puis on trouve une base

orthonormée de chaque sous-espace propre en utilisant éventuellement [’algorithme de Gram-
Schmidt.

3. Quitte a échanger deux colonnes de P, on peut imposer que det(P) =1, soit P € SO,(R).

4. En imitant les preuves précédentes, on peut montrer que toute matrice antisymétrique est ortho-
0 -6,
0, 0

gonalement semblable a une matrice de la forme

0 —0
0s 0

Exemple 4.2.3 1. Soit A € S,(R). On note A\, ..., A, ses valeurs propres rangées dans [’ordre crois-
sant (A < Ao < ... < \,). Montrer que : VX € M, 1(R), MXTX < XTAX <\ XTX.

0,

Soit u l’endomorphisme canoniquement associé & A sur R™ et on note B la base canonique. Soit X € My 1(R) et soit x € R"™ tel que Matg(x) = X. Ainsi

onaXTAX = (X|AX) = (z|u(z)). De plus xTx = (z|z) = Htz. On conclut grace grace au deuxiéme exemple de l'exemple 4.2.2.

2. Soit A € S,(R) telle que ¥X € M,1(R), XTAX = 0. Montrer que A = 0.

4.3 Endomorphismes autoadjoints et matrices symétriques positifs, définis positifs

Définition 4.3.1 (Matrices ou endomorphismes positifs) 1. Soit A € S,(R). On dit que A est
symétrique positive (respectivement symétrique définie positive) si

VX € M,1(R), XTAX > O(respectivement : ¥X € M, 1(R)\ {0}, XTAX >0).

On note S;F(R) Uensemble des matrices symétriques positives et S;(R) I’ensemble des matrices
symétriques définies positives.

2. Soit u € L(F) autoadjoint. On dit que u est autoadjoint positif (respectivement autoadjoint
défini positif) si

Ve € B, (u(x)|z) > 0(respectivement : Vo € E'\ {0}, (u(z)|x) > 0).
On note ST(E) l’ensemble des endomorphismes de E autoadjoints positifs et ST (E) I’ensemble
des endomorphismes de E autoadjoints définis positifs.
Remarque 4.3.1 1. (IMPORTANTE) Soit B une base orthonormée de E. On a :
u € ST(F) & Matg(u) € ST (R) et de méme : u € STH(E) & Matg(u) € SH(R).
2. (IMPORTANTE) Pour A € M,(R), la matrice symétrique AT A est positive :

AT A est définie positive si et seulement si



3. (IMPORTANTE) Soit v € L(E). Nous avons vu que v u est autoadjoint. En faisant le lien
entre matrice et application linéaire, u*u est positif et il est défini positif si et seulement si u
est bijectif.

4. Soit w € STT(E). On peut montrer que (z,y) — (u(x)|y) est un produit scalaire sur E (pour
v,y € B, ona (u(x)ly) = (zluly)) = (u(y)z), (u(z)lz) =0 et - (u(z)|lr) =0=2=0).
5. Soit A = [a;;]1<ij<n € S} (R). On peut montrer que (X,Y) — XTAY est un produit scalaire
21 Y1
sur M, 1(R). Sionpose X =] : | etY=|:],onaX AY =

Tn Yn
En effet :

Exemple 4.3.1 1. On munit R, [X] du produit scalaire défini par :
1
VP, Q € R,[X], (P|Q) = / PQ. On pose l’endomorphisme
-1
d: P+ (X?—1)P"+2XP" deR,[X]. On a vu dans Uexemple 4.1.1, que :
1

VP € R,[X], (d(P)|P) = / (1 — 2*)(P'(x))*dx > 0 et donc : d € ST(R,[X]), mais d ¢
ST (R,[X]).

2. Soit H= { }
vt 0 11<ij<n

. Montrer que H est dans S+ (R).

Proposition 4.3.1 (Caractérisation spectrale de la positivité) 1. Soit A € S,(R). Alors A est dans
SH(R) (respectivement dans St (R)) si et seulement si : Sp(A) C R,
(respectivement Sp(A) C R ).

2. Soit u € S(E). Alors u est dans ST(E) (respectivement dans STH(E)) si et seulement si :
Sp(u) C Ry (respectivement Sp(u) C RY).

Démonstration :
1.



2. Faire le lien entre application linéaire et matrice.
Remarque 4.3.2 On a : STT(E) C GL(E) et STT(R) C GL,(R).
Pour les endomorphismes :

Exemple 4.3.2 1. Les projecteurs orthogonaux sont des endomorphismes autoadjoints positifs, car
un projecteur a un spectre dans {0,1} qui est inclus dans R, .
Ainsi pour un projecteur orthogonal p, on a :

2. Soit u € L(E). Montrer que : |||ul| = /||u*u]|.

On a par stricte croissance de la fonction carrée :

|HuH|2 = ( sup Hu(z)”) = sup Hu(z)“z = sup (u(z)|u(z)) = sup (u(z)|u(z)) = sup (v u(z)|z). Or u*u est dans S+(E), donc ses valeurs
llzll=1 [lzll=1 llzl=1 llzll=1 llzl=1
|‘lp (u*u(z)|z) = Ap = max{|X], XA € Sp(u"u)} = |[|u"ul||.

propres sont 0 < A1 < ... < Ap, puis grace a l'exemple 4.3.1, on a : s
[[e]l=

3. Soit u € STT(E). Montrer que : Vo € E, ||z|* < (z|u(x))(z|u*(z)).

4. Soient u,v € ST(E).
(a) Soit x € E tel que : (u(z)|x) = 0. Montrer que : x € Ker (u).
(b) Montrer que : u+v € ST(E).
(c) Montrer que Ker (u + v) = Ker (u) N Ker (v).



Pour les matrices :

Exemple 4.3.3 1. Soit A = [a;j|i<ij<n € SFT(R). Soit k € [1,n] et on pose Ay = [aij|i<ij<k-
Montrer que : det(Ag) > 0.

n

2. Soit A € ST (R). Montrer que : det(A) < (tT(A)> :

3. Déterminer les matrice M € My(R) telle que MTM = MM?* et M? + 41, = 0.



4. (Racine carrée d’une matrice) Nous rappelons un résultat vu dans le chapitre 6 : soient u et v
deur endomorphismes de E diagonalisables tels que : uv = vu. Alors u et v admettent une base
commune de diagonalisation.

(a) Soit A € S(R). Montrer qu’il existe B dans S, (R) tel que B* = A.

(b) On note A, ..., A\, les valeurs propres de A comptées avec multiplicité et pu, ..., p, les valeurs
propres de A sans répétitions.
i) Montrer qu’il existe ) € Ry,_1[X] tel que : Vi € [1,p], Qi) = /1ti-
i) En déduire que (Q(A))* = A.

(¢c) Montrer que B est unique.

(a)

(b) Nous avons vu cela dans le chapitre 6, mais rappelons la preuve.
Ry 1[X] — RP
S = (S(p1)s - S(kp))

C’est un isomorphisme, car

i) Soit 1 : {

S €Kery & S(u1) =...=S(up) =06 S =0, car d°(S) < p—1 et S admet au moins p racines. Comme dim(Rp_1[X]) = p = dim(RP), alors ¢
est un isomorphisme. Il existe un (unique) polynéme Q € Ry _1[X] tel que Y(Q) = (VET, ---s /Hp), s0it :
Vi € [1,p], Qui) = Vi

i) Grace a la question précédente, on a aussi : Vi € [1,n], Q(X;) = VA;.

p—1 X
On reprend les notations de la premiére question. On pose Q = Z a; X" et donc :
i=0
p—1 . p—1 . p—1 .
QA) = Y a;(PDP 1) = Y a;PD'PT = P 3 a;D' | PT = P(diag(Q(A1), ..., QAn)) P = P(diag(v/A1, ..., VAR)P ' = B et
i=0 i=0 i=0

donc ((Q(A)? = A.

(c)

5. Applications de la racine carrée :
(a) (Décomposition polaire)
e Soit M € GL,(R). Montrer que : 3(A,Q) € S} (R) x O,(R), M = QA.
e Méme question avec M € M, (R).



(b) (Réduction simultanée) Soit A € ST (R) et B € S,(R). Montrer qu’il existe une matrice
diagonale D et P € GL,(R) telles que A= PP" et B= PDP”.

(c) Soient A, B € S} (R), alors tr(AB) > 0.

Premiére méthode : Il existe S € S:(IR) tel que A = S2, puis tr(AB) = tr(SzB) = tr(SBS). Or SBS est symétrique et :
VX € My 1 (R), XTSBSX = (SX)TB(SX) > 0. Donc SBS est dans S, (R), puis ses valeurs propres sont positives, donc :
tr(AB) = tr(SBS) > 0.

Deuxieme méthode :

6. Soient n > 2, p € [I,n—1], A € ST (R). On écrit A = C?T 109 , avec B € M,(R),
D e M, ,(R) et C € Mp,—p(R). Nous avons vu dans cet exemple que B est dans ST (R) et
de méme on montre que D est dans Sy (R) .

Montrer que : det(A) < det(B)det(D).

B et D sont symétriques réelles, donc diagonalisables en base orthonormée, ce qui donne des matrices de passage orthogonales P et Q telles que PTBP =

diag(A1, ,Ap) = Dy et QTDQ = diag(Apy1,---5An) = Da. Par hypothése, tous les \; sont strictement positifs. On pose R = (OI; (3) et on vérifie

que R~ ' =RT puts que U = RTAR = (tD£ DL ) ou L = PTCQ est une matrice de méme taille que C.

U est aussi dans S;+(R), car : VX € My 1(R) \ {0}, xTux = (RX)TA(RX) > 0, car RX # 0 (R est inversible).

Il eziste V = [v; jli<i j<n € On(R) tel que U = VDVT, avec D = diag(p1, ..., un) et : Vi € [1,n], p; > 0.

En regardant les coefficients diagonauz, on a : Vi € [1,n], X\; = i U?JH]* Comme : Vi € [1,n], i v?,j = 1, alors par concavité de ln, on a :
=1 j=1

In(X;) > Z 'Uiz,j In(pj;), puis : Z In(X;) > Z 'Ui2,j In(p;) = Z <Z v?,j> In(p;) = Z In(p;) = In (H [,Lj) , puis det(U) = H pny < H Aj-
j=1 j= i=1

j=1 i=1 1<i,j<n j=1 \i=1 j=1 j=1

Comme ﬁ Ay = (det(P))2(det(Q))2 det(B) det(D) = det(B) det(D) et de méme det(A) = det(U), alors det(A) < det(B) det(D).
i=1



