Chapitre 16 : Intégration des fonctions vectorielles I
MP* Chaptal

1 Intégration des fonctions vectorielles

1.1 Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment

Dans ce paragraphe [a, b] désignera un segment de R, le corps K sera R ou C et £ un K-espace vectoriel
normé de dimension finie. On se fixe B = (e, ..., ¢,,) une base de FE.

Définition 1.1.1 (Fonctions continues par morceaux sur un segment) Soit f : [a,b] — E une fonc-
tion. On dit qu’elle est continue par morceauz sur [a,b] s’il existe une subdivision o = (ao, ...,a,) de
[a,b] (a=ag<a; <..<ap1 <a,=D>)telle que :
e pour tout j € [0,p — 1], la restriction f; = flja;.a;4,| 507t continue ;
e pour tout j € [0,p — 1], on puisse prolonger prolonger f; en une fonction f] conlinue sur
[a;, aj11].
Une telle subdivision est dite adaptée a f.

Lemme 1.1.1 (Fonctions continues par morceaux et fonctions coordonnées) Soit f : [a,b] — E une

n
fonction continue par morceaux que [’on décompose suivant ses fonctions coordonnées : f = Z fiei,
i=1
ot pour tout i de [1,n], les fonctions f; vont de [a,b] dans K.
f est continue par morceauz sur |a,b] si et seulement si pour tout i de [1,n], les fonctions f; le sont
aussi.

Démonstration : e On suppose f continue par morceaux sur [a, b]. Soit o = (ay, .., a,) une subdivision
adaptée a f. Soit j € [0,p — 1]. La fonction f est continue sur |a;,a;41], donc toutes ses fonctions
coordonnées f; le sont aussi. Par ailleurs ligrn J et lim [ existent, alors chaque fonction coordonnée
a; 441

admet une limite a droite en a; et a gauche en a;,,. Donc pour tout i de [1,n], les fonctions f;|;,
se prolongent par continuité sur [a;, a;j41].

e On suppose que pour tout i de [1,n], les fonctions f; sont continues par morceaux sur [a, b]. On note
o; une subdivision adaptée a f;, pour tout i de [1,n]. Soit o la réunion de toutes ces subdivisions.
Cette subdivision étant plus fine que toutes les subdivisions o;, alors ¢ est une subdivision adaptée a
toutes les fonctions f;. On pose o = (ay, ..., a,). Soit j € [0, p — 1]. Toutes ses fonctions coordonnées f;

sont continues sur |a;, a;+1[, donc f l'est aussi. De plus lir+n fi et lim f; existent, pour tout i de [1,n],
aj @541
donc f admet une limite & droite en a; et a gauche en a;y1. Ainsi f|); q,,,[ Se prolonge par continuité

sur [a;, a;1].

aj+1]

Lemme 1.1.2 (Intégration d’une fonction vectorielle sur une base) Soit f : [a,b] — E continue par
n

morceaux que [’on décompose suivant ses fonctions coordonnées : f = Z fiei, ot pour tout i de [1,n],
i=1

les fonctions f; vont de [a,b] dans K.

n b
Le vecteur Z </ fi(t)dt) e; est indépendant de la base B choisie.
i=1 \Ja

Démonstration : Soit U = (uq, ..., u,) une autre base de E et on décompose f dans cette base :

n n b n b
f= Zgzul On note I = Z (/ fi(t)dt> ejet J = Z (/ gi(t)dt) ;.
1=1 i=1 a i—1 a

On note P = P4 = [a; j]1<ij<n la matrice de passage de la base B a U.



Définition 1.1.2 (Intégrale d’une fonction continue sur un segment) Soit f : [a,b] — E continue par

morceaux que ['on décompose suivant ses fonctions coordonnées : f = E fiei- On appelle intégrale de

. . i=1
f sur [a,b] le vecteur de E égal a Z (/ fi(t)dt) e;.
i=1 \Ja
b b
Ce vecteur est noté f ou/ f ou/ f(t)dt.
[a,b] a a
Remarque 1.1.1 1. Cette définition a un sens car l'intégrale de [ sur [a,b] ne dépend pas de la

base choisie sur E grace au lemme précédent.

b a
2. Sia>b, on pose/ ft)dt = — . ]f(t)dt = —/b f(t)dt.

Exemple 1.1.1 Soit F' un sous-espace vectoriel de E et f : [a,b] — E continue par morceauz telle que :

b
Vt € [a,b], f(t) € F. Montrer que / f est dans F.

Proposition 1.1.1 (Linéarité) Soient f,g définies sur [a,b] a valeurs dans E, et \,u € K. Alors :

/ab(Aerug):A/aberu/abg.

Démonstration : C’est une conséquence de la linéarité de I'intégrale pour les fonctions continues par
morceaux sur un segment a valeurs dans K, appliquée aux applications coordonnées.

Proposition 1.1.2 (Relation de Chasles) Soient f : [a,b] — E continue par morceauz et ¢ €|a,b].

Alors :
/abf=/a6f+/cbf.

Démonstration : C’est une conséquence de la relation de Chasles pour les fonctions continues par
morceaux sur un segment a valeurs dans K, appliquée aux applications coordonnées.

Proposition 1.1.3 (Inégalité triangulaire) Soit f : [a,b] — E continue par morceaux. Alors :

f(t>dtH < [ Wl <6 a) swp 10 = 6~ @l Sl
[a,b] [a,b]

t€(a,b]



Démonstration : Une fonction ¢ : |a,b] — E est dite en escalier s’il existe une subdivision
o = (ag,...,a,) de [a,b] telle que pour tout k de [0,p — 1] la fonction ¢ soit constante sur |ax, axi1].
n

On note ¢ = Z @ie;. Si p est en escalier, alors toutes les fonctions ¢; le sont sur [a, b]. En effet soit
i=1
k € [0,p—1]. Alors la fonction ¢ est constante sur |ay, ax11[ et elle est égale a un vecteur vy de E. On dé-

compose vy, = ka,iei, alors : Vx €|ag, ap1], v = p(z), , puis : Vi € [1,n],Ve €|ag, agi1] vii = wi(x)
i=1

car (eq, ..., e,) est une base de E. Ainsi les fonctions ; sont aussi en escalier.

Par conséquent o est une subdivision adaptée a toutes les fonctions ¢; et donc en utilisant 1’expres-

n b
sion d’une intégrale pour une fonction en escalier a valeurs dans K, on a : / E ( / gpi) e; =
=1 a
n p—1 n p—1
E E (ak+1 - ak Uk = E Ag+1 — Clk E Vi€ | — E (Gk+1 - ak)vk-
i=1 \k=0 i=1 k=0

Par ailleurs, la fonction ||¢|| est en escalier : pour tout k de [0, p — 1], sur Jak, ar+1[, elle est constante

égale a ||vg|. Dans ce cas, on a :
p—1

7k SOH—HZ%H—% vku<Z|ak+1—ak|><||vku—Zmﬂ—ak <llst = [ ol en wtitsan

la valeur de l’mtegrale de la fonctlon en escalier ||¢l| & valeurs dans R. Le résultat est donc vrai pour
une fonction en escalier.

Soit e € R% . On pose f = Z fies, avec f; : [a,b] — K continue par morceaux. Soit i € [1,n]. Il existe
i=1
une fonction en escalier 1; : [a,b] — R telle que : || fi — il < €.
n

Soit ¢ : [a,b] — E définie par ¢ = Zwiei.

i=1
n

Sur E, on pose la norme N; définie par : Ny (Z Tie;) = Z |z;|. Comme en est en dimension finie, toutes
i=1 i=1
les normes sont équivalentes, donc il existe «, 8 dans R’ tels que : Vo € E, OszH < Ny(x) < ﬁH:r;H

Ainsi £ Vi € B, [£(2) = (@) £ ~Na(f(e) = v(a)) = = D 1Ale) — )] < = Z I~ il <
On a done Yo € B, [0l = 16(0) - 7(a) + S < o) — S+ 1] < 25 + o

De plus, grace a linégalité triangulaire pour les fonctions a valeurs dans K, on a pour tout ¢ de

b
[1,n] : (fi — ) /|fZ ;| < e(b—a). Comme/(f Y) = (/ fi— %)62, alors :

()= /a<fi—wi> <neto—a).pus: | [ (7= 0) s¥.

onadon: | 1] = | [-w+ [v] < | [w-w|+] [ o] « =2+ [ i <
@4‘/{1%%4‘”]6”) M /||f|| Ceci étant vrai pour tout £ de R*, alors quand &
tend vers 0, on obtient : fH / 1.

Exemple 1.1.2 Soient E un espace euclidien et f : [a,b] — E une fonction continue. On suppose que

b b
/ Ftydt| = / 1F()dt.

Montrer qu’il existe e € E unitaire tel que : Vt € [a,b], f(t) = f()|l.e.




Proposition 1.1.4 (Intégrale et application linéaire) Soient f : [a,b] — E continue par morceauz, F'
un espace vectoriel normé de dimension finie et L € L(E, F). Alors :

([)- [0

Démonstration : Soient B = (ey,...,e,) une base de E et C = (uy,...u,) une base de F. On pose
p

A = a; jli<i<n = Matge(L). On a f = Z fjej. On a donc :
1252 ‘=
P P n n P p
L(f) = ijL(ej) = ijZaiyjui = Z (%,jij) u;. Pour i € [1,n], Papplication ai,jij
j=1 j=1  i=1 i=1 j=1 j=1

est continue par morceaux, par combinaison linéaire et par définition de I'intégrale (qui ne dépend pas

b no b p n P b
de la base choisie), on a : / L(f)= Z/ (ai,j Z fj> U; = Z <am Z/ fj> u;, par linéarité de
a i=17a j=1 i=1 j=1"a
I'intégrale. D’autre part, on a :

L(/abf>=L Ep:(/abfj)ej Zzp:(/bfj)L(ej)Zi(/abfj)i;%juizizn;(ai,ji/abfj>ui=/abL(f)-

J=1e j=1 7a
eK

Théoréme 1.1.1 (Convergence des sommes de Riemann) Soit f : [a,b] — E une fonction continue
par morceauz. Pour n € N*, soient R, et R, les sommes de Riemann de f définies par :

b—a b—a , b—a e b—a
R, = — Zf(aJrkn) et B, = — Zf(a+kn>.
k=1 k=0
b
Alors les suites (Ry,)n>1 et (R))n>1 des sommes de Riemann convergent vers / fdt :

b n n—1
. b—a Z b—a . b—a Z b—a

=0




Deémonstration : Appliquer le résultat vu en sup a chacune des fonctions coordonneées qul sont bien
continues par morceaux.

Remarque 1.1.2 1. Pour conserver l'idée de limite de moyennes sur [a,b], on peut écrire :

I . :
b—a/af(t)dt:nlﬁlxgloonzf< )anrfoonzf< )

2. Pour faire apparaitre une somme de Riemann, factorisez d’abord votre expression par 1/n, puis
essayer de trouver dans le E une formule en k/n, ce qui vous permettra d’identifier votre

fonction f et enfin, vous trouvez l'intervalle |a, b].

1 1 1

Exemple 1.1.3 1. Soit o € R. Trouver un équivalent de u,, = + + ...+ )
P ¥ 1 (n+ 1o (ny2)0e (2n)°

2. (Théoréme de Fubini) Soit f : [a,b] X [¢,d] — K continue.

b/ pd
Alors ona:/ /f(x,t)dt dx:/ /fxtda: dt.

On appliquera les sommes de Riemann a F : x — / f(z, t)dt

Montrons que F est continue sur [a, b].
e Soitt € [c,d], alors x — f(x,t) est continue sur [a,b].
e Soit x € [a,b], alors t — f(x,t) est continue par morceauxr que [c, d].
e La fonction f est continue sur le compact [a, b] X [c,d], donc elle y est bornée et donc : V(x,t) € [a,b] X [c,d], |f(z,t)] < ||flloc et t — || flloc est

continue sur [c, d].
(o) - [ 2

Ainsi F est continue sur [a, b].
gn (t)

e Pour toutn € N*, la fonction g, est continue par morceauz sur [c, d].

b—
Soit n € N*. On a : ) dt. Nous allons utiliser le théoréme de convergence dominé.
n

b
e Grace auxr somme de Riemann, comme & t fizé, la fonction x — f(x,t) est continue, alors (gn) converge simplement vers t — / f(z,t)dt et on
a
montre comme avant que cette fonction est continue sur [c, d].

b —a n
e Soientn € N* ett € [c,d]. On a: |gn(t)] < —— Z 1 flloc = (b—a)||flloc et t — (b —a)|lfllec est continue par morceaux et intégrable sur [c, d].
k=1

.d -d b
Grace au théoréme de convergence dominé : lim / agn (t)dt = / (/ f(=, t)dac) dt.
n—+oo Je c a

b—a & b—a b b d
Par ailleurs en appliquant les sommes de Riemann a la fonction continue F', on a : lim Z F (a + ki) = / F(z)de = / (/ f(z, t)dt) dx
n a a c

n—+oo n

b d d b
et par unicité de la limite, on a : / (/ f(z, t)dt) dzr = / (/ f(z, t)dac) dt.
a c c a

1.2 Primitives et intégrales

Dans ce paragraphe, I désignera un intervalle de R, le corps K sera R ou C et E un K-espace vectoriel
normé de dimension finie. On se fixe B = (e, ..., ;) une base de E.



1.2.1 Theoreme fondamental de "analyse

Définition 1.2.1 (Primitive) Soit f : [ — E une fonction continue. Une application g : [ — E est une
primitiwe de f si g est dériwable sur I et : ¢ = f.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme fondamental de ’analyse) Soient f € C(I,E) et a € 1.
Alors Uapplication F' de I dans E définie par : Vx € I, F(x) = / f(t)dt est de classe C' sur I et sa

dériwée est f. L’application F' est ['unique primitive de [ qui s’annule en a.

Démonstration : Si on écrit f = Z fiei, avec f; : I — K les fonctions coordonnées, alors :
i=1
Vo € 1, / f(t)dt = Z ( / f,(t)dt) e;. Comme f est continue sur I, alors toutes les fonctions

i=1
coordonnées le sont, puis en appliquant le théoreme fondamental de I'analyse pour les fonctions a

d T
valeurs dans K, on obtient : Vi € [1,n],Vx € I, e ( / fi(t)dt) = fi(x). Grace aux résultats sur les
X a

d [ [* g
dérivées des fonctions vectorielles, on a donc Vz € I, e ( / f (t)dt) = Z fi(z)e; = f(x).
a i=1

Ainsi F' est une primitive de F.
Soit G' une primitive de f s’annulant en a. On a sur [ : (G—F) = f — f = 0. Donc G — F est
constante, mais comme (G — F')(a) = 0, alors G — F = 0, puis F = G.

b
Remarque 1.2.1 1. (IMPORTANTE) Soit f : I — E de classe C*. Alors f(b)— f(a) = / f(t)dt.

2. (IMPORTANTE) Si 0 est dans I, alors lim ! f(t)dt = lin[l) Flw) = F(0) = F'(0) = f(0),
z—

z—0 0

x
avec F': x — / f qui est une primitive de f.
0

Exemple 1.2.1 Soit ¢ : (R, +) — (GL,(C), x) un morphisme de groupes continu. Montrer qu’il existe
A € M, (C) telle que : ¥t € R, o(t) = '
1

On montrera d’abord qu’il existe n € R tel que : / o(t)dt € GL,(R).
0

«
Comme t — @(t) est continue sur R par composition, alors ¢ : a +— / @(t) est de classe ¢t sur R (Vespace d’arrivé est My, (C) qui est de dimension finie) et :
0
Va € R, ¢/ () = p(a). En particulier :
1 1 o
©(0) = (0) = lim —(¢(a) — (0)). Comme (0) = 0 et ©(0) = I, car @ est un morphisme de groupe, alors : lim — / p(t)dt = Ip,.
a—0t a a—0t a Jo

On rappelle que GLy (C) = (det)_l((c*) est un ouwvert de My, (C) (image réciproque d’un ouvert par une application continue). Comme Iy, est dans GLy(C), il existe
r e R: tel que :
B(Ip,r) C GLy (C). Ainsi grace a la question précédente, il existe n € Ri tel que :

1 g3 1
Va €]0, 7], 7/ @(t)dt € B(Ip, 7). Ainsi : —1p(n) est dans GLy (C), puis ¥(n) aussi.

a Jo n

n n n
" etut nau= [7 eean = ([ etan) e = vme). cr vappiication
JO J 0O y
n n
f i M — Me(t) est linéaire, donc/ fle(u))du = f </ «p(u)du),
0 0
Par ailleurs, en effectuant le changement de variable v =1t + u, on a :
n n+t
ona: [Tttt wdn= [T ew)de = v+ 0) - w().
0 t

On a donc : ¥t € R, @(t) = %(n) ' (¥(n + 1) — (£).
Comme Uapplication t — (n + t) — P (t) est de classe cl surR et que M — w(n)ilM est linéaire, alors ¢ est de classe ¢t surR.
Lorsque l'on dérive la relation précédente, on a :

1 —1 -1 -1
W =vm (¥t - ®) = (et +m) — o) = v (ee(t) — w(®) = ) (p(n) = In) ¢(t) = Ap(t), avee

-1
A=4m)  (p(n) = In) € Mn(C).
On consideére L 'endomorphisme de My, (C) défini par : YM € My (C), L(M) = AM. On a donc Vt € R, ¢’ (t) = L(p(t)).
On a donc : Vt € R, ¢(t) = et'L(gp(O)) = etL(In)4
+oo inrk +oo tkLk(In) +oo tkAkIn 0 1k gk

On a : etL(In) = Z o In) = Z o = Z = Z =et4 (on montre par récurrence que Yk € N,VU € My (C), Lk(U) = AkU).

! !
k=0 : k=0 k=0 k! k=0 k!

T krk T F Lk (1,) N okpk TRk
On a pu écrire I = ————, car Uapplication g : uw — u(I) est linéaire sur L(Myn(C)) et donc  lim = s
p kz::o o (In) kgo o PP g (I) (M (C)) hm g kz::o o g kz::O o)



sot -

) N ikLk(In) + oo tk'Lk'
N <Z k! ) - (Z o | )

k=0 k=0
1l existe donc A € My (C) telle que : Vt € R, (t) = et

1.2.2 Applications
a) Inégalité des accroissements finies
Théoréme 1.2.2 (Inégalité des accroissements finis) Soit f : I — E de classe C'.

On suppose qu’il existe M € Ry tel que : Vo € I, ||f'(z)|| < M.
Alors :Ya,be I, ||f(b) — f(a)|| < M|b— al.

Démonstration : Soient a,b € I. Grace a la remarque 1.2.1, on a :
b
156) = @l = | [ f@il < [ 0Fl< [ M= M-l avec Iah) = fab] sia < bet

I(a,b) I(a,b)
I(a,b) = [b,a] sinon.

Exemple 1.2.2 1. Montrer que : Vz,y € R, [ — ™| < |x —y].

2. Soit U un ouvert conveze de R™ et g : U — E une application de classe C*, telle qu’il existe
K e R, tel queVr € U, ||dg(x)|| < K (on rappelle que : dg(z) € L(R", E)). Montrer que g est
K-lipschitzienne.

b) Intégration d’une limite uniforme

Proposition 1.2.1 (Intégration d’une limite uniforme sur un segment) 1. Soitn € N et
up : [a,b] = E une fonction continue. On suppose que la suite de fonctions (uy,)nen converge
uniformément vers une fonction u. Alors la fonction u est continue sur [a,b] et

b b
lim Uy = .
n—4oo a a

2. Soit a € 1. Soit n € N et u, : [ — E continue. On suppose que la suite de fonctions (tn)nen
converge uniformément sur tout segment de I wvers une fonction u. Alors la fonction u est

xr X
continue sur I et st on pose U, : © — / Uy etU :x — / u, alors (Uy,) converge uniformément
a a

vers U sur tout segment de I.

Démonstration : La démonstration est identique a celle sur les suites de fonctions (chapitre 8) a valeurs
dans K, sauf que 'on remplace les valeurs absolues par des normes.

Corollaire 1.2.1 (Primitivation terme a terme sur un segment) 1. Pourn € N, soit

fn i la,b] = E une fonction continue. Si an est une série de fonctions qui converge unifor-

b
mément ou normalement sur le segment [a,b], alors la série E / fn converge et :
a

/ji Fa(b)dt = i /ab £.(t)dt.




2. Pourn € N, soit f, : I — L une jonction continue, avec I un intervatle de R. Soit a € 1. On

+oo
suppose que n CONVETGE UNyormement sur tout segment ae 1. ors n €St continue sur
ge uni ‘ment sur tout segment de 1. Al t conti

x [0 +oo T
Iet:VYoel, / (Z fn(t)> dt = Z/ Fa(t)dt.

n=0

Démonstration : Calquer la preuve du chapitre 8.

Exemple 1.2.3 Soient d € N* et A € M4(C). On munit M4(C) d’une norme ||.|| matricielle vérifiant :
VU,V € My(R), [ UV < |[U|.IV]| (cela existe toujours en considérant une norme subordonnée).

1.

Pour R assez grand, montrer que, pour tout 6 € R, la matrice (RewId — A) est inversible dans
“+oo

My(C) et que son inverse est la matrice (Re™)™ Z(Reie)’”An.

n=0
1 2w ) )
Montrer que tout R assez grand, on a : Vn € N*, 2—/ (Re™Y"(Re®I; — A)~tdf = A",
T Jo

d
On considere la polynéme caractéristique x4(X) = det(X1;—A) = Z arX*. Montrer que pour
k=0

2m
R assez grand : xa(A) = QL/ (Re)xa(Re™)(Re1; — A)~1db.
T Jo

En déduire que xa(A) = 0.

] 1 1
_Z. Le résultat est évident si A = 0. On suppose donc A # 0. Soit R > ||A|| et 8 € R. On note z = Re'? # 0. De plus, |—A| = E“A” < 1.
z

+o0
1 1 1 1 n
Ona:zlyg—A=zIg— —A). On a vu dans le chapitre 7 que dans ce cas I; — — A est inversible et (I — 7A)71 = E <7A> .
z z Z n=0
+o0
1 1,
Ainsi zI4 — A est inversible d’inverse — E — A". On a bien pour R > ||A]| :

n
Z p—0 %

. , +oo
(R4 — A)™' = (R'))™! 37 (R A,

n=0



c) Probléme de Cauchy pour les équations différentielles

Proposition 1.2.2 (Probléme de Cauchy sous forme intégrale) Soient (to,zo) € I X E et deuzx appli-

cations continues a : I — L(F) et b : I — E. Une application ¢ est une solution du probléme de
Cauchy :

(E): 2" =a(t).x 4+ b(t) et x(ty) = xo

st et seulement si, elle satisfait [’équation intégrale :

Démonstration :

Exemple 1.2.4 1. Soient A € M, (K) et B € C(I, My, 1(K)), avec I un intervalle de R. Résoudre
le systéme différentiel : X'(t) = AX(t) + B(t).



2. Soient T' € RY, a et b deuz fonctions continues et T'-périodiques de R dans R. Déterminer les
solutions T-périodiques de ¥’ = ax + b.

t t
L’ensemble des solutions est {eF(A + G), X € R}, avec F : t — / a(u)du et G : t — / b(u)eiF(u)du.
0 0

Dans le chapitre 14, on a vu que = est T périodique ssi z(0) = z=(T).

Si on reprend la forme des solutions trouvée avant x est T périodique ssi

eFO N+ c(0) = P T (A + G(T)) ce qui équivaut & X = el0 *(A + G(T)), soit (1 — 0 YA = &J0 *q(T).

Ici commence une discussion. T

elo 2q(T)
T

1—elo @

T T _F(u)
e Si / a=0c¢et G(T) = / b(u)e du # 0, il n’y a aucune solution T-périodique.
0 0

T
. Si/ a # 0, alors A\ =
J0

et il n’y a qu’une seule solution T -périodique.

T T
e Si / a=0c¢et G(T)= / b(u)eiF(“)du = 0, toutes les solutions sont T'-périodiques.
0 0

Remarque 1.2.2 Cette formulation a un intérét plutot théorique et sert par exemple a montrer le
théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire. Donnons la démonstration de ce théoréme qui n’est pas exigible.
Pour (t,z) € I x E, on pose : f(t,x) = a(t).x + b(t). On définit par récurrence la suite de fonction

t
(@n)nen en posant : otz et :¥n € N, v 1t — xg +/ f(s,0n(8))ds, définie sur I. Comme
to

a est continue et la composition (u,y) — u(y) de L(E) x E dans E ’est aussi car on est en dimension

finie, alors on montre par récurrence que toutes les fonctions @, sont de classe C* sur I.

Soit K = [a, b] tel que :tg € K C I. On pose h = b—a > 0. L’ensemble K est une partie compacte, donc

les fonctions continues a et t — f(t,zo) y sont bornées. Soit k = sup |||la(t)|| et M = sup || f(t, zo)]|. On
teK tekK

a:Y(t, w1, w5) € KXEXE, ||[f(t 22)= f(t, 1) = [la(t)-(z2—21)|| < [Ja(@)[|-[lx2—z1] < Ellze—aa]] (+).
Soit n € N* et on pose P(n) :Vt € K, ||pn(t) — on-1(t)]| <

It — to|™

[ (s, 20) s

n!
t
P(1) est vérifée, car : Vt € K, ||o1(t) — o(t)]| = H/ f(s,zo)ds|| <
¢
Soit n € N* et on suppose P(n). Soitt € K. On a : '

< M|t —to|.

[nt1(t) = en(®)]l = H/t [f(s,60n(5)) = f (5, on-1(t))]ds]| <

/t 1£(5: 0a(8)) — (5, puos(5)) s

Par (x), on a donc :

Y

lent1(t) — en(B)l] < ‘k/t: lp(s) = sonl(S)ll' <

P MEN
/ —ls —to["ds
tO n-

grace a P(n).

, Mk (1 . ME™ (t — to)"+? MKk .
Sion at>ty, alors ||pn1(t) —en(t)| < o /to (s—to)"ds = n! ( - _E)l — T 1>!\t—t0| +1
_ Mk [t ME™ (to —t)"*! ME"
Sion at <ty alors ||ni1(t) —en(t)]] < / (to—s)"ds = oy ( On +)1 BRCES) [t —to|"t.

On a donc P(n+ 1), ce qui achéve la récurrence.
Par conséquent, comme pour t dans K, on a |t —to] < h, alors :

kh/n_l
WENWGK@Mﬁ%wnNW§MAT%<



Montrons que (n)nen converge uniformément. La suite (n)nen converge si et seulement si la série
télescopique E (pn — ©n—1) converge pour la norme ||.||oc. . Nous venons de voir que :

n>1

vn S N*a ngn_gpn—lnoo,l( S Mh

kh n—1
( )| . Cela prouve méme la convergence normale de E (On—Pn-1),
n
n>1

kh)n—1 M

car la série Z Mh( )' converge vers ?ekh si k # 0 et converge clairement si k = 0.
n!

n>1

Soit ¢ la limite de la suite (vn)nen, qui est aussi continue par convergence uniforme et continuité de

Pn-

Montrons maintenant que @ est bien solution du probleme de Cauchy initial.

Tout d’abord, on a : ¥n € N, ¢,(to) = o, donc en passant a la limite : p(ty) = xo.

Soit t € I. On prend K = [ty,t] ou K = [t, to]. Par (x), on a :

Vs € K, |f(5,2(5)) — £(5, 0n() < klI9(5) — @u(5)]] < Kl — pllooic. Ainsi la suite de fonctions

(s = f(S,0n(8))nen converge uniformément vers s — f(s,p(s)) sur le segment K et donc comme

t t

toutes ces fonctions sont continues, alors lirjp / f(s,0n(8))ds :/ f(s,0())ds.
n—+oo fi to
¢
Or on a : pn1(t) = o +/ f(s,0n(8))ds, donc en passant a la limite quand n tend vers 400, on a :

o(t) = xg +/ f(s,0(s))ds. Ceci prouve d’une part la dérivabilité de ¢ sur I, mais aussi que ¢ est

solutions de x' = a(t).x + b(t), grace a la proposition précédente.

Montrons maintenant ['unicité.

Supposons qu’il existe une fonction ¢ dérivable, telle que 1(ty) = xqg et que : YVt € I, V' (t) = f(t,¥(t)).

Soit t € 1. On pose K = [lo,t] ou K = [t,to]. Soit b = sup||y(s) — zo|| (la continuité de ¢ et le
seK

caractere compact de K justiﬁant Pexistence de b). Grace a la proposition précédente,

= g +/ f(s,9(s))ds. En procédant comme précédemment, on montre par récurrence (ici
_ . (K[t —to])" .
on commence ¢ n = 0) que : ¥Vt € I,Vn € N, [[¢(t) — pa(t)] < b=——7——. Comme la série
n!
(K|t —to])"

(K[t — to])" L
Z - converge (sa somme est exp(k|t — to|)), alors : tLlfrnoo o

Jim (1) = U(0). done : (1) = w(t).

=0, puis :

d) Intégration le long d’une courbe

Proposition 1.2.3 (Intégration le long d’une courbe) On suppose K = R. Soient U un ouvert de F,
F un R-espace vectoriel normé de dimension finie et f : U — F une fonction de classe C'. Pour toute
application v : [0,1] — U de classe C' telle que v(0) = a et y(1) = b, on a :

Adwmmwmﬁz

Démonstration : Soit ¢ : t = f(y(t)) définie sur [0,1]. Cette application est C', par composition et
la régle de la chaine donne : Vt € [0,1], ¢'(t) = df (v(t))(7/(¥)), puis f(b) — f(a) = p(1) — ¢(0) =

/01 o' (t)dt.

1
Remarque 1.2.3 Siy est de la forme t — a+tv, avec v =b—a, alors f(b)— f(a) = / df (a+tv).vdt.
0

1.3 Formules de Taylor
1.3.1 Formule de Taylor avec reste intégral

Théoréme 1.3.1 (Formule de Taylor avec reste intégral) Soient f € C"'(I,E) eta € I.



Alors pour tout point x € I, on a :

flx) =

Démonstration : Comme f est de classe C"™, alors ses fonctions coordonnées le sont aussi et donc
la formule s’obtient en appliquant la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral des fonctions a
valeurs dans K aux fonctions coordonnées de f.

x _ t n
Remarque 1.3.1 1. La quantité / Qf("ﬂ)(t)dt est appelée reste intégrale et permet de
n

" !
mesurer exactement ’erreur commise lorsque l'on approche f(x) par son polynome de Taylor
en a.

2. Cette formule est vraie sur I tout entier, c’est donc une propriété globale.

Exemple 1.3.1 Soit a € RY et f : [0;a[— R une fonction de classe C*. On suppose que toutes les
dérivées de f sont positives.

1 1— n
On pose R, (z) = :U”“/ %f("ﬂ)(ux)du, pour n dans N et x dans [0, al.
0 .

n+1
1. Soient z et y tels que l'on ait 0 < x < y < a. Montrer que l'on a : R,(x) < <E) R,.(y).
Y

f®0)

+o00
2. En déduire que pour tout x € [0;al, on a Z
k=0



Corollaire 1.3.1 (Formule de Taylor pour les polynémes) Soit n € N, A€ K, [X] eta € K. On a :

" (X —a)* .y
A= Z TA(k)(a) ou A(X +a) = ﬂA(k)(a).
k=0 k=0

Exemple 1.3.2 Soit n € N et H un hyperplan de K, [X]. Montrer qu’il ezxiste Ao, ..., \n, € K non tous
nuls, tels que : H = {P € K,[X], Z)\iP(i)(O) = 0}.
i=0

1.3.2 Inégalité de Taylor-Lagrange

Proposition 1.3.1 (Inégalité de Taylor-Lagrange) Soient f € C""' (I, E) telle que ™V soit bornée
sur 1. Alors :

<

Ya,b e I,

‘f(b) > o)

k=0

Démonstration : e Si a = b, c’est clair.
e Si a < b, alors en reprenant la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral :

[ o] < [
b—a)"tt

b
b—t)"
Par croissance de I'intégrale, cette derniere est majorée par / | £ ||Oo%dt = 1F" | ( CFSI

(b—1t)"
n!

f<”+1)(t)H dt.

e Calcul analogue pour a > b en intervertissant les bornes des intégrales majorantes.

Remarque 1.3.2 L’inégalité de Taylor-Lagrange est une formule globale vraie sur tout l’ensemble de
définition. Elle permet de majorer simplement l'erreur commise lorsque l'on approche f(x) par son
polynome de Taylor en a.

- 1
Exemple 1.3.3 1. Déterminer lim wu,, avec u, = (Z ch ( )) —n, pour n dans N*.

n—-+o0o



2. Soit f € C*(R, E) telle que ||f]| et || f”| soient majorées respectivement par My et M.

M, Msh
(a) Montrer que : Yz € R,Yh € RY, || f'(z)]| < TO 4 22 .

(b) En déduire que f' est bornée par \/2MyMs,.



3. Soit f :[0,1] = R de classe C*. Donner un développement asymptotique en 1/n de

=/§f—%§;f(§)-

x
On pose F : x — / f(t)dt. Soit n € N*.

sz -r £ (5= £ (0 (2) - ()17 ()

é de Taylm‘ Lagrange, on a :

Comme F est de classe C° , alors grace a l’inéga

et 2(50) < r (52 (5 e () s e

1 3 <up01 Fid M
lenl < —5 sup [F®) < 0L o 2o
n [k—l &} 6n n
n ’n

u 1,7k 1 1 &, /k "
Ona,(ion(:unzz —f =) tenk :—szf — +Zgn,k'
n n

R R CORLIEY

€ nx — = — ) =0 ~-).
=1 mk| = n3 n2 n
De plus comme f/ est continue, alors grdce aur sommes de Riemann, on a :
1 Z": 5 (k)
n = n

Ainsi up = LD =IO +o(2).

2n n

Or

= f(1) = £(0) + o(1).

1.3.3 Formule de Taylor-Young

Proposition 1.3.2 (Formule de Taylor-Young) Soit f € C"(I,E). Alors f admet un développement
limité a l'ordre n en a € I, donné par :

f"(a)

n!

f/ a f// a
%(m—a)—l— 2(! )( a)’+..+

f@) = 30 L 0 @) o (20 = fla)+

k=0

(x—a)"+0yq((x—a)").

Démonstration : Démontrons cela par récurrence sur n.
e Sin = 1, alors f étant dérivable admet un développement limité a l'ordre un, ce qui donne :

f() = fla) + (x — a)f'(a) + o(z — a).

e Soit n € N* et on suppose le résultat au rang n.

n+1 . k
Soit f € C"*Y(I,E). On pose ¢ : x + f(z) — Zuf(k)(a), qui est de classe C' sur I (on a

k!
k=0
n+1>1).
On applique 'hypothése de récurrence a f’ qui est de classe C", donc il existe 3 : I — E tel que
limpB =0et:

- (.fl? — a’)k n
Veel, fl@) =) Tf('““)(a) + (z —a)"f(x).
k=0
Autrement dit : Vz € I, ¢'(z) = (x — a)"B(x).
Soient a,x € I et on note I(a,x) = [a,z], si a < x et I(a,x) = [z, a] sinon. Appliquons l'inégalité des
accroissements finis & v sur le segment [a, x] (sur ce compact, 1" est continue donc bornée) :

[U(2) = d(a)ll < |z —al sup [/ = |z —a| sup |(t—a)"B)|| < |z —al™" sup [B)].
tel(a,r) tel(a,x) tel(a,r)

1

‘l’ _ a‘n+1

< sup [[B@)].

tel(a,x)

Ceci donne :

_nHM (k)
HOEDY F®(a)




Montrons que lim sup ||5(¢)|| = 0.
T2 e[ (a,x)

Soit € € R%. On a lim 3 = 0. Il existe donc a € R tel que : Vt € I, |t —a| < a = ||B(t)| <e.
Soit x € I, tel que : |z — a|] < a. Ainsi pour ¢ dans I(a,z), on a : [t — a|] < «, donc ||B(t)|| < e, ce qui
donne sup ||B(t)] <e.

tel(a,x)

On a donc montré que : Ve € R, Ja e R} Ve € [, [z —a| <a= sup [|B(t)| <Le.
tel(a,z)
1 n+1 N k

Ainsi : illgm f(,jC) — kz_o (J:Ta)f(k)(a) =0 et donc :
f(z) — Z 1 f(k (a) = o((z — a)™*h), d’on le résultat pour n + 1, ce qui acheve la récurrence.

k=0
Remarque 1.3.3 1. La formule de Taylor-Young est une propriété locale, car elle donne un com-

portement quand x tend vers a.

2. Dans le cas réel, on a la formule de Taylor-Lagrange : soit f : [a,b] — R de classe C". Alors il

(k) n

‘ Y a b—a

existe ¢ €la, b| tel que : f(b) = E A(b —a)* + uf(”)(c).

k! n!

, n! =l M) (a)

Soit A = W <f(b)— ]‘;T

n—1 g(k) _\n

Soit ¢ : z — f(b) — Z fil(z)(bfz))C 7MA

=0 ! n!

La fonction ¢ est continue sur [a, b] et dérivable sur]a,b[ et ¢p(a) = 0, par construction de A et ¢(b) = 0. Grace au théoréme de Rolle il existe ¢ €]a, b tel

(b — a)k> . Nous allons montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que A = f(">(c).

que : ¢/ (c) = 0.
/ , e O R D LTS 2% 1)
oT.-Vace[a,b],db(w):*f(w)*Z( 71‘ ()+k7f (x)>,

k=1 (k—1)!
— ) 1 —z n—1 ) ,
—F @) + Z =2 gy S Lf(k“)( g+ O g DT 4 p ), puis A = £V (e), car /() = 0.
P k! (n —1)! (n —1)!

(b — z)n—1
(n —1)!




