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A rendre pour le jeudi ler octobre

PROBLEME 1

™ L b

Notations et définitions

N désigne 1’ensemble des entiers naturels ;
RY désigne 'espace vectoriel des suites définies sur N & valeurs réelles

E désigne le sous-ensemble de R constitué des suites (u,,) convergentes telles que :

dN €N, Vk > N, u, # lim u,

n—-+00

A toute suite (u,) appartenant & E et de limite égale & ¢, on associe la suite (u¢) définie & partir
d’un certain rang par :

| Unt1 — g‘

| u, — 4

E° désigne 'ensemble des éléments (u,,) de E tels que (u) soit convergente ;

Soit (u,) une suite appartenant a E° et soit ¢ la limite de (u;) ; on dit que la vitesse de
convergence de la suite (u,,) est :

— lente si ¢ =1,

— géométrique de rapport (¢ si (¢ €]0, 1],

— rapide si £ =0 ;
Soit (u,) une suite appartenant a E et de limite égale a ¢, et soit r un réel strictement supérieur
a 1 ; on dit que la vitesse de convergence de la suite (u,) vers ¢ est d’ordre r si la suite définie a

Un+1 ,
~ est bornée ;

|un — /|

partir d'un certain rang par

On rappelle qu'une suite (u,) est stationnaire s’il existe ny € N tel que pour tout n > ny,
Up = Up,-

A. Des résultats généraux

. Montrer que I'ensemble E° est non vide.

L’ensemble E° est-il un sous-espace vectoriel de RY ?
Montrer que E° est strictement inclus dans F.

Soit (u,) un élément de E°. Montrer que ¢ appartient au segment [0, 1].

B. Exemples de calcul de vitesse de convergence

. Soit k un entier strictement positif et ¢ un réel appartenant a l'intervalle ]0,1[. Montrer que

1 1
les suites (—k) , (nkq")neN et (—'> appartiennent a E° et donner leur vitesse de
(n+ 1%/ en 1/ nen

convergermnce.



1\*
2. On considere la suite (v, ),en définie par Vn € N, v, = (1 + 2—n> . Montrer que la suite (vy,)

appartient a E° et donner sa vitesse de convergence.

+oo
3. On considere la suite (I,),en définie par Iy = 0 et Vn € N*, I, = / In <1 + E) e *du.
0 n

a. Montrer que la suite (1,,) est bien définie et appartient a FE.

b. A laide d’une intégration par parties, montrer que la suite (I,,) appartient & E° et donner
sa vitesse de convergence.

. . . . . 1
4. Soit a un réel strictement supérieur a 1. La série de Riemann E — converge vers un réel que
n
n>1

n
1
I'on notera ¢. On note (S, )nen la suite définie par Sy =0 et Vn > 1, S, = Z o Montrer que
k=1
(Sn)nen appartient a E et donner sa vitesse de convergence.

C. Vitesse de convergence d’ordre r d’une suite réelle

1. Soit (u,) un élément de £ dont la vitesse de convergence est d’ordre r, ol  est un réel strictement
supérieur a 1. Montrer que la convergence de la suite (u,) est rapide.

"1
a. Montrer que la suite (S, ),en définie par Vn € N, S, = Z i est un élément de £. On note
k=0
s la limite de cette suite.
2

<s—S, < —— .
° ~ (n+1)!

1
(n+1)! =

c. En déduire que la convergence de la suite (.S, ),en est rapide.

b. Montrer que pour tout entier naturel n, on a

d. Soit r un réel strictement supérieur a 1. Montrer que la convergence de la suite (Sy,)nen
vers s n’est pas d’ordre 7.

3. On considere I un intervalle réel de longueur strictement positive, f une application définie sur
I a valeurs dans I et (u,) une suite définie par ug € I et Vn € N, u,+1 = f(u,). On suppose que
la suite (u,) converge vers un élément ¢ de I et que f est dérivable en /.

a. Montrer que f(¢) = (.

b. Montrer que si la suite (u,) n’est pas stationnaire alors elle appartient a E°. Donner sa
vitesse de convergence en fonction de f'(/).

c. Montrer que si |f'(¢)| > 1, alors (u,,) est stationnaire.

d. Soit r un entier supérieur ou égal a 2. On suppose que la fonction f est de classe € sur [
et que la suite (u,) n'est pas stationnaire. Montrer que la vitesse de convergence de (u,,)
est d’ordre 7 si et seulement si pour tout k € {1,2,...,r — 1}, f® () = 0.

PROBLEME 2

Etant donnée une suite réelle (a,), on associe a tout couple (ug,u;) de nombres réels la suite réelle
(uy,) définie a partir de ses deux valeurs initiales ug et u; par la relation (R) :

Vn € N, Upi1 = Uy + Qp—1Up_1.

Partie I.Etude de la convergence de la suite (u,,)



1. On suppose dans les trois questions suivantes que la suite (a,) est a termes positifs et que :
ug > 0 et uy > 0.
a. Etudier, pour n > 1, le sens de variation de la suite (uy,).
b. Etablir, pour n > 2, Iinégalité Upt1 < Up exXp(ap_1).

En déduire que si la série E a, converge, alors la suite (u,) converge aussi.

c. Etablir réciproquement que si la suite (u,,) converge, alors la série E a, est convergente.

2. Dans les deux questions suivantes, on suppose que la série E a, converge absolument et on
considere la suite (v,) définie par vy = |ug|, v1 = |uy| et, pour n > 1, v,01 = v, + |An_1|Vp_1.

a. Comparer |u,| et v,.
b. Etudier la convergence absolue de la série Z(unﬂ —u,) et la convergence de la suite (u,).
3. Dans cette question, on suppose que : Vn € N, a,, = a", avec a un réel dans ]0,1[, et que la

limite L de la suite (u,) est non nulle. Déterminer un équivalent de w1 — uy et en déduire un
équivalent de L — u,,.

1
(n+1)(n+2)

4. Dans les trois questions suivantes, on suppose que : Vn € N, a,, = et que la limite

L de la suite (u,) est non nulle.

L
a. Prouver que L —u, ~ —.
n

b. On définit la suite (g,,) en posant pour n > 1: u, = L — — + ¢,,.
n
L
n(n+1)(n+2)

Montrer que €, 11 — &, ~ , puis trouver un équivalent de ¢, et en déduire

1
le développement asymptotique a 'ordre 2 de u,, par rapport a —.
n

c. Ecrire une fonction PYTHON u(n ,a,b) qui renvoie les n premiers termes de la suite (uy,)n>0
dans une liste, avec ug = a et u; = b. En prenant ug = 1 et u; = 1 et en calculant les 1000
premiers termes de la suite, estimer L & 1072 pres. Représenter sur un graphique les termes
de cette suite.

Partie II.Etude des suites (u,,) de limite nulle

Dans cette partie, on suppose les a,, strictement positifs pour tout n de N et la série Z a, convergente.

Toute suite (u,) de premier termes ug et uy, et définie par la relation (R) est donc convergente. On
note L(ug,u1) sa limite (qui existe grace a la question 1.2.b.).

Pour tout n de N, on considere les fonctions

R, — R,
fn . Qp,
x >

1+=x

et gn = foo fio..o f, et on pose p, = gn<0)
Dans toute la suite de cette partie, on suppose (ug, u1) # (0,0).

1. Montrer que §'il existe un indice m € N tel que w,, = 0, alors L(ug, u1) est non nul.



2. On dira que la suite (u,) est alternée si : Vn € N, u,u,+1 < 0. Montrer que L(ug,u1) = 0 si et
seulement si la suite (u,) est alternée.

3. On suppose dans les trois questions suivantes que L(ug,u;) = 0, donc que la suite est alternée.
Un+1
Pour tout n € N, on pose : r, = — :
Unp,

Qp—1

a. Montrer que : Vn € N*, r, = —1 + et 0<r,<a,.

Tn—1
b. En déduire que la suite (r,) converge vers une limite que 'on précisera.

c. Etudier enfin a convergence des séries Z T Zun et Z [t
4. Montrer que f, et g, sont monotones, dérivables, et que :

Ve e Ry, |g,(2)] < apay...ap.

En déduire que, : Vn € N*| |p, — pu_1| < apay...a,.

5. Montrer que pour tout entier n > 1, o est compris entre p,_; et p, (on pourra comparer

gn—l(rn—l)agn—l(an)(ﬁzgn—l(o))
En déduire que rg est limite de (p,).



