DEVOIR A LA MAISON N 5'

MP* 2026-2027 Chaptal
A rendre pour le jeudi 5 novembre
I-Etude de l’inversibilité d’une matrice
2 1
1 4 1 0
Soit n € N*\ {1;2}. On pose A, = _ qui est dans M, (R).
0 1 4 1
1 2
2 1 4 1
1 4 1 0 1 4 1 0
1. Soit n € N*\ {1}. On pose B,, = et C, =
0 1 4 1 0 1 4 1
1 4 1 4

dans M, (R). On pose ¢g = 1 et ¢; = 4 et pour n dans N* \ {1}, on pose ¢, = det(C,,) et
b, = det(B,) et enfin pour n dans N*\ {1;2}, on pose a,, = det(A,).

a. Expliciter les termes de la suite (¢, )nen-

b. Expliciter les termes de la suite (b,,)n>2-

c. Expliciter les termes de la suite (ay,)n>3.

d. En déduire que A, est inversible pour tout n de N*\ {1;2}.

L1
T
2. Soient n € N*\ {1;2} et X = ‘e M, 1(R). On pose Y = AX et on note Y =
T
a. Soit r = max{|z1|, |2, ..., |zn|} et m = max{|y1], vz, .-, |yn| }-

Montrer que : r < m.
b. En déduire que A,, est inversible.

U1
Y2

Yn

3. On rappelle qu'une transvection sur les lignes est 'opération élémentaire sur une matrice qui
consiste a ajouter a une ligne une autre ligne multipliée par un scalaire, c’est-a-dire on effectue

L; < L; + aL;, avec i # j et o dans R.
Soit n € N*\ {1;2}
a. Soit la suite (uy,),en définie par
Uy = 2
1

VneN, u,p =4——
Un,

Etudier la suite (Un ) nen-



0. Montrer qu’en eflectuant que des transvections sur les lignes de la matrice A, a l'alde de
la méthode du pivot de Gauss, on obtient une matrice triangulaire supérieure dont les n
pivots (po, P1, -+ Pn_1) Vérifient :

Po =2 X
Vk € [[0,71-3]], DPk+1 :4_])_
k
1
Pn—1 = 2 —
Pn—2

c. En déduire que A, est inversible.

II-Splines cubiques

Soient a et 3 deux réels tels que o < 3. On note P*([a, B]) I'ensemble des fonctions polynomes définies
sur [a, ] de degré inférieur ou égal a 3.

b—a

Soit [a, b], avec a < b, un intervalle réel que I'on divise en n intervalles égaux de longueur h = et

n
pour k dans [0,n], on pose zx = a + kh (ainsi zp = a et x, = b).

Soit f € C*([a,b],R) et pour k dans [0,n], on pose
fo=flae); fo=Ffae) S =),

On se propose de déterminer une fonction g définie sur [a, b] satisfaisant les conditions suivantes :

C1 : pour tout k dans [0,n — 1], la restriction de g & [x4; Tx41], c’est-a-dire gl .z, ,) €St dans P?([z1; Trp1])-
Autrement dit pour tout k dans [0,n — 1], il existe une fonction polynéme Py de degré au plus 3 telle que :

g|[$k;$k+1} = Pk
Vk € [[Oanl]v g($k) = fk

C2 : g vérifie les relations suivantes : < ¢/(xg) = f; (dérivée a droite en xq)
9o(xn) = f, (dérivée a gauche en z,,)

1. Soit une g fonction définie sur [a,b] vérifiant C1 et C2. Montrer que g est de classe C* si et
seulement si

1. Vk € [[1,’[1 - 1]], Pk<£L'k) = Pk:—l(mk)- 4. Vk € [[O,n - 1]], Pk<£L'k) = fk
3. Vk e [1,n—1], P/(xx) = P_i(xx). 6. P_i(zn) = f}.

2. Soit une g fonction définie sur [a, b] vérifiant C1 et C2. Montrer que si g est de classe C?, alors
pour tout k de [0,n— 1], les fonctions polynémes P, intervenant dans la condition C1 s’écrivent :
(2p41 — X)? (X — )’

By =my————— + my1 h

o + ap(X — zx) + B,

— mg —m muh?
Jiir = Ju L o B = f— T

avec my = ¢"(z;) (pour [ dans [0,n] ) et ap =

h 6 6
3. Soit une ¢ fonction définie sur [a,b] vérifiant C1 et C2. En reprenant la notation m; = ¢"(x;)
mo do
mq d1

(pour [ dans [0,n] ) , montrer que si g est de classe C?, alors A, ., | . | =] . |,

My dn



avec dy = %[fl — fo—hfll; dn = %[hﬂl — fn + fu_1] et pour tout k de [1,n — 1],

6
dy, = ﬁ[fk—l = 2fk + fra].
4. Montrer qu’il existe une unique fonction g définie sur [a, b] vérifiant C1 et C2 et de classe C*.
Dans la question précédente, on appelle une telle fonction g spline cubique d’interpolation de f

qui est donc une fonction polynomiale de degré au plus 3 par morceaux et approchant f. Nous
noterons sy = g et nous allons maintenant chercher une majoration de I'erreur entre f et s;.

I11-Qualité de approximation par une spline cubique

do
: N . dy
En reprenant les notations des deux premieres parties, on note R = D — A, 1 F,avec D = | | et
dn
"
0 T'o
"
1 1
F = ; et nous noterons R = | .
"
fa Tn

Soit h une fonction définie sur |a, 3] bornée. On notera ||h|j,g = sup |h|.
[a,]

1. a. Onpose L = || f™]|(s). Montrer que L est bien définie.
b. i) Montrer que pour tout k£ de [1,n — 1], on a :

6
ﬁ[fkq —2fk+ fuor1) — fra —4Af) — fig =

/;kl {@_;—2’“1)3 — (t— xk_l)] FO(t)dt + /ﬂ:ﬂ {%—2_15)3 ~(zpr — )] fO@)dt.

3
ii) En déduire : Vk € [1,n — 1], |ri| < §Lh2.

On suppose que l'inégalité précédente est aussi vraie pour k = 0 et k = n (s’obtient par la méme mg¢

3
iii) En déduire que : Vk € [0,n], |my — fi] < §Lh2.

c. Soit k € [0,n—1]. On note Ay la fonction affine définie sur [z, zx41] telle que : A(zy) = fr

et Azpi1) = fii-

Soit © €]wy; xpy1[ fixé. Sur [zy; xx11], on pose

Hy:uvr f(u) — Ap(u) — [f"(2) — A(x (u—xk)(u—mkﬂ)'
s 1) = Su) — [7(0) - D)) = )

i) Montrer que H; s’annule au moins sur |Tg; Zxi1].

2

h
wpr1] < Lg.

ii) En déduire que [|A; — f"||iz,:
iii) En déduire qu'il existe k; dans Ry tel que : [|g" — f"||ap) < k1h?.

Remarque : On ne le fera pas mais on peut montrer grace au résultat précédent qu’il
existe des constantes C; et Cy telles que [|g" — f'||jan) < Cih% et ||g — Fllasp < Cyh*.



b 1/2
2. Soit h € C*([a,b],R) et on pose N(h) = (/ (h"(x))2da:> :
On note S I'ensemble des fonctions de C*([a, b], R) vérifiant la condition C1.

b
a. Est-ce que 'application (f, g) — / f"(z)g" (z)dx définit un produit scalaire sur C*([a, b], R) ?

b
b. Montrer que : Vs € S, / (f"(x) — s}(x))s"(x)dz = 0 (pour la définition de s, voir la fin
de la partie II). ’
c. Montrer que : N(f — s7)® = N(f)? — N(s;)%
d. Montrer que N(f — sy) = rsl’gélN(f —5).

e. Déterminer tous les s dans S telles que N(f —sy) = N(f — ss). Quelle est la structure de
I’espace des fonction s vérifiant 1'égalité précédente ?



