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Question III. 1

let rec ajoutSequence v s = match s with
I 0 -> vl

| x::t -> if v<=x then v::s else x::(ajoutSequence v t);;

Question III. 2

Dans le meilleur des cas, I’élément v est plus petit que tous ceux de la liste; il n’y a dans ce cas aucun appel récursif, autrement dit un
seul appel a la fonction ajoutSequence. Dans le pire des cas, on ajoute la liste a la fin de la liste; dans ce cas il y a autant d’appels
récursifs que d’éléments dans la liste initiale. En moyenne, on peut estimer qu’il y aura n/2 appels récursifs, ot n est la longueur de la
liste. En tout cas, le nombre d’appels récursifs est O(n) ou n est la longueur de la liste.

Question III. 3

let scissionSequence s =
let rec aux p s i=
if i=0 then let v::sl=s in p,v,sl
else let v::sl=s in aux (p@[v] s1 (i+1))
in aux [] s (List.length s /2);;

Question III. 4

Dans I’appel "eliminer 2 exemple", la fonction va effectuer I'instruction "rg=eliminer 2 Noeud(Noeud(Vide,1,Vide),2,Noeud(Vide,3,Vide))".
Ce deuxiéme appel va effectuer ensuite "rg=eliminer 2 Noeud(Vide,1,Vide)". Ce troisiéme appel va renvoyer "Noeud(Vide, 1, eliminer 2
Vide)" ; 'appel "eliminer 2 Vide" renvoie "Vide" donc le troisiéme appel renvoie "Noeud(Vide,1,Vide)". Le deuxiéme appel effectue donc
"rg=Noeud(Vide,1,Vide)" puis "(vm,gp)=aux rg" ; cet appel a "aux" renvoie "(1,Vide)". On a donc "(vm,gp)=(1,Vide)". Le 2éme appel
renvoie donc "Noeud(Vide,1,Vide)". Le premier appel effectue donc "(vm,gp)=aux Noeud(Vide,1,Vide)" ; "aux Noeud(Vide,1,Vide)"
renvoyant "(1,Vide)", le premier appel renvoie "Noeud(Vide,1,Noeud(Vide,3,Vide))".

Question III. 5

La fonction "aux" renvoie le maximum de l’arbre binaire de recherche (non vide) en argument et le sous-arbre amputé de 1’étiquette
maximale.

Montrons le par récurrence sur la profondeur du sous-arbre droit de ’arbre a en argument de la fonction.

Si le sous-arbre droit est vide, par définition d’un arbre binaire de recherche, le maximum est a la racine. Le renvoi "(v,g)" est bien le
résultat demandé.

Supposons que le résultat soit valable pour tout sous-arbre droit de profondeur au plus n. Supposons que a=Noeud(g,v,d) soit tel que
la profondeur de d est n+41. Alors le sous-arbre droit de d est au plus n donc "aux d" renvoie le maximum "vd" de d et le sous-arbre
"ar" de d amputé de ce maximum. Par définition d’un arbre binaire de recherche, le maximum de a est celui de d et ’arbre Noeud(g,v,
ar) est l’arbre a amputé du maximum de a.

Par récurrence, aux a renvoie le maximum de a et a amputé de ce maximum (pour a un arbre binaire de recherche non vide).

Passons au résultat demandé par ’énoncé. Procédons par induction sur ’ensemble des arbre.

Supposons que a soit vide. Alors la fonction "eliminer" renvoie "r=a" qui est un arbre binaire de recherche donc ABR(r). De plus,
Pensemble des étiquettes de a et de r sont vides donc C(r) = C(a)\{v}.

Supposons que a=Noeud(g,vp,d) et que "rg=eliminer g v", ou "rd=eliminer d v" vérifie les conditions " ABR(rg) A C(rg) = C(g)\{v}”
et "ABR(rd) A C(rd) = C(d)\{v}".

Si v<vp, alors r=Noeud(rg,vp,d) avec ABR(rg) par hypothése d’induction, ABR(d), pour tout r dans C(rg), r est dans C\{v} donc
r<vp; de plus, pour tout r dans C(d), vp<r. Enfin, C(r) = C(rg) U {vp} UC(d) = C(g)\{v} U {vp}C(d) = C(a)\{v}.

Si v>vp, de méme, r=Noeud(g,vp,rd) avec ABR(g), ABR(rd) par hypothése d’induction et, pour tout r dans C(g), r<vp; pour tout r
dans C(rd), r est dans C(d) donc r>vp. Enfin, C(r) = C(g) U {vp}C(rd) = C(g) U {vp} UC(d)\{v} = C(a)\{v}.

Enfin, supposons que vp=v. Par hypothése d’induction, rg=eliminer v g renvoie un arbre rg tel que ABR(rg) et C(rg) = C(g)\{v}.

Si rg=Vide, alors 'arbre d vérifie ABR(d) et C(d) = C(a)\({v}UC(g)); comme rg=Vide, C(g) = {v} donc C(d) = C(a)\{v}. Le résultat
est donc vérifier lorsque rg=Vide.

Sinon, l'instruction (vm,gp)=aux rg fait en sorte que vm est le maximum de rg et gp est larbre privé de ce maximum. Ainsi,
r=Noeud(gp,vm,d) a pour étiquettes C(r) = C(gd) U {vm} UC(d) = C(rg) UC(d) = (C(g)\{v}) UC(d) = C(a)\{v}. Enfin, on a bien
ABR(gp), ABR(d) et, comme vm est le maximum de rg, pour toute étiquette r de gp, r<vm et pour toute étiquette r de d, r>v>vm.
Ainsi, ABR(r).

Ceci démontre que ABR(a) = ABR(r) AC(r) = C(a)\{v} par induction.

Question III. 6

La fonction "aux" se termine pour un appel sur un sous-arbre droit vide, c’est-a-dire de profondeur strictement négative ; sinon, elle
effectue un appel récursif sur un sous-arbre de hauteur strictement inférieure donc sur un sous-arbre dont le sous-arbre droit est de
profondeur strictement inférieure a la profondeur du sous-arbre droit de ’appel initial. Par conséquent, les appels récursifs successifs font
décroitre strictement la profondeur du sous-arbre droit jusqu’a un sous-arbre droit de profondeur strictement négative, ce qui termine
les appels successifs.

La fonction "eliminer" se termine pour un arbre vide. Sur un arbre non vide, elle effectue un appel & "eliminer" sur un arbre dqui peut-
étre le sous-arbre gauche ou le sous-arbre droit, qui est donc de profondeur strictement inférieure. La fonction "eliminer" se termine



donc également.

Question III. 7

Pour un arbre a qui posséde une valeur a éliminer & un noeud de profondeur maximale, le nombre d’appels récursifs est maximal, a
savoir la profondeur de I’arbre. Dans le meilleur des cas, la valeur & éliminer est celle de la racine de I’arbre et le sous-arbre gauche n’a
pas l’étiquette v alors que le sous-arbre droit de ce sous-arbre gauche est vide. Dans ce cas, le nombre d’appels récursifs de aux et de
eliminer est bornée.

Question III. 8

Dans le meilleur des cas, il y a deux appels récursifs (si la racine du l’arbre est 1’étiquette & éliminer). Dans le pire des cas, on parcourt
I’arbre sur toute sa profondeur, qui peut étre le nombre de valeurs si I’arbre est un arbre "peigne". Dans ce cas, on peut avoir n + 1
appels a "eliminer" et n appels a "aux", si n est la profondeur.

Question III. 9

let estComplet a = match a with
| Feuille(s) -> 2*ordre=List.length s +1
| Noeud(p,n) -> 2*ordre=List.length s +1;;

Question III. 10

let taille a = match a with
| Feuille(s) -> List.length s
| Noeud(al,f) -> taille al + tailleFreres f
and tailleFreres f = match f with
| 1 >0
| (i,a2)::10 -> 1+taille a2 + tailleFreres 10::

Quesiton III. 11

let rec rechercheBArbre i a = match a with
| Feuille(s) -> recherchelListe i s

| Noeud(al,l) -> rechercheBArbre i al || rechercheFreres i 1
and rechercheliste i 1 = match 1 with
| [0 -> false

| x::10 when x=i -> true
| x::10 when x<i -> false
| x::10 -> rechercheListe i 10
and rechercheFreres i 1 = match 1 with
| [ -> false
| (j,a2)::10 when i=j -> true
| (j,a2)::10 when i<j -> false
| (j,a2)::10 -> rechercheBArbre i a2 || rechercheFreres i 10;;

Question III. 12

let rec scissionBArbre a = match a with
| Feuille(s) -> let (s1,v,s2)=scissionSequence s in (Feuille sl , v, Feuille s2)
| Noeud(al, freres) -> let (f1,(v,a2),f2)=scissionSequence freres in (Noeud(al,f1), v, Noeud(a2,f2));;

Question III. 13

Le premier noeud est complet, on fait donc une scission pour obtenir 12 comme racine, le sous-arbre gauche ayant 9 comme racine, le
droit 15. Le sous-arbre suivant a considérer est celui de racine 7 qui n’est pas complet. Le sous-arbre suivant a considérer est la feuille
Feuille([2;4;6]) qui est compléte. On la scinde donc en Noeud(Feuille([2]),4,Feuille([6])). On ajoute ensuite I’étiquette 3 a la
suite de 2. Cela donne ’arbre

Noeud(
Noeud (
Noeud (
Noeud (
Feuille([2;3]),
[ ( 4, Feuille( [6] ) ) ]
),
[ ( 7,Feuille( [8] ) )]
),
[ (9, Feuille( [10] ) )]
),

[ (12, Noeud(

Feuille( [13] )

[ (15, Feuille( [17] )]
) )]

)53
Question III. 14
Si le B-arbre est une feuille, alors on ajoute un élément & une séquence croissante ou on effectue la scission d’un arbre, ce qui est un
algorithme qui se termine.
Sinon, le B-arbre est constitué d’une séquence et d’une suite d’arbre. Si la racine n’est pas compléte, on effectue un appel récursif sur un
B-arbre de hauteur strictement inférieure. Sinon(si la racine est compléte), il y a scission du B-arbre (qui se termine) puis application



de T’algorithme au nouveau B-arbre ce qui crée un appel récursif sur un B-arbre de hauteur égale au B-arbre initiale, mais désormais
non complet ; on est ramené au premier cas, celui d’un B-arbre de racine non compléte, ce qui crée un appel récursif sur un B-arbre de
hauteur strictement inférieure.

Ainsi, par récurrence sur la hauteur du B-arbre, I’algorithme se termine bien.

Question III. 15

Si les noeuds et feuilles traversés du B-arbre sont tous non complets, 1’algorithme maintient pour chaque noeud la structure de B-arbre.
Pour la feuille a laquelle est ajoutée 1’élément, on garde une séquence croissante ; sa taille est désormais p + 1 avec p + 1 < 2n (comme
la feuille initiale est non compléte) donc (p 4+ 1) + 1 < 2n donc cette feuille est un B-arbre. Le B-arbre obtenu est bien un B-arbre.
Sinon, pour chaque noeud incomplet ou feuille incompléte traversé, on effectue une scission, opération qui maintient une structure de
B-arbre, ce qui nous raméne a un B-arbre du type précédent.

Question III. 16

let rec ajouter v a = match a with
| Feuille(s) -> if not(estComplet a) then Feuille( ajouterSequence v s )
else ajouter v (scissionBArbre a)
| Noeud( al, freres) -> if not(estComplet a)
then let (i,al)::freresO=freres in
if v<i then Noeud( ajouter v al , freres)
else Noeud( al, ajouter v freres)
else ajouter v (scissionBArbre a)
and ajouterFreres v freres = match freres with
| (i,22):[] -> Noeud( a1, [(i, ajouter v a2)])
| (i,a2):frere2 -> let (j,a3)::frere3=frere2 in
if v<j then (i, ajouter v a2)::frere2
else (i,a2)::(ajouterFreres v freres2);;

Sujet Mines-Ponts 1999

1. Supposons que a est un arbre binaire de hauteur 0. Alors a est réduit & une feuille donc son nombre maximal de feuilles est 1 = 20.
Soit h € IN. Supposons que, pour tout arbre binaire de hauteur k& < h, le nombre maximal de feuilles de cet arbre est 2. Soit un arbre
binaire de hauteur h + 1. Alors le nombre de ses feuilles est la somme des nombres de feuilles de ses sous-arbres droit et gauche. Ses
sous-arbres droit et gauche ont hauteur au plus h donc leur nombre maximal de feuilles est 2". Le nombre maximal de feuilles de I’arbre
binaire de hauteur h + 1 est donc 2 4 2P = 2h+1,

Par récurrence, le nombre maximal de feuilles d’un arbre binaire de hauteur h est 2".

2. a. Soit h la hauteur d’un arbre de décision. Il y a au moins une feuille pour chaque élément de C' donc au moins n feuilles. D’aprés
la question précédente, n < 2" donc logy(n) < h donc [logy(n)] < h.

b. Montrons que la hauteur maximale d’un arbre de décision de n est n — 1. Si n = 1, un arbre de décision de n a une seule feuille donc
a hauteur 0 = 1 — 1. Supposons que tout arbre de décision de n a hauteur maximale n — 1. Considérons un arbre de décision de n de
hauteur n — 1. Considérons ’arbre de décision de n + 1 ayant pour sous-arbre gauche ’arbre de décision précédent de n ayant hauteur
n — 1 et pour sous-arbre droit une feuille, celle correspondant & 1’élément n’appartenant pas a I’ensemble des éléments de ’ensemble du
sous-arbre gauche précédent. Alors ’arbre de décision considéré de n + 1 a hauteur 1 +n—1=n=n+1-1.

Par récurrence, la hauteur maximale d’une arbre de décision de n est n — 1.

3. Le nombre de bijections de [1,n] est n! donc le nombre de permutations de t est n!.

n n
4. Cette hauteur minimale est [logy(n!)] ~ logy(n!). Or logy(n!) = 3 logy(k). Par comparaison série/intégrale, > logs(k) ~
k=1 k=1

Ji" logy(t) = nlogy(n) — % ~ nlogy(n). La hauteur minimale d’un arbre de décision correspondant au choix d’une permutation
d’un tableau de taille n d’éléments deux & deux distincts parmi les n! possibles est donc équivalente & nlogsy(n).

5. Tout algorithme de tri d’un tableau de n éléments distincts aura hauteur minimale équivalente & nlogy(n). Dans le pire des cas, pour
parvenir & une feuille de profondeur h, il faudra donc effectuer h ~ nlogy(n) choix successifs. Le nombre de choix au pire sera donc au
moins en O(nlogy(n)) = O(nln(n)).

6. On utilise un tableau d’entiers donc le type int array. On accéde a la valeur d’indice ¢ € [1,n] par I'exécution de t.(i-1); si
i € [0,n — 1], on accéde a la valeur d’indice ¢ par I’appel t.(i). La fonction "echanger" pourra étre

let echanger t i j = let x=t.(i) in t.(i)<-t.(§); t.(j)<-x;;

Cet algorithme effectue deux affectations et une création de variable. Il est donc a temps constant borné.

7. Cet arbre a racine 23, fils gauche 12, fils droit 3. 12 a fils gauche 4 et fils droit 67. 3 a fils gauche 10 et fils droit 9. 4 a fils gauche 6
et fils droit 7. 67 a fils gauche 12. Les autres noeuds sont des feuilles.

8.a.

let ordonner t i j =
if 2%(i+1)=j+1 && t.(i)<t.(j) then echanger t i j;
if 2%(i+1)<j+1 then begin
if t.(2%i+1)<t. (2%i+2) && t.(i)<t.(2%i+2) then
begin
echanger t i (2*i+2);
ordonner t (2%i+2) j end;
if t.(2%i+1)>=t.(2%i+2) && t.(i)<t.(2i+1) then
begin
echanger t i (2*i+1);
ordonner t (2*i+1) j end;
end;;



b. Cet algorithme sur un couple (4,j) contient un nombre borné a d’opération pour ¢ > j/2. Pour ¢ < j/2, cet algorithme effectue
un nombre borné B d’opérations et un appel récursif sur le couple (2i,j) ou (2i + 1, ). Cette complexité C; ; vérifie donc : si 2i < j,
Cij < max(Ca 5, Coit1,5) + B, 81 20 > j, Cy 5 = o _
Montrons par récurrence que C; ; < o+ BflogQ(%)]. Si 2i > j, Ci,; = o donc la propriété est vraie. Supposons que, si [logy(2)] < &,
la propriété est vraie. Supposons que ]'logQ(%)] =Fk+1. Alors j < 2kt1j et 2 < j donc Ci,; < max(Caj j,C2i41,5) + B; comme
21&1 < 2% < 2k par hypothése de récurrence, Cai,j < a+pket Coy 11 < a4+ pk done C; ; < max(a+pk,a+pk)+p=a+pk+6 =
a+B(k+1). . ’

On a donc, pour tout 7,3, Cy,; < a+ B[logy(1))] = O(logy(1)).

9. Montrons cette propriété par récurrence sur j.

Si j = 1, les éléments de 1 & 1 sont réduits au premier élément du tableau; I'arbre a(t,1,1) est une feuille réduite a la racine dont
létique est le premier élément tableau. Ainsi, tout élément du tableau entre 1 et 1 est bien une feuille de a(t, 1, 1).

Supposons que les éléments de 1 & j sont des noeuds ou des feuilles de a(t,1,7). Les noeuds et feuilles de a(t, 1, j) sont inclus dans les
noeuds de a(t, 1,5 + 1).

Soit 4 le quotient de la division euclidiennede j+1par2:j+1=2iouj+1=2i+1.Sij+1=2i+1, j+ 1 est la racine du fils droit
de a(t,1,j). Comme % est une feuille ou un noeud de «(t,1,7), c’en est un de «(t, 1,5 + 1) donc j + 1 = 2¢ est aussi une feuille ou un
noeud de a(t, 1,74 1). De méme, si j + 1 = 2i, j + 1 est la racine du fils gauche de «(t, 1, 5) ; ¢ étant un noeud ou une feuille de «a(t, 1, )
donc de a(t, 1,5+ 1), j + 1 est une feuille ou un noeud de a(t, 1,5 + 1).

Par récurrence, toute élément d’indice 1 & j de ¢ est une feuille ou un noeud de af(t, 1, j).

10.a.

let ordonner_totalement t =
let n=Array.length t in
for j=(n-1)/2 downto 0 do
ordonner t j n-1 done;;

b. Montrons par récurrence que, pour tout j, a I’entrée de la boucle j tous les arbres «(t, k,n) sont ordonnés pour 2k > j + 1.
Initialement, 2j =n—1ou2j+1=mn—1donc2(j+1) =noun-+1.812k>j+1,2k> (j+1) > n donc a(t, j,n) est réduit & une
feuille ; il est donc ordonné.

Supposons qu’a ’entrée de la boucle j, les arbres a(¢, k,n) sont ordonnés pour 2k > j + 1. Supposons que 2k = j + 1. Alors lappel
ordonner t j n-1 se fait sur des arbres «(¢,2(j + 1),n) et a(t,2(5 + 1) + 1,n) ordonnés donc, en supposant que la fonction ordonner
est correcte, arbre a(t, 5 + 1,n) qui en ressort est ordonné. Par conséquent, les sous-arbres «(t, k,n) pour k > 7 — 1 + 1 sont ordonnés
a la sortie de la boucle d’indice j donc a ’entrée de la boucle d’indice 57 — 1.

Par récurrence, le résultat est vrai pour tout 5 > —1 donc en particulier pour j = —1. Les sous-arbres «(t,k,n) pour 2k > 5+ 1 =10
sont ordonnés ; en particulier 'arbre a(¢,1,n) est ordonné.

c. Chaque boucle effectue un appel & ordonner sur des paramétre j et n donc de complexité, d’aprés la question 8, O(logQ(?)) =
O(logy(n)). La boucle est de taille O(n) donc la complexité de la fonction ordonner_totalement est au pire nO(log,(n)) = O(nlog,(n)).
11.a.

let bulle t j = echanger t O j; ordonner t 0 (j-1);;
b.
let tri t = ordonner_totalement t; for j=n-1 downto 1 do bulle t j;;

c.
d. bulle t j effectue un appel & ordonner t 0 j qui a complexité O(log,(j)) et un échange qui a complexité O(1). La complexité
de bulle t j est donc O(log,(j)). La fonction tri effectue un appel & ordonner_totalement qui a complexité O(nlogy(n)) puis effectue

n—1
une boucle de taille n, chaque passage de boucle ayant complexité O(logy(5)). La complexité de la boucle est donc > O(logsy(j)) =
j=1
O(nlogy(n)). La complexité de tri est donc O(nlogy(n)).



