[Cahier de vacances apres la MPSI ]

La partie de la deuxiéme année de CPGE qui se situe avant les écrits des concours
est plus courte que la premiére année (seulement 25 semaines de cours) mais
plus intense, ce qui rend délicat le rattrapage d’éventuels retards. Il est donc
important de la démarrer dans les meilleures conditions possibles. Il est ainsi
fortement déconseillé de ne rien faire du tout pendant les deux mois d’été qui
arrivent ! Le plus efficace est de consolider le programme de sup.

La liste d’exercices qui suit est congue pour vous faire réviser une grande partie
du programme de MPSI en insistant bien siir sur la connaissance du cours mais
aussi sur la mise en application de ces notions. Un travail approfondi sur cette
liste d’exercices devrait vous aider pour I’année prochaine.

Les exercices ont été regroupés selon les grands thémes du programme. Beaucoup
d’entre eux sont classiques et vous les aurez peut-étre déja traités en premiére
année. C’est I'occasion de vérifier si vous savez les refaire. Ne vous contentez pas
d’une vague idée. Rédigez vraiment votre solution puis comparez avec le corrigé.
Aviez-vous tous les arguments ? Etiez-vous clair ? Votre solution est-elle la plus
simple possible ? Ne vous contentez pas d’avoir le bon résultat. Connaitre les
bonnes méthodes vous permettra de progresser vers des exercices plus difficiles.
Certains exercices sont plus difficiles ou plus astucieux. Ils sont signalés par une
étoile (x). Voyez-les comme des petits défis et attaquez les sans complexes mais
aussi sans pression si vous n’y arrivez pas facilement.

I Algebre

A Nombres complexes et calculs algébriques

En Mathématiques comme en Physique, les calculs jouent un réle central. 11 est
rare que vous soyez amenés a rédiger des calculs tres longs dépassant la dizaine de
lignes. Toutefois il est important d’étre siir de soi dans la connaissance du cours
et dans les calculs : il est trés difficile d’aboutir a un résultat si on doute a chaque
ligne de la validité de ce qu’on écrit. Cette assurance ne s’obtient que grace a la
mafitrise des techniques classiques et, pour obtenir cette derniére, une pratique
intensive est indispensable. Les exercices ci-dessous illustrent un certain nombre
de techniques de calcul usuelles sur les nombres réels et complexes.

Une remarque concernant les nombres complexes : pour traiter un exercice dans C,
on peut se placer a trois niveaux d’abstraction :

e le niveau le plus élevé ot on calcule directement dans le corps C. On utilise
alors le nombre complexe z lui-méme, son conjugué z et parfois |z|. On utilise
alors i> = —1 et parfois aussi les propriétés de j = €2™/3 : 14 j 4+ j2 =0,
jP=1let7=j%

e le niveau intermédiaire ot on utilise la forme trigonométrique z = re' avec

r>0etlclR.

e le niveau le plus bas ot on calcule les parties réelles et imaginaires des
nombres complexes; cela revient a assimiler C au R-espace vectoriel R?.
Cette technique améne souvent les calculs les plus compliqués et il faut la
réserver aux situations les plus simples (ou bien & la fin d’un exercice o,
aprés avoir calculé directement dans C, on veut isoler la partie réelle ou la
partie imaginaire du résultat).

Par exemple, si on cherche les nombres z € C* tels que 2> = 1, I'approche avec
Pécriture algébrique z = x + iy ménerait a la résolution du systéme non linéaire
3 2 _
2 =3y =1
{ 31;23/ — y3 =0
résoudre z> = 1 en cherchant z sous la forme z = re'’ avecr > 0 et § € R
car alors 2% =1 si et seulement sir =1 et 30 = 0[27].

ce qui n’est pas trés facile. Il est beaucoup plus efficace de

Cette remarque est particulierement vraie quand on manipule I’exponentielle
complexe : il faut éviter de se précipiter sur le remplacement €'’ = cosf + isin 6.

Exercice 1 : Soit 6 un nombre réel et n un entier naturel. Calculer les deux

sommes A = > sin(kf) et B= > (:) cos(k0).
k=0 k=0

Indication : utiliser ’exponentielle complexe.
Si @ =0 [27], il est clair que A est nulle et que
" /n
B = =(1+1D)"=2"
(1) =0

Dorénavant, supposons 6 # 0 [27]. Il vient alors €? # 1 et donc :

n i(n+1)6
ko _ 1—¢ (nt1)
E e = —
1—et?
k=0
- n41 n+1 - n41
61%9 671'2*'0_61'2*'0 ) ) 7 o
=—F" — — (factorisation de l’angle moitié)
e’z e '2 —e'2
: n+1
ae  sin (22260
= 61’76 . ( 20 )
Sin (5)



En prenant la partie imaginaire de cette expression !, il vient :
0\ i (Dl
sin(22) sin(2326)

sin(3)

A:

Pour B, on commence par calculer :

n -0 - 0
) on . iy —i3 0
E <Z> et = (1 + ele) — |25 . M% — oneiy cos”(2>

k=0

En passant a la partie réelle, on obtient :
0 0
B=2" cos<n2 ) cos"(2>.

2im

Exercice 2: On pose j =e3 . Soient A, B et C trois points distincts d’affixes
a, b et c. Montrer qu’ils forment un triangle équilatéral si et seulement si j ou 52
est solution de az? + bz + ¢ = 0.

Indication : utiliser une rotation pour traduire le caractere équilatéral.

Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si C' est 'image de B par la rotation
de centre A et d’angle :I:g

C B

ou

/N

A B A C

On trouve les deux possibilités 2

(i) c—a=¢%5(b—a) ou (ii) c—a=e"'5(b—a)
En placant les points e*'5 ainsi que j et j2 sur le cercle trigonométrique, on

obtient :

sin( n;rl 0)

sin

1. Le nombre est réel donc il sort de la partie imaginaire. En effet, pour z € C et
2
pour A un nombre réel, on a Re(Az) = ARe(z) ainsi que Im(Az) = AIm(z).

2. On rappelle que si Q est un point d’affixe w et que M, M’ ont pour affixes z, 2/, alors M’

est 'image de M par la rotation de centre Q et d’angle 6 ssi : 2’ — w = €% (z — w). Pour retenir
cette formule dites-vous que, dans la rotation, c’est le vecteur QM qui tourne pour devenir le
vecteur QM et que affixe de QM est z — w tandis que laffixe de QM est 2/ — w.

i= 7

Par conséquent, I’éventualité (i) meéne a
c—a=—j%(b—a) cest-a-dire — (1+j%)a+j2b+c=0.
Or nous savons que —1 — j2 = j donc cela revient & dire que

ja+j*b+c=0.

Enfin, j2 = 1 donne j* = j si bien que Iéventualité (i) peut se réécrire
aj*+bj%4c = 0. Autrement dit, cela revient & dire que 52 est solution de I’équation
az? +bz+c=0.

De la méme manieére, ’éventualité (ii) revient a
c—a=—jb—a) Ccest-a-dire —(1+j)a+jb+c=0

ou encore aj2 + bj +c = 0. On interpréte 1a encore le résultat en disant que j est

solution de ’équation az? + bz + ¢ = 0.

Remarque : il faut prendre I’habitude de calculer avec le nombre complexe j en
utilisant les trois relations :

Il
<

=1 145+57=0 5

Exercice 3 : Gréce a une interversion des deux sommations, calculer la somme
double suivante pour n € IN* :

Nous pouvons écrire :

>

k=1 i=k 1<k<ign i=1 k=1 i=1 " k=1 k=1 k=1

]+
s\»—*
S| =
Il

[]=



Remarque : la subtilité de cette interversion de sommations est que les bornes
de la somme sur ¢ dépendent de k. Lors de I'interversion, il faut donc conserver
Iinformation ¢ > k. Cette information ne peut pas étre écrite sur la somme de
gauche (car on ne connait pas encore les deux indices i,k quand on écrit cette
somme de gauche). Il faut donc écrire les bornes fixes du premier indice (ici 1
et n) sur la borne de gauche et traduire I'information i > k sur la somme de
droite (ici, apres interversion, on précise que 1 < k < 7). On peut interpréter cette
interversion de sommation graphiquement en représentant ’ensemble des couples
d’entiers (i,k) tels que 1 < k < ¢ < n et en représentant les deux fagons de
regrouper ces points qui correspondent aux deux écritures de la double somme :

X k 1=4
n n no i p—
kglzgk @k:4 i;kgl.” 1=3 )

=2
=1
[o ° ° o}k:1 @ ;}
(3 (3

Exercice 4 : Pour n € IN*, calculer la somme double suivante :

S = ZZmin(i,j)

i=1 j=1

On écrit avec un seul signe de sommation :
S= > min(,j)
1<t j<n

Afin de faire apparaitre la valeur du minimum, on coupe la somme en deux : les
termes ol ¢ < j et ceux oll j < 7 (attention & garder une inégalité stricte pour le
second afin de ne pas prendre deux fois les termes ot i = j) :

n J n i—1
5= % i+ T -yyieyyy
1<i<jsn 1<j<isn =11:=1 i=1 j=1

On en déduit, en prenant la méme lettre lors de la fusion des deux sommes :

5 Z]j+1 i(i;l)i:ik(k+l)—2k(k—l)k

=1 k=1

ce qui se simplifie en

n(n+1)2n+1)

S = Zk2

Autre solution : on écrit la matrice A € M, (R) dont les coefficients valent
min(%, j). On obtient :

111 ... 1
12 2 ... 2
A= |1 2 3 3
12 3 ... n

On constate que le nombre k est présent 2n — (2k — 1) fois dans la matrice. On en
déduit S qui est la somme de tous les coefficients de cette matrice A :

S=§:(2n—2k+1)k:(2n+1)zn:k—2§n:k2
k=1 k=1 k=1

n(n+1) nrn+1)2n+1) nn+1)2n+1)

= (9 +1 -
(@2n+1)— 3 6

Remarque : profitons de cet exercice pour rappeler les sommes suivantes :

st { n+1)]

Je vous conseille d’apprendre ces trois sommes. La troisieme formule n’est pas tres
difficile & retenir car c’est le carré de la premiére (ce qui est assez inattendu).

" n+1) o, nn+1)2n+1)
k= ; k* =
Z ’ Z 6

k=1 k=1

Exercice 5 : Soient a,b deux nombres complexes non nuls.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que |a + b| = |a| + |b|.
2. Généraliser au cas de n nombres complexes.
. - 2 _ Lo
1. L’idée est d’utiliser la formule |z|° = 2z. Commengons par réécrire la

démonstration de I'inégalité triangulaire :
la+0]> = (a+0b) (@+Db) =aa+bb+ ab+ba = |a|’ +|b|> + 2 Re(ab)
N——
=2 Re(ab)
la> + b + 2 [ab|

2 2 2
(lal + [o)” = fal” + [o” + 2 ]a] - |0 =

En faisant la différence, on trouve :

(la| + (b))% — |a + b|* = 2[ [ab| — Re(ab)].



Pour conclure la preuve de 'inégalité triangulaire, on dit ensuite que pour
n’importe quel nombre complexe z, on a |z| > Re(z), ce qui permet de
conclure

|la+ 0] < |a| + [0].

Pour étudier le cas d’égalité, nous allons utiliser la forme trigonométrique :
a = Ae™™ et b = Be' avec A, B des réels strictement positifs et «, 5 des
réels. Alors :

b= ABe'®~® donc Re(ab) = ABcos(3 — ).
Il en résulte que
la| |b] — Re(ab) = AB[1 —cos(8 — a)] et donc
la+0b] =la| +1]b] < cos(f—a)=1 <= a=p[[27].

En résumé, nous pouvons dire qu’il y a égalité dans I'inégalité triangulaire
si, et seulement si, les deux nombres ont le méme argument (modulo 27).
Cela peut se reformuler en disant que a et b représentent des points situés
sur une méme demi-droite issue de 0. Une autre condition équivalente est de
dire qu’il existe A € R} tel que b = Aa.

. Soient z1,...,z, des nombres complexes non nuls. Nous allons démontrer
par récurrence que

n
D>
k=1

Nous avons établi la récurrence au rang 2. Supposons la propriété déja
démontrée au rang n — 1. L’implication de droite a gauche étant triviale,
on suppose ici qu’il y a égalité dans I'inégalité triangulaire et on cherche
a prouver que tous les z; ont le méme argument. Ecrivons tout d’abord
I’inégalité triangulaire en mettant en lumiere la derniére étape :

n

= Z |2] <= arg(z1) = --- = arg(z,) [27].
k=1

n n—1 n—1
sz < sz +|2n|<2|2’k|+\2n|
k=1 k=1 k=1

Or nous avons supposé que le premier et le dernier terme de cette ligne sont
égaux. Il en est donc de méme des autres. On a ainsi, en particulier,

n—1 n—1
> k| = Dl
k=1 k=1

D’aprés I'hypothese de récurrence, zi,...,2,—1 ont le méme argument.
n—1

Notons 6 cet argument commun. Mais alors le nombre w = Z zk a lui aussi
k=1

un argument égal & 6 et nous avons prouvé ci-dessus que |w + z,| = |w|+]|zp]-

D’apres la premiére question de 'exercice, il vient arg(z,) = arg(w) = 0 [27],

ce qui achéve la récurrence.

Remarque : lorsque certains des z; sont nuls, on ne peut pas parler de leur
argument mais on peut reformuler la propriété ainsi :

il y a égalité dans 'inégalité triangulaire si, et seulement si, il existe un réel 0 et
des réels A, > 0 tels que 2z, = A\re?® pour tout k € [1;n].

Exercice 6 : Ecrire les sommes suivantes sous forme de fractions :

n n 1
S:;k(ml) et T:;k(kﬂ)(mzy

1. On constate que la somme est télescopique :

" /1 1 1 n
S: _—— :1— = .
];<k k+1> n+1 n+1

2. Cherchons trois nombres a, b, ¢ tels que, pour tout entier k, on ait

1 a b c

FEr)GEF2) ko RAl  ha2
En réduisant au méme dénominateur, on obtient

(a+b+c)k? + (3a+2b+ )k + 2a
Kkt D)(k+2)

) a+b+c=0
Pour que cela soit égal a T DT D) il suffit que 3a + 2b +2 gi(l) ce

AN N 1 N
qui méne a a = ¢ = 7 et b = —1 d’ou finalement :

o 1ro 2 1
k(k+1)(k+2) 2\k k+1 k+2

On peut faire apparaitre deux sommes télescopiques :

1| /1 1 - 1 1
T—2L;<k‘zm)+,;<m‘m)
T —

2 n+1 n-+2 2

n(n + 3)

C4n+1)(n+2)



Remarque : pour deux entiers n < m, on a :

m

Z(mkﬂ — Tk) = Typg1 — Tn-
k=n

Vous pouvez retenir ce résultat sur les sommes télescopiques a ’aide du moyen
mnémotechnique suivant :

§ (xk-i-l - -rk) = Tplus gros indice possible — Lplus petit indice possible-

Lorsque la suite (xj) posséde une limite ¢, on peut sommer jusqu’a Uinfini :

Z(wkH —xp) =L — x,.

k=n

Exercice 7 : Calculer les deux produits suivants :
- 1 - 1
A:g<1_k> et szl:[Q<1—kQ>
Indication : les produits aussi peuvent étre télescopiques.
Nous pouvons reconnaitre un produit télescopique :
n
H

Pour calculer B, on commence par utiliser une identité remarquable :

i 1 1 "kl o k=1
H( +k>< k) k k
k=2 k=2

k=2

n—1 1
X o0 X — .
n n

l\D\»—l
w\m
=

On reconnait & nouveau des produits télescopiques et il vient :

n+1 1 n+1
B: - —_ = .
2 n 2n

e .
Pour n € IN*| calculer ) (2:) Indication : utiliser j = e2i™/3.

k=0

Exercice 8 (x) :
On pose j = /3 et

n 3n n—1 3n n—1
SO:Z(%) ; Sl:§(3k+l) ; Z(3k+2>

k=0

Tout entier est de I'une des trois formes 3k ou 3k + 1 ou 3k + 2. On constate donc
que :

3n
3
S0+Sl+52:z< n) :(1_~_1)3n:8n.

1
£=0
e Pour tout entier k, il vient j2* = (j2)* = 1 et donc 72+ = j et j3k*+2 = 52, Par
conséquent :
(1+45)™ = zn: )
L
£=0
", (3n =/ 3n
_ 3k 3k41 342
Z(?»k)‘] +Z<3k+1) +Z<3k+2>
k=0 k=0
n In n—1
= =5 S 28
kzo<3k>+z(3k+1) +Z(3k+2> 0+ 51+ 775
Remarquons que, puisque 1+ j + j2 = 0, nous avons 1 + j = —52 et donc :

So+ §S1+ 3282 = (—52)" = ((=1)%)" j5 = (-1)™.

e En conJuguant ’expression précédente, il vient : (—1)" = Sy 4 751 + j2S5. Or
j =342 et donc :

So + 281 +jSo = (—1)".

e En additionnant les trois relations obtenues ci-dessus, il vient :

8" +2(=1)" = [So + 51+ Sa] + [So + 51 + 5252] + [So + 5281 + S
=380+ (144 +5)S1 + (1 + 5% + §)S2 = 35
et donc finalement : Sy = %

B Structures algébriques

Exercice 9 : Soit G un groupe. Soient H et K deux sous-groupes de GG. Montrer
que H U K est un sous-groupe de G si, et seulement si, H C K ou K C H.

Dans ce corrigé, on note - la loi de G et ¢! Iinverse d’un élément ¢ € G pour
cette loi.

e Lorsque H C K, alors HU K = K est un sous-groupe de G.
e De méme, lorsque K C H, alors H U K = H est un sous-groupe de G.



e Supposons maintenant que H U K est un sous-groupe de G. Il s’agit de
montrer que H C K ou que K C H. On suppose H ¢ K et il s’agit de
montrer que K C H. Comme H ¢ K, il existe un élément h € H qui
ne se trouve pas dans K. Pour montrer l'inclusion K C H, prenons k un
élément arbitraire de K et montrons qu’il se trouve dans H. Comme h et k
appartiennent a H U K et que H U K est un sous-groupe de G, on sait que
hk appartient & H U K.

» Si nous avions hk € K, alors en écrivant h = (hk)k™!, on en déduirait
que h appartient & K. C’est contraire a notre hypothese.

» Il s’ensuit que hk € H. Mais alors k = h~!(hk) appartient aussi & H
et c’est ce qu’on voulait démontrer.

Exercice 10 : Soit (G, -, €) un groupe. Montrer que G est abélien si, et seulement
si, application = — 2! est un morphisme de groupes.

e Supposons que le groupe est abélien. Pour x,y € GG, on peut alors écrire :

flay) = flyz) = (yz) " =27y~ = f(2)f(y)

ce qui prouve que f est un morphisme de groupes.
e Supposons que f : x — x~! est un morphisme de groupes. Soient x,y
deux éléments de G. D’apres les regles de calcul sur I'inverse, on a 1’égalité
(ry)~! =y~ lz~!. Mais comme f est un morphisme de groupes, on a aussi

(xy) ™t = flay) = fl@)fly) =ty
On a donc démontré 1’égalité suivante :

.T_ly_l — y_ll'_l.

1

Mais = est 'inverse de 7! et y est I'inverse de y~! donc, en appliquant
—1 s

I’égalité précédente aux éléments z~! et y~! & la place de x et de y, il vient :

TY = yx.

Comme c’est vrai pour tous z,y € G, on a prouvé que G est abélien.
Exercice 11 : Montrer que L = {a +bv2; (a,b) € Q?} est un sous-corps de R.

Pour montrer que L est un sous-corps de R, il faut vérifier que L contient 1 et
que L est stable par addition, par multiplication, par passage a 1’opposé et par
passage a l'inverse.

e Le nombre 1 s’écrit 1 =1+ 0v/2 ce qui prouve que 1 € L.

e Supposons que x, y appartiennent & L. On les écrit = a+bv/2 et y = c+dv/2
avec a,b,c,d € Q.

» Stabilité par somme : x4y = (a+c)+ (b+d)y/2. Comme a+cet b+d
sont des rationnels, on a bien montré que x +y € L.

» Stabilité par produit : xy = (ac + 2bd) + (bc + ad)v/2. Comme ac + 2bd
et bc + ad sont des rationnels, on a bien montré que zy € L.

» Stabilité par passage a I'opposé : —x = (—a) + (—b)y/2. Comme —a et
—b sont des rationnels, on a bien montré que —z € L.

» Stabilité par passage a l'inverse : supposons que z # 0. Commengons
par vérifier que a — by/2 n’est pas nul. Si tel était le cas, nous aurions
a = b/2. Puisque V2 est irrationnel, cela imposerait b = 0 (car sinon,
V2= % serait rationnel). Mais alors a = 0 et donc x = 0, contrairement

a notre hypothese. Puisque a — byv/2 # 0, on peut écrire :

1 1 a—bv/2 a—bV2

¢ atbv/2  (a+bv2)(a—bv2) a2 267

a —b
Comme les deux nombres et
a? — 2b2 a? — 2b?

. - 1 . N
bien de vérifier que — appartient a L.
x

sont rationnels, on vient

Ces vérifivations prouvent que L est un sous-corps de R.
Exercice 12 : Trouver tous les morphismes de corps de Q dans Q.

Supposons tout d’abord que f : @ — Q est un morphisme de corps. Notons qu’il
n'y a pas de définition spécifique & un morphisme de corps (il s’agit juste d’un
morphisme d’anneaux lorsque 'anneau considéré est un corps). La définition d’un
morphisme d’anneaux nous dit que

flx+y)=f(x)+ f(y)
flzy)=f(2)f(y)

Notons que les propriétés suivantes découlent de la définition :

fa)y=1 et Vr,y € Q, {

.
f(z)

En effet, pour la premiére, on écrit f(0+0) = f(0)+ f(0), ce qui meéne & f(0) = 0.
Pour la seconde, on écrit 0 = f(0) = f(x) + f(—x). Pour la derniére, on écrit

1=7) = f@)f(5)-

e On montre d’abord par récurrence sur n que, pour tout n € IN et tout = € Q,

on a f(nx) =nf(x).

FO)=0 et VreQ f(-x)=—f(z) et VreQ", f (D:



» L’initialisation & n = 0 vient de la propriété f(0) = 0.

» Supposons avoir démontré f(nz) = nf(x) pour un certain n € IN. Alors

f((n+1)z) = f(ne+a) = f(nz) + f(z) = nf(z) + f(z) = (n+1)f(2)

ce qui acheve la récurrence.
e On montre maintenant que f(pz) = pf(x) pour tout p € Z et tout z € Q.
» Nous l'avons déja démontré pour p € IN.

» Lorsque p est un entier négatif, alors p = —n avec n € IN. En utilisant la
propriété sur I'image de 'opposé démontrée ci-dessus puis la propriété
pour f(nz) avec n € IN démontrée précédemment, on obtient :

f(pr) = f(—nz) = —f(nz) = —nf(x) = pf(z).

» On montre que f(x) = x pour tout rationnel z. Pour cela, écrivons
z =L avec p € Z et g € IN*. Grace a la propriété précédente utilisée

deux fois (tout d’abord pour p x 1 puis pour gz), il vient :

p=pf(1) = f(p) = f(qz) = qf (x)
d’ott on déduit
f(z) = g =7z.

En conclusion, ce raisonnement démontre que si f : @ — Q est un morphisme
de corps, alors f = Idq.

o Inversement, il est évident que Idg est un morphisme de corps de Q dans Q.
D’apres ce qui précede, c’est le seul.

Exercice 13 : Centre d’un groupe.

1. Soit (G, -, e) un groupe. On appelle centre de G 'ensemble des z € G tels
que Yy € G, xy = yx. Montrer que le centre de G est un sous-groupe de G.

1 z =z
2. Montrer que I’ensemble H des matrices de la forme [0 1 y| est un groupe
0 0 1

pour le produit matriciel. Déterminer le centre de H.

1. Notons Z le centre de G. Montrons que Z est un sous-groupe de G.

e Tout d’abord, e € Z car, pour tout y € G, il vient ey = y = ye.

e Prenons x1,r9 € Z et montrons que 122 € Z. Pour cela, considérons
y € G quelconque. Il vient :

(z172)y = 21(22Y) (associativité)
= z1(yx2) (car x5 € Z)
= (z1y)22 (associativité)
= (yo1)z2 (car x1 € Z)
= y(z122) (associativité)

Cela prouve que z1z9 € Z.

e Prenons 2 € Z et montrons que son inverse x~! appartient & Z.

Pour cela, prenons y € G. On a l’égalité xy = yz. En multipliant
du c6té gauche par 1, il vient (on ne détaille plus I'utilisation de
l'associativité) : y = 2~ yz. On multiplie ensuite par 2= du c6té droit
et cela donne yr~! = 2~ 'y. On a montré que 2~ ! € Z.
Ces trois vérifications démontrent bien que F est un sous-groupe de G.
2. On montre que H est un sous-groupe ® de GL3(R).

e En prenant x =y = 2z = 0, on voit que I3 € H.

1 z =z 1 2 2
e SiM = |0 1 y| et M = [0 1 ¢'| appartiennent & H, on
0 0 1 0 0 1

constate que

1 z+a 242 +ay
MM = |0 1 y+y €H.
0 0 1
e De plus, en prenant ' = —x, ¥y’ = —y et 2/ = —z + xy, on constate que
MM' = I3, c’est-a-dire M’ = M~!. Cela prouve que, si M € H, alors

M~'ecH.
En reprenant les notations précédentes pour M et M’, on voit que
1 2’+z 24 z2+ya
M'M = |0 1 vty
0 0 1

Il s’ensuit que M est dans le centre de H ssi
r+a2 =2+
242 +ay =2+ 2+ yx'
y+y =y +y
— V(') eR?, zy =y2r' <= z=y=0.

V(' y',2") € R?,

3. Pour montrer que H est un groupe, il est souvent plus facile de prouver que H est un
sous-groupe d’un groupe déja connu.



Pour la derniere équivalence, le sens <= est évident. Pour le sens =, on prend
d’abord ' =0 et 3’ = 1, ce qui donne = 0 puis on prend 2’ =1 et yy' =0,
ce qui donne y = 0.

En conclusion, le centre de H est 'ensemble

; 2€R

OO =
= O W

0
1
0

C Polynémes

Les polynémes sont des objets spectaculairement efficaces car les techniques
disponibles sont trés nombreuses.

e au premier niveau, on peut utiliser les fonctions polynomiales en remplacant *

PIinconnue X par un nombre x. Cela permet de faire des calculs et d’appliquer
tous les théorémes d’analyse.

au second niveau, on peut employer la forme développée du polynéme

n
P =Y a,XF*. Cette écriture est beaucoup utilisée dans les problémes
k=0
linéaires. Comme K[X] est un K-espace vectoriel, toute l’algébre linéaire
s’applique.
on peut utiliser la forme factorisée ; lorsque P est scindé (ce qui est toujours
n

le cas sur C), celui-ci s’écrit P = ¢ [[ (X — Ax) avec les racines \;. Dans
k=1

le cas général des polynémes P € R[X], la factorisation de P peut aussi

faire apparaitre des facteurs irréductibles du second degré (a discriminant

strictement négatif). Cela permet de faire de arithmétique dans K[X].

Exercice 14 : les polynéomes de Tchebychev

1.

2.
3.

Pour n € IN*, montrer qu’il existe un unique polynéme 7, tel que, pour tout
réel 0, on ait

T, (cos 0) = cos(nd).
Pour n € IN*, déterminer le degré et le coefficient dominant de T,.

Pour n > 1, déterminer les racines de T5,.

Indication : pour la premiére question, on peut raisonner par récurrence double
mais il est encore plus élégant d’utiliser la formule de Moivre.

1.

Commencgons par 'unicité. Supposons que T), et P,, soient deux polyndémes
tels que, pour tout § € R, on ait T,(cosf) = P,(cosf) = cos(nf). Comme

4. On notera bien que I'inconnue X n’est pas un nombre et que c’est un non-sens d’écrire
une phrase comme «lorsque X = 1». La formulation correcte consiste a dire qu’« on substitue
la valeur 1 dans ’inconnue ».

I'image de la fonction cos est [—1 ; 1], cela prouve que pour tout t € [—1; 1],
on a T,(t) = P,(t). En particulier le polynéme P, — T,, a une infinité de
racines et donc T;, = P,.

Prouvons maintenant 'existence de T,,. D’apreés la formule de Moivre, il
vient :
cos(nf) = Re[(cos@ +isind)"].

En exploitant la formule du bindme de Newton, il vient :

_ zn: (”) cos™P0 (isin 0)”

(cos@ +isind)"
p=0 p

Les termes de la somme avec p impair font des termes imaginaires purs et
ceux avec p pair font des termes réels. Par conséquent :

cos(nf) = Z <2T]L€) cos kg 2k sin?kg.

0<2k<n

Or i?f = (=1)* et sin?*0 = (1 — cos? §)* donc :
cos(nf) = Z (;{) (—1)% cos™2#9(1 — cos® O)*.
0<2k<n
On constate donc que le polyndéme suivant
T.x)= Y (. )xm2*(x? 1)
" 2k
0<2k<n

vérifie bien T, (cos #) = cos(nd).

. Dans la somme obtenue ci-dessus, chacun des termes

Ur(X) = (%)X" (X2 —1)F

est de degré n donc deg(7),) < n. Par ailleurs, le terme de degré n de Uy, est

égal & ( )X" k(X 2k ( )X”. Par conséquent, le coefficient de degré

n

n de T, est égal a Z (2 i) ce qui vaut 2"~ 1. Comme ce coefficient n’est
0<2k<n

pas nul, T}, est de degré n avec un coefficient dominant égal & 271,

Remarque : savez-vous redémontrer que pour n € IN* on a

n n
= J— 2”71 ‘?
Z <2k> Z <2k 4+ 1)
0<2k+1<n

0<2k<n



_ (k+ D)

3. Considérons les nombres t;, = 5 pour 0 < k£ < n — 1. Ces nombres
n

vérifient :
e D<tp <t < - <th_1<m;
e cos(nty) = cos(lm + g) =0.

Comme la fonction cos est strictement décroissante sur [0 ; 7], les nombres
cos(tx) sont distincts les uns des autres. Par ailleurs on obtient

T, (cos(ty)) = cos(nty) = 0.

Nous venons de trouver n racines distinctes de T;,. Comme T, est de degré n,
il n’a aucune autre racine. Les racines de 7T,, sont donc exactement les
nombres cos(t) pour 0 < k < n — 1.

Remarque : ayant calculé le coefficient dominant et les racines de T,, on
peut le factoriser :

To(X) = 2"—1:]:[; [X —COS(WH

Exercice 15 :
dimension ?

L’ensemble C,[X] est un R-espace vectoriel. Quelle est sa

n
Pour P € C,[X], écrivons P = Zaka avec (ag,...,a,) € C""!. Chaque

k=0
coefficient peut étre décomposé avec partie réelle et partie imaginaire. Posons

A = Re(ar) et pp =Im(ag).

Il vient

n n
P=Q+iR avec QzZAkaEIRn[X] et R:Zukaean[X].
k=0 k=0

Ainsi tout polyndéme (de degré inférieur ou égal a n) & coefficients complexes est

décomposable avec sa partie réelle et sa partie imaginaire, qui sont des polynémes

a coeflicients réels de degrés inférieurs ou égaux a n. On peut noter ) = Re(P) et

R =Im(P).

Remarque : ceci n'est pas demandé dans cet exercice mais on peut remarquer
. n

qu’on définit ainsi le polynome conjugué P = Q —iR = Y @y X* qui a les mémes

k=0
propriétés que le conjugué dans C (conjugué d’une somme, conjugué d’un produit).

R,[X] x Rp[X] — C,[X]
(Q,R) — Q+1iR
C.1X] — R,u[X]xR,[X]
P — (Re(P),Im(P))
Par conséquent, ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels et donc

dim C,,[X] = dim(R,,[X] x R,[X]) = 2dim R, [X] = 2n + 2.

L’application ® : { est manifestement linéaire.

Elle est bijective et sa réciproque est ¥ :

Remarque: le raisonnement précédente montre qu’une base du R-espace vectoriel
C,[X] est la famille (1, X,..., X" i,iX,...,iX™).

Exercice 16 : Soit P € R[X] un polynéme scindé sur R de degré supérieur ou
égal a 2. Montrer que son dérivé P’ est aussi un polyndme scindé sur R.
Indication : on peut chercher des racines de P’ entre les racines de P puis des
racines communes & P et a P'.

Notons z; < --- < x, les p racines réelles distinctes de P et my,...,m, € IN*
leurs multiplicités. Puisque P est scindé sur R, on sait que son degré n est égal a
my+ -+ my.

1. On applique le théoréme de Rolle sur chaque intervalle [zy ; xg41] pour
1<k < p:lafonction Py est continue, elle est dérivable sur |ay, ; xx41[. De
plus elle vérifie P(xy) = P(xp41). Par conséquent, il existe yx € |ok ; Try1]
tel que P’(yy) = 0. Puisque les intervalles |y, ; xx+1[ sont disjoints, ces p—1
racines de P’ sont distinctes.

2. Si z}, est une racine multiple de P (c¢’est-a-dire avec my > 1), alors on sait
que P(zy) = --- = P Y(x;) = 0 et P(™)(z;) # 0. Par conséquent,
il vient P'(xy) = --- = (P)™=2(z) = 0 et (P)™D(x) # 0. Par
conséquent, xy, est racine de P’ de multiplicité my — 1.

Remarque : c’est encore vrai si my = 1 en convenant qu’'une racine de
multiplicité 0 n’est pas une racine.

3. Nous avons trouvé ci-dessus un certain nombre de racines pour P’ : p — 1
racines y et (comptées avec multiplicités) : (m1 — 1) + --- + (m, — 1)
racines z;. Nous avons donc trouvé en tout (comptées avec multiplicité)
mi1+---+my—p+p—1=n—1racines réelles pour P’. Comme par ailleurs
deg(P') = n—1 > 1, on sait que P’ a au plus n — 1 racines réelles. Par
conséquent, P’ posséde exactement n — 1 racines réelles. Il est donc bien
scindé sur R.

Exercice 17 : Soit P un polynéme de R[X]. On souhaite prouver que
VreR, P(x)>0 <= 3JA,BeR[X], P=A>+DB

1. Traiter le cas ou P est scindé sur R.



2. Traiter le cas ou P n’a aucune racine réelle.

3. Traiter le cas général.

Indications : pour la premiére question, regarder les multiplicités des racines
réelles ; pour la seconde question, utiliser le fait que les racines complexes sont
conjuguées entre elles.

L’équivalence étant triviale si P est constant, on supposera que deg(P) > 1.
On commence par remarquer que l'implication de droite a gauche est évidente.
Dans toute la suite, supposons que le polyndme P vérifie Vo € R, P(x) > 0.

1. Supposons que P est scindé sur R. Alors P se factorise

p
P=c]J(x =)~
j=1

avec Ay < --- < A, les racines distinctes de P et a1,...,a, € IN*. Fixons
k € [1;p]. En mettant & part le terme (X — \;)* dans le produit, on écrit
P = (X — M)*Q avec Q € R[X] tel que Q(A;) # 0. Pour x > Ay, il vient
(x — Ap)® > 0 et donc Q(z) > 0 puisque P(x) > 0. Par continuité de @ en
Ak, on obtient Q(\g) > 0 et donc Q(A;) > 0. Toujours par continuité de Q,
on en déduit 'existence d’un réel u < A; tel que @) reste strictement positif
sur tout intervalle [u ; Ag]. Mais alors (z — Ag)®* > 0 pour z € [u; Agx[, ce
qui implique que 'entier «j est pair. Notons oy = 2.

Nous avons prouvé que si P est un polynéme scindé sur R et positif sur R,
alors les multplicités de toutes ses racines sont paires. En regardant la limite
de P en 400, on constate que ¢ > 0. On peut donc écrire

2

ve][(x -

et donc P est un carré.

2. Supposons que P n’a aucune racine réelle. Dans ce cas sa factorisation dans

C[X] s’écrit
= [T(X = m) H X —mr)’
k=1 k=1

avec ¢ € R* le coefficient dominant, y, les racines complexes (non réelles) et

Br € IN*. On rappelle que la multiplicité des racines conjuguées est la méme

(c’est pourquoi on a utilisé le méme exposant 8;). Comme ci-dessus, ¢ > 0.
m

Par ailleurs, on constate que les deux polynémes complexes H(X — ,uk)ﬂ"
k=1

m

et H(X — 7i5)P* sont conjugués I'un de l'autre. On peut donc introduire
k=1

des polynomes réels R, S € R[X] tels que

m

HX pe)* = R+iS et [[(X —m)* =R—iS
k=1 k=1

Mais alors
P =c¢(R+iS)(R—iS) = ¢(R* + 5%) = (VeR)* + (VcS)?

3. Cas général. Soit c le coefficient dominant de P, A\; < --- < A, les racines
réelles de P, aq,...,ap leurs multiplicités et 1,700, .. ., ftm, fm les racines
complexes non réelles de P, de multplicités 51, ..., Bm. On écrit alors

P fToc-ae ) (For - Tlox- )

j=1 k=1 k=1

=P, =P

Comme nous ’avons vu ci-dessus, P, est la somme de deux carrés : écrivons
Py = R*+ 5% avec R, S € R[X]. En particulier, P»(x) > 0 pour tout z € R et
donc Py vérifie lui aussi 'hypotheése de positivité. Avec la premiére question,
Py est un carré : Py = U? avec U € R[X]. Mais alors

P=U?*R*+ 8% = (UR)* + (US)?
ce qui démontre le résultat désiré.

Remarque : L’exemple de P(X) = X? + 1 montre qu'il existe des polynomes
positifs sur R qui ne sont pas le carré d’un polynoéme.

Exercice 18 : Soit P € C[X] un polynéme de degré n > 1. Soit Ay,..., A, les

. p P’
racines de P comptées avec multiplicités. Exprimer - en fonction des Ag.

Soit ¢ € C* le coefficient dominant du polynéme P. La factorisation de P dans

C[X] est donc :
P=c[[(X =)
k=1

La dérivée d’un produit est une somme ou, dans chaque terme de la somme, on
a dérivé un des termes du produit sans toucher aux autres. En appliquant cette
regle de calcul, il vient :

n n J=
P =c (X = X\) =
;é; 1%;£n k ;é;.X’ A

J

J



Par conséquent :
P 1
P Z X -
Jj=1

Remarque: si on considere les racines distinctes qu’on note p1, . . ., y, avec leurs

multiplicités myq, ..., m,, alors, pour chaque racine ug, il y a my termes S
A

. . N 1 -
qui sont égaux a X dans la somme précédente et donc
— Mk

i’zi&.
L

Exercice 19 : Soient n € N et xg, x1,...,x, des réels distincts. On pose :

X —z;
Vk € [0;n Li(X) = — .
[[ ) ]] ) k( ) H Ty — T
1<j<n
Ik
1. Montrer que & = (Log,...,L,) est une base de R, [X]| et préciser les
coordonnées d’un polynéme P dans la base A.
2. En déduire une démonstration du fait que le déterminant de Vandermonde
associé aux nombres xg, x1, ..., T, N'est pas nul.

1. 1l s’agit d’une variation autour des polynémes d’interpolation de Lagrange.
Pour tout k € [0;n], il est clair que deg(Ly) = n et les racines de Lj, sont
les nombres x; avec j € [0;n] \{k}. Par ailleurs Ly (zx) = 1.

Montrons que % est génératrice : soit P € R,,[X]; considérons le polyndme

Q=>_ P(ay)Ly.
k=0

Comme () est une combinaison linéaire des polyndémes Ly, on a bien
Q € R, [X]. Par ailleurs, pour ¢ € [0;n], on a

Q) = 3 Plai) Luay).
k=0

Or, comme nous venons de le remarquer, Ly(z;) vaut 0 pour k # i et 1
pour k = i. Tous les termes de la somme sauf un disparaissent et il reste
Q(z;) = P(x;). Le polynéme P — @ est de degré inférieur ou égal a n et
on vient de lui trouver n + 1 racines distinctes xg,...,x,. C'est donc le

polynéme nul si bien que P = @Q. Cela prouve que P est une combinaison
linéaire de la famille 8. Comme P est quelconque, & est génératrice.
Montrons que 4 est libre : prenons une combinaison linéaire nulle

i)\kLk =0

k=0

et montrons qu’elle est triviale, c’est-a-dire que tous les Ay sont nuls. Pour
chaque i € [0;n], en évaluant I’égalité polynomiale en z;, il vient, d’apres
la valeur de Ly (z;) trouvée précédemment :

0="> MeL(w:) = Ai
k=0

ce qui prouve la liberté de la famille.

Nous avons démontré que % est une base et, dans la premiére partie, nous
avons trouvé les coefficients de la combinaison linéaire de % qui donne P.
Ce sont les coordonnées de P dans £ :

P= Z P(x1)Ly,
k=0

2. Notons ¢ = (1, X, X?,..., X") la base canonique de R,,[X]. D’apres ce que
nous venons de dire, les coordonnées de X7 dans la base % sont les nombres
z] (pour 0 < ¢ < n). Par conséquent, la matrice de passage de la base &
vers la base € est la matrice

2 n
1 =z xg ooz
n
1 = .23% Ty
_ {1 a = xy
V(x07x17"-;xn) - 2 2 2 EMn+1(]R)

2 n
1 =z, =z T,

11 s’agit de la matrice de Vandermonde ® associée aux nombres zg, 1, ..., Tp.

Puisque c’est une matrice de passage, elle est inversible et donc son
déterminant n’est pas nul.

Exercice 20 : Soit P = X(X —1)(X —2)...(X —n) et @ = X" —1. Décomposer

/12 9 . . 1
en éléments simples les fractions rationnelles F' = B et G = 0
Indication : il y a 2 formules pour calculer le coefficient associé a un pole simple.

5. On appelle aussi « matrice de Vandermonde associée aux x; la matrice transposée de
V(zo,z1,...,2n). Il y a ici une petite ambiguité sur le vocabulaire. C’est souvent sans
conséquence puisque ce qui nous intéresse le plus souvent est la valeur du déterminant et vous
savez que le déterminant d’une matrice est égal au déterminant de sa transposée.



On rappelle que si H € C(X) est une fraction rationnelle écrite H = % avec
N, D deux polyndémes premiers entre eux, que A est un pdle simple de la fraction
rationnelle H (i.e. que X est une racine simple de D), alors la partie polaire associée
a A est de la forme e <

§, avec un coefficient ¢ qui peut se calculer par 'une des

deux formules suivantes :
NN _ N

“ RN DO

avec R le polynéme intervenant dans la factorisation D = (X — A)R.

e Pour la fraction rationnelle F', on utilise la formule de gauche. Les poles de F
sont les nombres k € [[0; n] et ils sont tous simples. Le degré de F étant négatif, il
n’y a pas de partie entiere. Par conséquent, la décomposition en éléments simples
de F est de la forme

~ c 1
F = =
ZX—k avec ¢k NG
k=0 0<i<n
itk

On peut écrire :

k—1 n—k
i — L= T =)= [T x [T=3) = (1" kit = !

N
Il
~
T
_
<
Il
—_
<
Il
—_

et donc ¢ = (71)”*’“% (:) d’ot finalement :

Cqye & (CDR(T
F:(nll) kz:% X—(lf)

e Les poles de G =

X 1 sont les racines n-émes de 'unité, c’est-a-dire les

nombres z, = €**7/" pour k € [0;n — 1]. De plus tous ces poles sont simples.
Comme la partie entiére est nulle, la décomposition en éléments simples sera donc

de la forme : )
ag
G = .

On utilise la seconde formule rappelée ci-dessus pour calculer les coefficients ay.
La dérivée de X™ — 1 étant n X", il vient :

1 1 ) n
ap = ——3 = —2z; puisque z; =1
nz, n
Finalement :
-1 i /1
1 n e?zkﬂ/n
G=-—

n X _ e2ikn/n’
0

Exercice 21 (%) : Soit P € C[X] un polynéme de degré n > 2. On note D
I’ensemble des nombres complexes de module inférieur ou égal a 1. On suppose
que toutes les racines de P sont dans D. Montrer que toutes les racines de son
dérivé P’ sont dans D.

Soit z une racine de P’. On veut montrer que |z| < 1. Si z est une racine de P, on
sait déja que z € D. On suppose maintenant que P(z) # 0. Notons Aq,..., A, les
racines de P répétées selon leurs multiplicités. D’apres le résultat de I'exercice 18,

on peut écrire :
P/(Z) n 1 n = *Tk
O = = —_— —_—
P(z) ;Z—Ak ;|z—/\k|2

En conjuguant cette égalité et en isolant z au numérateur, il vient :

n n

1 N
Zz|zka|2 *prm?

k=1 k=1

n

Comme le nombre s = ) PEEwE est strictement positif, en passant au module,
k=117~ "k
on obtient :

S vl

k=1

En utilisant I'inégalité triangulaire puis le fait que les A\, appartiennent a D, il

vient :
n n

| Akl 1
FIERS < =5
d Z|Z_/\k|2 Z|Z—)\k|2

k=1 k=1

En simplifiant par s > 0, on obtient la conclusion voulue : |z| < 1.

D Espaces vectoriels

La puissance de ’algébre linéaire n’est plus a démontrer. Elle est omniprésente en
Mathématiques et dans toutes les autres sciences. Nous verrons en deuxiéme année,
avec le calcul différentiel, pourquoi elle intervient, méme pour gérer des problémes
qui n’ont pas air linéaires a priori. Dans le programme de MPSI, on peut séparer
les aspects géométriques (vecteurs, sous-espaces vectoriels, applications linéaires)
et les aspects matriciels. Cette premiére série d’exercices s’intéresse aux aspects
géométriques.

Exercice 22 : Dans R?, considérons v; = (2,3,—1), v, = (1,-1,-2),
wy = (3,7,0) et wa = (5,0, —7). Montrer que Vect(vy,v2) = Vect(wy, ws).
Indication : quel est le sens de la notation Vect(...) ¢



e On constate que

2’01 — V2 = W1
U1 + 3’[12 = W2

Cela prouve que le sous-espace vectoriel Vect(vi,vy) contient les deux
vecteurs wy,ws. Or Vect(wy,ws) est le plus petit sous-espace contenant
wi, we et donc Vect(wy, wq) C Vect(vy, va).

e Comme vy et vy ne sont pas colinéaires, dim(Vect(vy,v2)) = 2. De méme
dim(Vect(wy,wz)) = 2. Avec linclusion et ’égalité des dimensions, on
conclut Vect(vy,ve) = Vect(wy, ws).

Remarque : ce petit exercice est tout simple mais il faut maitriser les deux idées
qu’il contient :

e pour montrer que Vect(uq, ... ,up) est inclus dans un certain sous-espace
vectoriel F', il suffit de prouver que u,,...,u, appartiennent tous a F.

e on peut utiliser les dimensions pour conclure a I’égalité entre deux sous-
espaces vectoriels lorsqu’on a prouvé une inclusion.

Exercice 23 : Soient a1 < as < ag < ay4 des réels. La lettre E désigne ’ensemble
des fonctions réelles, définies sur [a; ; ay], continues sur cet intervalle, et dont les
restrictions & chacun des intervalles [a; ; a; 1] (i € {1,2,3}) sont affines.

Montrer que E est un espace vectoriel et préciser sa dimension.

Pour se faire une intuition des fonctions qui se trouvent dans F, dessinons ’allure
de leurs graphes. Pour cela, il suffit de relier « en ligne droite » les points d’abscisses
a1, as,as,as. Ce sont des cas particuliers de fonctions affines par morceauz. Voici
un exemple :

1. Afin de prouver que E est un R-espace vectoriel, il suffit de prouver que
E est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel F([a; ; aq];R). Tout
d’abord il est clair que la fonction nulle est continue sur [a; ; a4] et qu’elle
est affine sur chaque segment [a; ; a;+1] donc elle appartient & E.

Prenons f et g dans E et A € R. Tout d’abord f + Ag est une fonction
continue sur [a; ; as]. De plus, il existe des coefficients p;, ¢;, pl, ¢; tels que :

; . o f(@) =piz+q
Vie[l;3], Yz€la;ai+i], {g(x):p;x—l—qg

Mais alors :
Vie[1;3], Vaelai;ain], (f+Ag)(x) = (pi+App)x + (¢ + Aq;)

ce qui prouve que f + Ag est affine sur chaque [a; ; a;+1]. Finalement, on a
bien f + Ag € E et E est un sous-espace vectoriel de F([a; ; aq]; R).

2. Soit ¢ : E — R*définiepar  Vf € B, o(f) = (f(a1), f(az), f(as), f(as)).
On vérifie facilement que 'application ¢ est linéaire.
 est injective : si f € Kerp, alors f(a1) = f(a2) = f(as) = f(as) = 0. Sur
chacun des trois intervalles [a; ; a;+1], la fonction f est affine et s’annule aux
deux extrémités. C’est donc la fonction nulle. Cela prouve que Ker ¢ = {0}
et donc ¢ est injective.
 est surjective : soit (y1,%2,y3,%4) € R* quelconque. Pour i € [1;3], il
Dit; + G = Y;
DiGiy1 + qi = Yit1
inconnues d’un systéme de déterminant a; — a; 11 # 0. On définit alors f en
imposant que f(z) vaille p;z + ¢; pour x € [a; ; a;41].

existe des coefficients p;, q; tels que { car p;, q; sont les

Notons que les formules pour deux intervalles voisins [a; ; a;+1] et [a;+1 5 ait2]
coincident au point commun a,41 : la fonction f est continue. Cette fonction
f ainsi définie vérifie clairement ¢(f) = (y1, Y2, Y3, Y4)-

Comme on a exhibé un isomorphisme entre E et R*, on peut affirmer que
dim(E) = dim(R*) = 4.

Exercice 24 : Dans I'espace R", quel est le rang de la famille (yx), <, <o, définie
par: Vke[l:2n], yp=(k+1,k+2,k+3,....,k+n)?

La famille contient les deux vecteurs suivants qui ne sont pas colinéaires :

y1=(2,3,4,...,14n) et y2=(3,4,5,...,24n)

donc le rang de cette famille est supérieur ou égal a 2. Par ailleurs, pour tout
k€ [1;2n], il vient :

ye =k(L,1,...,1)+(1,2,...,n)
ce qui prouve que tous les vecteurs y; appartiennent au sous-espace vectoriel

Vect ((1, 1,...,1),(1,2,... ,n)) qui est de dimension 2. Par conséquent, le rang de
la famille est inférieur ou égal a 2. Finalement, rg(yi, ..., y2n) = 2.



Remarque : pour montrer que le rang d’une famille de vecteurs (ug, ..., u,,) est
inférieur ou égal a r, il suffit de trouver r vecteurs ws, ..., w, tels que tous les u;
soient des combinaisons linéaires des w;. Dans ce raisonnement, rien n’oblige a ce
que les w; soient pris parmi les u;. C’est le cas dans cet exercice ot il était plus facile
d’écrire les y, comme combinaison linéaire de deux vecteurs qui n’appartiennent
pas a la famille (yy).

Exercice 25 : Soit (P,),c une suite de polynémes telle que deg(P,,) = n pour

tout n € IN. Montrer que (P,), c est une base de R[X]. Indication : pour chaque
m € N, raisonner dans R,,,[X], qui est de dimension finie.

On constate que, pour chaque m € N, la famille (FPy,...,P,,) est une famille
échelonnée de I’espace R,,[X]. C’est donc une famille libre de (m + 1) vecteurs en
dimension (m + 1) : c’est une base de R,,[X].

e Toute sous-famille finie de la famille (P,), . est comprise dans une sous-
famille de la forme (P,..., Py,) pour un certain m. Comme cette derniére
famille est libre, toutes les sous-familles finies de (P, ),y sont libres, ce qui
prouve que la famille infinie (P,),, oy est libre.

e Soit @ € R[X] un polyndme quelconque. Prenons m > deg(Q) de sorte
que @ € R,,,[X]. Comme (Fy,..., Py) est une base de R,,,[X], il existe des
coeflicients réels Ag, ..., A\, tels que Q@ = A\gPy+ - - - + A\ P En particulier,
@ est une combinaison linéaire de la famille infinie (P,) Cela prouve
que cette famille est génératrice.

neN"

La famille infinie (P,), oy est libre et génératrice : c’est une base de R[X].

Remarque : une famille infinie de vecteurs (uy,)n,en indexée par IN est libre ssi
pour chaque m € N, la sous-famille finie (ug, u1,...,un) est libre.

Exercice 26 : Soit F un espace vectoriel de dimension n. Considérons F' et G
deux sous-espaces de E.

1. Montrer que si dim F' + dim G > n, alors F N G # {0}.

2. Si F et G sont deux hyperplans, préciser selon le cas la dimension de leur
intersection.

1. D’apres la formule de Grassmann, il vient :
dim(FNG) =dim F +dim G — dim(F + G).

Or (F + G) C E donc dim(F + G) < n alors que dim F' + dim G > n. Cela
prouve que dim(F N G) > 0 et donc F'NG # {0}.

2. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Un hyperplan de E est un sous-
espace vectoriel F' de E tel que dim(F) =n — 1.

e Premier cas : F = G. Alors clairement F NG = = G et donc
dim(FNG)=n—1.

e Deuxieme cas : F' # G. Si nous avions G C F, vu que dim F' = dim G,
nous aurions F' = G. Ce n’est pas vrai donc G contient un vecteur u
qui n’appartient pas a F. Alors F' + G est un sous-espace vectoriel de
FE qui contient strictement F'. Il est donc de dimension strictement
plus grande que n — 1, c’est-a-dire qu’il est de dimension n. Bref, c’est
FE lui-méme! Ainsi, F' + G = E. D’apres la formule de Grassmann, il
en résulte :

dim(FNG) =dim F+dimG—dim(F+G)=(n—1)+(n—1)—n=n-2.

En conclusion, si F' et G sont deux hyperplans de F, alors

—1 siF=
dm(FnG) ="t sSiE=0
n—2 siF#G
Exercice 27 : Soit F un K-ev de dimension finie et f,g € L(E). Montrer que
Irg(f) —rg(9)l < re(f +9) <18(f) +r8(9)-

Démontrons tout d’abord l'inclusion Im(f + ¢g) C (Im f 4+ Im g). En effet, pour
y € Im(f + g), il existe € E tel que y = (f + g)(z). Mais alors

= f(z) + g(z)
—~ ~~
€lm f €lmg

d’ou l'inclusion annoncée.

Remarque : Il n’y a pas égalité en général, comme le prouve 'exemple f = Idg,
g=—1Idg. Alors Im f =Img = F et Im(f + g) = {0g}.

De linclusion, nous déduisons, en passant aux dimensions (et en utilisant la
formule de Grassmann) :

rg(f +g) < dim(Im f +Im g) = rg(f) +rg(g) — dim(Im f NTm g) < rg(f) +18(9)

Cela démontre 'inégalité de droite. Pour obtenir celle de gauche, appliquons celle
de droite aux endomorphismes f + g et —g. En notant que Im(—g) = Im g et donc
rg(—g) = rg(g), on obtient :

rg(f) =1g(f+9—g) <re(f+9) +rg(—g) =rg(f +g) +relg)

d'ou  rg(f) —rg(g) <rg(f +9).
Par symétrie, on obtient également rg(g) —rg(f) < rg(f +9)
et donc finalement :  |rg(f) —rg(g)| < rg(f + g)-



R,.[X] — R,[X]
P(X) — PX+1)-P(X)
Montrer que l'application A est linéaire. Déterminer Ker A puis Im A.

Exercice 28 : Soient n € IN et A : {

1. Pour P,Q € R,,[X] et A € R, il vient :

AP+ 2Q) =[P+ AQ|(X +1)— [P+ XQ](X)
=[P(X+1)+2QX +1)]—[P(X)+ 2Q(X)]
=[P(X +1) - P(X)]+ AMQ(X +1) — Q(X)]
= A(P) + M\A(Q)

donc A est une application linéaire.

2. Si P € Ker A, alors P(X +1) = P(X). Par une récurrence immédiate, on en
déduit que, pour tout n € IN, on a P(n) = P(0). Cela prouve que le polynéme
P(X)— P(0) s’annule sur I’ensemble infini IN. C’est donc le polynéme nul ce
qui prouve que P est un polyndme constant. Inversement, il est clair que si
P est constant, alors A(P) = 0.

Finalement, Ker A est ’ensemble des polynémes constants : A(P) = Ro[X].
D’apreés le théoréme du rang, dim(Im A)+dim(Ker A) = dim R,,[X] = n+1.
Or dim(Ker A) = dim(Ro[X]) = 1 et donc dim(Im A) = n.
Par ailleurs, pour P = ag+ - -+ a, X" € R, [X], il vient :

i
L

AP) = an [(X +1)" = X" + 3 o [(X + 1) - x*

0

B
Il

de degré<n

Le développement du bindéme de Newton de (X + 1)" donne un terme de
degré n égal & X™. Cela prouve que les termes de degré n de P(X 4+ 1) et de
P(X) se compensent exactement si bien que deg(A(P)) < n. Il en résulte
I'inclusion suivante : Im(A) C R,,_1[X].

Or dim(ImA) = n = dim(R,,_1x]) ce qui permet finalement d’affirmer
Im(A) = R,,—1[X]. En conclusion :

Ker(A) = Ro[X] et Im(A) = R,,—1[X].

Exercice 29 : Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f,g deux
endomorphismes de E. Montrer que : dim Ker(g o f) < dim Ker f + dim Ker g.
Indication : utiliser la restriction de g a Im f.

Posons I =Im f et appliquons le théoreme du rang a I'application linéaire g|; :

dim I = dimKer (g|;) + dim (Im g|;) .

Or Ker (g|;) =INnKerg et Im(g|;) = g(I) =Im(go f). Nous obtenons donc :
dim(Im f) = dim (I NKer g) + dimIm(g o f).
Appliquons également le théoréme du rang a f :
dim(Im f) = dim F — dim(Ker f).

En combinant ces deux relations, il vient :

dim F — dim(Ker f) = dim(Im f N Ker g) + dim Im(g o f)
soit encore :

dim F — dimIm(g o f) = dim(Ker f) + dim(Im f N Ker g).
Une derniere application du théoreme du rang a g o f nous permet de conclure :

dim Ker(g o f) = dim(Ker f) 4+ dim(Im f N Ker g) < dim(Ker f) + dim(Ker g).

Exercice 30 : Soient F un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et f un
endomorphisme de F. Pour tout p € IN, on pose

I, =Im f? et N, = Ker f?.
1. Montrer que (Ip)pen est décroissante pour l'inclusion et que (Np)pen est
croissante.
2. Montrer qu’il existe s € IN tel que I511 = Is. Montrer que N1 = Ng.

3. Soit 7 le plus petit des entiers s considérés a la question précédente. Pour
s > r, montrer que I, = I,. et Ny = N,.

4. Montrer que I, et N, sont supplémentaires.

5. Montrer qu’il n’existe pas d’endomorphisme f € L(R[X]) tel que, pour tout
P € R[X], on ait fo f(P)=PFP.

Indication : les deux parties de la question 2 ne sont pas indépendantes. On rappelle
que fP désigne fo fo---of (p fois).

1. Pour p € IN, nous souhaitons prouver que I,y C I, et N, C Npiq.
e Prenons y € I,41. Il existe € E tel que y = fP(x). Mais alors
y = fP(f(x)) et donc y € I,,.
e Prenons z € N,. Alors fP(x) = 0g. Mais alors

fri(z) = f(f7(x)) = f(0) = Op

et donc x € Npi1.



2. La suite définie par i, = dim(J,) est une suite décroissante d’entiers naturels.

Elle ne peut donc pas étre strictement décroissante. Il existe donc un entier
s € IN tel que i541 = i5. Mais alors,

IS+1 C Is et dlm([g) = dim([s+1) d’ou IS = IS+1.

D’apres le théoreme du rang, il vient :

dim Ng41 =n —dim I44; = n —dim Iy = dim N;.
Comme par ailleurs on a l'inclusion Ny C Ny, on conclut Ny = Ny 1.
Remarque : dans la deuxiéme partie de la question, il s’agissait bien de
montrer que Ng11 = Ng pour le méme s que celui qui a donné I, = I;.
. D’apres la question précédente, on a I, = I,.41 et N, = N,.41.
Nous prouvons maintenant par récurrence sur s que, pour s > r,ona Iy = I,..
L’initialisation & s = r est évidente. Supposons la propriété prouvée a un
certain rang s > r et prouvons-la au rang s + 1. Par décroissance de la suite
(Ip)pE]N7 il vient I;4+1 C I,. Prenons maintenant y € I, et montrons que
Yy € IS+1.
Comme I, = I,;1, il existe # € F tel que y = f"(z) = f(f"(z)). Or
fr(x) € I, et I, = I, donc il existe w € E tel que f"(z) = f*(w). Il vient
alors

y=f(f"(x) = [(f*(w)) = [+ (w)

et c’est ce qu’on voulait prouver pour achever la récurrence.

Pour s > r, nous savons d’une part que N, C N, (par croissance) et d’autre
part, grace au théoréme du rang :

dimN;, =n—dimI, =n —dimI, = dim N,
d’ou finalement Ny = N,..
. Prenons y € N, N I,.. Il existe alors © € F tel que y = f"(x). Mais alors
@)= fr(f(2) = f(y) = 0p

d’out & € Na,.. Or d’apres la question précédente, Ny, = N,. et donc x € N,..
Autrement dit y = f"(z) = 0g.

Nous avons prouvé que N, NI, = {Og}. D’aprés la formule de Grassmann
et le théoreme du rang, il vient :

dim(l, + N,.) = dim I, + dim N,. — dim(Z, N N,;.)
= dimIm(f") 4+ dim Ker(f") = dim E

si bien que I, + N, = E.
Cela prouve que I, et N, sont supplémentaires dans F.

5. Notons d lendomorphisme de R[X] défini par VP € R[X], d(P) = P’.
Supposons par l'absurde qu’il existe f € L(R[X]) tel que f o f = d. Soit
n € IN*. Pour P € R[X], on sait que P = 0 <= deg(P) < n, ce qui
revient & dire que Ker(d™) = R,,—1[X]. On obtient donc :

R, 1[X] = Ker(f*") c Ker(f***) c Ker(f*"*?) = R,,[X].
Or dim(R,[X]) =n+1 et dim(R,_1[X]) = n d’ou
n = dim(Ker(f?")) < dim(Ker(f?"*)) < dim(Ker(f?"*?)) = n + 1.

Il est impossible que les deux inégalités soient strictes. On a donc
dim(Ker(f?")) = dim(Ker(f?"*1)) ou dim(Ker(f?"*1)) = dim(Ker(f?"+2)).
L’inclusion des sous-espaces et 1’égalité des dimensions impliquant 1’égalité
des sous-espaces, on peut conclure que Ker(f?") = Ker(f?"*!) ou bien que
Ker(f27+1) = Ker(f?"*+2). D’aprés la troisieme question, on en déduit que,
pour tout p > 2n + 2, Ker(f?) = Ker(f?"*?). Le cas p = 2n + 4 donne
alors R, [X] = Ry,+1[X], ce qui est absurde. Cette contradiction prouve qu’il
n’existe aucun endomorphisme de R[X] dont le carré soit la dérivation.

Exercice 31 : Soit E un K-espace vectoriel. Soit f € L(F). On suppose que,
pour tout € E\{0g}, il existe un scalaire A\(z) € K tel que f(z) = A(z) - z.

1. Montrer que, pour chaque z € E\{0g}, le scalaire A(z) dont il est question
ci-dessus est unique.

2. Montrer que f est une homothétie.

Indication : cela revient a démontrer que

On pourra le démontrer en distinguant deux cas selon que la famille (z,y) est libre
ou non.

1. Soit x € EN{Og} et A\, € K tels que f(x) = Az = px. On veut montrer
que A = u. En effet, il vient :

05 = f(a) = f(2) = Ae — pa = (A - ).

Or nous savons que le produit d’un scalaire par un vecteur est nul ssi le
scalaire est nul ou que le vecteur est nul. Comme ici x # Og, on peut en
déduire A — p = 0, c’est-a-dire A = p.

2. e Supposons tout d’abord que les deux vecteurs non nuls x, y sont colinéaires.
Il existe alors o € K* tel que y = ax. Mais alors

Ay) -y = f(y) = flaz) = af(z) = aA(z) - 2 = A(z)[az] = A(z) -y
Par unicité de A(y), on en déduit A(z) = A(y).



e Supposons maintenant que (x,y) est libre. On peut alors écrire :

Mr+y) (+y)=fl+y) =f@)+fly) =A2) 2+ Ay) -y
On en déduit :

Mo +y) =A@z + [Aa+9) = 2wy = 05

On a trouvé une combinaison linéaire nulle de la famille (z,y). Comme la
famille (x,y) est libre, cette combinaison linéaire est triviale, c’est-a-dire :

Az +y) = AMz) =AMz +y) = A(y) =0

et donc A\(z) = Az +y) = A\(y).
e Conclusion : notons A le nombre A\(z), qui est indépendant de z. On a donc

Ve e EN{0}, f(z)= Az

Cette égalité reste évidemment vraie pour x = Og donc f = Aldg : clest
une homothétie.

Exercice 32 : Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.

1. Soit f € L(E) un endomorphisme qui n’est pas une homothétie. En utilisant
lexercice précédent, montrer qu’il existe une base Z = (ey,...,e,) de E
telle que es = f(eq).

2. En déduire les f € L(E) tels que Vg € L(E), fog=go f.

1. En utilisant la contraposée de ’exercice précédent, on sait que, si f n’est
pas une homothétie, il existe un vecteur e; € E tel que (e1, f(ey1)) soit libre.
Posons es = f(ep). Puisque (e1,es2) est libre, par le théoréme de la base
incompléte, il existe des vecteurs es,..., e, tels que (eg,...,e,) soit une
base de E. Cette base vérifie bien ey = f(e1).

2. Si f=MAldg, alors fog= Ag et go f = Ag si bien que fog=go f pour

tout g € L(E).
Inversement, supposons que f € L(E) n’est pas une homothétie. Soit
P# = (e1,ea,...,e,) la base obtenue a la question précédente. D’apres le
théoreme de définition d’une application linéaire sur une base, il existe une
unique application linéaire g € L(FE) telle que

glea) =er et gler) =gles) =---=glen) =0.
Avec cet endomorphisme g, il vient :
fogler) =f(0)=0 et gof(er) = gle2) =e1.

Par conséquent, fog# go f.
En conclusion, les f € L(F) qui commutent avec tous les g € L(F) sont les
homothéties.

Exercice 33 : Soit E un KK-espace vectoriel de dimension n. On dit que f € L(E)
est nilpotent lorsqu’il existe un entier ¢ € IN* tel que f? = 0. On appelle indice
de nilpotence de f le plus petit entier ¢ tel que f? = 0. Soit f € L(E) un
endomorphisme nilpotent. Notons p son indice de nilpotence.

Montrer qu’il existe x € F tel que la famille (w, f(@), f4(z),..., fp’l(:c)) soit libre.
En déduire que f = 0.

Puisque fP~! # 0, il existe un vecteur x € E tel que fP~!(z) # 0. Montrons
alors que la famille (z, f(z), ..., fP~1(x)) est libre. Pour cela, prenons des scalaires
Aoy -5 Ap—1 € K tels que Aoz +- - -+ A,—1 fP7!(z) = 0. En appliquant fP~! a cette
égalité, on obtient la nouvelle égalité Ao fP~1(z)+ A1 fP(x)+- - -+ Ap_1 [P~ 2(x) = 0.
Or, pour k > p, f* = 0. Nous obtenons donc \gfP~!(x) = 0 et donc \g = 0.

En appliquant f?~2 & la relation de départ, il vient alors Ao fP~2(x) + A1 fP~1(x) et
donc \; = 0 puisque \g = 0 et fP~1(z) # 0. On procéde de méme pour prouver que
tous les coefficients Ao, ..., Ap,—1 sont nuls. Puisque la seule combinaison linéaire
nulle de (z, f(z),..., fP"}(x)) est la combinaison linéaire triviale, on voit que
cette famille est libre. Comme les familles libres ont toujours moins de n vecteurs,
il vient p < n et donc f* = 0.

Remarque : On vient de démontrer que l'indice de nilpotence d’un endomor-
phisme nilpotent de L(E) est toujours inférieur ou égal a la dimension de E.

E Matrices

Dans un espace de dimension n, on peut introduire une base et associer a chaque
vecteur une collection de n nombres puis, a chaque endomorphisme, une collection
de n? nombres qu’on représente sous la forme d’un tableau. On développe le
calcul matriciel afin qu’il corresponde aux opérations usuelles sur les applications
linéaires. Pour maitriser I'aspect matriciel de ’algébre linéaire, il est crucial de
bien maitriser la correspondance entre matrice et application linéaire. Un conseil
a ce propos : n’en faites jamais ’économie! Prenez le temps dans votre solution
d’introduire une (ou plusieurs) base(s) et d’explicitez quelle matrice correspond a
quelle application linéaire dans quelle(s) base(s).

Exercice 34 : Déterminer ’ensemble des matrices A € M,,(K) telles que, pour
toute matrice M € M,,(K), on ait AM = MA.
Indication : utiliser la base canonique.

Notons E** les matrices de la base canonique : pour (k,f) € [1; n]]2, la. matrice
E* a des zéros partout sauf en position (k,f) ol le coefficient vaut 1. Pour
A e M,(K) et (i,5) € [1;n]? notons A;; le coefficient de A en position (i, 7).
Avec ces notations, il vient :

EF = 653100

L)



ou 0;; désigne le symbole de Kronecker défini par

1 sit=j
bij = o
0 sii#j
Soit A une matrice qui commute avec toutes les matrices. Pour 4,5 € [1;n], il
vient :

n n
(AEkl)ij = ZA”E:_CJI = Aik(sjl et (EklA)ij = ZEZICTZA” = 5ikAlj

r=1 r=1
Comme A commute avec EF!| ces coefficients sont toujours égaux. Prenons tout
d’abord i # k mais j = [. Il vient :

Aikéjj = 5ikAjj et donc A;, =0.

Cela montre que A est une matrice diagonale.
Prenons maintenant ¢ = k et j = [. Il vient :

Aiidj; = 0i;A;; et donc Ay = Ajj.

Cela prouve que tous les coefficients diagonaux de A sont égaux et donc A est une
matrice scalaire. Réciproquement, s’il existe A € KK tel que A = A\, alors il est
clair que A commute avec toutes les matrices.

Les seules matrices qui commutent avec toutes les matrices sont les matrices
scalaires.

Remarque : En utilisant la correspondance entre les matrices et les endomor-
phismes, on constate qu’on vient de redémontrer par une autre méthode le résultat
de 'exercice 32.

Exercice 35 : Soit ®, ¥ € L(R,,[X]) définis par
®:P— P(X+1) et U:Pw— P

1. Donner les matrices M, N de ®, ¥ dans la base canonique de R,,[X].
2. En déduire que M est inversible et donner son inverse. IV est-elle inversible ?

Conseil : numéroter les lignes et les colonnes de M € M, +1(R) de 0 d n.

Afin de mieux coller aux notations retenues pour les polynémes, dans cet exercice,
nous numéroterons les lignes et les colonnes des matrices de M,,;1(R) de 0 & n et
non pas de 1 an+ 1.

1. Pour j € [0;n], il vient :

(X)) = (X +1) = i: (Z)X = An (‘Z)X

i=0 =0

puisque <‘7> = 0 lorsque 7 > j. Par définition des coefficients de la matrice
i

d’un endomorphisme dans la base (1, X,..., X™), il vient :

2

V(i,5) € [0;n])*, M, = (‘7>

En d’autres termes, la matrice M contient les coefficients du triangle de
Pascal. Par exemple pour n = 5, il vient :

OO OO O
SO OO =
O OO - N =
OO = W W
O = O =
—_
o

En procédant de méme pour la dérivation, il vient :
vielo;n], W(X')=(X7) =;x/""
ce qui prouve que
V(i,5) € [0;n]?, Nij=70i ;-1

Par exemple pour n = 5, il vient :

01 0 00O
00 2000
000 3 00O
N7000040
000 0 O0 5
00 0 0 O0O

2. 1l est clair que @ est bijective et que ®~! : P — P(X — 1). D’aprés le
cours, cela prouve que la matrice M est inversible et nous permet d’écrire
les coefficients de la matrice M 1. En effet, pour j € [0;n], il vient :

v 00 = (6 -1y = Sy ()= S () ¢

si bien que

V(i) € [05nl®, (M7 = (-1) <j>

7



La matrice M~! ressemble & la matrice M mais avec des signes négatifs
disposés en damier dans la matrice. Par exemple pour n = 5, il vient :

1 -1 1 -1
-2 3 —4 )
1 -3 6 —10
0 1 —4 10
0 0 1 =5
0 0 0 1

SO OO o
=N eoBeNel S

L’endomorphisme W n’est pas bijectif puisque Ker W est ’ensemble des
polyndémes constants et est donc différent de {0}. Cela implique que
la matrice N n’est pas inversible (on peut aussi remarquer que N est
échelonnée : le calcul de son rang est immédiat et il vaut n, ce qui est
strictement inférieur a sa taille n + 1).

Exercice 36 : Soit A € M,,(C) une matrice de rang 1.

1. Montrer qu’il existe une matrice-ligne L € M, (C) et une matrice-colonne

C € M,1(C) telles que A = CL.
. Montrer que A% = Tr(A)A.

. Notons A = [a;;]. Puisque rg(A) = 1, toutes les colonnes de la matrice A

sont colinéaires entre elles. Notons C1,...,C, les colonnes de A. Il existe
donc une colonne C' € M,;,1(C) et des scalaires A1,..., A, € C tels que
M1
Vje[l;n], C;j=A;C. En écrivant C' = | : |, on obtient donc :
Mn

Viell;n], Vie[l;n], aj; =Ny,

Or si on introduit la matrice-ligne L = [A\1 ---  Ay], on constate que C'L
est une matrice de M,,(C) dont le coefficient en position (i,7) n’est autre
que A;u; si bien que A = CL.

NB : on peut calculer le produit dans ’autre sens. Le produit LC est une
matrice de taille 1 x 1. Autrement dit, c¢’est un nombre. Plus précisément

Atpr o Al n
CL=A=| : : et LC =) M.
)\n,ufl e Anﬂn k=1

2. Puisque A = CL, il vient :

A% = CLCL = C(LC)L = (LC)CL = (LC)A

car (LC) est un nombre donc nous pouvons le déplacer dans le produit. Par
ailleurs :

Tr(A) = Tr(CL) = Tr(LC)

d’apres la propriété fondamentale de la trace. Or (LC) est un nombre donc
Tr(LC) = LC et donc finalement :

A? = Tr(A)A.

Remarque : si ces manipulations sur la trace vous troublent, regardez
directement le calcul de la matrice A = C'L et du nombre LC & la fin de la
question précédente. Vous verrez qu’on a bien LC = Tr(A).

Exercice 37 : Une matrice A = (a;;) € M, (R) est dite a diagonale dominante
lorsque :

Vie[l;n], aul > Z|aij|~
J#i
1. Donner un exemple de matrice a diagonale dominante de taille n dont aucun
terme n’est nul.

1
2. Soit A € M,(R) a diagonale dominante et X = | : | € M,1(R) tel que

Ty,
AX = 0. En utilisant un indice k € [1; n] tel que

jax] = max { Jo| 5 j € [1;n] }+

montrer que X = 0.

3. Que peut-on en déduire sur la matrice A7

1. On peut par exemple prendre une matrice dont tous les coefficients hors de
la diagonale valent 1 et les coeflicients diagonaux valent n :

n 1 1

A— 1 n
S
1 1 n

En effet, pour i € [1;n], il vient :

Z\aij|:21:n71<n:|aii|.

J#i J#i



2. Notons que, puisque les |z;| sont en nombre fini, 'un d’entre eux est le plus
grand. Prenons k tel que

|lzk| = Jnax, |z -

Si nous supposons par l'absurde que X # 0, alors il existe un (ou plusieurs)
indice(s) 7 tel(s) que z; # 0 et donc en particulier zy # 0. Puisque AX =0,
sa k-éme coordonnée est nulle, ce qui donne :

0= (AX)k = Zaijj = QprpTk + Zaijj
Jj=1 J#k

et donc, par inégalité triangulaire puis par maximalité de |zg]| :

lark| lzk] = |= Y arjas| <D lawg| ;] < lang] |ox] -

ik ik ik

Le nombre |zy| étant strictement positif, on peut simplifier par lui et il vient :

laxk] < laxg|
i#k
ce qui est contraire a notre hypotheése. Cette contradiction prouve que X est
le vecteur-colonne nul.

3. La matrice A vérifie la propriété :

VX € My (R), AX=0 = X =0

et d’apres le cours, nous savons que cela implique que A est inversible (le
noyau d’un endomorphisme associé & A est réduit a {0}).

Exercice 38 :

1. Une matrice M € M,,(K) est dite triangulaire supérieure stricte lorsqu’elle
est triangulaire supérieure et que tous ses coefficients diagonaux sont nuls.
Montrer que toute matrice triangulaire supérieure stricte est nilpotente.

2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et f € L(E) un
endomorphisme nilpotent d’indice p. Pour k € IN, on définit N = Ker f*.

(a) Montrer que {0} =No C N1 C N2 C---C N, =E.

(b) Pour k € [1;p] et © € Ni, montrer que f(x) € Ni_1.

(¢) En déduire qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est
triangulaire supérieure stricte.

Indication : pour la premiére question, si M est la matrice d’un endomorphisme f
dans une base B = (e1,...,en), dans quel sous-espace se trouve le vecteur f(e;) ?
La notation A C B signifie que A C B mais que A # B.

1.

2.

Soit M = [m;;] une matrice triangulaire supérieure stricte.

Soit # = (e1,...,en) la base canonique de K™ et f € L(K"™) tel que
M%z}t f = M. Notons 0 le n-uplet nul.

Pour j > 2 et tout ¢ > j, on a m;; = 0 et donc f(e;) € Vect(eq,...,ej_1).
Nous convenons de poser e; = 0 pour j < 0. Alors pour tout j € [1;n],
f(e;) € Vect(e; ; i < j—1).

Nous en déduisons par récurrence que

Vk e N*, Vje[l;n], fk(ej)EVect(ei;igjfk).

La propriété est établie pour £ = 1. Supposons le résultat acquis & une
certaine étape k. Alors, pour j € [1;n],

Z )\Z—ei

i<i—k

i ey) = F(fF(e) = f

pour certains scalaires \;

et donc
FEey) = Z Aif(ei)
i<j—k
Chacun de ces f(e;) appartient & Vect(e, ; ¢ < 4 — 1) et donc tous
ces vecteurs f(e;) appartiennent & Vect(ey ; £ < j — k — 1) si bien que
fEi(e;) € Vect(e; ; i < j —k — 1). Cela achéve la récurrence
Pour k = n, il vient

vie[lin], f"(e;) € Vect(e;; i <j—mn)={0}

et donc f™ est lapplication nulle. Par conséquent, M™ = 0 et M est
nilpotente.

(a) Il est clair que Ny = KerIdg = {Og} et N, est le noyau de 'application
nulle, c’est-a-dire N, = E. Si x € Ny, alors

FHH @) = f(f* (@) = f(0) = 0p
et donc & € Nj41. Cela prouve I'inclusion Ny, C Ni41. Il reste a prouver
que ces inclusions sont strictes.
Supposons par l’absurde que pour un certain k € [0;p— 1], on ait
Ny = Ng41. Prenons alors x € E quelconque. Puisque

Op = fP(z) = PP 2)),

il vient fP~*~1(z) € Npyi. Mais comme Njy; = Ny, il vient alors
fP=*=1(z) € Ni et donc

frH ) = fE(PF N (2) = 0p.

Cela étant vrai pour tout x € E, il vient fP~! = 0, ce qui contredit la
minimalité de I'indice de nilpotence p. Cette contradiction prouve que
les inclusions sont strictes.



(b) Pour x € N, il vient :
SN f (@) = fH(x) =0g et donc  f(z) € N1
(¢) Pour k € [1;p], notons dj, la dimension de Nj. D’aprés les inclusions

strictes démontrées précédemment, il vient 0 < d; < .-+ < dp, = n.
Nous construisons une base de E par étapes :

e Prenons tout d’abord une base (eq,...,eq4,) de Nj.

e La famille (eq,...,eq,) est une famille libre de Ny qu’on compléte
en une base (eq,...,eq,) de No.

e ctc

e La famille (e1,...,eq, ;) est une famille libre de N, = E qu’on
compléte en une base B = (ey1,...,e,) de E.

Par construction, chacun des vecteurs de base est dans un certain Ny
(avec k minimal) et son image est dans Nji_; donc son image est
combinaison linéaire des vecteurs précédents de la base. Cela prouve
que, pour tout j € [1;n], f(e;) € Vect(e; ; i < j) et cela montre que
Mémt f est triangulaire supérieure stricte.

On donne les définitions de matrices équivalentes et de matrices semblables. Pour
A, B dans M,,(K), on dit :

e que A et B sont équivalentes lorsqu’il existe deux matrices inversibles P, Q
telles que B = QAP

e que A et B sont semblables lorsqu’il existe une matrice inversible P telle que
B =P l'AP.

On démontre que deux matrices sont équivalentes si, et seulement si, elles ont
le méme rang. L’étude de la relation de similitude (c’est-a-dire le fait que deux
matrices soient semblables) est plus subtile et nous y consacrerons une partie du
cours de deuxieme année.

Exercice 39 : Pour 1 < r < n, on définit la matrice

JT:[IOT g]eMn(]R).

1. Quelles sont les matrices équivalentes a J,. 7

2. Quelles sont les matrices semblables a .J,. 7

1. D’apreés le résultat sur les matrices équivalentes qui a été rappelé en
préambule, les matrices équivalentes a J,. sont toutes les matrices de rang r.

2.

Tout d’abord, supposons que M est semblable & J,.. Il existe donc une matrice
inversible P € GL,(R) telle que M = P~!J.P. D’une part, cela implique
que rg(M) = r mais, d’autre part :

M? =P 'J.PP'J.P=P'J2P=P ' J.P=M.

Inversement, supposons que M est une matrice de rang r telle que M2 = M.
Soit F un R-espace vectoriel de dimension n avec une base %. Soit f
I’endomorphisme de E associé a M dans la base 2. Comme M? = M, il vient
fof = fetdonc f est un projecteur. On sait alors que £ = Im f & Ker f.
Comme dimIm f = rg M = r et dim Ker f = n—r, introduisons (ug,...,u,)
une base de Im f et (u;41,...,u,) une base de Ker f. En recollant une
base de Im f et une base de Ker f, on obtient une base de E si bien que
€ = (U1, Up, Ups1, ..., Uy,) est une base de E. Mais comme f(z) = x
pour tout z € Im f, on obtient :

Vie[l;r], fle;)=e; et Vie[r+1;n], f(e;) =0

si bien que la matrice de f dans la base € est J.. Puisque M et J,. sont
deux matrices du méme endomorphisme f dans deux bases & et €, elles
sont semblables.

En résumé, on a prouvé :

e M est équivalente a J,. si, et seulement si, rg(M) = 7.

e M est semblable & J,. si, et seulement si, rg(M) =7 et M? = M.

Exercice 40 (%) :

1.

Montrer que deux matrices de la base canonique de M, (IK) sont toujours
équivalentes.

. Déterminer & quelle condition deux matrices de la base canonique de M,, (K)

sont semblables.

. Les matrices de la base canonique sont toutes de rang 1. Comme elles ont le

méme rang, elles sont équivalentes entre elles.

. Montrons le résultat suivant :

E% et E* sont semblables si, et seulement si, { 22_

j i # j
[ { k#1

Tout d’abord, si i = j et k # I (ou I'inverse), alors Tr(E¥) = 1 et Tr(E*) =0
(ou linverse). Comme les deux matrices n’ont pas la méme trace, elles ne
sont pas semblables.



Munissons K" de sa base canonique % = (ey,...,e,) et considérons les
endomorphismes f;; tels que NI@fgmt fij = EY, cest-a-dire que f;;(e;) = e; et
fij(ep) =0sip#j.

Pour o € S,, une permutation de [1;n], considérons la famille

€ = (el,...,eh)

rEn

obtenue en permutant les vecteurs de % de sorte que, pour tout j € [1;n],
on ait e; = e/, ()’ c’est-a-dire que le vecteur e; est maintenant en position
o(j) dans la nouvelle famille. La famille € est toujours une base de K™.
Fixons maintenant ¢,j € [1;n] et posons k = o (i), [ = o(j). Alors :

fij(er) = fij(e;) = ei = e,

et pour p # I, fij(e;,) = 0 si bien que l\/ggtf = E¥. Cela prouve que, dés

que nous pouvons trouver une permutation o de [1;n] telle que o(i) = k
et o(j) =1, alors EY et E* représentent le méme endomorphisme f;; dans
deux bases différentes donc elles sont semblables.

Pour terminer la preuve, il nous reste a vérifier que si b —
alors il existe une permutation ¢ envoyant ¢ sur k et j sur [.

]Z{::_]l c’est clair : n’importe quelle permutation envoyant ¢

sur k enverra aussi j sur .

Dans le cas {

k#1’
unions étant disjointes. Puisque Card(A) = Card(B) = n — 2, il y a une
bijection ¢ de A sur B. On compléte cette bijection en posant o(i) = k et
o(j) = l. L’application ainsi construite est une permutation de [1;n] qui
envoie ¢ sur k et j sur [.

Dans le cas { 7 nous écrivons [1;n] = {i,5} UA = {k,l} U B, ces

F Déterminants

L’outil principal pour le calcul des déterminants est le développement par rapport
a une ligne ou a une colonne. Il ne faut toutefois pas oublier les aspects les plus
élémentaires sur les déterminants qui suffisent a conclure dans pas mal de cas :

e Je déterminant est n-linéaire par rapport aux colonnes et aussi par rapport
aux lignes.

e Je déterminant est alterné : dés que deux colonnes sont égales, le déterminant
est nul; plus généralement, dés que la famille des colonnes est liée, le
déterminant est nul (ces remarques sont valables pour les lignes).

e le déterminant sert a savoir si une matrice est inversible, si une famille de
vecteurs est une base, si un endomorphisme est bijectif.

Exercice 41 : Que vaut le déterminant d’un endomorphisme nilpotent ?

Si uP = 0, alors det(u)? = det(uP) = 0 donc det(u) = 0.

NB : nous avions vu dans un exercice précédent qu’un endomorphisme nilpotent
n’est pas bijectif. Mais, avec le calcul que nous venons de faire dans cet exercice,
on constate que det(u) = 0 et donc u n’est pas bijectif (et donc u n’est ni injectif
ni surjectif puisque c’est un endomorphisme en dimension finie). Comme on le
voit, le calcul du déterminant est immédiat et c’est la méthode la plus rapide pour
prouver qu'un endomorphisme nilpotent n’est pas bijectif.

Exercice 42 : Soit (a,b,c) € C? tels que b # c. On note

a ¢ ... c
b a
M = € M, (0C)
.
b b a
a—2 Cc—Zx c—2x

1. Pour z € C, on pose M (z) = b=8 0=

b—z ... b—z a—=x
puis on définit P(z) = det(M (z)).
Montrer que P est un polynéme de degré inférieur ou égal a 1.

2. En déduire la valeur de det(M).

Indication : pour la premiére question, on peut faire des opérations sur les lignes
ou les colonnes pour diminuer le nombre de x dans la matrice.

1. La matrice M (x) est obtenue & partir de la matrice M en retranchant z a
chaque coefficient. Si nous écrivons la matrice N(x) obtenue en retranchant
la premiére colonne de M (z) & toutes les autres colonnes, nous trouvons une
matrice dont les colonnes 2 & n ne contient pas de x :

a—r c—a ... ... c—a
b—x a—-b ¢c—b ... ¢c—b

N(z) = : 0 a-b
: : "~ c—b
b—ux 0 0 a—0»

Imaginons maintenant (sans 1'écrire en détails) le développement de
det(N(x)) par rapport & sa premiére colonne. Nous voyons qu’interviennent



les coefficients de la premiere colonne multipliés par des mineurs. Dans les
mineurs qui interviennent, la premiere colonne a été rayée. Comme cette co-
lonne est la seule qui contienne des x, on voit que les mineurs ne dépendent
pas de z. Quant a eux, les coefficients de la premiere colonne sont des poly-
nomes en x de degré 1. En sommant tout ceci, on obtient donc un polynéme
en x de degré inférieur ou égal a 1.

2. La matrice M (b) est triangulaire supérieure (il y a des b — b = 0 sous la
diagonale). Son déterminant P(b) vaut donc (a — b)"™. La matrice M(c) est
triangulaire inférieure donc P(c) = (a — ¢)™.

3. Comme b # ¢, nous connaissons les valeurs du polynéme P en deux nombres
distincts. Comme ce polynome est de degré 1, cela suffit a le déterminer tota-

Pb)=pb+q=(a—b)"

Pe)=pc+q=(a—c)"

Ce systeme suffit a déterminer les valeurs de p et ¢. En multipliant la pre-

miere équation par c et la seconde équation par b, et en les retranchant, il

vient : ¢q — bg = c(a — b)™ — b(a — ¢)™ d’ou

lement. En effet, nous avons P(z) = px + g et {

cla—0b)" —bla—c)"

det(M) = P(0) = q = -

Exercice 43 : Soient a,b deux nombres complexes tels que a # b. Calculer

a+b ab 0 0
1 a+b ab
Wn=1 o 1 at+b . 0 (déterminant de taille n)
: .. - - ab
0 ... 0 1 a+b

Indication : établir une relation de récurrence double.

1. En développant par rapport a la premiere ligne, il vient :

1 ab 0 0
0 a+b ab 0

Wo=(a+bW,_1—abl0 1 a+b

: . . . ab
0o ... 0 1 a+bd

et donc W,, = (a + b)W,_1 — abW,,_».
2. Nous avons Wi = a + b (matrice 1 x 1) et

a+b ab

W = 1 a+b

‘:(a+b)2—ab:a2+b2+ab.

an—i—l _ bn+1
2 - Notre relation de
a —

récurrence étant d’ordre 2 (elle fait intervenir W,,_; et W,,_o pour calculer
W,), nous devons linitialiser aux rangs 1 et 2. Au rang 1, cela donne

Wi=a+b=

3. On montre par récurrence double que W,, =

a? — b2

—,~ Aurang 2, on trouve (a — b)(a® + b + ab) = a® — b?
aS _ b3

a—b

Montrons maintenant 1'hérédité. D’aprés notre relation de récurrence, on
peut écrire :

donc on a bien Wy =

a — " an—l _ bn—l
W, = W1 —abW,_9 = b —ab
(a+b) L 2= (atb) a—b “ a—b
B a1 4+ a"b — ab™ — bt — a"b + ab™ B qntl — pntl
- a—b - a—b

ce qui acheve la preuve par récurrence.

Exercice 44 (x) : Pour A = [a; j](; jyefin)2 € Mn(R) et S une partie de [1;n]
de cardinal p > 1, on note Ag la matrice de M,,(IK) définie par As = [a; ;¢ j)es?-
On note A}l I'ensemble des matrices A € M,,(R) telles que det(Ags) > 0 pour
toute partie non vide S de [1;n]. Si A € A}, montrer que A~! € A},

Soit A € A;f. Tout d’abord, I'hypothése implique det(A) > 0 donc la matrice A

est inversible et 1

~ det(A)
Soit u € L(R™) 'endomorphisme associé & la matrice A dans la base canonique
B = (e1,...,en). Soit S une partie de [1;n] différente de @ et de [1;n]. Des
développements successifs par rapport aux colonnes dont les numéros ne sont pas
dans S donnent

det(A™1) >0

det(Ag) =det(..., ule;) ,..., e ,...).
B N~ ~—~
quand (€S quand j¢S

Pour aider a mieux comprendre cette propriété, dessinons ce dernier déterminant
dans le cas S = [1;p] (ce choix de S rend le dessin plus facile & comprendre mais
le résultat est identique dans tous les cas) :

0 .0
As
0 - ... 0
dgegt(u(el),...,u(ep),€p+1,...,en): apr11 o Aprip 10 0
0 1
0
ani - Gnp O - 0 1




En appliquant cette formule & A~ :

det((A™hg) =det(..., u ™ (&) ,..., € ,...).
B N—— ~—~
quand (€S quand j¢S

Mais on a la propriété suivante, pour tout endomorphisme v et toute famille de
vecteurs (f1,..., fn) :

det(v(2) - 0(f)) = det(v) det(fi. . f)

si bien que

det((A™)s) = det(u ") det(.., € oo wes) v ) = Geria)

quand i€S quand j¢S

en notant S le complémentaire de S. Par hypothese det(Azg) > 0 et det(A4) > 0
donc det((A™1)g) > 0, ce qui prouve que A~! € A

G Espaces euclidiens

Les espaces euclidiens permettent d’approfondir le lien entre I'algébre linéaire et
la géométrie. Sur ce chapitre, il est donc particulierement important de rappeler
un conseil général : faites des dessins! Il est bien plus intuitif de visualiser
un projecteur orthogonal avec une figure. L’algorithme de Gram-Schmidt vous
paraitra impossible a retenir jusqu’a ce que vous fassiez un dessin pour comprendre
qu’a chaque étape on cherche le projeté orthogonal du nouveau vecteur sur le sous-
espace engendré par les vecteurs précédents. Les dessins dont vous avez besoin ne
sont pas des ceuvres d’art mais des schémas qui guident votre intuition®.

Exercice 45 : Soit %2, (R) l'espace vectoriel des fonctions continues de R dans
R et 2m-périodiques. Pour f, g € Car(R), on pose

2m

(flg) = % F(t)g(t) dt.

0

On rappelle que (-|-) est un produit scalaire sur %5, (R). Pour k& € IN, on pose
¢k x> cos(kx) et s : x> sin(kx).

Montrer que pour tout n € IN*, la famille (co,...,cn, S1,...,5n) est une famille
orthogonale de %5, (R). Est-elle orthonormale ?

On vérifie que les produits scalaires de deux éléments distincts de la famille sont
nuls.

6. Ce conseil n’est pas valable seulement dans les espaces euclidiens! Par exemple la
trigonométrie ne s’apprend qu’a force de dessiner des cercles trigonométriques pour y visualiser
les formules.

e Pour i # j, montrons que (¢;|c;) = 0.

1 2m
(cilej) = ), cos(it) cos(jt) dt
1T eos((i 4 4)0) +eos(i =)0
- 2T 0 2

Puisque 4,j € [0;n] et i # j,il vient i +j > 0 et i — j # 0 donc :

1 [sin((i +4)t)  sin((i —j)t)]*"
(o) = 4 | S E=00]™ g
J =) 0
e Pour i # j, montrons que (s;|s;) = 0.
1 27
(silsj) = o /. sin(it) sin(jt) d¢
1 eos((i = )t) —cos((i 4 )0
2n ), 2

Puisque i,j € [0;n] et i # j, il vient i +j > 0 et i — j # 0 donc :

1 [sin((i —j)t)  sin((i+j)t)]*"
(eley) = o [0 L)
™ 11— 1+ 0
e Pour 4,5 € [1;n], montrons que (s;|c;) = 0.
2m
(sile;) = o ), sin(it) cos(jt) dt
_ L 2T sin((i + 5)t) 4 sin((i — j))t gt
27 o 2
1 cos(i +H)H)1* 1 [
= | =\ — —J)t)de
477{ i+j 1o Ty =0

Le premier crochet est nul. Lorsque i = j, la seconde intégrale est clairement
nulle. Lorsque i # j, on peut écrire :

(e = o [ T,

T 4rm i—j o

Finalement, dans tous les cas possibles, le produit scalaire de deux éléments
différents de la famille est nul. Par conséquent, la famille est orthogonale.
La famille n’est pas orthonormale. En effet :

1 [ 1 (%1 2t 1
Jerl = (erlen) = 5 [ costyar= o [+ A 0
27 Jo 27 Jo 2 2



Remarque

lleill = lls:ll =

: on démontre de méme que |co|| = 1 et que pour i € [1;n],

1 . . .
3 Par conséquent, la famille suivante est orthonormale :

(co,\/icl,...,\/5(:,“\/551,...,\/55”)

Ces familles orthonormales jouent un réle crucial dans la théorie de Fourier qui
permet de décomposer n’importe quel signal périodique comme une superposition
de signaux sinusoidaux.

Exercice 46 : Pour A, B € M,,(R), on pose (A|B) = Tr(‘A B).

1. Montrer que (:|-) est un produit scalaire sur M, (R). Nous noterons ||-|| la
norme euclidienne associée.

2. Montrer que VA € M,(R), |Tr(4)] < v/n 4]
3. Montrer que VA, B e M, (R), ||[AB| < ||4] || B]-

Indication : Pour la troisiéme question, utiliser le produit scalaire canonique de
R™ et l'inégalité de Cauchy-Schwarz associée.

1. e Symétrie.
Pour A, B € M,,(R), il vient :

(BI4) = Te ('BA) = Tr (('BA)) = Tr ('AB) = (4]B).

NB : on n’a pas utilisé la propriété Tr(AB) = Tr(BA).

e Bilinéarité. Par symétrie, il suffit de prouver la linéarité a droite.
Soit A, B,C € M, (R) et A € R. Alors :

(A|IB+XC)=Tr (‘A(B+XC)) =Tr ("AB+ X'AC)

=Tr('AB) + ATr (‘AC) = (A|B) + A (A|C).

e Caractere défini positif.

Pour toute matrice M, notons [M];; le coefficient de M en position
(4,7). Pour A € M, (R), il vient :
n

(Al4) =D ['a4], ZZ [A] [AL; = D> 1AL

j=1 j=11i=1 i=1 j=1

Cette écriture montre clairement que (A|A) est positif. De plus, lorsque
(AJA) = 0, alors tous les termes [A];; sont nuls, ce qui signifie que A
est la matrice nulle.

Ces vérifications prouvent que (+|-) est un produit scalaire sur M,,(R). Pour
A € M, (R), la norme euclidienne de A est :

1Al = > (AL

¥
étant entendu que Z est mis a la place de Z
) (i,5)€[1;n]?

2. Nous constatons que ||I,,|| = +/Tr(I,
Cauchy-Schwarz donne :

= /n. Par conséquent, I'inégalité de

Te(A)| = [(In|A)| < [nl Al = VR || Al

3. Pour A, B € M,,(R), il vient :
n 2
IAB|* = [ABJ;; = > ( [Alir [B]kj>
i,j 4,7 \k=1

Notons < | > le produit scalaire canonique dans R"™ et <<>> la norme euclidienne
associée. Considérons les deux éléments suivants de R :

a=([4];,. .. ([B]1j7"'7[B]nj)

D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz associée a ce produit scalaire, il vient :

(imm ) (ol < () (Z )(Z B]z)

k=1

[A];,) et b=

et donc ||AB|? ii( " ) <z”: B]Z)
=1 j=1 \k=1 =1
(Z > > > 1Bl | =14l IBI?
=1 k=1 j=1¢=1

d’olt on déduit finalement ||AB| < [|A||||B]|-

Exercice 47 : Soit E un espace euclidien et p un projecteur de E. Montrer que
p est un projecteur orthogonal ssi Vo € E, ||p(x)| < ||z .

Indication : pour la réciproque, prendre x € Imp, y € Kerp puis appliquer
Uhypothese auz vecteurs x + ty pour t € R.



Supposons tout d’abord que p est le projecteur orthogonal sur un sous-espace
vectoriel F. Pour z € E, écrivons & = 2’ + 2 avec o’ € F et " € FL. 1l vient
alors p(z) = o'
Puisque 2’ L z”, le théoréme de Pythagore assure que :
2 2 2 2 2
2" = [l2" +2"||” = [|2']|” + l=" | > |||
et donc [lz]| > [|l2'[| = [Ip(x)]|-

Réciproquement suposons que p est le projecteur sur un sous-espace vectoriel F
parallélement & un supplémentaire G et que

Ve e E, |p()ll < [l

On cherche a montrer que F' et G sont orthogonaux. Pour cela, on prend = € F
et y € G et on cherche & montrer que (z]y) = 0.
Pour t € R, considérons

2 2 2
Ft) =llz +tyl” = £ ly” + 2t (aly) + |||
Puisque = = p(x + ty), notre hypotheése assure que, pour tout t € R :
2 2
f@) =z +tyll” = [[=]]” = f(0)

et donc la fonction f atteint son minimum en 0. Puisque f est dérivable, il vient
f(0)=0.0r:
F1(8) =2t iy + 2 (2[y)
et donc
0=f'(0) =2(zly)

et c’est bien ce qu’il fallait démontrer.

1
Exercice 48 : Pour P, € Ry[X], on pose (P|Q) = / P(t)Q(t) dt.

0
Vérifier qu’il s’agit d’un produit scalaire puis orthonormaliser la base canonique
(1, X, X?).

Pour montrer que (:|-) est un produit scalaire, il faut montrer qu'’il s’agit d’une
forme bilinéaire symétrique définie positive.

e Forme bilinéaire : pour tous polynémes P, Q, R et tout scalaire «, il vient :
1
(Pla+ar) = [ P)(QM) +aR(n) di
0

1 1
:/0 P(t)Q(t)dt+a/0 P@)R(t)dt = (P|Q) + « (P|R)

ve qui montre la linéarité a droite. La linéarité a gauche se traite de méme
(ou bien on peut la déduire grace a la symétrie vue ci-dessous).

e symétrique : il est évident que, pour deux polyndémes P et @), on a

1 1
(PIQ) = / P(HQ(t) dt = / QWP dt = (Q|P).

e définie positive : pour P € Ro[X], on a
1
(P|P) :/ P(t)*dt > 0.
0

De plus, si (P|P) = 0, alors la fonction t ~— P(t)? est continue, positive
et d’intégrale nulle sur le segment [0;1]. D’aprés un théoréme du cours
d’intégration, cela impose que P(t)? = 0 pour tout ¢ € [0;1]. On obtient
ainsi une infinité de racines pour le polynéme P et cela impose que P = 0.

Orthonormalisons la base canonique (1, X, X?). Tout d’abord,

1
1)* = / 1dt =1
0
[Uo=1]
C’est un vecteur unitaire.

Construisons le deuxieme vecteur U; de l'orthonormalisée. Pour cela, posons
F = Vect(1). Le projeté orthogonal de X sur F' est donné par :

On pose

pF<X>=<X|1>1:/O tdt:%-

On pose ensuite

1
V1:U1—PF(X):X_§
puis
1 2 1 371
1 2 u” |2 1 1
\% 2:/ (t—) dt:/ uzdu:2{} =— soit ||Vi||=—="
il = (-3 y =1 il = 5
On pose U; = L, c’est-a-dire
IVall

Uy =V3(2X — 1)

Enfin, construisons le dernier vecteur de 'orthonormalisée : U,. Pour cela, posons

G = Vect(1, X) = Vect(Uy, Uy). Le projeté orthogonal de X? sur G est :

1 1
pr(X?) = (Ug|X?) Uo + (U1 |X?) Uy :/ t2dt + 3(2X — 1)/ (2t — 1)t dt
0 0

1 11 1
= 432X 1) |- =X— =
5+ >[2 3} 6



On pose Vo = X2 — X + % Alors

1 2 1
1 4, 1 1 1
Va|? = 2 —t+ - dt:/ -2 -t — | dt= —
Vel /0( +6> 0 T3l gt g 180

1 .
et donc ||Vz| = VA On pose finalement U, = 64/5V5 soit encore

Uy =V5(6X% —6X +1)

L’orthonormalisée de Gram-Schmidt de la base canonique est la base (Up, Uy, Us).

Exercice 49 : Déterminer la valeur du nombre

2m
m = inf (x — acosx — bsinz)? dz.
(a,b)€R2 0

Considérons I’espace vectoriel C des fonctions continues de [0 ; 27] vers R. Nous le
munissons du produit scalaire :

27

Vf,geC, (flg) = f(t)g(t)dt

0

Nous avons vérifié en cours qu’il s’agit bien d’un produit scalaire.

Considérons ensuite le sous-espace vectoriel de dimension 3 : E' = Vect(cos, sin, Id)
et le sous-espace de dimension 2 : F' = Vect(cos, sin).

La quantité m qu’il faut calculer est égale a d(Id, F)?, c’est-a-dire le carré de la
distance du vecteur Id au sous-espace vectoriel F'. Nous savons d’apres le cours
que d(Id, F) = [[Id —pp(Id)|.

Reste donc a déterminer le projeté orthogonal de Id sur F'. Or ici, nous pouvons
constater que :

2 2
1
(cos|sin) = / cos(t) sin(t) dt — / 3 sin(2)dr = 0.
0 0

27

De plus, ||cosH2 = / COSQ(t) dt = 7 et de méme ||sin||2 = m. Par conséquent, en
0

posant :

c=——=cos et s=——=sin

va v

on constate que la famille (¢, s) est une base orthonormée de F'. Par conséquent :

27 27
pir(Id) = (Id|e) ¢ + (Id]s) s = - [ / cos(t) dt] cos += { / Fsin(t) dt} sin
™ LJo ™ LJo

Les deux intégrales ci-dessus se calculent par intégration par partie :

2 2m
/ tcos(t)dt =0 et / tsin(t) dt = =27
0 0

Finalement, pg(Id) = —2sin et donc le nombre recherché est :
2 2m 87T3
m = d(Id, F)? = ||Id +2sin||* = / (t + 2sint)?dt = 5 —Am
0
Exercice 50 : Soit F un espace euclidien et zy un vecteur de E tel que ||| = 1.

On pose F' = Vect(xp).

1. On note pr le projecteur orthogonal sur F' et sp la symétrie orthogonale par
rapport & F. Pour z € E, exprimer pr(z) et sp(x) a 'aide de z et xp.

2. Soit B une base orthonormée. On note (a1, ..., ;) les coordonnées de xg
dans B. Exprimer les matrices de pr et de sp dans la base B.

1. Le vecteur x( forme une base orthonormée de la droite F'. D’apres la formule
pour la projection orthogonale :

pr(z) = (wo|z) 2o
Or le lien entre projection et symétrie nous dit que sp = 2pp —Idg et donc :
sp(x) =2 (xolx) zo —

2. La formule du produit scalaire en base orthonormée permet d’écrire, pour
tout j € [1;n] :

n

pr(e;) = (zole;) o = ajzo = oy Zaiei
i=1

En notant MBat pr = P = [P;;], le coefficient devant e; dans pr(e;) est égal

a P;; et donc

Vi,j S [[1 ; n]]Q, Pij = o0

On en déduit :

22 -1 sij=i
MBat sp=2P—1I,=[Q] avec |Qi =

20005 sij#i




aq
En notant Xy = la. matrice-colonne des coordonnées de zy dans la
(7%
base B, il vient :
o2
ay 109 [e5e7
[eDXe%] a2
MBath = 2 = X() tXO
Qp—10p
2
| On Q1 N A QO —1 (0%
202 —1 20100 2001 iy,
20&20&1 20(2 -1
et MBat Sp = 2
: 200,10,
| 2001 200,00 —1 204% -1

Exercice 51 : On fixe n € N*. Pour P,Q € R,,[X], on pose

(PIQ) = / P() Q(t)

1. Montrer que (-|-) est un produit scalaire sur R, [X].

2. Montrer qu'il existe une famille orthonormale (P, . ..
polynome Py soit de degré k.

, P,) telle que chaque

3. Soit & € [1;n]. Soit ai,...a, les racines de Py qui sont de multiplicité
impaire et situées dans |0 ; 1[. On définit le polyndéme

Q=X—-a1)...(X —ayp)

avec la convention, si P, n’a aucune racine de multiplicité impaire située
dans |0; 1], que @ = 1.

(a) Montrer que t — Py (t)Q(t) garde un signe constant sur [0 ; 1].

(b) En déduire que deg(Q) = k.

(c) Montrer que Py est scindé a racines simples et que toutes ses racines
sont dans ]0 ; 1.

1. e Symétrie. Pour P,Q € R, [X], il vient :

1 1
@QIP) = / QU)P(t) dt = / P(HQ(t) dt = (P|Q)

e Bilinéarité. Par symétrie, il suffit de prouver la linéarité a droite. Pour

P,Q,R € R,[X] et A €R, il vient :

1
(P|Q + \R) = / P(H)[Q(#) + AR()] dt

— /1P(t)Q(t) dt+A/1 P(t)R(t) dt
= (P|Q) + A(P|R)

e Caractere défini positif. Pour P € R,,[X], il vient :
1
(P|P) = / P(t)*dt >0
0

Supposons maintenant que P € R, [X] vérifie (P|P) = 0. Puisque la
fonction t — P(t)? est continue et positive, la nullité de son intégrale
implique :

Vte[0;1], P(t)=0

Deés lors, le polynome P posséde une infinité de racines et donc c’est le
polynéme nul.

Cela prouve que la forme bilinéaire symétrique (-|-) est définie positive.
C’est un produit scalaire.

2. On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la base
canonique (1, X, X2, ..., X") de R,,[X]. Il existe donc une base orthonormée
(Po, ..., Py,) telle que :

Vk € N, Vect(Py, ..., P) = Vect(1, X, ..., X*) = Rp[X]
Cela impose clairement que, pour tout k € [0;n], P, € Ry[X] est donc
deg(Py) < k. De plus si deg(Py) < k, alors
Vect(Po, ..., P;) = Vect(Py, ..., Py_1) + Vect(Pr) C Ry—1[X]
Cela donne k + 1 vecteurs P, ..., Py libres dans un espace de dimension k.
Cette absurdité prouve que deg(Py) = k.

3. (a) Par définition de @, les racines de P,@ sont les mémes que celles de
P, mais celles qui appartiennent & ]0;1[ et avaient une multiplicité
impaire dans P ont maintenant une multiplicité augmentée de 1 dans
P.@Q (donc paire). Par conséquent, toutes les racines de Py qui sont
situées dans ]0 ; 1] sont de multiplicité paire.

Si A est une racine de Py de multiplicité paire 2m, on peut écrire
PLQ = (X — )\)?™S avec S € R[X] tel que S()\) # 0. On obtient ainsi

P)QD) ~ S (=N



ce qui montre que Px@ ne change pas de signe au voisinage de la racine.
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il ne peut changer de signe
qu’au passage d’une racine. Finalement, il ne change pas de signe sur
]0; 1[. Par continuité, il ne change pas non plus de signe sur [0; 1].

(b) Puisque ay,...,a, sont des racines distinctes du polynéme P, il vient
deg(Q) = p < deg(Py) = k. Par labsurde, si nous avions deg(Q) < k,
alors nous aurions

Q € Vect(1,X,..., X" 1) = Vect(Py, ..., Py_1)

Il existerait alors des constantes Ag,..., A\x—1 € R telles que :
k—1 k-1

Q=Y NP; etdonc (QIP)=Y A;j(Pj|P)=0
j=0 j=0

puisque la famille (P, ..., P,) est orthogonale. Cela imposerait donc :

/ PO dt =0

Comme la fonction P,Q) est continue et de signe constant sur [0 ; 1], elle
serait nulle sur [0; 1]. Cela donnerait une infinité de racines pour P,Q
et donc Py@Q = 0. C’est absurde puisque ni Py ni @) ne sont nuls.
Cette absurdité prouve que @ est de degré k (et donc p = k). Comme
Q@ est un diviseur de P, de méme degré que Py, il lui est associé et donc
Py, a les mémes racines que Q avec les mémes multiplicités. Les racines
de Py sont ay,...,a. Elle sont toutes simples et situées dans ]0; 1].

IT Analyse

A Suites et séries

Ecrivons la définition de la phrase « la suite (un), o converge vers le nombre £ » :
Ve >0, dngeN, Vn>=ng, |u,—/

ce qui signifie que, quelle que soit la précision désirée (Ve > 0), il existe un rang
(3ng € IN) a partir duquel (Yn > ng) la suite réalise une approximation de la
limite ¢ & la précision souhaitée (Ju, — €| < €). C’est une trés belle définition qui,
historiquement, a mis beaucoup de temps a étre formalisée. Toutefois pour de
nombreux exercices, on n’utilise pas directement cette définition mais plutét les
théoremes démontrés dans le cours et qui en découlent. Il convient donc de ne
pas se précipiter sur cette définition (sinon le moindre exercice simple devient
plus compliqué) mais il ne faut pas non plus rechigner a l'utiliser en cas de
besoin. Certains exercices plus délicats de la liste ci-dessous nécessite d’utiliser

la définition. Dans ce cas, n’accumulez pas les quantificateurs : ce qu’on veut voir,
c’est votre raisonnement écrit avec des phrases.

Le chapitre sur les séries sera partiellement repris en deuxiéme année. Pour étre
efficace, il est important de bien comprendre la structure de tous les résultats de ce

chapitre : pour étudier une série Y u,, on devrait normalement étudier la suite
n>=0
N
des sommes partielles Sy = > w,. Toutefois, dans I'immense majorité des cas,
n=0
on ne sait pas calculer Sy explicitement” et donc les théorémes du cours ont des
hypothéses qui portent sur le terme général u,, et des conclusions qui portent sur

la série Y u,. L’emploi de ces théorémes a donc pour objectif de vous dispenser
n=0
de manipuler les sommes partielles.

Exercice 52 : Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que la suite
nz
(€"%) >0 converge.

Il s’agit de la suite géométrique de raison e”. On distingue 4 cas :
e Si z est de la forme z = 2ikm avec k € Z, alors ¢ = 1 et donc €™ = 1. La
suite converge vers 1.

e Si Re(z) = 0 mais que z n’est pas de la forme 2ikm avec k € Z, alors on
écrit z = if avec § € R et 0§ # 0[27]. Dans ce cas, le nombre ¢ = €? est un
nombre complexe de module 1 et différent de 1. En supposant par ’absurde
que lim €™ =/, on obtiendrait alors

n—oo
0= lim |q"] =1
n—oo
et en particulier £ # 0. Mais alors, on aurait

anrl Y

q"  n—oo Z

q: :]_

ce qui est contraire a nos hypotheses. Cette contradiction prouve que
(€"*),,>0 est divergente.

e Si Re(z) > 0, alors |e"?| = e"Re(*) — 400, En particulier, la suite

n—roo
nz ) A
(e )7120 n’est pas bornée donc elle ne converge pas.

e SiRe(z) <0, alors |e"*| = e"Re() 5 0 et donc lim e"* = 0.
n—oo

n—oo

3] 2111 nz 31 3 31
En conclusion, la suite (e )n>0 converge si, et seulement si,

Re(z) <0 ou ze€iR\{2ikr; kecZ}

7. a Pexception notable des séries géométriques et des séries télescopiques pour lesquelles on
sait calculer les sommes partielles.



Remarque : pour z € C, on rappelle les formules suivantes :

le*| = eRe) et arg(e®) = Im(z) [27]

Exercice 53 : Pour (a,b) € R?, étudier la convergence de la série de terme général
Up = /N + ayv/n + 1 + by/n + 2. Lorsque la série converge, calculer sa somme.

On remarque que

N|=

i 1 2) i vof3)] e o)

et de méme

Par conséquent :

un=(1+a+b)\/ﬁ+<;a+b>\/lﬁ+(9<n\l/ﬁ>

Afin que u,, tende vers 0, il est nécessaire que 1+ a + b = 0. Si tel est le cas mais

que %a + b # 0, alors u, ~ (%a + b) % qui est de signe constant et est le terme

général d’une série divergente. Par comparaison, E uy, diverge.

n=0

. 1 +a+ b =0 1

En revanche, si la tbh=0 alors u,, = O(W) et donc Zun converge
2 n>0
absolument.
o  f TH+a+b=0 C
En résumé, il y a convergence ssi 1 c’est-a-dire :
5@ —+ b = 0
la série Z u, converge ssia=—2etb=1
n=0

Dans le cas ot a = —2 et b = 1, on peut écrire :

Up =vVn=2Vn+1+Vn+2=Kn-vn+1) - (Vn+1-vn+2)

La série E u, est télescopique et
n>0

N 00
Zun:\/N—l—Q—\/N—Fl—l—)—l donc Zun:—l.
o N—oo

n=0

Exercice 54 : On pose up =0 puis Vn € N,  wu,41 = cos(uy,).
Montrer que (“n)n>0 converge vers l'unique point fixe de la fonction cos dans
I’intervalle [0 ; g]

Indication : utiliser l’inégalité des accroissements finis entre u, et le point fize.

{0 ; g] — R
T — COST — X
tions strictement décroissantes. Elle est donc strictement décroissante. Par

ailleurs, elle est continue. Le théoreme de la bijection s’applique. Comme

1. La fonction ¢ : est la somme de deux fonc-

g(0)=1et g(%) = —g < 0, il existe un unique a € [O; g} tel que g(a) = 0,
c’est-a-dire cosa = a.
On a prouvé que cos possede un unique point fixe dans [O ; g} .

2. Prouvons par récurrence que tous les termes de la suite se trouvent dans
[0;1]. C’est vrai pour n = 0. Supposons que c’est prouvé i un certain rang
n: 0 < u, < 1. Comme cos est décroissante sur [0; 1], on peut en déduire :
cos(1) < cos(uy,) < cos(0) et, en particulier, 0 < up41 < 1. Cela acheve la
récurrence.

3. Pour tout t € [0; 1], il vient :
|cos’ (t)| = sin(t) < sin(1).

Appliquons l'inégalité des accroissements finis a la fonction cos entre u,, et
a qui sont tous deux dans [0;1] :

|tpt1 — al = |cos(uy,) — cos(a)| < sin(1) |u, — al .
On en déduit aussitot par récurrence :
VYneN, |up, —al < (sinl)”|ug — al
Puisque 0 < 1 < 37 il vient 0 < sin(1) < 1 et donc (sin1)” —— 0.

n—oo
Cela prouve que u,, — a.
n—oo

Exercice 55 : On consideére la fonction f définie par :

3

On souhaite étudier la suite définie par la donnée de son premier terme uy € R4
et la relation de récurrence : Vn € N, w11 = f(un)

1. Encadrer la suite (un),,>0-

2. Dans quel cas peut-il exister n € IN tel que u, =17



Dans la suite de I’exercice, on suppose que ug # 1. On cherche maintenant
a démontrer que la suite (u,,), -, est divergente et on raisonne par I’absurde
>
en supposant que lim w, = ¢ pour un certain réel £.
n—oo

3. Montrer que ¢ = 1.
4. Montrer qu’il existe § > 0 tel que Vze[l—0d;1+0] f'(z) < -1

5. Pour n € IN*, on pose d,,

= |up — up—1|. Montrer qu’il existe ng € IN* tel
que, pour n > ng, on ait d,+1 > d,. Conclure.

1—1-% étant définie sur R, il n’y a aucun probléme de
définition pour la suite (un),,- De plus f est décroissante sur [0; +o00o[ et
I'image de [0; 400 par f est l'intervalle |0; 3] si bien que, pour n € IN*, il
vient :

. La fonction f : xz —

Up = f(un—1) €]0;3].
En particulier, la suite (u;),,-, est bornée.

. Lorsque ug = 1, on constate que u; = 1 puis, par une récurrence immédiate :
VnelN, wu,=1.

Comme la fonction f est strictement décroissante et que f(1) = 1, on voit
que, pour x # 1, f(z) # 1. Cela permet de démontrer par une récurrence
facile que

siug #0alors : Yn € N,  w, # 1.

. Supposons par I'absurde que f converge vers un nombre £. Comme la fonction
f est continue, la relation de récurrence un4+1 = f(uy,) passe a la limite et il
vient f(¢) = ¢, c’est-a-dire :

3

On constate que 1 est une solution évidente de cette équation. On peut donc
factoriser par (¢ —1). Il vient :

203 40 —-3=(L—1)(20*> +20+3)

Le discriminant du trinéme (2¢2 + 2¢ + 3) vaut —2 < 0 donc il n’y a pas
d’autre racine réelle que 1. Par conséquent ¢ = 1.

—12x
m et donc f ( )
de la fonction f’, il existe un réel 6 > 0 tel que

7)< 1. (+)

. —4 e e
. Pour z > 0, il vient f'(z) = 5 Par continuité

Vte[l—06:1+4],

5. Puisque nous avons supposé que u,, —— 1, il existe un rang ng tel que
n—oo

Vn = ng, |u,—1] <6 (%)

Par conséquent, pour n > ng, on peut appliquer le théoréme des accroisse-
ments finis entre u,,_1 et u, et on trouve un réel ¢ compris entre u,,_1 et u,
tel que @ upi1 — U = f(un) — flun—1) = f(c)(un — un—1)-

D’aprés (xx) et (x), on trouve donc :

Vn >mng, d,= |un+1 - Un| > |un - un—1| =dp_1.

Comme la suite (dn)n>0 est positive et strictement croissante a partir d'un

certain rang, elle ne peut pas tendre vers 0. Or si nous avions u,, —— ¥,
n—oo

nous aurions d, — 0. Cette contradiction prouve que la suite (un)n>0
n—oo

n’est pas convergente. Comme elle est bornée, elle ne peut pas admettre de
limite infinie si bien que (uy), -, n’a aucune limite.

Etude complémentaire (non demandée) :

Comme f est décroissante, les deux suites extraites (uak)y>o et (Uz2k+1)y5( sont
monotones de sens contraires.

En effet, supposons tout d’abord ug < us. Alors u; = f(ug) = f(u2) = us puis
uz = f(u1) < f(us) = ug. Par une récurrence immédiate, on en déduit :

Vk e N, wuop < Ugpyo et Usppr = Uokys

si bien que (uak),~ est croissante et (ugk41),s, st décroissante. Le raisonnement
= =
est le méme avec des inégalités inversées lorsque ug > us.

Les deux suites extraites (uak);so €t (u2k+1);( sont monotones et bornées par 0
et 3 donc elles convergent respectivement vers deux réels ¢ et £1 qui appartiennent
a [0;3].

Comme la fonction f est continue, en passant la relation wogy1 = f(uor) & la
limite, il vient ¢1 = f(fy) et en passant la relation ugrio = f(uakt1) & la limite,
il vient £g = f(¢1) et donc £y et ¢; sont des points fixes de f o f. Il sont solutions
de I’équation

122% + 1222 + 3
= < — =
F(f@) == 42t + 4z2 + 19

— 4a® — 122 +42° — 12224+ 192 -3 =0

Comme 1 est point fixe de f, c’est aussi un point fixe de f o f si bien que 1 est

une racine évidente de ’équation. On peut factoriser :
4a® — 122 +42® — 122% + 192 — 3 = (x — 1)(4a* — 823 — 42® — 162 + 3).

En s’inspirant de la résolution de f(x) = x, on peut essayer de voir si le trindme
(222 + 2z + 3) divise notre polynéome. C’est effectivement le cas et :

4a® —122* +42® — 122% + 192 — 3 = (. — 1)(22% + 22 + 3)(222 — 62 + 1).
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et

nous avons démontré que les deux suites extraites (usr)iso €t (U2k+1)r>o
= =

. 3EVT

convergent vers des limites égales a

Le dernier trinéme a deux racines réelles qui sont - Finalement,

(la répartition de ces deux limites
entre les deux sous-suites dépend de la valeur de uy).

Exercice 56 : On définit par récurrence la suite (bn)n>0 en posant by = 1 puis
pour n € N, b, 11 = sin(by,).

1. Montrer que b, —— 0.
n—oo

2. Montrer que LI L

2
bn+1 b2 n—oco 3

3. En utilisant le théoreme de Cesaro, déterminer un équivalent de b,,.

1. Puisque 1 < =, la fonction sin est croissante sur [0;1] (et & valeurs dans

[0;1]). Par une récurrence facile, on démontre :
VneN, 0<bn <bn<1.

La suite (b,),, est décroissante et minorée donc elle converge vers une
limite £ € [0 ; 1]. Comme sin est continue, la relation b,; = sin(b,,) passe &
la limite et donne £ = sin(¢). Or pour & > 0, on a sin(z) < z et donc ¢ = 0.
La suite (by),,, converge vers 0.

2. Puisque b, n—>—oo> 0, nous pouvons appliquer le développement limité en 0
de sinz avec x = b,,. Il vient :

b3
bpy1 = sin(b,) = b, — Fn +o(b)

En particulier b, 41 ~b,. Ensuite, on calcule :

by
11 (bn = bast) (b + b)) & (2bn) _1
b?L+1 b% b%bi+1 b;Lz 3

1 1
bgz +1 b2 nooo 3
3. En appliquant le théoreme de Cesaro énoncé a l’exercice précédent avec

et donc

1 Y
Uy, = — et £ = 30 on déduit :

b2
S )t ()
prd k+1 bk n—oo 3 on b% n—oo 3

SM—‘

— 0, on conclut

n— oo

Comme

3=

1 1 C o 3
— —— —  cClest-a-dire b, ~1/—
nb2 n—oo 3 n

Exercice 57 : Soient (an),( €t (bn), >, deux suites de réels strictement positifs

et A, B deux réels strictement posmfs tels que lim a;, = A et lim b = B.
n—oo n—,oo

an + bn
2
Indication : passer au logarithme et faire un développement asymptotique.

Déterminer la limite de la suite définie par u,, = (

Par hypothése lim nln(a,) = In(A). On en déduit le développement asympto-
n—oo

tique
In(A 1 In 1 In(A 1
In(a,) = n(4) + o() et donc a, =e (%) 21 4 In(4) + O()
n n n n

On a évidemment un résultat similaire pour (by),~, et donc :
>

an +bn 1+ In(A) + In(B) N 0(1)
2 2n n

Deés lors :

In(u,) = nln(a”;b”> = "ln<l + W *‘)(i))

_ In(A) Jern(B) +o(l)

En repassant a I’exponentielle, on en déduit :

. In(A)+1In(B)
lim u, =e¢ 2 =VAB

n—roo

Exercice 58 :
1. Montrer que, pour chaque n € IN, ’équation tan z = = possede une unique

solution dans l’intervalle }mr = g s + g . On note x,, cette solution.

2. Donner un équivalent de x,,.
’ . , 5 N 288 1
3. Déterminer un développement asymptotique de z,, a la précision 0(5)'

Indication : une fois que vous avez trouvé un équivalent u, de x,, écrire x, sous
la forme x, = u, + yn puis réinjecter dans ’équation pour obtenir un équivalent
de y,, puis recommencer.

1. Pour n € IN, notons I, :} nmw — E,mrJrf[ La fonction f :z — tanx — x
est dérivable (et donc continue) sur I'intervalle I,,. De plus, pour z € I,,, il
vient :

f'(x) =1+tan’z — 1 = tan’z



ce qui est positive et ne s’annule qu’au point nw. Cela prouve que f est

strictement croissante sur I,,. Enfin

lim (tanz —2) = —o00 et lim  (tanz — ) = 400
z—=(nr—35)+ z—=(nm+3)~

Le théoreme de la bijection s’applique et assure que la fonction f s’annule

en un unique réel de I,,.

2. Par construction, nous avons I’encadrement

T T 1 Ty
- = < — etd 1—-—< — <1+ —
nmw 2 < Ty n7r+2 et donc 2n<n7r< +2n

. T N .
ce qui prouve que — —— 1, c’est-a-dire
nm n—oo

3. Puisque x,, > nm— g, il vient z:,, — 400 et donc tan(z,) —— +oo. La
n— o0

n—oo

suite y,, = x,, — nx vérifie tan(y,) = tan(x,) = x, et y, € }—g Z [ si bien

72

. g
que y, = arctan(z, ). Puisque x,, —— +00, on peut conclure y,, — =+
n— 00 n—oo 2

Cela donne le développement asymptotique suivant de z,, :

xn:mr—l—g—&—o(l)

Posons maintenant z, =y, — g =z, —NT — g Alors :
tan(z,) = t ( +nm 4 7r) L
T, = tan(z,) =tan(z, +nr+ =) =
" " " 2 tan(zy,)

Puisque z, —— 0, il vient tan(z,) ~ z, et donc :
n—oo

-1 -1
N ~T, = ————~—
" tan(zp) 2

c s -1
si bien que z, ~ —— Ou encore :
nm

T 1 (1>
Ty =nm+ - — — +o|—
2 nm n

Exercice 59 : Soit (uy),~; une suite de réels positifs ou nuls. Considérons :
=

(A) Zun converge ; (B) lim nu, =0

n—oo
n=1
A-t-on (A) = (B)? A-t-on (B) = (A) ? Justifiez vos réponses.

Aucune des deux implications n’est vraie.

Donnons un contre-exemple qui montre que (B) # (A). Considérons la suite
(Un),>o définie par

Vn =2, up = ———
" b nln(n)

. s . . " . 1
Cette suite vérifie bien la propriété (B) puisque nu, = — —— 0- Pour-
Inn noco

tant la série Z uy, diverge. En effet, la fonction f : { 2i+ool — R

n>=2
est continue, décroissante et positive. D’apres le théoréme de comparaison

1
t tint

entre séries et intégrales, la série E u, converge si, et seulement si, la suite
n>=1

N
d’intégrales Iy = / converge. Or
2

tint

Iy = [In(In t)];v =In(InN) — In(In 2) oo too

et donc la série Z uy, est divergente si bien que (A) n’est pas vérifiée.
n>=2

Considérons maintenant la suite (uy,),, définie par :
>

w — 1/n  sin est un carré d’entier
" 0 sinon

On constate que nu, ne tend pas vers 0 (elle vaut 1 pour une infinité de

valeurs de n) mais, par contre, les sommes partielles de la série g U, sont
n=1
données par :

v A
N

Il s’agit d’une certaine somme partielle de la série Z — - Puisque cette série
E>1

converge, on en déduit que la suite (Sy) N>1 converge, c’est-a-dire que la série

Z up, converge. L’exemple de cette suite (u,),,, prouve que (4) # (B).

n>1

Exercice 60 : Dans chaque cas, déterminer la nature de la série Y u,, :

n+3 s 1 ch 1 1
= M = S1n — M = S =
un nz + n + 1 9 un 2n bl un \/ﬁ



B (n+2)3 _ 4" —n ~ Inn
n_(n—|—1)(n+3)% T gngopd 7 T 3pd 2
2"n! | n*+3n2+n n?
Uy = i Uup =In ;o Up = —
" opgn 7" nt+2n2 —n+1 B
1 1\"
(pour a > 0 un parameétre) wu, =1 — cos| — i Uup = | cos —
n% n
1. On a l'équivalent u,, = % ~ % Il s’agit d’un équivalent entre suites a

termes positifs donc le théoréme sur les équivalents dans les séries s’applique.
. 1 .. . .
Puisque > = diverge, la série Y w, est divergente.
n>1 n n>1

Pour les cas suivants, le méme raisonnement s’applique. Nous n’en écrivons
que le schéma. Ne pas oublier de bien mentionner la positivité a chaque
application du théoreme sur les équivalents dans les séries.

. 1 1
2. u, = sin (27> ~ o >0: Y u, est convergente.
n>1

1 1
3. u :ch(—)—1~—>0: up est divergente.
n 7 o™ néjl n g
4
2)3 4_,_3 1
4. up = L)?’ ~n3 172 = — >0: Y u, est convergente.
(n+ 1)(n+3)§ noé n>1

B Uy = (4>n>0' > uy, est convergente
T s ot A\ st gente.

6. Ici nous ne donnons pas un équivalent mais juste une comparaison asymp-

totique :
_ Inn _ 1
Un =30 9 =%\ 03 )

Puisque 3 > 0, le théoréme de comparaison (version o) s’applique® et il
permet de conclure que > wu, est convergente.
n>1
nnl

2"n! P e 1e
7. Pour u, = o on peut utiliser I’équivalent de Stirling.

2mn (;) 2mn (2>n
_— = 2mn

8. Soit (an), g et (bn), > deux suites strictement positives telles que an = o(bn) et Y bn
~ z n=0
converge. Alors 0 < an < by, & partir d’un certain rang et donc le théoréme de comparaison pour

lordre usuel assure que > an converge.
n=>0

2 . . , 2
Comme o< 1, on peut introduire un réel k tel que -< k < 1. Alors :
2 n
Uy ~ <kz> V2mn k"
e

D’apres le théoreme des croissances comparées, comme 0 < = < 1, il vient
(&

2 n
lim (> V2mn =0
n—oo \ ke
et donc u, = o(k™). Comme k™ > 0, le théoréme de comparaison (version o)

s’applique et prouve que > wu, converge.
n>1

Toutefois, ’équivalent de Stirling est un résultat difficile & démontrer dont
I’emploi peut paraitre peu excessif. Pour démontrer le résultat sans y avoir
recours, on peut préférer utiliser la régle de d’Alembert qui énonce? que si

. ; . ey J . U 1
une suite (uy), -, de réels strictement positifs vérifie lim 4L — (et que
E n—oo  Un
¢ < 1, alors la série > w, converge. Ici :
n=0

n 1\ " 2
u+1:2(1+> — <1
n

Unp, n—oo €

D’apres la régle de d’Alembert, la série ) w, converge.
n>=1

n* +3n% +n n?+2n—1 1
Uy, = In| ——i——— =In(1l —_— s |~ —= : la série
8. un (n4+2n2n+1 +n4+2n27n+1 n? >0

> u, est convergente.

n>0
9 _n? 1 1 0. p . la séri
Uy = 3 = o\ et o > (. Par comparaison, la série ;Oun est
nz
convergente.
10. Pour a > 0, u,, ~ 55a > 0. D’apres le théoreme sur les équivalents dans les
n

séries (et le résultat sur les séries de Riemann), la série > wu, converge ssi
n>=1

< 1s 1
2a > 1, c’est-a-dire o > 5

11. Pour tout o > 0, u, présente la forme indéterminée « 1°° ». Pour la lever,
on passe au logarithme :

. 1 . 1 1 a2
In(u,) =n ln(cos n) =n 1n(1 ~ 52 + O(7z2>) ~M—

9. La regle de d’Alembert énonce aussi que si £ > 1, alors la série diverge. En revanche, lorsque
¢ =1, la régle de d’Alembert n’énonce rien.




e Si a> 2 alors In(u,) —— —oo donc u,, — 0.

n—roo n—oo

. 1 _
e Si a =2, alors In(u,) — —= donc u, — e~ /2.
n—»00 2

n—oo

e Si0 < a< 2, alors In(u,) — 0 et donc u,, —— 1.
n—oo n—o0

Pour o < 2, la série Y u,, est grossiérement divergente.
n>1

Supposons dorénavant a > 2. Alors :

a—2 a—2

+0(n*?) ~ 5

In(nu,) = 2In(n) + u, = 2In(n) — o

et donc In(u,) —— —oo si bien que n?u, —— 0, cest-a-dire que

1 - 1 PUNRS .
Up = o(—Z). Comme la série ) — converge, le théoreme de comparaison
n n
n>1

assure que Y u, converge.
n>1

B Fonctions usuelles et développements limités

Le calcul asymptotique joue un roéle central dans le programme de deuxiéme
année. Plus largement, une bonne maitrise des techniques asymptotiques (calculs
de limites, développements limités) est indispensable en analyse. Il est donc
particuliérement important de mutiplier les occasions de vous entrainer a pratiquer
ces calculs. Voici quelques conseils :

e essayez de prévoir I'ordre des DL dont vous aurez besoin afin d’éviter les
calculs inutiles.

e ne conservez jamais des termes plus petits qu’un o(...) qui apparait dans la
méme somme : ce ne serait pas cohérent.

e séparez vos calculs avec des étapes intermédiaires pour éviter les expressions
énormes qui ameénent presque toujours a des erreurs de calcul.

e n’oubliez pas que «1°° » est aussi une forme indéterminée. Pour lever cette
indétermination, passez au logarithme.

e n’additionnez jamais deux équivalents, ne passez jamais un équivalent a

DPexponentielle ou au logarithme. Pour faire cela proprement, il faut revenir
4 une écriture avec o(...). A ce propos, rappelons que

Up ~ Uy <= Up = Uy + 0(Vy)

Il y a donc bien un of...) sous-entendu dans un équivalent : c’est I’équivalent
lui-méme qu’il faut mettre dans le of...).

e que faire des constantes numériques ? Dans une somme, on les néglige si
elles sont face a une quantité qui tend vers l'infini; par exemple 2 + n~n.
Au contraire, elles sont prépondérantes si elles sont a c6té d’une quantité
qui tend vers 0; par exemple 3 + = ~ 3. Dans un produit, on ne doit pas

NG

simplifier les constantes numériques; ainsi 2n # n (le quotient vaut 2 et il
ne tend pas vers 1).

e les équivalents passent a n’importe quel exposant fixe; si u,~wv, alors

u% Nvfb et, si les suites sont positives, \/u, ~ \/VU,. En revanche, on ne peut

pas élever un équivalent a une puissance non fixe. Par exemple

1 1 1 1
mais
1\" 1\"
<1+> — e et (1+> — +00
n n—oo \/ﬁ n—oo0

donc, apreés passage a I’exposant n, les deux suites ne sont plus équivalentes.

Exercice 61 : Simplifier les expressions cos(arctanz) et sin(arctanz).
Indication : n’oubliez surtout pas de mentionner l’intervalle ou se situe arctan x.

La fonction arctan est définie sur R puis cos et sin sont définies sur R. Il n’y a
aucun probléme de définition et donc cos(arctan x) et sin(arctanx) sont définis
pour tout z € R.

Posons 6 = arctan x. Par définition de la fonction arctan, on sait que

7E<9<E et tanf = x.

2 2
1
Or T tanZd cos® ) et donc cos? § = T2 et donc cos§ = \/1i+17x? Or|f] < g

et donc cosx > 0. On peut conclure :
1
V1422

Pour le sinus, il suffit d’écrire : sin @ = (cos ) (tan @) soit

cos(arctanz) =

T

Vita?

sin(arctan z) =

Exercice 62 :
1 1
1. Pour z,y € RY et p,q € ]1; +o0] tels que - + i 1, montrer que

Ly

p q

wy <

Indication : fixer y et étudier une fonction de la variable x.



2. En appliquant l'inégalité précédente, démontrer par récurrence l'inégalité Exercice 63 : Déterminer un équivalent de arccos(1 — z) lorsque z tend vers 0.
arithmético-géométrique : pour tous 1, ..., x, des réels positifs,

B La fonction arccos étant définie sur [—1; 1], la quantité arccos(l — x) est définie

n pour z € [0;2]. On cherche donc un équivalent de arccos(l — ) lorsque x tend
vers 0 par valeurs positives. Posons alors § = arccos(1 — z). D’apres le cours sur
arccos, nous savons que :

"wl...xng

1. Notons tout d’abord que :
11 1 » cos@=1—z et 0€(0;n]
—t-=l = g=14+—— = qg=——
Poq p—1 p—1

Par ailleurs, la fonction arccos est continue donc lim+ 6 = arccos(1) = 0. Nous
Fixons un réel y > 0 et considérons la fonction ¢ définie sur [0 ; +oo[ par e0

P p pouvons donc utiliser le développememnt de cos 6 valable lorsque 6 tend vers 0 :
la formule (z) = > + % — zy. Cette fonction est dérivable et, pour tout

: 62 62

z20: , . l—z=cosf=1——+0(6?) etdonc z=—+o0(h?)
O(x) =aP~ —y. 2 2

1

Comme p > 1, la fonction ¢’ est croissante. De plus ¢’ s’annule en zg = yP—1.
Par conséquent, ¢ est décroissante sur [0 ; zo] puis croissante sur [xg ; +00][.
Elle est donc minimale en xg. Or :

ce qui signifie que
62 o
r~— ie. 2x~0
2

On peut passer les équivalents a la racine (en utilisant le fait que z et 6 sont

P
p—1 q 1
o(xo) = L + L yHP*l =y (1 + 1 1) =0. positifs) et on obtient ainsi :
q p q
Cela prouve que la fonction ¢ est positive sur Ry et démontre 'inégalité arccos(l — ) = 0~ +2x

annonceée.

2. On remarque que l'inégalité demandée est triviale si 'un des z; est nul.
On peut donc supposer que les z; sont strictement positifs. Procédons par

récurrence. L’inégalité est évidente pour n = 1. Supposons la démontrée a 1
un certain rang n — 1. Alors Exercice 64 : Soit f: R* — R définie par Va #0, f(x) = 2?sin ()
x
= g/ Etudier 'existence et donner la valeur éventuelle des limites suivantes :
= :
YrL X, =TY avec { 2z );L/n
y= (o o (o IR @Y (o TEh) — (@)
- nooL. 1 1 1 n-1 ST wlg}) hlg%) h © hli% mli% h
Choisissons p =n et ¢ = — 7 st bien que ];—i— Fi + —= 1. L’inégalité
précédente donne :
n -1 n/(n—1) -1 1
Wy xy =2y < T + % —In + n (1 @pq)n—1 En tout réel x # 0, la fonction f est dérivable et
n n n n
Par hypothéese de récurrence, il vient : , At 1
fi(x)=asin| — | —cos{ — .
L mtt T z r

(Il"'l‘n—l)n71 g —
Par conséquent, pour z # 0 fixé, il vient :
ce qui permet de conclure :

ooz, < 2 AR e B ) lim flath) =) f(x) :xsin(;> —cos(i) .

n h—0 h




. 1 , . 1
Lorsque x tend vers 0, sm(;) est bornée donc xsm(;) —O> 0. En revanche,
r—r

1 N . -
cos(;) n’a pas de limite lorsque z tend vers 0 (puisque cos n’a pas de limite en

+00 ni en —o0). Il s’ensuit que f'(x) n’a pas de limite quand « tend vers 0 et donc

lim <lim W) n’existe pas

z—0 \ h—0

La fonction f est clairement continue sur R*. De plus, comme z2 —0> 0 et que
Tr—r

sin(i) est bornée, f(x) - 0 si bien que, pour h # 0 fixé,
z—

Ly h -

fl+h) - f(z) fglh) — hsin <11¢) :

1
Comme nous 'avions remarqué plus haut, }lllrr%) hsin(h) =0 et donc :
—

lim (lim =0.

h—0 \z—0

flet+h) - f(x))
h

Remarque : De cet exercice, nous retiendrons qu’il n’est pas possible d’intervertir
deux symboles de limites sans précaution.

Exercice 65 : Donner les développements limités en 0 des fonctions suivantes :

—1
1. ordre quelconque : % ;o V1 — 2.

T
1
2. ordre 3: In(1+4+z)— xz : VI+er ; =
45 arcsinz  «
3. ordre 4 : a ;o efln(l + 2z)
cos T

Indication : pour /1 — 2z, écrire le résultat avec des factorielles.

1. (a) Le premier terme de la somme donnant le développement limité de cos x
est 1 donc il se simplifie avec le —1 qui suit, si bien que :

cosz — 1 _ 1< (*1)]C 2k 2ny __ S (*1)k 2k—2 2n—2
2 22 kz::l (2k)! vt ola™) = kz::l (2k)! ! Fo

n—1 i
_ (_1)j+1 2j 2n—2
e )
%

b) On utilise le développement limité de (1 + u)® avec o = 1 et u = —2x.
( pp 2

11 vient :

k!
k=1
L z": 1 x (—1)(—:;)!...(3 - Qk)(_l)kxk -
k=1
:1_i1x3x-~}€’x (2k_3)wk+o(x”)
k=1 ’

On peut écrire cela de fagon plus compacte avec des factorielles. Pour
cela, on fait apparaitre le produit des termes pairs en haut et en bas,
ainsi que le terme impair manquant : (2k — 1).

B 1 x2x3x e x (2k) zk "
V1_2x_1_’; Sx ik (@) @h—mm o

_ - (2k)! "

_1_;2k(k!)2(2k—1)xk+o(x )

(a) Comme le développement limité de e est multiplié par x, il suffit
2
de le pousser a 'ordre 2. En posant u = %x, et en utilisant la formule

LI 1+ u+ u? + o(u?), il vient :

1—u
x r  a? z? a2l
w;:x<l‘2+4+0($2)>:””‘z+4+0($3>-
. 2?2 2l g
Puisque In(1 4+ z) =z — £l + 5 + o(x?), il vient :
(1 +2) T = 4 oe?)
n x) — = — + o(z?).
1+% 12
2
(b) Tout d’abord :
2 3
T x 3

1
Afin de pouvoir utiliser le développement limité de (1+u)2 avec u qui



tend vers 0, il faut mettre 2 en facteur :

N 3 3
\/l—kie"”:\/ﬁ<1+—+f+f+o(:v)>
2 4 12
u  ur WP
=V2(1+-——+— 3
f<+2 8+16+0(u))
r z? 23 3 , 2% 3
Or u7§+Z+ﬁ+0(w) ;U 7Z+Z+o(x)
23
W= bola?)  o(u?) = ola?)

En injectant dans la formule précédente, il vient :

x $2 $3 {I?2 {I?3 .’IJ3
1+er =21 I B e i = 3
Vite f[+<4+8+24> <32+32>+128+0(x)]

\/§ 3\/5 2 7\/5
— 24 X2 sve ve 3 3
V2 + T+ 32 7+ 38 x° + o(x”)

. . 1 s .
(¢) A priori, I'expression - n’est pas définie en 0. Toutefois, les

arcsin x

1 . . 4 .
~ se simplifient comme le montre le développement suivant :

23
arcsinr = x + 3 + 0(303)
et donc :
I 1 1 1
arcsinz x+j+0(x6) oz 1+%2+o(x2)
-1 1—x62—|—0(a:6)>=;—z+0($)

o . . - -1
On voit qu’apparait un terme en — qui se simplifiera avec le — qui
T T

1 1 .
- — — se prolonge par continuité
arcsinxz

en x = 0 (avec la valeur 0). Par ailleurs, on voit qu’en étant parti
d’un développement limité de arcsin x a ’ordre 3, nous avons obtenu un
développement limité de I'inverse a I’ordre 1. Deux degrés ont été perdus
(un premier en factorisant par z au numérateur pour faire apparaitre

suit si bien que la fonction x +—

une quantité de la forme 1 et un deuxiéme en divisant par x a la fin

—Uu
du calcul). Par conséquent, pour obtenir le développement désiré, nous
partons d’un développement limité de arcsinx & la précision o(xz°).

x3 3a®

arcsinr = x + 5 + 10 + 0(355) et donc
1 1 1 1
e 1 1 2 1 -1
arcsinr T T 1+x—+3i—|—o(a:4)
6 40
=—u
_ @ 3t 4Y of il vient -
On pose u = -5 " 10 + o(z*) et il vient :
4
u? = 36 +o(z?) ;  o(u?) = o(z*)

En injectant dans le calcul précédent, on trouve :

1 1 1
— = —(1+u+u?+ou?) —1)
arcsinz  x

1 2 34 4
=<—x—x+x+0(a:4)>

2\ 6 40 ' 36
. 17 4 3
=~% 360° To)

) s s 1, R .
(a) Le développement limité de P étant multiplié par x, il suffit de mener

ce développement & l’ordre 3. On écrit :

1 1 x?
= = :1—}—7—1—0(1‘3)
COS T 1_?_’_0(1.3)
et donc :
g (z%)
=z+ — +o(x").
CcosS T 2

(b) Le développement limité de e* est multiplié par celui de In(1 + 2z),
qui commence avec le terme 2x. Par conséquent, on gagne un degré de
précision et il suffit d’écrire le développement limité de e* a l'ordre 3.

On écrit :
2 3
ele—l—m—i—%—k%—l—o(:v?’) et
2¢)?  (2z)%  (2x)*
1n(1+2x):2x—(§) +(§) —(i) + o(z*)

8 3
=2 —22% + % —4z* +o(2*) dou



z a?  a? 3 > 8a° 4 4
e’ In(1+2x) = 1+x+?+€+o(m) 2r — 2z +T—4x + o(z")

On constate effectivement que la précision obtenue est o(z?). En
développant, on trouve :

5
e’ In(1+2z) =2z + g.]?g —22% + o(z?).

Exercice 66 : Etudier les limites en 0 des expressions suivantes :

tanz — sinx 3tan4dxr — 4tan 3x

sin z(cos 2z — cos x) 3sin4x — 4sin 3z
2 1 (e +1) —2(e” — 1)
sin?r  Incosz 7

Indication : des développements limités permettent d’obtenir un équivalent du
numérateur et un équivalent du dénominateur.

1. Pour la premiere, on cherche un équivalent en 0 du numérateur et du
dénominateur. Un développement limité a ’ordre 3 donne :

. z3
tanx fsmxrv?

Par ailleurs, sinx ~ z et un développement limité a ’ordre 2 donne :

— 372
cos(2z) — cos(x) ~ 296
Finalement, nous trouvons :
333
tanz —sinx 5 1 +
~ = — = e
sin x(cos(2x) — cosz) ~ —3a? 3
2
. tanx —sinx 1
im — = __.
0 sin x(cos(2z) — cosx) 3

2. La encore, des développements limités a l'ordre 3 du numérateur et du
dénominateur donnent :

3tandxr — 4tan 3x 283
3sindx —4sin3x  —1423

=2

et donc
3tandzr — 4tan 3z
im = —
z—0 3sindx — 4sin3x

2 4 1— 2 4
3. In(cosx) = —% - % + o(x?) et sin?x = w =z - % +o(z?)
Par conséquent :
!
2 1 2In(cosz) +sin’z B _1

2

. + =—
sin“x  Incosx sin? z In(cos x)

et donc :
. 2 1
lim —
z—0 sin“ x

=1

Incosz

4. Le 2? du dénominateur suggere un développement limité & l'ordre 3 du
numérateur. Cela donne :

3 3
x(e® +1) =2z + 2° + % +o(z®) et 2(e"—1) =2z 42"+ % +o(a?)
d’ol1 on déduit :
z3 z(e® +1) —2(e” —1)

1
z(e®4+1)—=2(e® — 1)~ 3 et donc ;1161—>H10 p =5

Exercice 67 : Etudier les limites suivantes :

En 1 l—-z+Inx T 1
mile — T2 . %
1—Voz — 22 z—1 Inz
sin(’”—“) — sin(w—’l) 1 z
Fn 1 oo P E (r+Inx)

Va2 +2—va2+1 zrt
Indication : on peut faire un changement de wvariable pour se ramener d un
développement limité en 0.

1. On remplace x qui tend vers 1 par x = 14 h avec h qui tend vers 0. Il vient :

l—2z+4+Inz In(l+h)—n
1—-v2x—22 1—+1-—h?

Un développement limité d’ordre 2 donne :

_p2

In(1+h)—h —5 to(h?) L+ o(1)
= 2 = — (0]
1—+1—h2 %—&—o(fﬂ)
si bien que
. l—z+Inz
lim =-1



2. Posons h =z — 1 (avec h qui tend vers 0). Il vient :

x 1 1+h Lo, ! 1
t—1 Inz h  In(l+h) ~ h , B )
h 2—l—o(h)
1 1
=141 |1-—
h _§+O(h)

t d lim 2 4 = =1
11 1m _— = =
e done z—=1lx—1 Inx 2

. On fait apparaitre i avant de poser h = i (et h tend vers 0 lorsque z tend
vers +00). Cela donne :

sin z+1 — gin L_l . 1 . 1
- . B sm(l—f—;) —sm(l—;)

CGEEENCES x[\/1+22—\/1+12}
2005(1)sin(é)

1 1 1
14 5155 o))

_ 4cos(1)sin(h)
= hiolh) oo 4cos(1)

. Nous pouvons écrire :

(x+nz)* 1 /x+hnz\" 1 Inx
———=—|——| =—explzln(1+—
e T T T T
Lorsque x tend vers 400, lnjx tend vers 0 et donc :

2 2
I 1+1nac _Inz (Inz) ‘o (Inz)
x x 222 x?

Il s’ensuit que :

@ 1n(1+1”> g 02 +o<(1”)2) z=Inz+o(l)

T 2z T

Par conséquent :

@t Ba)? _Lnetor) - Lyeow) — eot

grtl x x

Or l'exponentielle d'une quantité tendant vers 0 est une quantité qui tend
vers 1 et donc finalement :

(z+1Inx)®

rr+1 =1

lim
Tr—r—+00

Exercice 68 :

1.

2.

Indication

Montrer que f : 2 +— In(1+2z+23) définit une bijection d’un intervalle ouvert
I contenant 0 vers un intervalle ouvert J contenant 0. On note g : J — I la
réciproque de cette bijection.

Donner un développemement limité de g a I’ordre 3 en 0.

: montrer que g(y) posséde un DL (avec des coefficients inconnus).

Injecter le DL de f(x) dans celui de g(y) pour obtenir un systéme sur ces
coefficients.

1.

La fonction h :  + 142422 est polynomiale (donc continue) et strictement
croissante. Comme elle tend vers —oco en —oo et vers +oo en +00, nous
savons que h s’annule en un unique réel o, et que h est strictement positive
sur I = Ja; +oo[ donc f est définie sur 7. Comme h(0) = 1, on sait que

a < 0. Par composition de fonctions de classe C*, nous voyons que f est
1+ 322
1+z+ a3
positive sur I. Le théoréeme de la bijection s’applique donc f est bijective de

I vers J = a}%ﬂx) ;mglfoof(x)[ R.

de classe C*®°. Par ailleurs f' : z — est une fonction strictement

. La fonction g est de classe C* sur J car c’est la réciproque d’une fonction

de classe C*> dont la dérivée de s’annule pas. Par conséquent, g a des DL a
tout ordre. Ecrivons

gy) =a+by+ cy? +dy?® + o(yg).

Comme ¢(0) = 0, on sait que a = 0. Comme ¢'(0) = =1, on sait que

F/0)

b = 1. Reste a trouver c et d.

v =g(f(2)) = f(z) + cf(2)* + df (2)° + o(?).
Or un DL3(0) de f(x) est

1 4
flx)=z— 53:2 + §x3 + o(z?).

En injectant, il vient :

1 4
x=ux+ (c—2>a:2+<d—c+3>x3+o(a:3).



1 -5
Par unicité du DL, on obtient ¢ = 3 etd=c— g =5 Finalement, lorsque

y tend vers 0 :
1 5
SY° = 2y +o(y?)

g(y)=y+2 G

C Continuité, dérivabilité, convexité

Voici le domaine des « grands théorémes de ’analyse » comme le théoréme des
valeurs intermédiaires et le théoréme des accroissements finis. Je vous signale un
certain nombre de résultats dont les énoncés sont souvent mal restitués par les
étudiants. Reprenez votre cours de MPSI pour les apprendre avec précision :

o e théoréme des valeurs intermédiaires, qui est un théoréme d’existence. Ce n’est
pas un résultat d’unicité.

e existence de limites a droite/a gauche pour une fonction monotone.

e e théoréme de la limite de la dérivée, qui sert a prouver la dérivabilité de f en
un point exceptionnel.

e la formule de Taylor avec reste intégral.

A propos des accroissements finis, gardez en téte linterprétation cinématique
(f(t) = position tandis que f'(t) = vitesse) car elle fournit une bonne intuition des
résultats. Par exemple, une majoration de |f’| permet de majorer |f| (si la vitesse
reste toujours petite, on ne peut pas aller trés loin) ; en revanche, une majoration
de | f| ne dit rien sur | f'| (un photon coincé entre deux miroirs va trés vite mais il
ne va pas trés loin).

Exercice 69 : Soit f:[0;1] — [0; 1] une fonction continue.
1. Montrer que f posséde un point fixe.

2. Si f est décroissante, montrer que f possede un unique point fixe.

1. Considérons la fonction g : = — f(x) — 2. Cette fonction est continue
sur 'intervalle [0; 1] puisque f est continue. De plu ¢g(0) = f(0) > 0 et
g(1) = f(1) — 1 < 0 puisque f est a valeurs dans [0 ; 1]. D’apres le théoréme
des valeurs intermédiaires, il existe un point z¢ € [0; 1] tel que g(xzg) = 0.
On a alors f(xg) = o : 2o est un point fixe de f.

2. D’apres la question précédente, f possede au moins un point fixe. Par
ailleurs, f est décroissante et x — —x est strictement décroissante donc leur
somme ¢ est strictement décroissante. En particulier, elle ne peut s’annuler
qu’une seule fois si bien que le point fixe de f est unique.

Exercice 70 : Vrai ou faux?

1. La somme de deux fonctions impaires est impaire.

e B 899

10.

11.
12.

La composée de deux fonctions impaires est impaire.

La composée de deux fonctions monotones est monotone.

Toute fonction qui tend vers 400 en +00 est croissante au voisinage de +oo.
Toute fonction périodique monotone est constante.

Toute fonction périodique possede une plus petite période strictement
positive.

Toute fonction monotone sur R admet une limite a gauche et une limite a
droite en tout point.

Toute fonction admettant en un point des limites égales a droite et a gauche
est continue en ce point.

. Sl existe une suite (2, )nen convergeant vers a telle que (f(z,))nen tende

vers f(a), alors f est continue en a.
L’image d’un intervalle ouvert par une application continue est un intervalle
ouvert.

Toute fonction continue sur un intervalle borné est bornée.
La fonction partie entiére est continue sur [0; 1[.

. VRAI. Prenons f et g deux fonctions impaires de R vers R. Pour tout « € R,

il vient :

[f +9l(=2) = f(=2) + g(—2) = = f(x) — 9(z) = =[] + g(=)

et donc f + g est impaire.

. VRAI. Avec les notations précédentes :

[fogl(=2) = f(9(=2)) = f(=g(x)) = —f(g(x)) = =[f o g](x)

donc f o g est impaire.

. VRAI. La composée f o g de deux fonctions monotones est monotone et son

sens de variation est donné par le tableau suivant :

f est décroissante
f o g est décroissante
f o g est croissante

f est croissante
f o g est croissante
f o g est décroissante

g est croissante
g est décroissante

Il y a quatre preuves a écrire. Ecrivons par exemple la démonstration du cas
ou f et g sont toutes les deux décroissantes. Pour tous réels = < y, il vient :
g(x) > g(y) puisque g est décroissante. Puis, d’apreés la décroissance de f :
f(g(x)) < f(g(y)). Cela prouve que f o g est croissante.

. FAUX. Prenons la fonction f : z — x + 2sinz. Pour tout réel z, il vient

S : oy — o . _ .
f(z) =  — 2 et comme mgr}_loo(x 2) = 400, il vient xgrf_loof(x) +00

Toutefois, la dérivée de f est donnée par : f/: x +— 1+ 2cosx et il n’existe
aucune demi-droite [A ; 400 sur laquelle f’ reste positive. Par conséquent,
f n’est croissante sur aucun voisinage de 4o0.



10.

11.

VRAI. Prenons f : R — R une fonction croissante et T-périodique. Pour tout
x € [0;T], il vient f(0) < f(x) < f(T). Mais comme f est T-périodique,
f(0) = f(T) et donc, pour tout € [0;7T], f(x) = f(0). Par conséquent,
f est constante sur [0;7T]. Comme f est T-périodique, f est constante
sur R. Un raisonnement similaire est valable lorsque f est périodique et
décroissante.

FAUX. Prenons la fonction indicatrice de @ définie par :

VreQ, Ig(z) =1 et VzeR\Q, 1g(z) =0.

Pour n’importe quel nombre rationnel ¢ > 0 et pour tout réel z, il vient
1g(z + q) = 1g(x) donc 1q est g-périodique pour tout rationnel ¢ > 0. I
n’y a donc pas de plus petite périodique strictement positive.

Plus simplement, on peut aussi penser aux fonctions constantes, qui sont
T-périodiques pour n’importe quel 7' > 0 mais ’exemple précédent montre
que les fonctions constantes ne sont pas le seul contre-exemple possible.

VRAI. Soit f : R — R croissante et € R. Prenons des réels a et b
tels que a < = < b. D’aprés le théoreme du cours sur les limites de
fonctions monotones, la fonction f posséde une limite & droite (finie) en
chaque élément de [a ; b (et donc en particulier en ) et une limite a gauche
(finie) en chaque élément de ]a ;0] (et donc en particulier en z). Pour une
fonction décroissante, on applique ce raisonnement avec la fonction — f, qui
est croissante.

FAUX. Prenons la fonction f définie sur R par :

f(0) =1

Cette fonction vérifie

et VxeR", f(z)=2.

lim f(z)= lim f(x) =2 mais

z—0~ z—0t

2# £(0)

donc f est discontinue en 0, bien qu’elle y ait une limite a droite et a gauche
qui sont finies et égales entre elles.

FAUX. Prenons n’importe quelle fonction f (continue ou discontinue) et
n’importe quel réel a. Pour tout n € IN, posons z,, = a. Alors

lim_f(z,) = f(a)

n—oo

lim z, =a et
n— oo

et pourtant f n’est pas forcément continue en a.
FAUX. cos(]—o0; +o0[) = [-1;1].

I — R
FAUX. Prenons lintervalle I =]0; 1] et la fonction f : N

1

z
L’intervalle I est borné et la fonction f est continue sur I. Pourtant
f(I) =[1; +o0[ n’est pas borné.

12. La réponse est VRAI ou FAUX selon la fagon dont on explicite la phrase. Que
signifie « étre continue sur [0; 1[» ? Il y a deux facons de le comprendre :

0;1] — .

A R est on se demande si
x|z

c’est une fonction continue sur son ensemble de définition. La réponse

est alors VRAI. En effet, la fonction f est la fonction nulle.

R — R .

et on se demande si
chacun des points de [0 ; 1] est un point de continuité de g. La réponse
est alors FAUX. En effet, la fonction g n’est pas continue en 0 (elle est
discontinue & gauche en 0).

(a) On considere la fonction f : { [

(b) On considere la fonction g :

Les deux fagons de comprendre la phrase écrite sont légitimes. Dans la
pratique, on préférera comprendre la phrase écrite en lui donnant le sens
du (a) et pour exprimer (b), on dira plutét «la fonction g est continue en
chacun des points de [0; 1[» (ce qui est faux en I'occurrence).

Exercice 71 : Soit £ > 0 un réel et f : [0; 1] — R une fonction k-lipschitzienne
sur Pintervalle [0 ; 1]. Dans chaque cas, donnez la meilleure majoration possible de
M = sup |f(x)| en tenant compte de la contrainte imposée :

z€[0;1]
1) lorsque f(0) =0 2) lorsque f(1) =0
3) lorsque f (;) =0 4) lorsque f(0) = f(1) = 0.

Indication : faites un dessin. Par exemple pour la premiére condition, on sait que
f(0) =0, ce qui donne un point de la courbe de f et on sait par ailleurs que f est
k-lipschitzienne. Cela permet d’encadrer le graphe de f entre deux droites.

Rappelons qu’une fonction f:[0;1] — R est k-lipschitzienne si, et seulement si,

V(z,y) € [0;1]%  |f(x) = fy)| < klz—yl. (L)
1. Comme f(0) = 0, en appliquant (L) avec y = 0, il vient :
Ve e 01, |f(@)| < ke <k

et donc M < k. On ne peut pas améliorer cette inégalité car I'application
i1
f: { ;1] — R est k-lipschitzienne et vérifie M = k.
T —  kx
2. Comme f(1) =0, en appliquant (L) avec y = 1, il vient :

Veel0;1], |f@)|<klza—1=k(l-2)<k

et donc M < k. On ne peut pas améliorer cette inégalité car 'application
I { 0;1] — R

N — k(1 —2) est k-lipschitzienne et vérifie M = k.



3. Comme f(%) =0, en appliquant (L) avec y = %, il vient :

Veel0;1, [f(z)l <k

et donc M < g On ne peut pas améliorer cette inégalité car ’application
0;1] — R . - 1
f: { . . k( _ %) est k-lipschitzienne et vérifie f(i) =0et
_k
2

4. Comme f(0) = f(1) = 0, il est intéressant d’appliquer l'inégalité (L) avec
y =0 et avec y = 1. Il vient :

|f(2)] < ka

Vo € [0;1], { |f(z)] < k(1 —x)

1 e k
;5}, la premiére inégalité donne |f(z)| < 5 et, lorsque
k

1
x € [5 ; 1], la seconde inégalité donne |f(z)| < g Cela prouve M < o

Lorsque = € [O

, qui est k-

N . k 1
La encore l'exemple de la fonction f : = +— 5~ k‘x -5

lipschitzienne et vérifie f(0) = f(1) = 0et M = g, montre qu’on ne peut
pas améliorer cette inégalité.

Exercice 72 : Soit f : [a;b] — R de classe ¢!. Montrer que f est lipschitzienne.

Comme la fonction f est de classe ¢!, la fonction f’ est continue sur [a ; b]. D’apreés
le théoreme des bornes, il existe une constante C' telle que

Vo € asb], [f(x)]<C

Pour tout z < y dans [a ; b], le théoréme des accroissements finis assure qu’il existe

. Mais alors

z € |z ; y[ tel que w:f’(z)

1f) = f@)=1[f'(2)|ly—z| etdonc [f(y)— f(z)<Cly—zl
ce qui montre que f est C-lipschitzienne sur [a ; b].

Exercice 73 : Soit f : R+ — R4 une application continue et surjective. On
suppose que, pour tout y € R, ’ensemble f~1 ({y}) est borné.

1. Soit A > 0 fixé. Montrer qu’il existe B > 0 tel que Vo > B, f(z) # A.

2. Montrer que f(]B; +oo[) C]A; +ool.

3. Montrer que lim f(z)= +o0.
r—r+00

4. Donner un exemple d’une fonction f : R4 — Ry continue et surjective qui
ne tend pas vers +o0o en +oo. Justifier que cet exemple convient.

1. L’ensemble f~({A}) est borné donc il existe B > 0 tel que f~1({A}) C
[0; B]. Par conséquent, pour x > B, il vient f(x) # A.

2. Puisque f est continue, le théoréme des valeurs intermédiaires assure que
I = f(]B ; +ooD est un intervalle de Ry. Or cet intervalle ne contient pas
A donc il est inclus dans ]A ; +o0o[ ou dans [0 ; A[. Supposons par I'absurde
que f(]B ; —|—oo[) C [0; A[. D’apres le théoréeme des bornes, f([O ; B]) est
borné. Mais alors on voit que f(R4) = f((0;B]) U f(B;+oc]) est borné.
C’est absurde puisque f est surjective. Cette contradiction prouve que
f(B;+oo]) CJA; +o0l.

3. Nous avons prouvé : VA > 0, 3B > 0, f(]B ; +oo[) C JA; +o0], ce qui se
réécrit :

YA>0, IB>0, Vz>B, f(z)>A

c’est-a-dire IBIEOO f(x) = +oc0.

4. Considérons la fonction définie sur R par f : x — x(1+cosz). Il est clair que
f est continue et & valeurs positives. Pour tout n € IN, il vient f(2n7+m) = 0.

Puisque 2nm + 7 —— +00, ceci prouve que f(z) ne tend pas vers +oo en
n— 00

+0o. Par ailleurs f(0) = 0 et pour tout n € N, f(2n7) = 4nrw. Puisque
f est continue, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires la fonction f
prend toutes les valeurs comprises entre 0 et 4nw. Puisque n est quelconque,
cela prouve que f prend toutes les valeurs positives ou nulles, ou encore que
f: R4 — Ry est surjective.

Exercice 74 : Soit f: R — R une fonction dérivable telle que

lim z) = lim z) = +o0.

w—)+oof( ) $*>700f( )

En recherchant un minimum de f sur R, montrer que la fonction f’ s’annule.
Indication : le théoréme des bornes offre l’existence d’un minimum mais il ne
fonctionne que sur un segment. Il faut donc utiliser les hypothéses pour se
ramener ¢ un segment.

En appliquant la définition de f(x) P +oo avec la hauteur f(0), il existe un

réel B > 0 tel que, pour tout = > B, on ait f(x) > f(0). En raisonnant de méme
en —oo, il existe un réel A < 0 tel que, pour z < A, on ait f(x) > f(0).



La fonction est continue sur le segment [A; B] donec, d’aprés le théoréme des
bornes, il existe a € [A ; B] tel que

fla) = min_f(x).

z€[A;B]
Pour z € R\[A4; B], il vient f(z) > f(0) > f(a). Finalement :
#(@) = min f(z).

zeR
Puisque f est dérivable sur R et admet un minimum en a, on sait alors que
f'(a) =0.
Remarque : Nous avons prouvé qu’'une fonction continue sur R tendant vers +oo
en +oo et en —oo admet un minimum global sur R.

Exercice 75 : Soit f : R — R une fonction de classe €?. Quand cela est défini,
on note my = sup )f(k)(x)). On suppose que f et f” sont bornées sur R.
zeR
1. En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange entre = et « + ¢ puis entre z et
x — t, montrer que :
mo mao t

Ve e R, Vt>0, |fl($)| <T+T

2. En déduire que f’ est bornée sur R et que my < /2 mgms.

1. L’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée entre x et x 4 ¢ donne :

2
t
Pl 1)~ @)~ f ) < "2
De méme, entre x et x — ¢, on obtient :
2
t
Fle 1)~ f) + o < P20

Il en résulte, par inégalité triangulaire :
2f'(@)t] = |[f' (@)t + f(z) = flx+ )] + [f' (@)t = f(z) + f(z —1)]

+ [z +1t) = flz—1)]

SUf@+t) = f@) = f@)tl+ |f(@—t) = f@) + f ()]
+ @+t +f(z 1)

< m2t2 —+ 2m0

L’inégalité voulue s’obtient en divisant par 2t, qui est strictement positif.

2. Pour un x donné, I'inégalité précédente est valable pour tout ¢ > 0. Or la
. mo Mot e —mgy | M2
fonction g : t — 4 + —~ @ pour dérivée ¢'(t) = 2 + -

Lorsque my = 0, on obtient ¢’ < 0 et donc g est décroissante. En faisant
tendre t vers +oo, il vient |f’(z)| < 0, ce qui correspond bien & m; = 0.

Lorsque mgy = 0, la fonction f est la fonction nulle donc f” aussi et I'inégalité
a prouver est évidente.

Supposons mg > 0 et mo > 0. Alors ¢’ est croissante, et ¢’ s’annule en
2 L . .
to =4/ % donc g est décroissante sur |0 ; t — 0] puis croissante sur [tg ; +00]
2

donc g est minimale en ty. Or g(tg) = v/2mema et donc |f'(z)] < g(to) =
V2mgms. Cette inégalité étant valable pour tout réel x, on a bien prouvé
que f’ est bornée sur R et que m; < v/2mgms.

Exercice 76 : Soit f: Ry — R une fonction dérivable.
9 q / _ 9 . _
1. Montrer que si wll)rf_loo f'(x) =0, alors wll)r_{loo[f(x +1)— f(z)]=0.

m [f(z+1)— f(z)]=0et

2. Dans cette série de questions, on suppose que li
r—+00

a2
on veut montrer que lim L) = 0.
r—+oo I

(a) Fixons € > 0. Montrer qu’il existe ng € IN tel que

Ve € [ng;ng+1], VneN, |f(z+n)— f(z)l < n%

(b) Trouver une constante M telle que pour tout réel y > ng, on ait
€
lf(y) <M+ (y— no)g'

(¢) Conclure.

3. Etudier les réciproques des implications démontrées ci-dessus.

1. Pour x € R4, nous pouvons appliquer le théoréme des accroissements finis
a la fonction f sur lintervalle [z ; x 4 1]. Il existe un réel ¢, tel que

flz+1) = f(x)

r<c;<x+1 et fllc)= RS

=flz+1) - f(z)

Lorsque x tend vers +o0, I'inégalité = < ¢, prouve que ¢, tend vers +oo et

donc, Hr—? f'(c) = 0. Par conséquent, liril [f(x+1)— f(x)] = 0.
xr—r+00 Tr—r+00

2. (a) Fixons un nombre ¢ > 0 et appliquons la définition de la limite
lirf [f(z+1) — f(z)] = 0 avec la précision g 1l existe un réel A > 0
Tr—r+00



tel que .
fa+1) - fa)l <5

Prenons maintenant un entier ng > A. Pour n’importe quel réel
x € [ng ; np + 1] et n’importe quel entier naturel n, il vient :

Ve > A,

n—1
[flx+n) = f@)| =D fl@+k+1)— flz+k)
k=0
n—1
< |fletk+1) = flz+ k)]
k=0
Cette somme contient n termes et tous les réels x,x + 1,2+ 2, ... sont

supérieurs & A donc chaque terme |f(x +k+1) - flz+ k:)| est majoré

par g si bien que :
€
F+n) — f(@)] < n

Cela prouve bien la ligne de quantificateurs demandée.

Comme la fonction |f| est continue sur le segment [ng;ng+ 1], le
théoréme des bornes assure que |f| possede un maximum sur ce
segment, ce qui permet de définir le nombre

M= max |f].

[nosno+1]
Pour y > ng, notons n le plus grand entier naturel tel que y —n > nyg.
Comme y —n — 1 < nyg, il vient y —n < ng + 1 si bien que le nombre x
défini par x = y —n appartient a [ng ; ng + 1]. D’apres la question (2a),
on peut écrire :

) = f@)] = f(z +n) = ()] <n3 FW) < |f(@)]+ns

2

et donc

Comme z € [ng;no + 1], il vient |f(x)] < M. Par ailleurs, lentier n
vérifie n =y — x <y — ng et donc :

@) < M+ (y = o)

Fixons une précision € > 0. Introduisons ng et M comme défini ci-
dessus. Pour y > ng, il vient :

’f<y>‘<M+(1_no)€<M+6
Yy Yy y)2 "y 2

2M
Posons maintenant C' = max (no, T) Pour tout y > ny, il vient :
fy) M e M ¢
AR REAE St

Nous avons prouvé la ligne de quantificateurs suivante :

Ve >0, dC >0, Vy>C, ‘f(y)‘ga
Yy

ce qui prouve bien que lim f— =0.
r—r+00 €T

3. Les deux réciproques sont fausses, comme le montrent les deux contre-
exemples suivants :

x
e La fonction f : 2 + sin(wz) vérifie bien lim @) = 0 mais
r—+oo I

flz+1) = f(x) =sin(rz + 7) — sin(rz) = —2sin(7x)

Cette fonction ne posseéde pas de limite en 4oco.

e La fonction f : x + sin(27z) vérifie
Ve e R, flx+1)— f(z)=-sin2rx+ 27) —sin(27z) =0

En revanche, f'(z) = 27 cos(2mz) n’a pas de limite en +oo.

Exercice 77 : Déterminer a € R et o > 0 pour que 'application f définie par

ay/x

z2 4+ 12

sixz €]0; x|
Vo €10; 4o, f(z) = B
six € [zg; +00

soit de classe ¢! sur ]0 ; +o0].

Recherchons d’abord des conditions nécessaires en supposant que f est de classe
¢ sur 0 ; +ool.

Comme f est supposée continue en xg, il vient :

lim f(z) = ay/zo = lim f(x) = 23 +12

<
Tr—rT0o

T—rT0o
Pour = < g, il vient clairement f'(z) = ﬁ et, pour x > xg, f'(x) = 2 si bien
que :
a
lim f'(z) = = lim f'(z) = 2=z
ZSIO 2 V 'IO QJZ>I0

Les deux nombres xg et a vérifient le systeme :

a\/To = x3 + 12
2 _ 9
270 0

3 =4 T = 2

= A = g + 12 = =
a = 4xg+/To a = 4xg\/xg a=8V2



Réciproquement, supposons a = 2 et xg = 8v/2. Il est clair que f est de classe €'
sur [0; o[ U ]zg ; +00[. De plus :

lim f(z) =16 = lim f(x) donc f est continue en x
£i>xo xzﬂCo

De plus,

lim f'(z) =4= lim f'(z).

< >
Tr—xQ T—xTo

Cela prouve que la fonction f’ a une limite finie en xg. D’aprés le théoréme de
prolongement de la dérivée, f est dérivable en xy avec f’'(z¢) = 4. Comme cette
valeur est la limite & droite et & gauche de f’ en zg, on voit que f’ est continue en
zo. Finalement, f est de classe ! sur [0 ; +o0].

En résumé, f est de classe €' sur [0 ; +o0o] si, et seulement si, zg = 2 et a = 8v/2.

Remarque: le théoreme de prolongement de la dérivée est un théoréeme subtil tres
souvent mal employé. Il convient de soigner particulierement sa rédaction quand
on veut 'utiliser.

Exercice 78 (x) : Soit f: R — R une fonction continue vérifiant la propriété :

VeeR, 36>0, Vyelz;z+4], f(y) = f(x) (@)

Montrer que f est croissante. Donner un exemple de fonction non-croissante
vérifiant la propriété (C').

Supposons que f : R — R est continue et vérifie la propriété (C'). Fixons un réel
a € R. On veut démontrer que, pour tout réel x > a, il vient f(z) > f(a). Pour
cela, on considere ’ensemble suivant :

a={a>a|vyelaa f) > f0)}

On veut prouver que A = Ja ; +00].
Tout d’abord I’ensemble A est non vide : en appliquant la propriété (C') en a, on
obtient un réel § > 0 tel que

Vyelasa+d], fly) = fla)

et donc a+ 4§ € A.

Par définition de Pensemble A, il est clair que si a < 2/ < x et que € A,
alors 2/ € A. Par conséquent, A est un intervalle de la forme A = ]a ;] bien ou
A = ]a;b[ (pour un certain réel b > a) ou bien A = ]a ; +00[. Nous souhaitons
prouver que c’est la troisieéme éventualité qui a lieu et nous raisonnons par ’absurde
en supposant A =]a;b[ ou A = ]a; b] pour un certain réel b > a.

Pour = € ]a;b], il existe z € A tel que x < z. Par définition de A, on en déduit
f(z) = f(a). Comme f est continue en b, on obtient également :

fb) = ligr;) f(x) = f(a)

et donc b € A si bien que A =]a; b].
Appliquons alors la propriété (C) en b. Il existe un réel § > 0 tel que

Vyelb;o+9], f(x)= f(b) = fla)

et cela montre que b+4d € A. Comme A = [a ; b], c’est absurde. Cette contradiction
prouve que A = Ja; +00[ et donc f est croissante.

Considérons maintenant la fonction f définie sur R par
Ve <0, f(z)=1 et Ve >0, f(x)=0

Cette fonction f n’est pas continue. Elle n’est pas croissante. Pourtant elle vérifie
la propriété (C). En effet, pour 2 > 0, on peut prendre n’importe quel § > 0 et,

pour z < 0, il suffit de prendre § = %‘

Exercice 79 : Soit f une fonction convexe sur [0 ; 1]. Sur quel intervalle la fonction
vz f(z) + f(1 — z) est-elle définie ? Etudier son sens de variation.

Le nombre ¢(z) est défini lorsque = € [0; 1] et 1 — 2 € [0; 1], ce qui revient a dire
que z € [0;1]. Par conséquent, la fonction ¢ est définie sur [0; 1].

Pour z,y € [0;1], posons '’ =1 -z et y =1 —y. Alors o(z) = f(z) + f(a') et

p(y) = fy) + 1Y)

e Prenons z < y < % Il vient alors 0 < < y <y’ < 2’ < 1. D’apres le lemme

des trois cordes, on en déduit :
— / j—
)~ @) S0~ 1)

y— = Yy —x = T

f@') = ()
r_ y/

Ora’ —y =y—a>0et donc :
fy) = f@) < f@) = fy) doit p(y) < p(a).

1 . N
e Prenons 3 <z <y Ivient alors 0 <y < 2’ <2 <y < 1. D’apres le lemme
des trois cordes, on en déduit :

) = f@) _ f) = flz) _ fly) = f(z)

y-o« T y-z T y-z

Ora’—y =y—x>0et donc :
f@) = f@) < fl@) = fly) dott p(x) < o(y).

; . . , . 1 . . 1
En résumé, la fonction ¢ est décroissante sur {0 ; 5] puis croissante sur [5 ; 1].



Remarque : dans cet exercice, on n’a pas supposé f dérivable. On ne peut donc
pas raisonner avec la dérivée pour obtenir le sens de variation de ¢.

Exercice 80 : Soit f : R — R une fonction convexe et majorée sur R. Montrer
que f est constante.

On montre par contraposée que si f n’est pas constante, alors f n’est pas majorée.
Supposons que f n’est pas constante. Il existe donc a < b dans R tels que

f(a) # f(b). Posons A = () — f(a)

b—a
D’apres le lemme des trois cordes, il vient :
R A0l () S VS A CO b ARSI
x—b T—a

Il en résulte (attention & x — a < 0 dans la deuxiéme inégalité) :

Ve >b, f(xr)>= f(b)+A(z—0b) et Ve <a, f(x)>=f(a)+A(x—a)

Si A > 0, la premiére inégalité montre que lilil f(z) = +o00. Si A < 0, la
xr—r+00
deuxiéme inégalité montre que lim f(x) = +oo.
r—r — 00

Dans les deux cas, la fonction f n’est pas majorée sur R et c’est ce qu’il fallait
prouver.

D Intégration
Sur ce chapitre, il est important de bien maitriser les points suivants :
xT
o dérivation de la fonction x — / f(t)dt.
a

e sommes de Riemann.

e primitives usuelles, intégration par parties et changement de variable.

Exercice 81 : Primitiver les fonctions arcsin et arctan.

Pour ces deux fonctions, I'idée est la méme, on calcule I'intégrale

F(z) = /Ow arcsin(t) d¢

a l'aide d’une intégration par parties en primitivant 1 et en dérivant arcsin(¢) :

dt = zarcsinzx + [\/ 1-— t2]

F(z) = [tarcsin

x ¢ t
Wi~ |, =

0

On obtient finalement :
F(z) = zarcsinz + /1 —22 -1

En ajoutant n’importe quelle constante, on trouve toutes les primitives de arcsin.
On procede de méme pour arctan :

G(z) = / arctantdt = [t arctant]o - / Ie dt = zarctanx — 3 In(1 + z?)
0 0

Exercice 82 : Primitiver f : z — 7 sur 115 +o0l.

3 —

2im
Les poles complexes de f sont 1,7,52 en posant j = e 3 . La factorisation du

dénominateur donne - Nous savons qu’il existe des coefficients

(z—D(x2+z+1)
réels a, b, ¢ tels que
a bx + ¢

f(x):x—1+:c2+x+1

En multipliant par z — 1, on obtient :

1 B (bx +c)(x—1)
24+x+1 24+ z+1
En évaluant ceci en x = 1, on obtient a = % En multipliant maintenant par

2% + 2 + 1, on obtient :

1 a(z? +z+1)

= b
z—1 z—1 thrte
En évaluant en = = j, il vient alors
, 1 §2 =1 —j =2
i1 G-D@-» 3
en utilisant j2 = —j — 1. Dans le R-espace vectoriel C, la famille (1,5) est libre.

On peut donc identifiant les coefficients de la combinaison linéaire bj + ¢. On en
déduit

1 2
b:_g et C:_g
et finalement
f(;v)—lx 1 1 T+ 2
T3 -1 37 224zx+1



1 1 o e 1 o
Le terme 2 x —— se primitive en - In(z — 1). Pour le second, on écrit :

1 z 42 1 (22 +1) 1 1
—oX g = X o — - X ——————
3 22+z+1 6 x24+zx+1 2 224+x+1
2 1
Or _éxﬁseprimitiveen —éln($2+$+1)-Enﬁn
1 1 1 1 er%

1
X ——————— a pour primitive — — arctan ( )
12, 3 V3
(@+3) +3 V3 2

Au final, nous trouvons comme primitives de f :

X =
2 2441 2

1 1 1 2 1
F:x»—>Sln(m—l)—ﬁln(xQ—i—x—i—l)—arctan( Tt )—i—Cte

V3 V3

q e . 1
Exercice 83 : Primitiver —— sur } —
COosxT

Ny
I
—_—

On veut calculer )
Tode
)= [ S
o cost

14 s . dit . . .
L’élément différentiel ooy ©St invariant par la transformation t < 7 — t car cos(t)
COs

et dt sont tous les deux changés en leur opposé. Il est alors conseillé d’effectuer le
changement de variable u = sint. Alors du = cost dt et donc

T cost sinx du 1 sinx du 1 sin x du
F(x) = ——dt = - = " 4z
(z) /0 in? /0 1—u? 2/0 1—|—u+2/0 1—u

1 —sin“t
1+sinx
1 —sinx

1 1 1
F(x) = iln(l +sinx) — iln(l —sinz) = 2111(

En ajoutant une constante quelconque, on trouve toutes les primitives.

Exercice 84 : Pour n € N, montrer : 0<e—

NE
=
/AN

P (n+1)!

0

On applique la formule de Taylor avec reste intégral a la fonction exp a l'ordre n
entre 0 et 1. Puisque exp(™t!) = exp, il vient :

"1 -t ,
=3 g [ e
k=0

a-o~ ; e
e s o

/Olwetdtge/olwdte{w};@

- La minoration est évidente. Par

On veut montrer 0 < fol

ailleurs,

n k
Exercice 85 : Déterminer le signe de In(1 + ) Z %
k=1
Pour z > —1, posons
n Yh=lghk
L(z)=In(1+2x) et Ty
k=1

La fonction L est de classe "1 et T;,(z) est son polynome de Taylor (c’est-a-dire
son DL & l'ordre n sans le o(...)). On peut appliquer la formule de Taylor avec
reste intégral a L entre 0 et . Il vient :

x—t)"

L(z) =T,(z) + /OI E=t"

— LU+ (1) dt

1

Ona L'(z) = e (14 z)~1. D’apres le cours, il vient :
—1)"n!
L(n+1) — L/ (n) — (
(@) = (1)) = [
et donc

z—t)"  (=1)"n!
n! (1+¢t)ntt
(z —t)™

1+ttt

dt

L(z) — Tp(z) = /O (

Lorsque x est positif, la fonction sous l'intégrale

In(1+ ) — T,,(z) est du signe de (—1)™.
Lorsque x est négatif, la quantité (z — t) est négative donc (z — t)™ est du signe
de (—1)™. Autrement dit, (—1)"(z — t)" = |z — t|". Mais alors :

est positive et donc

" e
In(l+2)—Th(z)= [ 21
n(1+2) - Th(z) /O A

La fonction sous l'intégrale est positive mais les bornes sont rangées dans ’ordre
décroissant donc In(1 + z) — T, (z) < 0. En conclusion :

o si—1<z<0,In(l1+2)—T,(x)<O0.

e si z > 0 et n pair, alors In(1 + z) — T, (z) > 0.



e si x > 0 et n impair, alors In(1 + z) — T,,(z) < 0. Pour t € [0; 1], on pose f(t) = te!. La fonction f est continue sur le segment [0 ; 1]
donc la somme de Riemann

Exercice 86 : Pour (n,k) € IN?, on pose Sy, (k) = 1%¥ + 2% + ... 4+ nF, - 1 zn: Eek/"
En comparant les termes p¥, (p + 1) et / o x¥ dz, déterminer un équivalent de ="
Sp(k) lorsque n tend vers l'infini (& & ﬁxéI;. converge vers fol f(t)dt. Par IPP :
1 1
Notons que la fonction z — x* est croissante sur R. Il s’ensuit que, pour tout /0 te' dt = [tet](l) - /0 eldt=e—(e—1)=1.

entier naturel p et tout réel x € [p;p+ 1], on a :
Or u, = n?v, et donc u, ~n? lorsque n tend vers 'infini.

<A < (p+1)F
Exercice 88 : Soit f : R — R une fonction continue. Pour n € IN*, on pose
1 n
Up = 7/ ft)dte.
A p+1 X p+1 X p+1 L X n Jo
pr= / prdr < / rhde < / (p+1)"de=(p+1) 1. On suppose ici que lim f(x) =¢ € R. Montrer que lim u, = ¢.
P P P

r—r+00 n—oo

En intégrant entre p et p + 1, il vient :

2. Soit T' > 0. On suppose maintenant que la fonction f est T-périodique.

En décalant I'entier p, 'inégalité de droite se réécrit, pour p € IN* : 1 (T
Montrer que lim wu, = —/ f@t)dte.
n— 00 T 0

p+1

P
/ zFdz < p* et rappelons : p* < / z* da
(p—1) P

. N oo 1. On remarque que
En sommant cet encadrement pour p variant de 1 & n, il vient : quedq

1 1 /m 1
" w1 nt1 un—ﬁzf/ f(t)dt—f/ Zdt:f/ (F(t) — 0)dt
/ xkdxgsn(k)g/ mkdaﬁg/ ¥ dz n Jo n Jo n Jo
0 1 0

Par conséquent, en remplagant f par g : t — f(¢) — £, on peut se ramener

Or : - " . au cas ¢ = 0. Dorénavant, nous supposons ¢ = 0.
n n
/ cFde =2 et / 28 dr = u Fixons une précision arbitraire ¢ > 0. Puisque . li$ f(t) =0, il existe un
— 400
0 k41 0 k+1 réel A > 0 tel que,
On en déduit : vtz A, |f()] < g
k+1
ntt! < Su(k) < M et donc 1< S, (k)- k+1 < n+l Prenons maintenant ng € IN* tel que ng > A. Pour tout n > ny, il vient :
k+1 k+1 ni n 1] fm 1 m 1 /A 1
Lorsque n tend vers l'infini, on peut conclure : [l = n ‘/0 1) dt‘ S ﬁ/o £}l de = ﬁ/o F@Olde+ E/A F@ldt
A A
) k+1 nk+1 gl/ |f(t)|dt+n_‘4.§<l/ IF(6)|dt + =
nh_{rgo S, (k) - T 1 et donc S, (k) W T n Jo n 2 " nJy 2

A
Le nombre / |f(t)|dt est constant donc %fOA |f(#)|dt —— 0. 11 existe
n—oo

0
n donc un rang n; € IN* tel que
Exercice 87 : Donner un équivalent simple de uw,, = > k e,

k=1 ¥n > n 1/A|f(t)c1t<€
= Tl1, n 0 \2




Posons enfin ny = max(ng,n1). Pour n > ng, il vient |u,| < e. Cela prouve

que u, — 0.
n—oo

Remarque : Ce résultat est I’équivalent du théoréme de Cesaro pour les
intégrales. Vous pouvez relire la démonstration du théoreme de Cesaro et
comparer avec la preuve que nous venons d’écrire.

2. Pour n € IN, posons la division euclidienne de n par le réel T'. Il existe un
unique couple (g, r,) avec g, € N et r,, € [0;T] tel que n = ¢,T + 7.
n
Notons que ¢, = {?J Alors :

1 gnT gnT+rn
L= d at ).
tn = (/0 £(t) t+/an 0 t)

Comme f est T-périodique, l'intégrale de f sur un intervalle de longueur T’
est toujours la méme et donc :

1 T Tn
Up = ﬁ <Qn/0 f(t) dt + /O f(t) dt)

Or, d’une part, comme 0 < 7, < T, il vient :

it dt\ < [Mirwras S i) ar

et donc

1 Tn 1 T . 1 Thn
ﬁ/o f(t)dt‘gn/o Fldt don ﬁ/o F(t)dt —— 0.

n—roo

D’autre part,

n 1 n 1
n=gq,T +r, donc %:fofr—)h—éf

puisque la suite (r,,),,5, est bornée.
En tenant compte de ces deux limites, on obtient :

T Tn T
unz%”/o f(t)dt—i—%/o f(t)dt—>%/0 F(t)dt.

n—oo

Exercice 89 : Soit £k > 0 et f : [0; +0o[ — R une fonction k-lipschitzienne.
Montrer que ’application F' définie par :

1 T
F(0)=f(0) et Va>0, Fla)=- / f(6) dt
0
est lipschitzienne de rapport inférieur ou égal a g

Indication : un changement de variable ramene d une intégrale de 0 a 1.

. . t
Pour > 0, nous commencons par faire le changement de variable u = p dans
Iintégrale. Il vient :

1
F(x) = /0 f(uz) du.

Notons que cette égalité reste valable lorsque = = 0 car alors
1
| foydt= 0 = Fr0)
0
Pour z,y € Ry, il vient :

|F(y) — F(z)| = | /  fuy) du / ) du / (Flug) — Fuz)) du

Par inégalité triangulaire, il vient :

Fy) - F(z)| < / |Fluy) — F(uz)| du

Puisque f est k-lipschitzienne, il vient finalement :
1 1 k
F(0) = F@)| < [ Kluy—ualdu=kly | [ udu=ly-=
0 0

et donc F est E—hpschltmenne sur R.

3u
t
Exercice 90 : Pour u > 0, on pose f(u) = / @ dt.

t
u
Montrer que f se prolonge en une fonction de classe €' sur I'intervalle fermé
[0; +o00o[. On précisera les valeurs en 0 des prolongements de f et de f’.
Indication : utiliser la décroissance de cos sur un intervalle a droite de 0.

cos(t .
J est continue

cos(t)
“ t
correctement définie : la fonction f est donc correctement définie sur R
Prolongeons-la par continuité en 0.

Pour 0 < u < g, la fonction cos est décroissante sur [u;3u] C [0;]. II vient

Lorsque uw > 0, il vient 0 < u < 3u et donc la fonction ¢ —

3u
sur tout le segment [u;3u] si bien que lintégrale f(u) = / dt est

alors :

cos(3u) /Mit < flu) < cos(u)/

, ie. cos(3u)In(3) < f(u) < cos(u)In(3)

On peut alors conclure que
lim f(u) = In(3).

u—0

Cela prouve que f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = In(3).



“ cos(t
Pour u € R, définissons maintenant G(u) = / % dt. 11 vient alors
1

f(u) = G(3u) — G(u).
®)

. COos .
Comme la fonction t — — est continue sur |0 ; +oo], le cours nous assure que

cos(u)
)

G est de classe ¢! et que, pour u > 0, on a G’ (u) = - Par composition, la

fonction f est de classe 4! sur ]0; +oo[ et, pour u > 0 :
~ ,cos(3u)  cos(u)

f'(u) =3G'(3u) — G'(u) =3 —

3u u U

cos(3u) — cos(u) '

A laide d’un développement limité & Pordre 2, il vient, quand u tend vers 0 :

flu) = % <1 — QTUQ -1+ %2 + 0(u2)) = —4u + o(u).

En particulier, nous pouvons en déduire 111% f(u)=0.
u—r

Nous avons montré que (une fois prolongée) f est une fonction continue sur
[0; +0c[, de classe € sur I'intervalle ouvert |0 ; +oco[ et que f’ a une limite finie
(nulle) en 0. D’apres le théoréme de la limite de la dérivée, cela prouve que f est
de classe €' sur [0; +oo[ avec f/(0) = 0.

E Equations différentielles

Le cours de premiere année sur les équations différentielles est trés bref et centré
sur la résolution explicite d’équations différentielles a I’aide des fonctions usuelles.
11 faut bien maitriser la technique de variation de la constante et comprendre la
preuve de la résolution de I’équation du premier ordre qui repose sur la dérivation
de © +— e’ f(x). La résolution de I'équation du second ordre & coefficients
constants est trés utilisée en Physique et doit étre connue.

Exercice 91 : Trouver toutes les applications dérivables f : R — R telles que,
pour tout réel x, on ait f'(x) = f(—z) + e®.

Indication : d cause de la présence de f(—x), ce n'est pas une vraie équation
différentielle mais, en redérivant, on obtient une équation du second ordre.

Analyse : supposons que f est une fonction dérivable sur R vérifiant :
Ve eR, f'(z)=f(—x)+e".

Puisque z — f(—x) + €* est dérivable, la fonction f’ est dérivable et, en dérivant
Iégalité, il vient :

VeeR, f'(z)=—f(-2)+e" =—[f(x)+e "] +e"

en exploitant la relation f'(z) = f(—x) + €* avec —x & la place de z. Il s’ensuit
que f est solution de I’équation différentielle vy’ +y = e* — e~ *.

La solution générale de ’équation homogene est yo(x) = acosx + fsinx avec «
et 8 deux constantes réelles.

Pour trouver une solution particuliere de I’équation avec second membre, nous
utilisons le principe de superposition. Les calculs montrent que la fonction ¥
définie par y;(x) = %(ez — e~ %) = sh(x) est solution.

En conclusion, nous pouvons dire que si f est une solution du probléme posé, alors
il existe deux constantes « et [ telles que

Ve € R, f(z)=acosz+ Bsinz+ sh(z).

Synthese : parmi ces fonctions, vérifions lesquelles sont effectivement solutions du

probléeme posé. Avec cette formule, il vient, pour tout réel x :

f'(r) = —asinz + Bcosz +chx et
f(=x)+€” = acosx — Bsinz —sh(z) + e* = acosz — Bsinx + ch(x)

ce qui prouve que f vérifie le probléme initial si, et seulement si, a = f3.

En conclusion, les solutions du probleme posé sont les fonctions

f:ax— alcosz +sinz) 4+ sh(x) avec « une constante réelle.

Exercice 92 :

1. Soit f : R — R. Montrer qu’il existe un unique couple (g,h) de fonctions
telles que
g est paire ; h est impaire ; f=g-+h.

Montrer que f est de classe € ssi g et h sont de classe €.

2. Trouver toutes les fonctions f : R — R de classe €2 telles que :

VzeR, f[f'(z)=f(-z).

1. Existence :

f(=) +2f(_x) et h((E) _ f(=) _zf(_x)

facilement que g est paire, que h est impaire et que f = g + h.
Unicité : supposons que G est une fonction paire, que H est une fonction
impaire et que f =G+ H.

Pour z € R, posons g(z) = - On vérifie

Pour tout x € R, il vient :

fl@)=G(x)+ H(z) et f(—z)=G(—z)+ H(—z)=G(x)— H(z).



En ajoutant ces deux égalités, il vient f(z) + f(—z) = 2G(z) et donc
Glz) = f(=) +2f(—w)_

En retranchant ces deux égalités, il vient f(z) — f(—x) = 2H(z) et donc
H(z) = f(x) —2f(—w)
Cela prouve que G = g, H = h et donc il y a bien unicité.

Lorsque f est €2, les deux formules de définition de g et h montrent
clairement que g et h sont 2. Réciproquement, lorsque g et h sont €2,
la formule f = g + h montre clairement que f est €.

Remarque : g s’appelle la partie paire de f et h s’appelle la partie impaire
de f.

. Ecrivons f sous la forme f = g+ h avec ¢ paire et h impaire. Alors :

(@) =g"(@) +1"(x) et f(-x)=g(zx)—h(z).

On constate que g” est paire et h' est impaire. Par conséquent, g” est la
partie paire de f” et h” est la partie impaire de f”.

Analyse : supposons que f est solution du probléme. En identifiant les parties
paires et impaires de f” et de z — f(—z), il vient ¢’ = g et b/ = —h.
La résolution de ces deux équations différentielles donne quatre constantes
a, b, c,d telles que, pour tout z € R :

g(z) =achz+bshx et h(zr)=ccosz+dsinz.

Comme g est paire, b = 0. Comme h est impaire, ¢ = 0. Finalement, pour
z € R,
f(z) =achx + dsinz.

Synthése : prenons deux constantes a, d et définissons la fonction
firz—achz+dsinz.
D’une part, f est de classe €2. Par ailleurs, pour tout = € R :
f'(x) =achx —dsinz = f(—2x)

donc toute fonction de cette forme est bien solution du probléme posé.

Exercice 93 : Une fonction f: R — R est dite additive lorsque

V(z,y) €R?,  flz+y) = f(z)+ f(y)

1. Soit f une fonction additive continue. Exprimer f(Az) en fonction de f(z)

pour A successivement dans IN, Z, Q, R. En déduire la liste de toutes les
fonctions additives continues.

2. Grace a l'intégration, montrer que toute fonction additive continue est de

classe €. Retrouver ainsi le résultat de la question précédente.

1. On constate tout d’abord que f(0) = f(0 + 0) = 2f(0) et donc f(0) = 0.

On en déduit que 0 = f(z — z) = f(z) + f(—=z) et donc f(—z) = —f(x).
On prouve ensuite, par une récurrence immédiate, que f(nz) = nf(x) pour
n € IN et, avec la propriété sur opposé, on en déduit f(nz) = nf(x) pour
n € Z. Pour r € Q, on écrit r = 2 avec a € Z et b € IN*. Mais alors, en
appliquant ce qui précede, on obtient

af(x) = f(az) = f(brz) = bf(rz) doh f(rx) =7 f(x) = rf(2)

Enfin, pour A € R, comme Q est dense dans R, on introduit une suite (Tn)n;o
de nombres rationnels qui converge vers A. Par continuité de f, il vient :
f(Az) = lim f(rpz) = lim r,f(z) = Af(z).
n—oo n—oo

On applique finalement ceci avec x = 1. En posant a = f(1), on a donc
démontré :

F(A) = aX

Réciproquement, il est clair que, pour toute constante «, la fonction A — aA
est continue et additive.

. Fixons un réel x. Nous pouvons écrire :

1
0

1 1
/Of(t+x)dt:/ (f(t)+f(x))dt:/0 Ft)dt + f(z)

et donc :

f(a:):/Olf(t+m)dt—/01f(t)dt:/:Hf(u)du—/olf(t)dt.

x

Comme f est continue, la fonction F': z — / f(u)du est de classe €. Or,
0
d’aprés 1'égalité précédente, f(x) = F(z+ 1) — F(z) — F(1), ce qui prouve

que f est de classe €.

Repartons de la relation f(z +y) = f(z) + f(y). En fixant = et en dérivant
par rapport & y (ce qu’on peut faire maintenant qu’on sait que f est de classe
€1), on obtient f'(z +y) = f’'(y). Choisissons maintenant d’appliquer cela
en y = 0. On obtient f'(z) = f'(0), ce qui prouve que f’ est constante et
donc f est une fonction affine. Il existe donc deux constantes a,b € R telles
que f : x — ax + b. Mais alors

flx+y)=ax+ay+b et f(z)+ fly)=axr+ay+2b etdonc b=0

On a prouvé que f : z +— ax et, 1a encore, la réciproque est évidente. Toute
fonction f : z +— ax est continue et additive.



Exercice 94 : Soit f une fonction de R dans R telle que f(0) = 0. On suppose
que f est dérivable sur R, et vérifie pour tout x :

fl@)+ f'(z) >0

Montrer que f est strictement positive sur R .

Pour z € R, posons ¢(z) = f(x)e”. Alors ¢'(z) = (f(z) + f'(z))e® > 0 et donc
¢ est une application strictement croissante. Or ¢(0) = 0 et donc pour z > 0,
@(x) > 0 d’ott on déduit immédiatement f(x) > 0.

F Fonctions de deux variables

Le cours de premiére année sur les fonctions de deux variables se concentre sur
le calcul et la manipulation des dérivées partielles. Il sera complété en deuxiéme
année par un cours plus général sur les fonctions de R? vers R"™. Pour I’heure,
voici deux exercices d’entrainement sur les manipulations des dérivées partielles.

Exercice 95 : Soit f: (x,y) — e*¥"®) Etudier les extrema de f.

™
e Prenons y = 5 On remarque alors que

f(:v,g) =e’ —— +0

Tr—+00

La fonction f n’est pas majorée donc elle ne posséde pas de maximum global sur
R2.

e Il est clair que f > 0 et donc f est minorée. En revanche, elle ne possede pas
de minimum car, avec y = —g :

m _m .
f(a:, 2) =et —— 0 donc (z’zr)lgm flz,y) =0
et, comme la fonction f est strictement positive, elle n’atteint pas sa borne
inférieure.
e On peut maintenant se demander si f possede des extrema locaux. La fonction
f étant de classe €' et définie sur un ouvert, on cherche ses éventuels extrema
parmi ses points critiques :

%(m,y) =0 sin(y)e® s =0
Vie =00 <= 0 5 e | Ty
oy’
sin(y) =0 ke, y=knr
{ xcos(y) =0 = { z=0

En effet, aprés avoir traduit la condition siny = 0 en y = k7w avec k € Z, on a
siny = (—1)* si bien que la seconde équation meéne a x = 0.

Il y a une infinité de points critiques, & savoir tous les couples (0, k7) pour k € Z.
Fixons maintenant k € Z et montrons que (0, k7) n’est ni un minimum local ni
un maximum local. Pour cela, montrons que dans n’importe quel disque de centre
(0, km) et de rayon r > 0 (avec un rayon r aussi petit qu’on veut), on peut trouver
des couples (z,y) et (2',y) tels que f(x,y) < f(0,km) < f(2/,y).

La fonction sin change de signe en k7 : pour k pair, elle est négative juste a gauche
de k7 et positive juste & droite ; c’est le contraire pour k impair. Il est donc possible

de trouver h € }72 ; g[ tel que sin(km + h) > 0. Le couple (z,y) = (fg, km + h)
vérifie ||(z —y) — (0,kn)|| < 7 et f(x,y) = e smETHRIT/2 1 — (0, kn)
tandis que le couple (2/,y’) = (g,kﬂ' + h) vérifie ||(«',y") — (0,km)|| < r et
f(O,]C’iT) —-1< esin(kﬂ'Jrh)r/Q _ f(x/,y/)~

Finalement, la fonction f ne posséde aucun extremum local sur R2.

Exercice 96 : Soit f : R? — R une fonction de classe €. Pour (x,y) € R?, on
pose g(x,y) = f(f(y, y), f(y, x)) Exprimer les dérivées partielles de g a I'aide de
celles de f.

La fonction g s’obtient par composition de fonctions de classe €' donc elle est
de classe €. Pour calculer ses dérivées partielles, il faut appliquer la reégle de
la chaine, c’est-a-dire dériver par rapport a chaque apparition de la variable par
rapport a laquelle on veut dériver.

Rappelons que la premieére dérivée partielle de f se note 0y f ou encore % et que
of

la seconde se note d f ou encore .
Y

e Posons u = f(y,y) et v= f(y,x). On constate tout d’abord que

Oy = Ou = _of of
alors que

oo = 02f () = 5 o) et T w) = uf(pa) = G w.0)

e On applique la regle de la chaine :

0 Ou ov
@) = 01 f(uv) x 5o (@) + 0 (0, v) x o (2,)
0 0

= S (19), T .2) % ()



e et de méme pour la seconde dérivée partielle de g :

0 Ou ov
aig(a%y) = 81.]8(117 V) X 87;(9571/) + an(u7 V) X %(x7y)
0 %) 0
— (0. . 2) % | G ) + )
0 0
+ (0w sw.0) x Lo,

ITITI Probabilités

Voila bien un chapitre ou il est facile de dire de nombreuses bétises. Gardez en
téte l'idée suivante : les probabilités sont une partie des Mathématiques tout aussi
rigoureuse que le reste ; laissez les explications fumeuses de coté et appliquez plutot
les définitions et les théorémes du cours. Le but des probabilités est de quantifier
l'information disponible (oubliez I'image du hasard qui agirait par magie...); la
probabilité est une fonction permettant de quantifier a quel point un événement
risque de se produire (ou pas) d’aprés les informations dont on dispose. Quand on
calcule une probabilité conditionnelle P(A|B), on ne modifie pas I’événement A
(Pévénement « A sachant B » n’existe pas!) et on ne modifie pas non plus I'univers
des possibles 2 mais on change la fonction de probabilité (Pg au lieu de P) afin
de prendre en compte 'information nouvelle (& savoir que I’événement B s’est
produit) pour recalculer les probabilités de tous les événements.

Le programme de premiére année se limite au cadre des espaces probabilisés finis.
On peut distinguer trois grands types d’exercices :

e une description peu formalisée de I'expérience aléatoire est proposée par
Pénoncé (boules dans des urnes, etc) et on sait décrire I'univers des possibles
Q avec une probabilité uniforme. Alors I'exercice de probabilités devient un
exercice de dénombrement et il faut calculer le cardinal d’une partie de §)
pour répondre.

e [’énoncé donne un certain nombre d’informations indirectes qu’on traduit en
donnant les valeurs des probabilités d’un certain nombre d’événements (ou
des probabilités conditionnelles). On utilise alors les formules du cours telles
que la loi des probabilités totales ou la formule de Bayes pour obtenir les
autres probabilités demandées.

e [’énoncé impose ou suggere 'emploi de variables aléatoires. On utilise alors
les formules sur les lois usuelles dans le but de calculer des espérances, des
variances, etc.

Exercice 97 :

1. Soit n € IN* et X une variable aléatoire a valeurs dans [0 ; n]. Montrer que

E(X) = Zn:P(X > k)
k=1

2. Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On tire successivement,

et avec remise, 3 boules de I'urne. Soit X la variable aléatoire modélisant
le plus petit numéro obtenu. Déterminer la loi et I’espérance de la variable
aléatoire X.

n

. Utilisant que P(X > k) = ZP(X = {), on peut écrire :

=k

ZP(X}k):ZXn:P(X:E): ZP(X:E):ZH:P(X:K)E

k=1 k=1/{=k (=1 k=1 /=1

n

On reconnait la formule qui donne ’espérance de X.

2. Il est clair que X (92) = [1; n] et plutét que de calculer (comme d’habitude)

P(X = k), il est plus astucieux (et la premiére question était la pour le
suggérer) de commencer par calculer P(X > k).

En effet, pour 1 < i < 3, désignons par X; la variable aléatoire modélisant
le numéro de dossard de la i-eme boule extraite.

D’apres le texte, les variables aléatoires X1, X5 et X3 sont indépendantes et
suivent la loi uniforme sur [1;n]. Comme X = min(X7, Xo, X3), il vient :

PX>2k)=P{X1 Z2k}n{Xa 2k} n{X3 > k})
Comme les variables aléatoires X1, X5 et X3 sont indépendantes, on a :
P(X >2k)=P(X, 2 k)P(Xs 2 k)P(X5 > k).
De plus, elles ont méme loi, d’ou
P(X > k)=P(X; > k)%

Puisque la variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [1 ; n], on en déduit :

p<x>k>:(”—’f“)3.

n
Ensuite, il suffit de remarquer que
PX>2k)=PX=k+PX>k)=PX=k+PX>k+1),

On en déduit que

P(X=k)=P(X >k -P(X >k+1) = (”‘k+1)3_<”;’f)3



3n—k)(n—k+1)+1

b

3

n
Comme X est & valeurs dans [1 ; n], elle est a fortiori & valeurs dans [0 ; n]
donc on peut appliquer la premiére question pour calculer E(X). Il vient :

EX)=Y PX>k=Y (”jﬁ“) = iZe?’

k=1 k=1

en faisant le changement d’indice £ =n — k£ 4+ 1. On conclut :

1 n?(n+1)? (n+1)2
PO = =3 = m

Exercice 98 : Une urne contient dix boules rouges, dix boules vertes et dix boules
bleues. On tire simultanément trois boules de 'urne. Quelle est la probabilité que
le tirage soit unicolore ? bicolore ? tricolore ?

L’univers des possibles est {2 'ensemble des combinaisons de 3 boules parmi 30 :

Card(Q) = (330

tirages : unicolore, tricolore, bicolore.

= 4060. Il y a équiprobabilité. On traite, dans cet ordre, les

1. unicolore : soit Ug [resp. Uy, Up] 'événement « les trois boules sont rouges »
[resp. vertes, bleues]. Soit Cy 1’événement «le tirage est unicolore ». Alors
Cy = U UUy UUg et ces événements sont incompatibles donc

P(Cy) = P(Up) + P(Uv) + P(Ug)

10
Comme il y a 10 boules bleues, il vient Card(Up) = (3) = 120 et donc

120 6
P(Up) = 4060 203

Les nombres de boules de chaque couleur étant les mémes, il vient P(Uy ) =
P(Ugr) = P(Up) et donc :

6 18
203 203
2. Soit Cf : «le tirage est tricolore ». Un tirage tricolore consiste a choisir une
boule bleue parmi les 10, puis une boule verte parmi les 10 et enfin une boule
rouge parmi les 10 si bien que Card(C3) = 10% = 1000 et donc
~ 1000 50
T 4060 203

P(Cl):?)x

P(Cs)

3. Soit Cy : «le tirage est bicolore». Comme (Ci,C5,C3) est un systéme
complet d’événements, il vient :
135

P(C3) =1 = P(C1) = P(Cs) = 52

Exercice 99 : On fixe un entier n > 1. On choisit un entier au hasard entre 1 et
n. On note X ce premier nombre. On choisit ensuite un entier au hasard entre 1
et X. On note Y ce deuxiéme nombre. Déterminer la loi de Y et calculer E(Y).
Indication : attention, la notation Ux ne veut rien dire ! Pour traduire proprement
les hypothéses de I’énoncé, il faut passer par le calcul des probabilités condition-
nelles P(Y = k| X = {).

D’apres le texte, X(2) = {1,...,n} et P(X = k) = % pour 1 < k < n (loi

uniforme). De méme, il est clair que Y(2) = {1,...,n}. Il ne reste donc qu’a
trouver P(Y = k) pour 1 < k < n. Il suffit de partitionner selon les valeurs que
peut prendre X et d’utiliser la loi des probabilités totales :

P(Y =k) = ZH:P(Y — kX =0)-P(X =1).
£=0

Il faut distinguer les cas k > et k < £ :

e Lorsque £ > k,ona P(Y =k|X =/) =

Par conséquent,

E(Y)—ZkP(Y:k):ZEZ%:%Z Z:l vk
=1 =1 " 0=k =1 t=k 1<k<t<n
Lok 1 ¢n1lg Teml Lt+1) 1
=a 2 TR kg = 2D
=1 k=1 (=1 k=1 =1 =1
1 n+1,_n+3
Ton T Ty
=2

Exercice 100 : Une urne contient au départ une boule jaune et une bleue. On
y effectue une série de IV extractions selon le protocole suivant : chaque fois que
I’on obtient une boule jaune, on la remet dans I’urne, en ajoutant une boule bleue.
Quand on tire la boule bleue, on la remet dans 'urne.

Soit X la variable aléatoire modélisant le rang d’apparition de la premiere boule
bleue au cours des N extractions (Xny = oo si la boule bleue n’apparait pas).
Quelle est la loi de X ? Que vaut 1\}51100 P(Xy = o0) ? Interpréter.



1. Tl est clair que X(Q) =[1; N +1].
Notons A; I'événement «la i ®€ boule extraite est jaune » et introduisons
I’événement By, = A1N---NAg : «les k premiéres boules sont toutes jaunes ».
Calculons tout d’abord les nombres P(By).

e Tout d’abord, P(B;) = P(A41) = %
e Comme By = A N By_1, il vient P(Bk> = P(Ak|Bk_1)P(Bk_1).

Apres k—1 tirages tous jaunes, I'urne contient 1 boule jaune et k boules

bleues donc p(Ag|Bk-1) = kj— - et donc
P(BY) = 5 P(Bi)
Mk Y

Par une récurrence immeédiate, il vient :

1

Maintenant, calculons P(X = k) pour 1 < k < N.
e Tout d'abord, P(X =1) = P(4;) = ;-

e Pour 2 <k < N, il vient :
P(X = k) = P(By_1 N Az) = P(A4|By_1)P(Bi_1)

Apres k — 1 tirages jaunes, 'une contient k£ boules bleues et 1 boule

jaune donc p(Ag|By_1) = k " _ et finalement :

+1

Enfin, P(X = o) = P(BN) = 3377

2. 1l est clair que A}im P(X = 00) = 0 avec une convergence tres rapide. Si on
—00

tire de tres nombreuses fois, il devient extrémement improbable qu’aucune
boule bleue ne sorte.

Exercice 101 : Une série d’appareils (numérotés 1,2,3,...) transmettent un
bit de message (0 ou 1). Chaque appareil transmet fidélement le bit qu'’il regoit
avec une probabilité g € ]0; 1] et le change en son contraire avec une probabilité
p=1—gq.

Pour n € IN*, on note ,, la probabilité que le bit a ’entrée du transmetteur n soit
le méme qu’a Uentrée du transmetteur 1 (ainsi m = 1).

1. Pour n € IN*, exprimer m,41 en fonction de 7,.

. Montrer que (7,),,>, est une suite arithmético-géométrique. Exprimer m,, en
=

fonction de n et de p.

. Calculer lim 7,. Que remarque-t-on ?
n—oo

. Notons A,, I’événement «le message a l’entrée du transmetteur n est le

méme qu’a 'entrée du transmetteur 1 » et B, I’événement « le transmetteur
n modifie le message qu’il a regu ». D’apres ’énoncé :

P(A,) =7, et P(B,)=p=1-gq.

Le message a l'entrée du transmetteur n + 1 peut étre correct pour deux
raisons :

e le message était correct a l'entrée du transmetteur n et celui-ci a
transmis fidelement ce qu’il a regu.

e le message était incorrect a l'entrée du transmetteur n et celui-ci a
modifié le message qu’il a regu.
Ces deux possibilités s’excluent I'une I'autre donc (en exploitant I'indépen-
dance des événements A, et B,,) :

P(A,41) = P(A,NB,) + P(A, N B,)
= P(Ay)[1 = P(By)] + [1 — P(An)|P(Br)
=mp(1 _p) + (1 - Wn)p

d’ou finalement :
Tp+1 = (1 - 2p)7rn +p.

. Cette relation de récurrence est bien celle d’'une suite arithmético-

géométrique. En posant u,, = m, — 5o on constate que :

1 1
Unt1 = Tpe1 — = = (1 — 2p) (wn — 2) = (1-2p)u,

2
si bien que
_ n—1 _ 1 n—1 _ 1 n—1
un = (1=2p)" ur = 5 (1-2p) et m =5 (1+(1-2)"").
. . 1
. Comme -1 < 1 —-2p < 1, on voit que lim 7w, = 3 On constate
n—oo

que la probabilité que le message soit correctement transmis tend vers
2 indépendamment de p (c’est-a-dire indépendamment de la qualité des

transmetteurs).



Exercice 102 : On joue a pile ou face n fois de suite avec une piece équilibrée.
On définit les événements suivants :

e A, :au cours des n lancers, on a obtenu au moins une fois “pile” et au moins
une fois “face”.

e B, : au cours des n lancers, on a obtenu au plus une fois “pile”.
Pour n > 2, calculer les probabilités de A,, et de B,,.
Les événements A, et By sont-ils indépendants ?

Les événements A3 et Bs sont-ils indépendants ?

= 89 9=

Pour quelles valeurs de I'entier n > 2 les événements A, et B, sont-ils
indépendants ?

Remarquons tout d’abord qu’il y a une expérience aléatoire différente pour chaque
valeur de n avec un univers €2, = {0,1}" et une probabilité P, sur Q,. Pour
simplifier, nous notons P la probabilité pour toutes les valeurs de n.

Pour k € [1;n], notons Fj, 1’événement « on obtient “face” au tirage numéro k ».
Remarquons que ’événement « on obtient “pile” au tirage numéro k » est égal a F},.
Comme la pitce est équilibrée, il vient P(Fy) = P(Fy) = % pour tout k € [1;n].
Comme les lancers de la piece sont successifs, on modélise ’expérience en disant
que les événements F7, ..., F, sont mutuellement indépendants.

1. Notons E=Fin---NFE,et F=F N---NF,. Il vient A, = EUF. De

plus, les événements E et F sont incompatibles. Par conséquent, P(A,) =
P(E) + P(F). Par indépendance mutuelle des événements F;, on trouve :
1 1 1

o 2n—1_1
P(An>:1_P<An):1_27_27:1_anl: on—1 ’

Pour k € [1;n], notons Gy '’événement « on tire Gj, = Fj, N ﬂ F;. Nous
constatons alors que B, = FUG; U ---UG,. De plus, cesjéf/énements
sont incompatibles et ont tous la méme probabilité 2% (en raison de
l'indépendance mutuelle des F;) si bien que :
n+1

2”

P(Bn) = P(F)+ P(G1) + -+ P(Gy) =
2. Pour n = 2, on peut écrire :
Ay N By = (F1NF)U(FLUF,)

Les deux événements entre parenthéses sont incompatibles donc, par indé-
pendance de Fy et F5 :

P(AsNBy)=-+

e~ =
[\

1
4

On constate que

1 3 3

ce qui prouve que As et By ne sont pas indépendants.

3. Pour n = 3, on peut écrire :
AsNBy=(FiNFNE)U(FLNEFyNF3) U (F N FyNFy)

11 s’ensuit que P(A3 N B;) = 2% = g Par ailleurs

P(A3)P(Bs3) =

et donc Az et Bs sont indépendants.

4. Dans le cas général :
ANBy=JE N NF i NF N Fop NN Fy)
k=1

si bien que P(A, N B,) = 2% tandis que

o=l 1 n41
2n71 x on :

Les événements A, et B, sont indépendants si, et seulement si, ces deux
quantités sont égales, c’est-a-dire :

n 211 n4+1
X

2”—1
on 27171 on

—n=1.

Pour n > 2, posons u, = 2"~ ' —n. Il vient :
un+1—un:2"_1—1>0

donc (up),,>, est strictement croissante. Or uz = 1 et donc (uy),,, ne prend
la valeur 1 pour aucune autre valeur de n. Par conséquent, A, et B, sont
indépendants si, et seulement si, n = 3.

Exercice 103 (x) : Pourn € IN* et p € ]0; 1], on considére une variable aléatoire
Sp qui suit une loi binomiale % (n,p). Pour tout A tel que 0 < A < p, montrer
que :

lim P(S, < An) =0.

n—oo



Pour tout réel z, si x < A, alors | — p| > p — A+ Par conséquent :

{Snsxn}z{s”<A}c{‘5"—p’>p—A}
n n

Or nous savons que £ (%) = E(f") = p et donc, d’aprés I'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev :
Sn
P(S, < An)< P Sno_ls <V(7)_ 1 V(S)
n X X n Pl =D \(p—)\)2_n2(p—)\)2 n

D’apres le cours, nous savons que V(S,,) = np(1 — p) si bien que :

p(1—p)
P(S, < An) < Py Ve

ce qui prouve que lim P(S, < An) =0.
n— 00




