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Problème 1 : étude de l’alliage 2024 

 

 

  



 

 

  



 

 



 



 

  



 

  



 

  



Problème II : Formation de glace à la surface d’un plan d’eau  
(Extrait de X MP 2003) 

 

1a) La loi de Fourier est :  Q G GJ grad T 


. 

Elle devient, pour ce problème unidimensionnel :  G
Qz G

T
J
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1b) Il s’agit d’un bilan classique pour un volume de glace compris entre les cotes z et z+dz et de 
surface de base quelconque S. Entre t et t+dt, la variation d’énergie de cette « tranche » 
s’écrit structurellement : 
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Par ailleurs, le premier principe permet de relier cette variation d’énergie interne au transfert 
thermique à travers la surface délimitant le système :
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Ainsi, après simplification par Sdz, l’équation locale exprimant le bilan d’énergie est :   
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En la combinant avec la loi de Fourier, on obtient :   
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1c) Les conditions aux limites sont :   0t    0,G ST t T    et     ,G FT t t T   . 

Elles ne permettraient de déterminer TG que si on connaissait la fonction  t … 

Rq : il n’y a pas lieu d’introduire de conditions initiales car, à t = 0, ξ est nul : il n’y a pas de 
glace. 

 
1d) La phase liquide est en contact thermique avec un système plus froid (la glace). Elle ne peut 

alors que se refroidir. Mais, étant au départ à la température de fusion TF sous la pression 
d’équilibre correspondante, elle ne peut pas se refroidir et va céder de l’énergie en se 
solidifiant. La partie non solidifiée ne s’est donc pas refroidie et est restée à la température 
uniforme TF. La densité de courant d’énergie thermique est donc nulle dans la phase liquide 
(utile pour 2.b.). 

 
1e) Le volume massique de la glace est plus élevé que celui du liquide. Une masse d’eau 

donnée, une fois solidifiée, occupe donc plus de place qu’avant sa solidification. Comme la 
paroi est fixe, le liquide est repoussé dans le sens z croissant. L’eau a une vitesse uniforme 
perpendiculaire à la paroi fixe. 

 
2a) Soit un cylindre de glace de section S et de hauteur  t  ; à t,  le volume de ce cylindre est : 

S  t  et entre t et t+dt ce volume augmente donc de  S t dt  ; la masse de glace augmente 

donc de :  Gdm S t dt    

 
2b) Pour la masse dm (système fermé), la solidification à la température de fusion 

s’accompagne d’une variation d’enthalpie (hG  hE) dm = – L dm qui, à pression constante et 
sans travail autre que celui des forces de pression, est égale à l’énergie thermique reçue. 
Cette dernière intervient uniquement en  z t  (à travers la surface S) car le courant 

thermique dans le liquide en  z t dt   est nul (voir 1.d.).  Ainsi, le premier principe 



s’écrit (en négligeant la variation d’énergie cinétique du système) :
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2c) On remplace dm par l’expression du 2.a) pour obtenir l’expression attendue :  
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   (1) 

 
3a) On ne peut atteindre un régime permanent car la condition limite T = TF = Constante est 

imposée en une position ξ variable au cours du temps. 
Rq : F ST T  donc la solution permanente TG uniforme égale à TS n’est pas possible ici. 

 
3b) L’ARQS revient à annuler la dérivée temporelle dans l’équation de la diffusion thermique, 

dont on déduit que 
2
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 est nulle, donc que TG est fonction affine de z. Avec les conditions 

aux limites, on obtient alors :      ,G S F S
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3c)  L’équation (1) conduit à : F S
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   qui, en posant F S
G
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  s’écrit  


d

D
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  . 

Compte tenu de la nullité de ξ  à t = 0, ceci s’intègre bien en : 2 2Dt  .  
 
Rq : En diffusion thermique, l’évolution en t  d’une distance typique du problème est 
« classique » ; ici, D n’est pas le coefficient de diffusivité thermique Dth de la glace mais il 
joue un rôle analogue. 

 
3d)  Application numérique : 7 2 12,18 10 m sD      .  

Durée un jour une semaine 
un mois  
(30 jours) 

six mois  
(182,6 jours) 

Épaisseur 19 cm 51 cm 1,06 m 2,62 m 

3e) A partir d’un instant quelconque où l’épaisseur de glace est  t  et où la vitesse de 

formation est  t , on peut définir une durée caractéristique de variation de l’épaisseur de 

glace   par :    t t   .  

Compte tenu de l’équation : D   , il vient : 
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Or, la durée caractéristique de la diffusion thermique dans l’épaisseur de glace est 
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  . 

Comme l’approximation quasi stationnaire est valide si la diffusion thermique est quasi 
instantanée à l’échelle de temps des variations de l’épaisseur de glace, on en déduit donc la 

condition diff  , soit : 159 KF S
G

L
T T

c
   

 
Si on s’impose un facteur 10, il trouve donc que l’ARQS est n’est valable que pour  



16 KF ST T  , ce qui est tout de même restrictif et n’est pas réalisé pour 30ST C   . On 

remarque par ailleurs que la validité de l’ARQS est indépendante de t, ce qui était loin d’être 
prévisible. 

4a) La discontinuité de température est due à la modélisation du transfert thermique conducto-
convectif à l’interface entre le lac et l’air. 
L’interface en z = 0 étant immatérielle, il ne peut y avoir accumulation d’énergie, ce qui 
impose la continuité du flux. 

4b) Le vecteur densité de flux en z = 0+, projeté sur (Oz), s’écrit : 
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C’est la même expression qu’à la qu. 3 où on a simplement remplacé TS par Ti(t), toujours 
dans l’ARQS. Ce vecteur est égal, par continuité, au vecteur densité de flux en surface dont 

l’expression est fournie par l’énoncé :     , 0,Q z i Sj z t B T t T    . On en déduit :
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Pour pouvoir négliger la discontinuité de température, il faudrait obtenir :  i ST t T , soit : 

 
1G

B t




 . 

Ceci est évidemment inexact en début de gel ( 0  ) et, compte tenu des valeurs numériques 

fournies par l’énoncé, ne deviendrait exact que pour :   1,23 mGt B   , c'est-à-dire 

jamais d’après les ordres de grandeur d’épaisseur obtenus à la question 3.d). 

4c) En couplant l’équation (1), toujours valable, à l’expression du gradient de température dans 

la glace et à la seconde expression obtenue pour  iT t , il vient : F i
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  , d’où : 
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Ceci s’intègre en : 
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2
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      ; à t =0  = 0, donc : 2 2
2G Dt
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4d)  Application numérique :   

Durée un jour une semaine 
un mois  
(30 jours) 

six mois  
(182,6 jours) 

Épaisseur avec ce 
modèle 

1,5 mm 10 cm 40 cm 1,67 m 

Épaisseur en 
négligeant la 
discontinuité de T 

19 cm 51 cm 1,06 m 2,62 m 



CCL : la prise en compte de la discontinuité de température est cruciale pour évaluer l’épaisseur. 
 
II. Effet d’une couche de neige 

1) Comme au I.3.b), la température est fonction affine de z dans chaque phase. La densité de 
courant d’énergie (normale) est continue à l’interface neige/glace. 

2) On a donc : S nG nG F
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  . Avec la seconde égalité on calcule nGT  (la formule 

obtenue est l’analogue thermique de la relation de Millmann) puis, avec la première, on en 
déduit QzJ  :  
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Rq 1 : Cette dernière expression s’obtient plus rapidement avec le concept de résistance 
thermique : le dénominateur correspond à l’association en série des deux résistances 

« surfaciques » (puisqu’on calcule le flux surfacique) : 
G




(glace) et n

n

h


(neige). 

Rq 2 : L’expression obtenue est la même que celle utilisée à la question I.3.c) au 

remplacement près de 
G




 par n

G n

h
 

  c’est à dire qu’on remplace   par eff n     avec 

G
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 . n  représente l’épaisseur de glace qui offrirait la même résistance thermique que 

la couche de neige.  

 

3) La remarque 2 précédente et le fait que eff    permettent d’utiliser directement les résultats 

du I.3.c). L’équation d’évolution est eff eff D    et a pour solution, avec la condition 

 eff 0 n   : 2 2
eff 2 nDt    d’où, en revenant à  :  22 n nDt     . 

 
      4) Durée un jour une semaine un mois  

(30 jours) 
six mois  
(182,6 jours) 

 Sans neige (I.3.d) 19 cm 51 cm 1,06 m 2,62 m 
 Avec neige 1,3 cm 8,7 cm 34 cm 1,53 m 

(On compare au I.3.d et non au I.4.d car ici la conducto convection est de nouveau 
négligée…) 

5) La neige, en ajoutant une couche peu conductrice, rend beaucoup moins efficace la 
croissance de la glace tant que celle-ci n’est pas d’épaisseur grande devant n = 1,48 m, c’est 
à dire pendant plusieurs mois. 

  



Problème III : Etude thermique d’un objet torique 

 

 



 

  

    

 



 

 


