I1- LE MILLENIUM BRIDGE

Appliquons la relation fondamentale de la dynamique a la masse m de barycentre G
ayant pour coordonnée x, dans le référentiel terrestre supposé galiléen (méme si je m’en
affranchis ici, un schéma est indispensable sur votre copie !) :
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D’aprés ’énoncé, ¢ = OG = z. Projetons cette relation sur u, :
mi = —at —mg — k(z — £oy)
Divisons cette égalité par m et posons:
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11 vient F+28wod +wo(z—Lp)+g=0

Notons z la valeur de z a ’équilibre. Alors,
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Il s’ensuit que z=1{— Lz
wo

Posons z(t) = X(t) +z, ou X(t) représente la position de G par rapport & sa position
a ’équilibre. L’équation du mouvement devient :

X + 2 fwp X + wp? (X+€o—~w£2~~€o) +g=10
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Aprés simplification, il apparait que

X+2€woX+we?2X=0 avec wo =1/ — et £= =
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La constante wq est la pulsation propre, c’est la pulsation naturelle de 1'oscillateur
en 'absence d’amortissement. Le coefficient £ est le facteur d’amortissement,
il croit proportionnellement avec le coefficient de frottement a.

&est li¢ au facteur de qualité¢ Qpar: Q@Q=1/2¢&

@ Pour ¢ = 0, I’équation du mouvement devient :

X +welX=0

Il s’agit de I’équation de I'oscillateur harmonique de pulsation wy. La solution X(t)
est de la forme:

X(t) = A coswot + Bsinwgt
Avec les conditions initiales imposées, on obtient que:

A=X0)=Xe e Buwy=X(0)=V,

A%
Par conséquent, X(t) = Xo coswpt + —2 sinwot (pour £ = 0)
wo




Pour 0 < € < 1, en cherchant des solutions sous forme X(t) = A eP*, on aboutit a
I’équation caractéristique :

P> +2&wop+we® =0

dont le discriminant est A=4wp?(2-1)<0
Il s’ensuit que p = —&wp tiwgy/1 — &2

Ainsi, X(t) est de la forme:
X(t) = (A cosw,t + Bsinw,t) e ~5wo? avec  wa = woy/1— €2
Cette fois, les conditions initiales se traduisent par
A=X(0)=Xo e —Afwy+Bw,=X(0)=V,

si bien que

1
X(t) = (Xo coswat + — [V + Ewp Xp] sin wat> e Wt avec wy = wpy/1 — €2
Wa

On observe des pseudo-oscillations.

Enfin, I’'ajout d'une force due au vent revient a changer o en a — 3, c’est-a-dire
a redéfinir le facteur d’amortissement £ et a 1’écrire:
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iB>a, <0 etloscillateur devient instable. Sous ’effet du vent, ’oscillateur
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IE] La nouvelle équation du mouvement est
%+ 2 fwod + wo?(z — o) + mg = —Fo — Fy coswt
Divisons par m et introduisons X, comme & la question 1,
Fo Fi

X+2§wox+w02X = —— — — coswt
m m
Comme X =Y — Fo/(mwg?), il vient : KAL) esk & ?os\T\'m.
5 W F e\ “.\_
Y+2§WOY+w02Y=——1coswt s kil ?Q‘IT
m Oaa r(\ps Saws f\t ‘\A/'
En régime sinusoidal forcé (en posant F; = —F;), on a: WYy eav Ce é{\o\mb.wu\‘
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On aurait aussi pu poser F; = F;. Dans ce cas, to- oMl matn omner
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Une résonance se produit si |[H| présente un maximum au voisinage d’'une pulsation
propre de 'oscillateur. Comme
1 1
|E| =3 212 2002
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|H| présente un maximum lorsque le dénominateur atteint un minimum. Pour déter-
miner si ce minimum existe, il suffit de résoudre:

d
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dQ[( 0%)2 +4£20%] =0
qui conduit a —40(1-92)+8€%0=0
soit encore : 0F =1 —QF

Cette équation n’admet de solution réelle que si 22 > 0. On en déduit qu'un phéno-
meéne de résonance n’est observé que si:
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Lorsque cette inégalité est vérifiée, une résonance est observée en

Wy :wo\/l -—252

A résonance, |H(w,)| = Lz : 1,) 5
wo? (/41 +482(1-282)
: 1 1
Si¢% <1, |H(wy)| = -~ Jie
- 1
d’ou |H(w;)| ~ m (pour €2 < 1)

Tout d’abord, remarquons que pour £2 < 1,
Wy = Wo

Graphiquement, le maximum de la courbe est situé vers 12 rad.s~! donc

wo ~ 12 rad.s !

Puis, en mesurant I’ordonnée du point de résonance sur la courbe (9 dB) et en utilisant la formule
ci-dessus, il vient :

20 log(wo?|H(w;)|) = —20 log(2¢) =9
10—9/20
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d’ou I3 ~ 0,2 (soit Q= 2,5)

@ Il est important de connaitre les fréquences de résonance d’une structure pour
éviter qu’elle ne soit excitée a leur voisinage. Exciter a résonance un pont ou une tour
peut entrainer des contraintes mécaniques internes importantes, qui peuvent conduire
a la destruction de 1’édifice (comme pour le pont de Tacoma & Washington ou
le pont de la Basse-Chaine & Angers).

On peut fixer sur la structure des sismomeétres & induction électromagnétique
ou des accélérométres.

Le forcage étant périodique de valeur moyenne non nulle (d’aprés la figure 2), le
spectre doit étre constitué:

e d’un pic a la fréquence nulle correspondant & la composante continue ;



e d’un pic au voisinage de la fréquence fondamentale fs=1/T~2Hz;
ou Test la période du signal associ¢ a la marche (cf. fig. 2) soit = 0,5 s.
e d’une suite de pics a des fréquences multiples de fs. Ces fréquences sont les
harmoniques.
De ce point de vue, le seul spectre exploitable est le spectre 4, puisqu’il est le

seul & présenter des pics réguliérement espacés.

Les trois autres spectres sont inexploitables en raison de ’effet de repliement
du spectre. Pour l'expliquer, calculons la fréquence d’échantillonnage feen pour
chaque spectre:

fé(:h = A C(\\-L(rt Ac_ S\Aahno\o\

tmax — tmin ?sﬂ‘ Qq xmh wan el ,
On obtient le tableau suivant : 4 ) £ i
1 = k3
spectre 1 2 3 4 SE a
oo (Hz) | 1,7 | 11,5 ]| 8,4 | 33,2 ]

Pour les spectres 1 et 3, le critére de Shannon est mis en défaut pour le fonda-
mental. Par exemple, pour le spectre 3, on peut identifier les pics fantémes :
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Pour le spectre 2, on retrouve les pics aux fréquences 2 Hz et 4 Hz. En revanche,
le théoréme de Shannon n’est pas respecté pour les harmoniques de fré-
quences supérieures a 6 Hz, qui entrainent I'apparition de pics fantomes vers 3,3
et 5,3 Hz.

Le spectre 4 contient les fréquences 0 Hz (composante continue), f = 2 Hz puis
4 Hz, 6 Hz, etc. e dowve donc vwa §rg de warckes2 Hz, ce qui est en accord avec
la figure 2, sur laquelle on observe deux oscillations du forgage en 1 s.

@ D’apreés la figure 3, en 'absence d’amortisseurs harmoniques, les oscillations du
Millenium Bridge présentent une résonance en amplitude au voisinage de la fréquence
de forcage 2 Hz (environ 12 rad.s™!). Or, d’aprés la figure 4-4, cette fréquence
coincide avec la fréquence fondamentale d’excitation due au passage des
piétons. Il n’est donc pas surprenant que le pont présente d’importantes oscillations
si aucune précaution n’est prise.

La figure 3 montre que ’ajout d’amortisseurs harmoniques permet de scinder la
résonance en deux résonances, situées de part et d’autre de la pulsation 12 rad.s™!.
On observe alors une anti-résonance a la pulsation du fondamental du forgage
par les piétons, ce qui est trés favorable! Enfin, les deux nouvelles pulsations de
résonance ne coincident avec aucune fréquence présente dans le spectre de la figure
4-4. La marche des piétons ne risque donc pas d’exciter une des nouvelles
résonances.



