Groupes : énoncés

Exercices CCINP

Soit G un groupe. Montrer que 1’ensemble des automorphismes de groupe de G (i.e. I'ensemble des isomorphismes de
groupe de G sur lui-méme) est un groupe pour la composition. C’est le groupe des automorphismes de G, noté Aut(G).
A quels groupes simples sont isomorphes les groupes Aut(Z/3Z), Aut(Z/4Z) et Aut(Ss3)?

@ Le groupe des permutations de {1, 2,3} est-il cyclique ?

On travaille ici dans le groupe &5 des permutations de {1,2,...,12}. Un élément o de ce groupe sera noté

1 2 3 11 12
o(l) o(2) o3) -+ o(11) o(12)
et si i1,149,...,4, sont des entiers distincts compris entre 1 et 12, nous noterons (i,1is,...,4x) le cycle i1 — ia — i3 —
-+« — 1 — 11. Nous avons par exemple :

(13756)_123456789101112
T3 2 7 4615 8 9 10 11 12

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12

. los disioints. | os
6 7 38 495 10 1 11 2 12) en produit de cycles disjoints. Quel est

Décomposer la permutation o = (

Pordre de o ? Calculer 02022,

Soit E un ensemble et o, A les deux lois internes
AeB=(AU(E\B)N(BU(E\A)
VA,B € P(E),
AAB =(AUB)\ (AN B)

Montrer que (P(E), ) et (P(E),A) sont des groupes abéliens isomorphes.
Montrer que tout élément de &,, se décompose de fagon unique, a l'ordre pres, en produit de cycles dont les supports

sont deux a deux disjoints.

Décomposer les permutations :
(1 2 3 4 5 6 7 8 (1 2
T8 1365 7 42)%27\6 5

Calculer (s3)2023.

45 6) (12345
32 1) 7\5 89 21
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@ Soient f : X — Y une bijection. Montrer que les groupes de permutations &x et Sy sont isomorphes.

Soit f : G — G’ un morphisme de groupe et soit z € G d’ordre fini n. Montrer que f(x) est d’ordre fini, et que cet
ordre divise n. En déduire les morphismes de Z/7Z dans Z/13Z, puis de Z/3Z dans Z/127Z.

Trouver tous les morphismes de groupe de (Z/nZ,+) dans (C*, x).
@ Soit G un sous-groupe fini de (C*,-) de cardinal n. Montrer que G est I'ensemble des racines n-iémes de l'unité.

110)| Donner un exemple de groupe de cardinal infini dont tous les éléments sont d’ordre fini.



Soit n € N* et ¢ le morphisme de groupe de Z dans Z/nZ qui & un entier k associe sa classe modulo n, notée k. On
considére un sous-groupe H de Z/nZ.

a) Montrer qu’il existe un entier naturel m tel que ¢ ~1(H) = mZ.
b) Montrer que m divise n.

¢) Montrer que H est monogene et donner un élément qui ’engendre.

112)| Le groupe (Q, +) est-il engendré par une partie finie ?

Exercices Mines-Centrale

113)| Soient G et H deux groupes finis; le produit G x H est muni de sa structure de groupe produit. Soient z € G et
y € H, d’ordres respectifs n et m. Montrer que (z,y) est d’ordre n V m. En déduire une condition nécessaire et suffisante
pour que G x H soit cyclique.

14)| Théoréme de Lagrange : soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Pour tout élément g de G, on note
gH ={x € G, 3h € H, gh}.

a) Montrer que pour tout g € G, gH a méme cardinal que H.

b) Montrer que pour g1, g2 € G, ou bien g1 H = goH, ou bien g1 H N goH = (). En déduire qu’il existe un entier k € N* et
des éléments g1, g2, - .., gr de G tels que les parties g1 H, g2 H, . . ., g H forment une partition de G.

c¢) Montrer que le cardinal de H divise le cardinal de G.

d) En déduire que pour tout élément g de G, l'ordre de g est un diviseur du cardinal de G.

115)| Soit G un groupe fini dont les éléments autres que le neutre sont d’ordre 2.
a) Montrer que G est abélien. La loi de G sera donc notée additivement.

b) Montrer que G posséde une structure canonique d’espace vectoriel sur le corps Z/27. En déduire que G est isomorphe,
en tant que groupe, & une puissance du groupe cyclique Z/27Z.

Soit (G,+) un groupe abélien, A et B deux parties finies de G.

a) Montrer que si Card(A) + Card(B) > Card(G), alors A+ B = G.

b) Montrer que H = {z € G, A =z + A} est un sous-groupe de G.

c¢) Montrer que Card(A + B) = Card(A) si et seulement s’il existe b € G tel que B C b+ H.

117)| Soit G un groupe. On note A l'ensemble des éléments de G d’ordre fini impair. Montrer que A est non vide et que
x — 2 définit une bijection de A sur lui-méme.

18)[ Soit G un groupe et z,y € G. Montrer que xy et yx ont méme ordre.
119)| Montrer que dans un groupe de cardinal impair, tout élément est un carré.

20)| (Centrale 2012) Soit G un groupe multiplicatif de cardinal n et p un diviseur premier de n. On pose :

E:{(zlv"'axp) GGp, l’lﬁﬂQ...Qjﬁ:l}.

Pour X = (z1,...,7,) € GP et pour toute permutation o € &,, on note 0 - X = (Zy(1),-- -, To(p))-

a) Pour 01,02 € 6, et X € GP, que vaut o7 - (02 - X)?



On note o le cycle (1,2,...,p) et, pour tout X € E, 'orbite de X est 'ensemble o(X) = {o* - X, k € Z}.
b) Montrer que E est de cardinal nP~! et que pour tout X € E, o(X) C E.

¢) Montrer que pour tous X,Y dans E, on a soit o(X) = o(Y'), soit o(X) No(Y) = 0.

d) Montrer que pour tout X € E, le cardinal de o(X) est soit 1, soit p.

e) En déduire que G posséde un élément d’ordre p.

21)| (Mines 2014) Soit (G, .) un groupe fini. On note Z = {z € G, Yy € G, zy = yx} : c’est le centre de G. Le cardinal
de Z peut-il étre égal a la moitié (resp. au tiers) de celui de G'?

22)| Soit F un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne associative notée multiplicativement. On suppose
que pour tout (a,b) € E?, il existe (z,y) € E? tel que ax = b et ya = b. Montrer que (E,.) est un groupe.

23)[ Soit E un ensemble fini non vide et - une loi de composition associative sur G. Montrer que E posséde un élément
idempotent (i.e. un élément x tel que x - & = x).

24)| (Centrale) Pour o € &,,, on note O(c) Pordre de la permutation o. On note M, le maximum des ordres des éléments
de &,,. Pour des raisons évidentes, nous verrons un élément de o comme une permutation de 'ensemble {0,1,...,n—1};
un tel élément sera représenté en Python par la liste [0(0),...,0(n — 1)].

a) Ecrire une fonction compose qui calcule la composée de deux permutations.
b) Ecrire une fonction ordre qui calcule 'ordre d’une permutation.

On classe les éléments de &,, dans I'ordre lexicographique. Ainsi, quand n = 3, nous avons :
(0,1,2) < (0,2,1) < (1,0,2) < (1,2,0) < (2,0,1) < (2,1,0)

Sice &, \{(n—1,n—2,...,1,0)}, on note s(o) la permutation qui suit o pour cet ordre.

¢) Ecrire une fonction calcul_k qui, appliquée & une permutation o renvoie le plus petit entier k tel que la suite (o (k), o (k+
1),...,0(n — 1)) est décroissante. Cet entier sera noté k.

d) Quand k, est différent de 0, comment peut-on transformer o en s(o) ? En déduire une fonction suivant qui, appliquée
a (0, k,) avec k, # 1, transforme o en s(o).

e) Ecrire une fonction calcul M qui, appliquée & une entier n, renvoie M,,.
25)[ (Mines 2019) Soit n € N*. Déterminer les morphismes de (&,,,0) dans (C*, x)

(Centrale Python 2021) On note &,, le groupe des permutations de [1,n]. Une permutation = € &,, sera représentée
par la liste [z(1),2(2),...,2z(n)]. On sait qu’une telle permutation se décompose de fagon unique (& ordre prés) en produit
de cycles disjoints : & = ¢ 0 ¢g 0 -+ 0 ¢;. On notera £(x) la suite croissante des longueurs des cycles ¢; (sans oublier les
cycles de longueur 1). Par exemple, si n = 10 et = [3,9,5,6,10,4,7,8,2,1] = (1,3,5,10) 0 (2,9) o (4,6) o (7) o (8), on a
L) =(1,1,2,2,4).

Pour G un groupe fini de cardinal N et x € G, on pose

_ Card ({(=,y) € G*,zy = yx})

Card(Cy)
N2 '

N

PG , Co ={y e G,y =yx}etp, =

On dit que z est conjugué a y dans G s'’il existe z € G tel que y = zxz~!.

On admet que la relation « étre conjugué » est une relation d’équivalence sur GG. On note T la classe d’équivalence d’un
élément = de G et Ng le nombre de classes d’équivalence.

a) Calculer les valeurs de pg,, ps, €t pe,-

b) Coder une fonction qui, appliquée & n, renvoie une permutation aléatoire (suivant la loi uniforme) de [1, n].



c¢) Coder une fonction qui approxime pg, et tracer ps, pour n € [1,9].

d) Soient z et y conjugués. Montrer que p, = p,, puis que Card ({s €G,y=srs ! }) = Card(C,,). En déduire une relation

entre p, et le cardinal de Cy, puis que pg = WG
e) Soit ¢ = (ay,...,a,) un r-cycle de [1,n]. Pour o € &,,, montrer que oco~! est un r-cycle que I'on déterminera. En

déduire que deux permutations x,y € &,, sont conjuguées si et seulement si ¢(x) = £(y). Calculer pg, pour 1 <n <5.

27)[ (Mines 22) Soit p un nombre premier. On note G, = {z € C, 3k € N, » = 1}.
a) Montrer que G, est un sous-groupe multiplicatif de C*.
b) Montrer que tout sous-groupe strict de G, est cyclique.

¢) Montrer que G, n'est pas engendré par une partie finie.

Exercices X-ENS

28)[ Montrer que si G est un sous-groupe strict de (R, +), R\ G est non dénombrable.

29)| (ENS 2014) Soit G un sous-groupe abélien de &,, tel que pour a,b € {1,...,n}, il existe g € G tel que g(a) = b.
Montrer qu’un élément g de G distinct du neutre n’a aucun point fixe. En déduire que G est de cardinal n.

30)[ (P 2019) Le groupe symétrique Sy est-il dénombrable ?

31)| Soit (G,.) un groupe et ~ une relation d’équivalence sur G. Pour x € G, on note T la classe d’équivalence de x pour
~. L’ensemble quotient est G, = {7, = € G} et I'application p: = +— T est appelée la projection canonique.

On note &, le groupe symétrique d’indice n, i.e. 'ensemble des bijection de E,, = {1,2,...,n} sur lui-méme muni de la
composition. Une permutation z de &,, est dite paire si sa signature est égale a 1 : on note 2, ’ensemble des permutations
paires de E,. 2, est le groupe alterné d’indice n (c’est le noyau du morphisme “signature”).

a) On souhaite munir G, d’une structure de groupe telle que p soit un morphisme de groupe. Montrer que c’est possible
si et seulement si ~ est compatible avec la loi de G, i.e. si :

x e~z
Vo,y, 2,y € G, ,}:>J:y~x'y’.
y~y

b) Montrer que si ~ est compatible avec la loi de G, la partie H = 1 vérifie :
(i) H est un sous-groupe de G;
(ii) Vo € G, Vy € H, 2~ 'yx € H (on dit que H est est stable par automorphisme intérieur) ;
(iii) Vo,y € G, r ~y = 2"y € H.

Si H est un sous-groupe de G vérifiant (ii), on dit que c’est un sous-groupe distingué de G.
¢) Montrer quun sous-groupe H de G est distingué si et seulement si xH = Ha pour tout x € G.

d) Soit H un sous-groupe distingué de G. Montrer que la relation ~ définie par :
Ve,ye G, e ~y<=a yec H
est une relation d’équivalence sur G compatible avec la loi de G et que pour tout x € G, T =xH = Hz.

e) Quels sont les sous-groupes distingués de G = &3 ? Pour n € N*, montrer que 2, est un sous-groupe distingué de &,,.
Donner un exemple de sous-groupe distingué de GL,,(K) ou K est un corps commutatif.

f) On travaille dans le groupe G = 2. Calculer le cardinal de la classe de conjugaison C(z) = {y~lzy, y € A5} dans les
cas suivants :



x = (1,2)(3,4) (composée des transpositions (1,2) et (3,4));

(1,2,3) (3-cycle);

°
8
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e z=(1,2,3,4,5) (5-cycle).

En déduire que 25 n’a pas d’autres sous-groupes distingués que {Id} et lui-méme. On dit que 5 est simple : cette propriété
prouve qu’il n’existe pas de méthode de résolution des équations polynomiales de degré 5 par radicaux.

(X 2019) Soit (G,.) un groupe fini de cardinal n. Pour x € G, on note T = {g~'xg, g € G} la classe de conjugaison
de z. On dit que = est ambivalent si 271 € Z.

a) Montrer que si une classe de conjugaison contient un élément ambivalent, tous ses éléments le sont.

b) Soit # € G. En considérant la surjection ¢ : g € G — g~lxg € T, montrer que pour tout y € T, Card ({g €qG, gt

n

Card(z) *

xg=y}) =

1
c) Pour g € G, on note p(g) le nombre de solutions de 1’équation 22 = g. Montrer que — Z p(9)? est le nombre de classes
geG
de conjugaison ambivalentes de G. On pourra écrire, pour g € G, p(g) = Z 1,2,
zeG

33)| (X 2020) a) Soit (G, +) un groupe abélien fini. Déterminer la somme s des éléments de G.

b) On suppose que G = &3. Quels sont les éléments de G que 1'on peut écrire comme produits de tous les éléments de G
dans un ordre quelconque, chaque élément apparaissant exactement une fois ?

34)[ (X 2020) a) Donner un exemple de triplet (G, x,y) ot G est un groupe multiplicatif avec =,y € G d’ordres finis et zy
d’ordre infini.

b) Soient G un groupe et < une relation d’ordre total sur G telle que :
Ve,y,z € G, (r <y) = (zax < zy et xz < yz).

Soient S une partie de G stable par conjugaison, g € G, r € N* et (s1,...,5,) € S” tels que g = s1...s,. Montrer qu’il

existe (s},...,s.) €S  telque g=s) -+ sh et s) <--- <.

»er

35)[ (L) Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
a) Soit o € &,, telle que 02 = Id. Dénombrer les 6 € &, telles que 0o = foo.
b) Montrer que, si n # 6, un automorphisme du groupe &,, envoie une transposition quelconque sur une transposition.

¢) Montrer que pour n # 6, les automorphismes de &,, sont les automorphismes intérieurs, i.e. les automorphismes de la
forme o — 7l oo o7 pour 7 € B,,.

(X) Soit (G, -) un groupe fini de cardinal n. On note G I'ensemble des morphismes de groupe de (G, ) dans (C*, x).
Les éléments de G sont appelés les caractéres de G.

a) Montrer que G est un groupe pour la multiplication ordinaire des fonctions.

b) Montrer que si x € G nest pas le morphisme trivial, Z x(g) = 0.
geG

c) Si x est x’ sont deux éléments distincts de é, montrer que Z x(9)x'(g) = 0.
geG

~

d) Montrer que Card(G) < n.

e) Pour g € G, on note J, 'application qui & x € G associe X(g). Montrer que lapplication d, € G et que §: g+— 04 est

un morphisme de G sur G'.



f) On suppose maintenant que G est abélien. Montrer que § est un isomorphisme et en déduire le cardinal de G.

37)| (X 2023) L’objectif de I’exercice est de caractériser les groupes de cardinal 2023.
a) Montrez qu'il existe deux groupes non isomorphes G et G2 de cardinal 2023.
b) Prouvez le lemme suivant : tout groupe G de cardinal p® avec p premier est isomorphe soit & (Z/pZ)?, soit & Z/p?Z.

c¢) Soit G un groupe de cardinal 2023. En supposant ’existence d’un morphisme surjectif ¢ : G — Z/17Z, montrer que
G est isomorphe & G ou a Gs.

d) Montrez enfin qu'un tel morphisme existe et conclure.



Groupes : corrigés

Exercices CCINP
Aut(G) est un sous-groupe du groupe (Sg, o) des permutations de G :
e l’application identité est un automorphisme ;
e la composée de deux automorphismes de groupe est un automorphisme de groupe;

e l'inverse d’un automorphisme de groupe est un automorphisme de groupe.

Comme 1 engendre Z/3Z, un automorphisme ¢ de ce groupe est entierement déterminé par ¢(1). Comme 1 est d’ordre 3, son
image par ¢ est également d’ordre 3 ; on a donc a priori deux possibilités : ¢(1) =1 ou ¢(1) = 2 = —1. Réciproquement, les
applications Id :  — x et —Id = x — —x sont des automorphismes deZ/3Z. On en déduit que Aut(Z/3Z) = {Id, —Id},
qui est isomorphe & Z/27Z (tout groupe de cardinal 2 est isomorphe & Z/27).

De la méme fagon, un automorphisme ¢ de Z/47Z est déterminé par la donnée de (1), qui ne peut valoir que 1 ou —1.
Comme ci-dessus, Aut(Z/3Z) = {Id, —I1d} ~ Z/2Z.

Notons z1 = (1,2,3) et 22 = (1,3,2) les deux éléments d’ordre 3 de SG5. De méme, notons y; = (1,2), y2 = (2,3) et
ys = (3,1) ses trois éléments d’ordre 2. Comme SG3 est engendré par (z1,yl), un morphisme ¢ de G3 est entiérement
caractérisé par p(x1) et p(y1). A priori, p(x1) peut étre égal soit & x1, soit & xs ; de méme, p(y;) peut-&tre égal soit & yy,
soit & yo, soit & y3. On obtient fastidieusement 6 applications possibles, décrites par le tableau suivant (on fait le calcul
en remarquant par exemple que o = 1021, Yys = T2 0Yy €t Yys =x10Y1) :

©P1 | P2 | P3| P4 | P5 | P6
1 1 1 1 1 1 1

1 Ty | L1 | L1 | T2 | X2 | T2

T2 T2 | T2 | T2 | T1 X1 el

U1 Y1 Y2 | Ys | Y1 Y2 | Y3

Y2 Y2 Y3 Y1 Ys Y1 Y2

Y3 Ys | Y1 | Y2 | Y2 | Y3 | Y1

Tres fastidieusement, on montre que ces 6 applications sont des automorphismes. On peut aller un peu plus vite en
reconnaissant ces applications : pour chaque o € &3, I'application ¢, : © — 0 ox oo~ ! est un automorphisme de &s.
Un calcul encore fastidieux montre que ces six applications sont deux a deux distinctes : ce sont donc les sic applications
répertoriées dans le tableau ci-dessus. Nous avons ainsi montré qu’il existe 6 automorphismes de &3. On peut montrer
que Aut(S3) est isomorphe & &3 de deux fagons :

e c’est un groupe de cardinal 6 non commutatif : il est isomorphe & &3 (un groupe de cardinal 6 est soit isomorphe &
7 /6Z, soit isomorphe a S3);

e remarquer que I’application 0 — ¢, est un isomorphisme de groupe.

Le groupe &3 n’est pas cyclique car il n'est pas commutatif : (1,2,3) o (1,2) = (1,3) et (1,2) 0 (1,2,3) = (2,3), en
notant (as,as, ..., ax) le cycle qui envoie a; sur ag, ag sur as, ..., G SUr aj.

Nous obtenons les cycles suivant :
e o0 envoie 1 sur 6, puis 6 sur 9 et 9 sur 1;

e 0 envoie 2 sur 7, puis 7 sur 5, puis 5 sur 4, puis 4 sur 8, puis 8 sur 10, puis 10 sur 11 et 11 sur 2;



e 0 laisse fixe les deux derniers points 3 et 12.

Cela donne o = (1,6,9) o (2,7,5,4,8,10,11). On en déduit que o est d’ordre 3 A 7, soit 21, puis 02°2° = ¢4, car 2020 =
4 [mod] 21. Cela donne :

02920 — (1,6,9)%0(2,7,5,4,8,10,11)*

(1,6,9) 0 (2,8,7,10,5,11,4)

(1234 5 6 7 8 9 10 11 12
~\6 8 32 11 9 1071 5 4 12

Pour montrer que (P(E), A) est un groupe, on va le mettre en isomorphisme avec un groupe simple : on remarque que
P(E) est en bijection avec {0,1}F, par le biais de I’application qui & une partie A de E associe sa fonction indicatrice 14.
En identifiant {0,1} & Z/2Z, {0,1}¥ devient un groupe commutatif. La loi /\ est alors la loi correspond a la somme dans
{0,1}F : pour A, B parties de E, on a :

1 sila(z)#1
1

Vee E, (1a+1p)(z) = {0 S 14 (r) =

ce qui s’écrit bien 14 A p =14 + 15.

Ainsi, comme ({0,1}¥,4) est un groupe abélien, (P(E), A) en est un.

L’application A — E \ A est ensuite un isomorphisme de (P(E), A) sur (P(E),s), ce qui prouve que (P(E),e) est

également un groupe

C’est une question de cours; o € G,, étant fixée, on définit la relation d’équivalence ~ sur {1,2,...,n} par :
Vi,j€{1,2,...,n}, i~j < Ik N, oF(i) =

La classe de i est appelée l'orbite de i. La restriction de o a une orbite est une permutation circulaire. En notant C,...,Cy
les différentes orbites non réduites & un singleton, on pose :

O'(Z) sit € Cj
) sinon

VjE{l,...,k‘}, O'j(i):{

Chaque o; est un cycle de support C; et o est la composée de ces cycles.
Les orbites de s; sont les parties {1,8,2}, {3}, {4,6,7} et {5}, donc :
s1=(1,8,2)0(4,6,7)
On trouve de la méme facon :
s2=(1,6)0(2,5)0(3,4) et s3 =(1,5)0(2,8,6,4) 0 (3,9,7).

On en déduit :
(53)'% = (1,5)1% 0 (2,8,6,4)'% 0 (3,9,7)1%0 = (3,9,7)

puisque (1,5), (2,8,6,4) et (3,9,7) sont d’ordres 2, 4 et 3. Plus généralement, l'ordre d’une permutations est le p.p.c.m.
des longueurs des cycles de sa décomposition en produit de cycles disjoints : s3 est donc d’ordre 12 et (s3)1%0 = (s3)%.

|§_l| L’application qui a o associe f oo o f~! est un isomorphisme de groupe de &x sur Sy-.



Les groupes G et H étant quelconques, nous noterons multiplicativement leurs lois.
On a f(z)” = f(z™) = f(1) = 1, donc f(z) est d’ordre fini et son ordre divise n.

Soit f est un morphisme de Z/7Z dans Z/13Z (attention : les lois sont maintenant notées additivement). L’élément 1 de
ZJ)TZ est d’ordre 7 donc son image f(1) est d’ordre un diviseur de 7. Comme tous les éléments non nuls de Z/13Z sont
d’ordre 13 et que 7 ne divise pas 13, on en déduit que f(1) = 0, puis que f = 0.

Réciproquement, I’application nulle est bien un morphisme de groupe de Z/7Z dans Z/13Z.

Soit f est un morphisme de Z/3Z dans Z/12Z. L’élément 1 de Z/3Z est d’ordre 3 donc son image est d’ordre un diviseur
de 3. Les seuls éléments de Z/12Z dont 1'ordre divise 3 sont 0, 4 et 8. On a donc trois cas possibles :

e [=0;
e f(0)=0, f(1)=4et f(2)=f(1) + f(1) =8;
e f(0)=0, f(1)=8et f(2)=f(1) + f(1) =4

Réciproquement, ces trois applications sont des morphismes de groupe de Z/3Z dans Z/127Z.

Pour tout p € Z, on note P la classe de p modulo n.

Si ¢ est un morphisme de Z/nZ dans C*, p(1)" = ¢(nl) = ¢(0) = 1, donc ¢(1) est une racine n-iéme de l'unité.
Réciproquement, si £ est I'une des n-racines n-ieme de I'unité, on défini I’application ¢ par :

Vp € Z, e(p) =&

Cette application est bien définie (si p = ¢ mod n, P = £7) et c’est un morphisme :

Vp,q € L, 0e(P+7q) =pe(pFq) =11 =P €1 = (D) e (q)-

Il existe ainsi 7 morphismes de Z/nZ dans C*. L’ensemble G des morphismes de Z/nZ dans C* est un groupe pour la loi
produit et I’application & — ¢ est un isomorphisme de U,, (groupe des racines n-iemes de I'unité) sur G. Ainsi, G est
isomorphe a Z/nZ.

Eﬂ Notons n le cardinal de G. On a z™ = 1 pour tout z € G (les éléments d’un groupe fini sont d’ordre finis et leur ordre
divise le cardinal du groupe). On en déduit que G C U,, puis que G = U, puisque ces deux ensembles sont de méme
cardinal n.

L’ensemble G = (Z/ 2Z)N est un groupe pour la loi + et tout élément de ce groupe est d’ordre 2 (sauf I’élément neutre
qui est d’ordre 1) :
V(In)nzo € Ga (In)nZO + (iL’n)nzo = (zn + fEn)nzo == (O)nZO

a) H est un sous-groupe de Z/nZ et ¢ est un morphisme de groupe, donc ¢~ (H) est un sous-groupe de Z : il existe
donc un entier m € N tel que ¢~ (H) = mZ.

b) Comme p(n) =0¢€ H, n € ¢~ Y(H), donc m|n.

¢) Comme ¢ est surjective, H = p(¢~Y(H)) = ¢(mZ) = {km,k € Z}. On en déduit que M engendre H, qui est donc
cyclique.

n
On peut remarquer, en écrivant n = md, que m est d’ordre d; H est donc isomorphe & Z/dZ avec d = —. Ainsi, tout

m
sous-groupe cyclique d'un groupe cyclique est cyclique. Plus précisément, un groupe cyclique de cardinal n posséde un
unique sous-groupe de cardinal m quand m divise n.



Pour les amateurs de quotient, on peut ensuite démontrer que tout quotient d’un groupe cyclique est cyclique : si G est
cyclique de cardinal n et si H est un sous-groupe de cardinal m (m diviseur quelconque de n), le quotient de G par H est
isomorphe a Z/mZ.

Si A= {?7 1< < k} est une partie finie de Q, le groupe qu’elle engendre s’écrit :

3

a1 az ag «
<A>= —day— 4 Fap—, o, .., Z _ Z
{al by Qo by [e%% by [e%1 ap € }C{blbg...bk o € }

1
et A n’engendre pas Q : en choisissant un entier b premier avec by1bs . .. by, le rationnel 3 n’est pas élément de < A >.

Exercices Mines-Centrale

13)On a
(l,’y)p =loxn < (l,p’yp) - (1G31H) — (xp =1lg et yp = 1H)
< (n|petm|p) <= nVmlp

donc (z,y) est d’ordre n A m.

Si G et H sont finis, de cardinaux respectifs IV et M, on a en particulier :
ordre(z,y) =nVm <nm < NM.

Ainsi, G x H est cyclique si et seulement s’il contient un élément (x,y) d’ordre N M, c’est-a-dire si et seulement s’il existe
x € Getye H dordres n et m tels que nVm =nm = NM, ce qui signifie que n =N, m=M et NAM = 1.

Ainsi, G x H est cyclique si et seulement si G et H sont cycliques de cardinaux premiers entre eux.

114)|a) L’application h — gh est une bijection de H sur gH, donc gH a méme cardinal que H.

b) Si g1 H N g2 H contient un élément g, on peut écrire g = g1hy; = goha avec hy,hy € H. On a alors :
Vhe H, gih = gihihi'h = g2 hohi'h € go H
——
€H

donc g1 H C goH, et par symétrie g1 H = go H. Ainsi, les parties gy H et go H sont soient égales, soient disjointes.

On construit la famille (g, ..., gx) par itération : on pose g1 = 1; si Py = g1H = G, la construction est terminée. Sinon,
on choisit go € G\ Py : comme g2 € goH et go & g1 H, les parties g1 H et goH sont disjointes. Si P, = ¢1H U goH = G,
la construction est terminée. Sinon, on choisit g5 € G \ Py et g1H, goH, gsH sont des parties disjointes. Comme G est

fini et que les cardinaux des P; croissent strictement, cette construction s’arréte et la famille (g;)1<i<x obtenue vérifie les
conditions imposées.

k
¢) On en déduit que Card(G) = Z Card(g;H) = k Card(H) : le cardinal de H divise celui de G.
i=1

d) Si g € G, avec G fini, g est d’ordre fini k et le groupe engendré par g est de cardinal k, donc k divise le cardinal de G.

Remarque : on peut faire une preuve directe de ce résultat quand G est abélien; en notant a le produit de tous les
éléments de G' (I'ordre n’intervient pas car G est abélien), on a (I'application g — ¢g~! est une bijection) :

1

= To-To - (o] -

geG geG geq

10



donc a = 1.

Pour gy € G, 'application g — gog est bijective, donc un nouveau changement d’indice donne :

Card(G Card(G
1= o= ] 909=0"" ] 9= 95"“
geG geG geqG

Ainsi, I'ordre de go divise Card(G).

1

a) Pour tout € G, on a 2 = 1, donc x~! = x. Ainsi, pour z,y € G, vy = 271y~ ! = (yz) ™! = yx et G est abélien.

On note donc la loi + a partir de maintenant.

b) (G, +) est déja un groupe abélien. On n’a pas le choix pour définir la loi externe; on pose :

0 sia=0

Yo € Z/27, VxEG,aJ::{
r sia=1
On a alors :

e pour tout z € G, l.x = x;

0 sia=0

opourtousaEZ/QZetx,yeG,a(x—i—y):{ N ) )
r+y sia=

}:ax—l—ay;

0 sia=0o0up=0

e pour tous «, SZ/2Z et x € G, a(fx) = { ) 5-1
x sia=0=

} = (apf)x;
e pour tous o, B € Z/2Z et x € G, (o + B)x = ax + Pz en distinguant les 4 cas possibles (et en utilisant = + x = 0).

Comme G est fini, G est de dimension finie d. On en déduit que ’espace vectoriel G est isomorphe a l'espace vectoriel

(Z/2Z)d; en particulier, le groupe (G, +) est isomorphe au groupe ((Z/QZ)d , —I—).
116)| a) Soit g € G. On cherche a € A et b € B tels que a +b = g, i.e. a = g — b. Ceci signifie que les parties A et ¢ — B
ont un élément commun, ce qui est évident car Card(A) + Card(g — B) = Card(A) + Card(B) > Card(G).
b) 1l suffit de le vérifier :
eO0cHcar0+A=A,;

esiz,yc H, (z—y)+A=(2—-y)+y+A)=z+(-y+y+A)=x+A=Adoncx—ye€ H.

c)SiB=b+Havecbe G;on A+b=A+B:
e 0c H,doncbe Bet A+bC A+ B;

e sic€ A+ B, on peut écrire c=a+b+ h avec h € H, et donc ¢ = (a+h)+be€ A+b.
——
€A

On en déduit que Card(A 4+ B) = Card(A + b) = Card(A).
Supposons que Card(A + B) = Card(A). Si B est vide, A+ B est vide et A est vide; on a donc H = G et on peut choisir b
quelconque. Sinon, on peut choisir b € B. Nous allons montrer que B C b+ H. Les applications a — a+b et a — a + b’

sont des bijections de A sur A + B (elle sont injectives et les deux ensembles ont le méme cardinal fini), ’application
a+— a+ b — b est une bijection de A sur lui-méme, donc b’ — b € H, ce qui signifie que ¥’ € b+ H.

117)| 1 est d’ordre 1, donc A est non vide.

11



Soit « un élément de A, d’ordre 2p+ 1. On a :
VgeZ, (2?)1=1<=221=1<=2p+1|2¢<=2p+1|q

car 2 est premier avec 2p + 1. On en déduit que =2 est d’ordre 2p + 1 : il est élément de A. L’application ¢ : = — 2 est
donc bien définie de A dans A.

On a d’autre part
x =Pt = 7 = ()77
Ainsi, si # (d’ordre 2p + 1) et y (d’ordre 2¢ + 1) sont deux éléments de A tels que 2% = y?, on a :

e 2p + 1 = ordre(x?) = ordre(y?) = 2¢ + 1, donc p = q¢;

donc ¢ est injective.
Siye A, dordre 2p+1,0n a :
VgeZ, (yP)l=l<=yP=1<=2p+1| —pg<=2p+1|q

car 2p + 1 et p sont premiers entre eux (on a la relation de Bézout (2p + 1) — 2p = 1). Ainsi, x = y~P est d’ordre 2p + 1,
donc z € A, et p(x) =y~ =y : @ est surjective.

ordre(y) — 1

La réciproque de x — 2 est I’application y — y P, avec p = >

On a (yz)"*! = y(xy)"2. On en déduit que si (zy)" = 1, alors (yx)"*! = yx, soit (yz)" = 1 en simplifiant par yz.
Ainsi, {n €N, (zy)" =1} C {neN, (yz)* =1}, puis {n € N, (zy)” =1} = {n € N, (yx)” = 1} par symétrie, ce qui
signifie que zy et yx ont méme ordre (cet ordre pouvant étre fini ou infini).

Si G est un groupe de cardinal 2n + 1 et si # € G, x est d’ordre fini et son ordre divise 2n + 1, donc 2?"+! = 1. On
en déduit que (x"“)z = 2?2"+2 = ¢ et x est un carré.

a) On a, pour 01,02 € &, et X = (x1,...,1,) € GP :

01 (02 X) =01 (Toy1)s 1 Toa(p) = Wor(1)s -2 Yo () = Toa(o1(1))s - > oy (02(p))) = (02 001) - X.
N~ N——
=Y1 =Yp

ol (07 - X)=0lT. X =0 . X.

b) L’application (z1,...,%,) — (T1,...,2,—1) est un bijection de F sur GP~! (I'unique antécédent de (x1,...,7,_1) est

(T1,...,@p_1,T,) avec 2, = x, ', ... 27 "). Le cardinal de E est donc égal & nP~1.

—
SiX=(x1,....,2n) €E,onaoc-X = (x2,...,2p,%1) €t T2Z3...2TpT1 :xflxlxg...scpxl =1,donco-X € E.

=1
Une récurrence immédiate donne Vk € N, o% - X € E, puis Vk € Z, 0¥ - X € E puisque {0¥, k € Z} = {o*, 0 < k < p}
(o est d’ordre p).

c) Soient X,Y € E tels que o(X)No(Y) # (. Il existe donc ki, ko € Z tels que 0¥1-X = o*2.Y". Pour tout Z = o*-X € o(X),
ona :
Z=0" X=ol"hth.y

donc o(X) C oY), puis o(X) = oY) par symétrie. Ainsi, soit o(X) = o(Y), soit o(X) No(Y) = 0.
Comme chaque élément X de F appartient & o(X), on en déduit que F est la réunion disjointe des orbites.

d) Soit X € E. Comme o” = Id, on peut écrire o(X) = {o¥- X, 0 < k < p— 1}. Si cette partie n’est pas de cardinal p,
il existe i,j telsque 0 <i<j<p—1leto'-X =07 -X;o0naalorsc? X =X avec ¢ =j —i. Comme p est premier et

12



1<g<p-1,pet g sont premier entre eux; par le théoreme de Bézout, il existe u,v dans Z tels que up + vg = 1. On en
déduit que o = g“PT4 = (g49)", ce qui donne ¢ - X = X. En effet, on montre facilement par récurrence le résultat :

WeN, (09’ -X =X

puis
VweZ , X=(")" (69" -X)=(c9)"-X

On a donc o - X = X, puis par récurrence o* - X = X pour tout k € N, soit o(X) = {X}. Ainsi, o(X) est soit de cardinal
p, soit de cardinal 1.

Autre preuve : prolongeons la suite finie X en une suite infinie X = (x;)i>1 de période p. La plus petite période de X
est un diviseur de p, c’est donc soit 1, soit p. Dans le premier cas, X est constante et o(X) est de cardinal 1; dans le
second cas, o(X) est de cardinal p (si on avait 0* - X = 07 - X avec 0 <i < j < p— 1, on aurait X de période j — 7).

e) Pour z € G, notons X, le p-uplet constant (z,...,z).

Les orbites sont deux & deux disjointes et leur réunion est égale a E (tout élément X de E est dans l'orbite o(X)) : elles
forment donc une partition de E. Il existe ainsi k € N* et X1,..., Xy € FE tels que E = [_|],z:z o(X;). Si x1,...,xN est
I’ensemble des éléments d’ordre p de G, les éléments X1, X, Xq,, ..., Xz, sont exactement les éléments de E dont les
orbites sont de cardinal 1 (o(X) est un singleton si et seulement si X est de la forme X, et X, € E si et seulement si
aP =1, i.e. si et seulement si = 1 ou x est d’ordre p). Comme les autres orbites sont de cardinal p, on en déduit :

nP~! = Card(E) = (14 N) mod p

Comme p divise n et p—1>1,ona N =p— 1 mod p, donc N est non nul (on a méme N > p — 1, ce qui n’est pas tres
utile car si x est d’ordre p, les éléments z*, pour 1 < i < p— 1 sont distincts et d’ordre p). Nous avons donc démontré que
dans tout groupe de cardinal fini n, il existe un élément d’ordre p pour tout diviseur premier p de n.

a) Supposons que 2 Card(Z) = Card(G) = 2n. En choisissant y € G\ Z, les parties Z et yZ sont disjointes et de
cardinal n, donc G = ZUyZ. L’élément y commute avec tous les éléments de Z et avec tous les éléments de yZ (si x € Z,
xy = yx et y(yz) = y(zy) = (yz)y) : on en déduit que y € Z, ce qui est absurde.

b) Supposons que 3 Card(Z) = Card(G) = 3n. On choisit une nouvelle fois y € G\ Z; le sous-groupe H engendré par
Z U{y} est alors de cardinal au moins 2n (il contient les deux parties disjoints Z et yZ); comme le cardinal de H divise
celui de G, on a H = G (3n est le seul diviseur de 3n supérieur ou égal a 2n). L’ensemble

C={zeqG, zy=uyz}

est alors un sous-groupe de G contenant Z et y : il contient donc H ; ainsi, C' = G et y € Z : c’est absurde.
Card(G)

Nous avons montré que m ne peut ni étre égal a 2, ni étre égal a 3. On peut avoir un quotient égal a 4 : c’est le
ar

cas pour le groupe des quaternions (Hg, -), défini de la fagon suivante :
L4 HS = {15 7171-7 71‘7]‘7 7.7" k? 7k} 5

e 1 est ’élément neutre neutre ;

e pour tous z,y € {1,4,j, k}, (—2)y = z(~y) = —(zy) et (—z)(-y) = zy.

On peut avec un peu de courage vérifier que Hg est un groupe de cardinal 8, dont le centre Z est réduit a {—1,1} : le
rapport des cardinaux est bien égal a 4.

22)| Comme E est non vide, on peut choisir a € E. En appliquant 'hypothése avec b = a, il existe e et f dans E tels que
ae =aet fa=a.

13



Pour b € A, il existe x et y dans E tels que axz = b et ya = b. On a alors :
be = (ya)e = y(ae) =ya =bet fo = f(ax) = (fa)r =ax =

donc
Vbe E, be=bet fb=0.

On en déduit (avec b= f et b=r¢) que fe = f et fe =e¢, d’olt e = f. Ainsi e est neutre pour le produit de E.
Sibe E, il existe x et y dans FE tels que bx = e et yb = e : il faut montrer que x = y; il suffit d’écrire :

y=ye=y(br) = (yb)r = ex =z

Nous avons donc montré que tout élément est inversible : E est bien un groupe.

23)| Nous pouvons définir :
sin=1

a
Va € E, Vn € N*, a" = .
a-a” "t sin>2

La loi - étant associative, nous avons :
Vn,m € N*, a"t™ =a™ . a™.

Fixons a € E (E est non vide). Comme N* est infini et E fini, il existe n € N* et p € N* tels que a"™” = a™. Nous avons
alors, par récurrence immédiate :
Vk,m € N, ghtntem — ghtn,

2 k+n

Nous allons alors chercher deux entiers k,m > 0 tels que k+n+pm = 2(k+n), ce qui donnera x? = x en posant * = a
Cela revient donc a trouver (k,m) tels que pm = k 4+ n. On choisit donc p € N assez grand pour avoir pm > n, puis on
pose k = pm —n € N : I'élément = = a*t™ est idempotent.

24)[a), b) et c¢) Ces trois fonctions ne posent pas de probléeme :

def compose(s,t):
return ([s[t[i]] for i in range (len(s))])

def ordre(s):

Id = [i for i in range(len(s))]
n=1
t =s
while t != Id:
t = compose(t,s)
n+=1

return (n)

def calcul_k(s):
k = len(s)—1
while k = 0 and s[k—1]>s[k]:
k—=1
return (k)

d) Regardons ’exemple suivant :

o, 1,2, 4 7,6 ,5 , 3]
k-1 k

La permutation suivante s’obtient en conservant le maximum de valeurs initiales commune et en augmentant la valeur
suivante le moins possible. Il n’est pas possible de conserver le début jusqu’au rang k — 1 car on ne peut pas remplacer le
k-ieme terme par une valeur strictement plus grande : toutes les valeurs qui viennent apres 7 sont plus petites que 7. Par
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contre, on peut conserver le début [0, 1,2] et remplacer le (k — 1)-iéme terme par une valeur plus grande. La plus petite
de ses valeurs est 5, située a I’'indice 7 :

o, 1, 2, 4 , 7T, 6 , 5 , 3]
k—1 k i
Nous commengons par échanger les contenus des cases k — 1 et 4 :
o, 1, 2, 5 , 7T, 6 , 4 , 3]
k—1 k
et il reste & inverser la fin de la liste, pour obtenir la plus petite permutation commencant par [0, 1, 2, 5]
o, 1, 2, 5 , 3, 4
k—1

i 6 ) 7 ]

Cela se fait en échangeant les contenus des cases k et n — 1, k + 1 et n — 2), et ainsi de suite jusqua k+j—1letn—j
ouj = L”T”“J (il y a n — k valeurs entre la k-iéme et la n — 1-iéme, donc le nombre ce j est bien le nombre de couples &

échanger).
Cela donne :

def echange(s,i,j):
s[i],s[j] =s[j],s[i]

def suivant(s,k):

n = len(s)

i =k

while i < n—1 and s[i+1] > s[k—1]:
i4+=1

echange(s,i,k—1)
for j in range((n—k)//2):
echange (s,k+j ,n—1-j)

d) Il n’y a pas de difficulté : s est la permutation courante, k sa valeur k, et M est le maximum des ordres déja trouvés.
On initiale avec la permutation identité, dont le k vaut n — 1 et U'ordre 1; tant que k est non nul (i.e. tant que 'on n’a
pas étudié toutes les permutations), on passe & la permutation suivante et on met a jour k et M. Cela donne :

def calcul M(n):

s = [i for i in range(n)]
M=1
k = n—1

while k = 0:
suivant (s, k)
k = calcul_k(s)
M = max(N, ordre(s))
return (N)

On obtient ainsi les premiéres valeurs de la suite :
(My)n>1 =(1,2,3,4,6,6,12,15,20,...)
mais il est difficile d’aller plus loin avec cette fonction de type “force brute”.

Il est facile de transformer la fonction pour qu’elle renvoie une permutation d’ordre maximal :

def calcul_bis(n):
s = [i for i in range(n)]
smax = [i for i in range(n)]
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M=1

k = rang(s)

while k != 0:
suivant (s, k)

k = rang(s)

o = ordre(s)

if Mco:
copier (s,smax)
M=o

return (M, smax)

On obtient par exemple :

>>> calcul_bis (5)
(6, [1, 0, 3, 4, 2])

>>> calcul_bis (6)
(6, [0, 2, 1, 4, 5, 3])

>>> calcul_bis (7)
(12, [1, 2, 0, 4, 5, 6, 3])

>>> calcul_bis (8)
(15, [1, 2, 0, 4, 5, 6, 7, 3])

>>> calcul bis(9)
(20, [1, 2, 3,0, 5, 6, 7, 8, 4])

25)[Sin =1, &, est réduit a {Id} et le seul morphisme de groupe de &,, sur C* est le morphisme constant ¢ — 1.

Supposons que n > 2 et soit ¢ un morphisme de groupe de &,, sur C*. Pour toute transposition 7, nous avons 72 = Id,
donc ¢(7)? = 1, soit (1) € {—1,1}. Nous allons montrer que soit ¢(7) = 1 pour toute transposition 7, soit ¢(7) = —1
pour toute transposition 7. Ce résultat est une conséquence du lemme classique :

Lemme : deux transpositions de &,, sont conjuguées, i.e. que si (i,7,47',j') € [1,n] avec i # j et i/ # j', il existe 0 € &,
telle que (7/,5') = o1 o (i,j) o0.

Il suffit en effet de choisir o € &,, telle que o(i) = ' et o(j) = j' (il suffit d’utiliser une bijection de [1,n] \ {%,j} sur
[1,n] \ {¢,4'}) pour avoir la relation voulue.

Nous pouvons donc conclure : si 7 et 7/ sont deux transpositions, il existe ¢ € &, telle que 7/ = ¢!

(") = (e p(1)p(o) = o(T)e(c (o) = ¢(T)e(Id) = o(T) car C* est un groupe abélien.

Enfin, comme les permutations engendrent &,,, soit ¢ est le morphisme constant égal a 1, soit ¢ est le morphisme signature.

oTo0o et on a

26)[ a) &1 est G2 sont commutatifs, donc ps, = ps, = 1. &3 contient les 6 éléments Id, (1,2), (2,3), (3,1), (1,2,3) et
(1,3,2). Id commute avec les 6 éléments, chacune des trois transpositions commutent avec deux éléments (Id et elle-méme)

6+2+24+2+3+3 1
et chaque 3-cycles o commute avec Id, o et 0. On en déduit que pgs, = ret ;;3 R 3

b) Premiére méthode : on construit la liste L = [1,2,...,n], on initialise une liste vide o puis, pour 4 variant de 0 & n — 1,
on choisit un indice j entre 0 et len(L) — 1, puis on ajoute L[j] & o et on supprime L[j] de L.

import numpy.random as rd
import math
import matplotlib.pyplot as plt

def permutation(mn):
L = [i for i in range(l,n+1)]
sigma = []
for i in range(n):
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j = rd.randint (0,len (L))
sigma.append (L[j])
del L[j]

return(sigma)

Deuxiéme méthode : on peut aussi écrire une fonction récursive. Si n = 1, on renvoie [1] ; sinon, on calcule une permutation

aléatoire o de &,,_1 et on insére n dans o, en position aléatoire ¢ € {0,...,n — 1}.
def permutation_rec(n):
if n == 1:
return ([1])
else:
sigma = permutation_rec(n-1)
j = rd.randint(0,n-1)

sigma.insert (j,n)
return (sigma)

Troisiéme méthode (mélange de Fisher-Yatesalgorithme ou de Knuth) : on crée la liste o = [1,2,...,n] puis, pour ¢ allant
de n—1 a1, on choisit aléatoirement un indice j € {0,...,4} et on échange les éléments o[i] et o[j].

def permutation_knuth(n):
sigma = [i for i in range(1,n+1)]
for i in range(n-1,0,-1):
j = rd.randint (0,1i)
sigmal[i],sigmal[j] = sigmaljl,sigmalil
return (sigma)

¢) pg est la probabilité que deux éléments de G choisis uniformément et indépendamment commutent. Si X et Y désignent
deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme sur &,,, on peut noter Z la variable aléatoire qui prend
la valeur 1 si X et Y commutent et 0 sinon : Z suit alors une loi de Bernoulli de parameétre pg,,. On peut donc approximer

ps, par %, S Zi ou (Zy,...,Zy) est une suite de v.a.i.i.d de méme loi que Z, avec m choisi « assez grand ». Cela
donne :

def Z(n): # simule une wvariable de type Z

X,y = permutation(n),permutation(n)
for i in range(n):
if x[yl[il-1]1 !'= y[x[il-1]: #z et y ne commutent pas

return 0
return 1 # si on sort de la boucle, z© et y commutent

for i in range(n):
if s[t[il-1] !'= t[s[i]l-1]1:
return (0)
return (1)

def proba(n,m):

c =0
for i in range(m):
c += Z(n)

return(c/m)

I

—

reste ensuite & faire le tracé (j’ai choisi m = 1000 : il pourrait étre utile de donner des intervalles de confiance précis).
x = [i for i in range(1,10)]

y = [proba(i,1000) for i in x]

plt.plot(x,y)

On remarque que pg, converge assez vite vers 0.

d) Supposons que z et y sont conjugués; il existe z € G tel que y = zxz~! et lapplication a — zaz~! est une bijection
de C, sur Cy. On en déduit que les deux ensembles ont méme cardinal, ce qui donne p, = py.
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En notant A, , = {s € G, y = sxs~ 1}, nous avons :

1

s€EA=zzz t=sus = sz =as lz = sz € C,.

Comme 'application s — s~ !z est une bijection de G sur lui-méme, Card(4, ,) = Card(C;) = N p,.

Cette propriété permet de relier p, au cardinal de la classe de x : Papplication ¢ : s — sxs~! est une bijection de G
sur T et chaque élément y de T a exactement p, antécédents (A,, = ¢ '(y) est de cardinal N p,). On en déduit que
N p,, Card(Z) = N, soit p, Card(z) = 1.

Choisissons un élément x; dans chaque classe d’équivalence (avec 1 < i < Ng). Nous pouvons écrire :

1 1 1 N,
_ _ = - = =) = ¢
PG = 373 Z Card(C) = I pr =N priCard(xl) ="
zeG zeG i=1
e) Nous avons directement oco™! = (0(a1),0(az),...,o(a,)). Ceci prouve que deux r-cycles sont conjugués : pour tout
r-cycle (by,...,b,), il existe une permutation o telle que b; = o(a;) pour tout i, ce qui donne o(ai,...,a,)0"! =
(by,ba,...,b;.).
On en déduit que si ¢ = cica...c¢; (décomposition en produit de cycle disjoints) et si 0 € &, on a oxo~ ! =

0'010'_1 0020_1 ...(ocro 1Y et les ¢, sont des cycles disjoints de méme longueurs que les ¢; : deux permutations x
(3

P " A
=< =C =k

et y conjuguées vérifient donc ¢(z) = £(y).

Réciproquement, si {(z) = £(y) = (n1,n2,...,n), on peut écrire z = Hle(ai’l,...ai’ni) et y = Hle(bi,l,...bi,m)

(décompositions en produits de cycles disjoints). L’application ¢ qui envoie chaque a; ; sur b; ; est alors une permutation
qui vérifie cyo~1z : x et y sont conjuguées.

On en déduit que le nombre de classes Ng,, est égal au nombre P, de partitions (ou partages) de n, i.e. au nombre suites
croissantes (nq,...,ny) d’entiers naturels non nuls telles que ny +- - - +n, = n. On obtient facilement les premiéres valeurs
de cette suite :

1=1donc P, =1

2=2=1+1donc P, =2
3=3=1+2=1+1+1donc P3=3
4=4=14+3=2+2=1414+2=1+14+1+1donc P, =5
5=5=144=243=14+143=1+4+242=1+14142=14+1414+1+1donc Ps=7
On peut vérifier la cohérence des résultats obtenus & la question c¢) par le biais de I'instruction :

[proba(i,5000) *math.factorial (i) for i in range(1,5)]

dont voici différents résultats :

In[1]: [[proba(i,5000)*math.factorial(i) for i in range(1,6)] for j in range(5)]

Out [1]:

[[1.0, 2.0, 3.0108, 4.6608, 7.08],

[1.0, 2.0, 2.9448, 4.9536, 6.744],

[1.0, 2.0, 3.0023999999999997, 5.0784, 7.296],
[1.0, 2.0, 3.0588, 5.04, 6.96],

[1.0, 2.0, 3.0408, 4.9344, 7.008]1]

27)| Pour tout n € N, notons U, le sous-groupe multiplicatif des racines n-iémes de 'unité. On sait que U, est un groupe
cyclique de cardinal n.

a) On a clairement 1 € G}, C C*; si 21, 22 sont deux éléments de G, il existe (k1, k2) € N* tel que 21 (resp. z2) est une
racine pFi-iéme (resp. pF2-ieme) de I'unité. En notant k = max(k1, ko), 21 et 2y sont racines pF-ieme de I'unité, donc 2z 25 *
l'est également (U,r est un sous-groupe). On en déduit que 2125 le Gp, qui est ainsi un sous-groupe multiplicatif de C*.
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b) Soit H un sous-groupe strict et z € G, \ H. Notons pF Tordre de z. Si H contenait un élément h d’ordre p? avec ¢ > k,
alors I contiendrait < h >, qui est de cardinal p? et contenu dans Ups : on aurait donc U,e =< h >C H, ce qui serait
absurde car z € Upr C Upe et 2 & H.

On en déduit que tout élément de H est d’ordre p? avec ¢ < k : H est donc contenu dans Ups-1. Il reste & montrer que
tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique : H sera donc cyclique car Upx-1 lest.

Supposons donc que G est un groupe cyclique de cardinal n, engendré par un élément z, et que H est un sous-groupe
de G. L’application ¢ : Z — G qui & q € Z associe 27 est alors un morphisme (surjectif) de groupe. On en déduit que
@ 1(H) est un sous-groupe de Z : il est donc de la forme mZ pour un certain m € N. Comme ¢ est surjective, on a
H=¢(p ' (H)) =¢p(mZ) ={z™1,qg € Z} =< 2™ > : H est cyclique.

c) Si A est une partie finie de G, il existe k € N tel que gf”k = 1 pour tout g € A (il suffit de choisir le maximum des
entiers k associés aux éléments de A). A est donc contenu dans le sous-groupe Up,r : on en déduit que le sous-groupe

< A > engendré par A est contenu dans Uk, qui est strictement contenu dans Gy, (le complexe z = exp <p2kif1> appartient

a Gp\ < A>). G, n'est donc pas finement engendré.

Exercices X-ENS

28)|Si G est dénombrable, R\ G ne l’est pas (dans le cas contraire, R serait dénombrable). Sinon, on peut fixer « € R\ G
et a+ G est une partie non dénombrable (elle est en bijection avec G) contenue dans R\ G, qui est donc non dénombrable.

Soit g € G\ {Id}. 1l existe donc a € [1,n] tel que g(a) # a. Pour b € [1,n], il existe ¢’ € G tel que ¢’(a) = b. On a
alors :
g(b) =gog'(a) =g ogla) #g'(a) =b

car ¢’ est injective (g(a) # a implique ¢'(g(a)) # ¢’(a)). On en déduit que g n’a pas de point fixe.

On définit sur &,, la relation d’équivalence :

1

VYo,0' €6, co~0c' <0 too' €@

et on note X l'’ensemble quotient. On a alors :

e pour 0 € G, , la classe d’équivalence & de o est la partie oG : elle a donc méme cardinal que G ;

e comme les classes d’équivalence partitionnent &,,, on en déduit que Card(X) x Card(G) = Card(&,,).
Sio € 6, il existe une et une seule permutation 7 € &,, telle que o ~ 7 et 7(n) = n. En effet :

e il existe g € G tel que g(n) = o~*(n); en posant T =cog,ona o !

solution ;

or=g€Get7(n)=o0(g(n)) =n, donc 7 est

Lo7' € G; on a d’autre part

gn) = 7 (7' () = 7 () = n.

Ainsi, g est élément de G et posséde un point fixe, ¢’est donc 'application identité et T = 7'.

e si 7 et 7/ sont deux solutions, on a 7 ~ 7/, donc g = 7~

L’ensemble Y = {7 € &,,, 7(n) = n} est alors une partie de &,, de cardinal (n — 1)! (c’est un sous-groupe isomorphe a
S,,—1) et Papplication 7 — T est une bijection de Y sur X. On en déduit :

_ Card(6,) Card(&,)

Card(®) = G 4] ~ Card(Y)

Remarque : on pourrait croire que G est cyclique, engendré par un n-cycle, mais c’est faux. Par exemple, quand n = 4,
G ={Id,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} est un sous-groupe de &4 vérifiant les conditions imposées. En particulier, G
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est abélien (comme tous les groupes de cardinal 4) non cyclique (il est isomorphe & (Z/27)?). Pour aller un peu plus loin,
on peut remarquer que si o est un élément de G différent de l'identité et si a € [1,n]], il existe un plus petit entier non
nul k tel que 0%(a) = a. Comme o* € G et posséde un point fixe, o = Id et par minimalité de k, o est d’ordre k. Ainsi,
la décomposition de o en cycles disjoints ne donne que des cycles de méme longueur & (qui est un diviseur de n).

30)| Nous allons démontrer que Gy n’est pas dénombrable. Nous avons pour cela trois méthodes : construire une bijection
entre Gy et un ensemble non dénombrable connu X, construire une injection d’un ensemble non dénombrable X dans Gy
ou construire une surjection de Sy dans un ensemble non dénombrable X.

La premiere méthode est souvent difficile & mettre en place, car il est en général difficile d’obtenir une bijection ; c’est
pourquoi on préfere se contenter de construire une injection ou une surjection. On a besoin d’un ensemble X non dénom-
brable qui soit assez proche de &y ; on peut penser & NN ou {0, 1}"Y. On peut rapidement rappeler une preuve de la non
dénombrabilité de {0, 1} : si f est une application de N dans {0, 1}V, elle n’est pas surjective car la suite (uy,),en définie
par :

0 si(f(n), =1
1 si(f(n)), =0

la suite f(n)). Cette preuve est connu sous le nom d’argument

Vn € N, un:{

n'est pas dans I'image de f (on a noté f(n) = (f(n)p),>0

diagonal de Cantor. Elle se généralise pour démontrer que pour tout ensemble X, il n’existe pas de surjection de X dans
P(X);sif: X — P(X), la partie :
U={zeX, z¢ f(z)}

n’appartient pas a I'image de f (on peut identifier P(X) & {0, 1} en associant & chaque partie de X sa fonction indicatrice :
cela donne bien le résultat précédent quand X = N).

Méthode 1 : construction d’une bijection

Il semble assez naturel d’essayer de construire une permutation ¢ de N a partir d’'une application ¢ : N — N : on
pose Ag = N et 0(0) est le p(0)-ieme élément de Ag; on pose ensuite 41 = Ag \ {c(0)}, puis on note o(1) le ¢(1)-
ieme élément de Ap, et ainsi de suite. Plus formellement, nous définissons une application F' qui, & une partie infinie
A={nop<ny <---<n; <...} de Netaun entier ¢ € N associe F(4,i) =n; (ce que j’ai appelé le i-iéme élément de A)
et on définit par récurrence :

VYn eN, og(n) = F(N\ {0(0),...,0(n—1)},¢(n))

L’application ¢ — o est injective de N dans NV, mais son image n’est pas tout a fait Gy. En effet, o est bien injective
(par construction, o(n) # o(k) pour tout 0 < k < n) mais elle n’est surjective que si ¢ ne prend pas des valeurs > 1
a partir d'un certain rang. En effet, si ¢(n) > 1 pour tout n > ng, le premier élément de A,, ne sera jamais choisi.
Réciproquement, si nous supposons que o n’est pas surjective, soit p le plus petit entier tel que p ¢ o(N). Il existe donc
no,...,Np—1 tels que

o(ng) =0, o(n1) =1, ...,omp_1) =p—1

En notant N = max(ng,n1,...,np—1), p est le premier élément de A,, pour tout n > N, ce qui prouve que ¢(n) > 1 pour
tout n > N.

Nous avons ainsi démontré qu’il existait une bijection entre X = {¢p € NN, Vp € N, In > p, ¢(n) = 0} et Sy. X est non
dénombrable : on peut par exemple construire une injection de {0, 1} dans X :

(un)nZO — (Oa Uo, Oa U, Oa u2, Oa s )
Ceci prouve que Sy est non dénombrable. I a en fait le méme cardinal que NV, i.e. que R : Gy a la puissance du continu.

Méthode 2 : construction d’une injection

Une fois cette preuve faite, on peut aller plus vite et construire simplement une injection d’un ensemble non dénombrable
dans Gy : pour u = (uy)n>0 € {0,1}, on définit par récurrence :

o Ay =N, o(0) = F(Ag,0) =0, A = N\ {5(0)} et (1) = F(A1,u0);

e pour tout n > 1, Az, = N\ 0(0),0(1),...,0(2n —1), 0(2n) = F(A2,,0), A2ny1 = N\ 0(0),0(1),...,0(2n) et
O'(QTL + ].) = F(A2n+1,un).
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et I'application u — o est une injection de {0, 1} dans Gy.

Méthode 3 : construction d’une surjection

Une autre idée consiste & associer & chaque permutation o de N une partie de N, de fagon surjective (P(N) n’est pas
dénombrable). Une idée naturelle est d’associer & o € Gy l'ensemble A, = {n € N, o(n) # n}. On a bien I'impression
que 0 — A, est surjective, mais on va voir qu’il y a un petit défaut : si A est une partie quelconque de N, on cherche
a construire o € Gy telle que A = A,. On doit donc construire o de sorte que o4 soit une permutation de A sans point
fixe, puisqu’on impose o(n) = n pour n € N\ A. Ceci est possible, sauf si A est un singleton :

e si A=0, o0 = Id convient;
e si A={aj,as,...,a,} est fini, avec n > 2, on choisit pour o une permutation circulaire :
Vie{l,...,n—1}, o(a;) = ait1, o(an) = a1 et Vn e N\ 4, o(n) =n.
e si A={ag,a1,as,...} est infini, o échange deux & deux les éléments de A :
Vi €N, o(ag;) = agit1,0(azi41) = ag; et VWWn € N\ A, o(n) =n.
Dans chaque cas o est un antécédent de A. Ainsi, 'application o — A, est surjective de Sy sur X = {4 € P(N)} \

{{n}, n € N}. Comme X est non dénombrable (on a enlevé une partie dénombrable & un ensemble non dénombrable), on
a une nouvelle preuve de la non dénombrabilité de Gy.

a) Supposons qu'il existe un loi de groupe sur G/, notée ©, telle p soit un morphisme. Si z ~ 2’ et y ~ y’, nous
pouvons donc écrire :

=T0Y=2' 0y =17y
donc zy ~ x'y’.
Supposons réciproquement que ~ est compatible avec la loi de G. Nous pouvons alors définir la loi ® par :
Vo, € Gy, a©B =Ty avec 7,y € G tels que T =a et j =3

Cette définition est cohérente car (zy) ne dépend pas des choix des représentants z et y des classes « et . Il reste a
vérifier que (G, ®) est un groupe et que p est un morphisme de groupe :

e (© est associative :

Vo,y,2 € G, TOGOZ) =707z =2(yz) = (zy)z = (TOY) O F;
e 1 est neutre :

VeeG, 10T=1la=T=21=201;

e tout élément T posséde pour inverse 1 :

VeeG, 20z l=aaxl=1=ac1lo=2"107;
e p est un morphisme de groupe :

Vz,y € G, p(ry) =Ty =T 07 = p(r) © p(y).

b) 1l suffit de vérifier ces propriétés :

(i) On munit G, de la loi de groupe ® et H = p~'({1}) est un sous-groupe de @, comme image réciproque d’un
sous-groupe par un morphisme de groupe;

(ii) Soient r € Gety€ H.Onax ~z et y ~ 1, donc oy ~ x; comme x~! ~ 71, on en déduit zyzr~
ryr~l e H;

L vgza™ =1, soit
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1 1

(iii) Soient z,y € G.Siz ~y,onax !~z 1 donc 1 =271z ~ 271y, soit 2~ 'y € H ; réciproquement, si =1y € H, on

a m_ly ~1letx~x doncy= mx_ly ~ .
¢) Soit H un sous-groupe distingué. Nous avons :
VeeG Ve Hzy=xyz 'z e Hx
——
€H

donc H C Hz, puis Hz = x(x 'H)z C z(Hx ')x = H. On a donc zH = Hx (on vient de montrer que si zH C Hz
pour tout x, alors H = Hx pour tout x).

Réciproquement, supposons que xH = Hx pour tout x € G. Pour z € G et y € H, on a xy € xH, donc il existe y € H
tel que xy = 'z, ce qui donne xyxz~! =y’ € H : H est un sous-groupe distingué.

d) 11 s’agit une nouvelle de vérifications évidentes :
e ~ est réflexive car pour x € G,z 'r =1€ H;

e ~ est symétrique car pour z,y € G, ™'y € H implique y 'z = (:Ufly)f1 € H;

e ~ est transitive car pour z,y,2 € G, 7'y € H et 2~ 'y € H implique 2~ 'z = (z_ly)(y_lm) € H;

e ~ est compatible avec la loi de g : pour z1,x2,y1,y2 € G tels que x1 ~ x5 et y; ~ y2, nous avons

(zay2) Naayn) = y5 2y iy = vy Ly tw o ys 'y € H
S~ =

€H €H
| S
c€H

e pour z € G, on a (en utilisant le c) :

T={yeG, 2 'yeH ={yeG, 3he H, y=ah} =aH = Hx

Notation : une permutation x € &,, sera notée :

v 1 2 n
C\z(l) x((2) ...... z(n)
Pour iy, ..., éléments distincts de {1,2,...,n}, nous utiliserons aussi la notation usuelle (i1, 1s,...,4x) pour représenter

le k-cycle qui envoie iy sur ig, ég SUr i3, ..., ig_1 SUr ig, i Sur ¢; et qui laisse les autres éléments de {1,2,...,n} en place.
Nous utiliserons également la décomposition des permutations en produits de cycles disjoints. Par exemple :

(33 19)-naea

e) 63 contient les 6 éléments Id, (1,2), (1,3), (2,3), (1,2,3) et (1,3,2). Chaque transposition engendre un sous-groupe
de cardinal 2, les 3-cycles engendrent chacune le méme sous-groupe de cardinal 3 et si un sous-groupe contient une
transposition et un 3-cycle, c’est le groupe entier. G35 a donc 5 sous-groupes :

H, = {Id}7 Hy = {Id7 (172)}7 {Id7 (172)}7 Hj3 = {Idv (1»2)}7 {Idv (173)}a

H,={1d,(1,2)}, {Id,(2,4)}, Hs ={Id,(1,23),(1,3,2)} = A3 et Hs = 3.

H, et Hg sont trivialement distingués, ainsi que Hj (voir preuve générale ci-dessous). Par contre, Hy, Hs et Hy ne le sont
pas (les trois cas sont symétriques) : (1,2) € Ho, (1,3) € G mais (1,3)71(1,2)(1,3) = (2,3) ¢ Ho.

Notons o(x) la signature d’un élément de = de SG,,. Nous avons :

Vo €&, YyeA,, oz tyr) =c(@ Ho(y)o(x) =c(xtz) =c(ld) =1

=1
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donc 2, est un sous-groupe distingué de G.

Remarque : on a 2,, = Ker(o) et on montre facilement que le noyau d’un morphisme de groupe o : G — G’ est un
sous-groupe distingué de G.

On obtient donc un sous-groupe distingué de GL,,(K) en introduisant un morphisme de groupe ... on pense au détermi-
nant : SL,(K) = {M € M, (K), det(M) = 1} est un sous-groupe distingué de GL, (K).

f) Commengons par rappeler que 25 est partitionné en 4 parties :
o Ay ={Id}, de cardinal 1;

o Ay, ensemble des permutations qui se décomposent en produit de deux transpositions & supports disjoints, de
cardinal 15 (5 choix pour ’élément qui ne bouge pas, puis 3 choix pour séparer les 4 éléments qui restent en deux
paquets de 2);

e Ajs, ensemble des 3 cycles, de cardinal 20 ((5

3> pour choisir les 3 éléments du cycle puis 2 choix pour le “sens” du

3-cycle) ;

5

e Ajs, ensemble des 5 cycles, de cardinal 24 (il y a 120 permutations clz 2 i 3 e) et chaque 5-cycle a 5 écritures,

puisque (a7 b,c,d, 6) = (b7 ¢, d,e, a) == (6, a,b,c, d))

Chacune de ces parties est stable par automorphisme intérieur : par exemple, si y = (4, j, k) est un élément de Az (4, j et
k sont donc des éléments distincts de {1,2,3,4,5} et si # € &5 (et a plus forte raison si x € As), zyr~! = (a,b,c) avec

a=x(i), b =x(j) et ¢ = (k). Nous avons alors :
o C(Id) ={Id} = Ay;

e C((1,2)(3,4)) = Asg : si (a,b)(c,d) € Az, notons e le dernier des 5 éléments de {1,2,3,4,5}. Nous avons

z(1,2)(3,4)z7! = (a,b)(c,d) pour x = ((11 12) i 3 i) Si x € s, nous avons montré que (a,bd)(c,d) est

1 2 3 4 5
b a ¢ d
y(1,2)(3,4)y~! = (b,a)(c,d) = (a,b)(c,d) : nous avons donc démontré que (a,b)(c,d) est dans tous les cas élément
de C((1,2)(3,4)).

dans la classe de conjugaison de (1,2)(3,4). Sinon, la permutation y = ( est dans s et vérifie

e C((1,2,3)) = Az :si (a,b,c) € Az, notons e et f les deux derniers éléments de {1,2,3,4,5}. Nous avons z(1,2,3)x~! =
1 2

(a,b,c) pour v = 3 3 i) et x = (1 23 4 5). Comme 'une de ces deux permutations est paire,

a b c a b c e f
(1,2,3) et (a,b,c) sont conjugués.

e Soient (a,b,c,d,e) € As et x € G5; 0n a:

: )
— c 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 45 1 2 3 4 5
t a b ¢c d e/J’\b ¢c d e a)’\¢ec d e a b)’\d e a b ¢c)J’\e a b c d

Comme ces 5 permutations ont toutes la méme parité, on en déduit que la classe de conjugaison de (1,2,3,4,5)
1 2 3 45
b ¢ d
chaque 5-cycle est atteinte 5 fois, la classe de conjugaison de (1,2,3,4,5) contient 12 éléments. Comme As contient

24 élément, il sera réunion de deux classes de conjugaison : celles des 5-cycles (1,2,3,4,5) et (2,1, 3,4,5).

est Pensemble des 5-cycles (a, b, ¢, d, e) tels que est pair. Comme 25 contient 60 éléments et que
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Si H est un sous-groupe distingué de 2, il est réunion de classes de conjugaison. Comme 25 continent 5 classes, de
cardinaux respectifs 1, 15, 20, 12 et 12, le cardinal de H est de la forme 1 + 15a + 20b 4+ 12¢ avec a,b € {0,1} et
¢ € {0,1,2}. Les valeurs possibles pour ce cardinal sont donc 1, 13, 16, 21, 25, 28, 33, 36, 40, 45, 48 et 60. Si on sait que
le cardinal de H divise celui de 205 (théoréme de Lagrange), i.e. 60, on obtient que les deux seuls valeurs possibles sont 1
et 60 : s ne posseéde donc que les sous-groupes distingués triviaux {Id} et As.

Démonstration du théoréme de Lagrange : soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. On définit la relation
~ sur G par :
Vo,y € G, x ~y <=z 'y € H.

On montre facilement que ~ est une relation d’équivalence sur G et que T = xH pour tout « € G (on n’a pas besoin que
h soit un sous-groupe distingué). Le cardinal de G est alors la somme des cardinaux des classes d’équivalence (ces classes
forment une partition de G). Comme T = xH, chaque classe a le méme cardinal que H, ce qui donne Card(G) = kCard(H)
ou k est le nombre de classes d’équivalence : nous avons prouvé que Card(H) divise Card(G).

32)| a) Remarquons que T est la classe d’équivalence pour la relation d’équivalence définie par :

Ve, ye G, x~y<=3g€ G, g lug=y.

Si x est ambivalent et si y = h™'zh est un élément quelconque de Z, on a
y t=m"teh) = sthe s v~y
donc y est ambivalent.

b) L’application ¢ est clairement surjective et pour y = gy 'zgo € T, ¢~ (y) a le méme cardinal que ¢~ (z). En effet, on
a:

VgeG, ge o (y) <= g 'ag = g5 g0 <= (990) ‘(995 ") = <= 995" € ¢ ()
donc Papplication g — ggy ' est une bijection de ¢~ (y) sur ¢~ !(x). En notant k ce cardinal commun, on en déduit que
n = k x Card(T), ce qui donne le résultat( demandé.

¢) On a p(g) = Z 1= Z 1(32—g). On obtient donc :

z€G zeG
172:57

2
1 1
IS S oy
geG geG \zeG
1
= =~ >0 > lw-glu—g
geG zeG yeG
1
I Z Z Z Liz2=g et y2=g)
geGzeGyeG
1
- n Z Z Z Lw2=g et y?=9)
zeG yeG gelG
=l2oy2)
1
D IPIRI
zeGyeG
1
= — Z Z 1a2—(22)2) car, a z fixé, 2 — 2z est une bijection de G sur lui-méme.
n z€G zeG
1
= 22 leme
z€GzeG

Notons A I'ensemble des éléments ambivalents de G. Si z € A, 1(,-1_y-1.,) = 0 pour tout x. On peut donc restreindre la
somme pour z € G & la somme pour z € A. Nous obtenons donc :

% Zp(g)Q :% Z‘{J?EG, 271 :xilzx}‘ = Z%

geG zEA zEA
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en utilisant le résultat du b).
On peut enfin choisir z1,..., 2 dans A tels que A=27 | |Zz || ... || Zx et on obtient :

;ZP(Q)QZZZ;:ZZ|;|:ZI€:1:]€

geG =1 2€%;

a) Commencons par regarder quelques exemples :

G || 2/2Z | Z/3Z | ZJAZ | ZJ10Z | (Z/2Z)2 x Z./5Z

(@l

s || 1 0 2 (0,0,0)

On peut plus généralement remarquer que pour G = Z/nZ,ona s =0+1+---+(n—1) = @ Ainsi, si n = 2p,

s=pn—1)==—p=petsin=2p+1,s=np=0.

On peut aussi penser & calculer s quand G est le groupe multiplicatif d’un corps fini commutatif K (la loi de G est alors

multiplicative et on remplace la somme par le produit) : si n est le cardinal de K, on a a"~! = 1 pour tout a € G,

donc le polynéme X"~ ! — 1 est scindé & racines simples : ses n — 1 racines sont les éléments de G. On en déduit que

Xt —1=T],.q(X —a), ce qui donne H a = (—1)" : le produit est donc égal & 1 si n est pair et & —1 si n est impair.
a€eG

a€eG

Il semble donc qu’il y ait deux cas : ou bien s est le neutre 0 (ou 1 quand le groupe est noté multiplicativement), ou
bien un élément d’ordre 2. Revenons donc au cas général. Dans la somme s, nous allons regrouper chaque élément avec
son opposé. Notons donc A = {a € G, a = —a} et B =G\ A. A est 'ensemble des a € G tels que 2a = 0 : on montre
facilement que c’est un sous-groupe de G. Il existe une partie B est de cardinal pair et est réunion disjointe de parties de
la forme {b, —b}. On a donc s = .~z =), ,a. Si A estréduit a {0}, s = 0. Sinon, A est un groupe fini non trivial
vérifiant Va € A, 2a =0 : A est isomorphe & une puissance de Z/2Z. En effet, on peut munir A du produit externe

2/2ZxA — A
0 siA=0
a sixA=1

(Na) +— )\~a:{

qui donne & A la structure de Z/2Z-espace vectoriel de dimension finie d > 1 (car A est fini) : A est donc isomorphe (en
tant que Z/27Z-espace vectoriel) & (Z/2Z)%, donc également en tant que groupe. Par cet isomorphisme, s est identifié a

oY DY (ana) =7TL 20 ),

a1€Z/27 as€Z/2Z aq€Z/27
Ainsi, s =0sid > 1 et s est 'unique élément non nul de A si d =1 (dans ce cas, a est de cardinal 2).
En conclusion, nous avons :
e si GG possede un unique élément d’ordre 2, s est cet élément d’ordre 2;
e sinon, s = 0.

b) Notons A l'ensemble cherché. Comme &3 contient trois permutations paires (I'identité et les cycles (1,2,3) et (1,3,2))
et trois permutations impaires (les transpositions (1,2), (2, 3) et (3,1)), les éléments de A sont des permutations impaires,
donc A est contenu dans {(1,2),(2,3),(3,1)}. Comme A est non vide, il contient au moins une de ces transpositions : il
les contient toutes par symétrie. On peut aussi écrire :

(2,3) = Ido(1,2,3)0(1,3,2) 0 (1,2) 0 (2,3) 0 (3,1) € 4
donc en remplagant 1,2, 3 respectivement par 2,1, 3, puis par 3,2, 1, nous obtenons :

(1,3) = Ido(2,1,3)0(2,3,1) 0 (2,1) 0 (1,3)0(3,2) € A
(2,1) =1Ido(3,2,1)0(3,1,2)0(3,2)0(2,1)0(1,3) € A
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34)[ a) Soit G le groupe des permutations de C, f la rotation de centre 0 et d’angle 7/4 et g la rotation de centre 1 et
d’angle —7/4. Nous avons :
VzeC, f(z)=izetg(z)=—i(z—1)+1=—iz+1+1.

f et gsont dordre 4 et fog: z+——i(—iz+1+14)=2—1-+1i est une translation d’ordre infini.

b) Nous allons la propriété par récurrence sur . La construction décrire est comparable a celle du tri par insertion.
e Quand r =1, il n’y a rien a démontrer.

e Pour r > 2, supposons la propriété démontrée au rang r — 1 et soient s1,...,s, € S. Par hypothese de récurrence, il
existe $i,...,s._; € Stelsque s;-+-- 8,1 =8} ---s._jet ) <<l _.Sis)_; <s,, il sufit de poser s = s,
pour avoir la décomposition voulue. Sinon, on a s, < s/._; (car 'ordre est total) et on peut écrire :

o / / o / ’ / —1\ ./
S1° 0 Sp =815, _985,_1Sr = 81" Sp_2 (Srfls”‘(srfl) ) Sr_1
Onas!_;s.(s._1)~! € S car S est stable par automorphisme intérieur et s’._;s,.(s,._;)7t < s\ _;s._,(sh_)"t=s
par compatibilité de 'ordre et du produit. On a donc obtenu une décomposition de la forme :

/ ! !/
81“.'87”281“"Sr72t18r71

avec t1 € S et ty < s,_1. Sir =2ous._, < t1, cette décomposition convient. Sinon, la méme méthode que
précédemment donne une décomposition :

! !/ !/ !
81+ Sy = 51... 'Sr73t287“72s7“71

avec ta € S et ta < s/._,. On arrive ainsi en un nombre fini d’étapes & une décomposition

ceiig. =8 ... 4 trs. ... 4
51 Sr =81 Sp—k—1kSr— " Sp—1

avec 0 <k<r—1,tpeSets) < - < s;._k_l <tp < s;._k < ... < k1 : cela prouve le résultat au rang r.

35)| a) La décomposition de o en produit de cycles disjoints sécrit o = (z1,y1) 0 --- o (z,yx) avec 0 < 2k < n et
T1,Y1,- - Tk, Yk 6léments distinets de [1,7n]. Si 6 est une permutation quelconque, la décomposition de 6= o o 0 § en
produit de cycles disjoints est (071 (x1),07(y1)) o -+ 0 (071 (zx), 07 (yx)). Par unicité de cette décomposition, on aura
donc 0 0 = 0 o o si et seulement s’il existe une permutation 7 de [1, k] telle que 0({zs,y:}) = {z-@), ¥r(i) }-

Il existe ainsi (n — 2k)!k!2¥ permutations qui commutent avec ¢ (on peut permuter indifféremment les n — 2k éléments
autres que les x;, y;, puis on choisit une permutation quelconque 7 € &y, et pour chaque i € [1, k], on a encore deux choix,
selon que 0(x;) = T,(;) ou 0(x;) = yr(;))-

b) Soit f un automorphisme de &,, et o une transposition. Comme o est d’ordre 2, f(o) est également d’ordre 2. Si on note
k le nombre de 2-cycles dans la décomposition de f(c) en produit de cycles disjoints, on a Card(C(f(o))) = (n — 2k)!k!12¥
et k> 1 (f(o) # Id car f est un automorphisme). D’autre part, f étant un automorphisme, C(f(c)) = f(C(0)), d’ou :

(n — 2k)Ik!12% = Card(C(f(0))) = Card(C(0)) = 2 (n — 2)!

Cela donne :

n—2 . 2k—1F! . k
<n—2k> (2k—2)!  (2k—3)(2k—5)...1°

— 9\ (n —
Si k = 2, on obtient w

= 2 : c’est absurde car les racines de X2 — 5X + 2 ne sont pas entiéres.
n—2

Si k = 3, on obtient (
n—=~6

) =1, ce qui n’est possible que si n = 6, valeur interdite.

k n—2
< 1
k—3)(2k—5)...1 “2k—3 - (n—2k

Si k>4, ) > 1 : nous obtenons une nouvelle absurdité.
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Nous avons donc k = 1, ce qui signifie que f(o) est également une transposition.
¢) I est évident que pout tout 7 € &, f, est un automorphisme de &,,.
Soit f un automorphisme de &,,. D’apres la question précédente, pour tout 1 <i < j < n il existe 1 < a < b <n tel que

f((, 7)) = (a,b). S’il existe 7 € &,, tel que f,, nous avons : f((¢,5)) = (7(¢), 7(J)), soit {a,b} = {7(),7(j)). Nous allons
donc atteindre 7 en étudiant les images par f des transpositions (i, j).

Sin =2, le résultat est évident car Id est le seul automorphisme de S5 : ¢’est bien un automorphisme intérieur.

Sin > 3 et sii,jk sont trois éléments distincts de [1,n], les transpositions f((i,5)) = (a,b) et f((i,k)) = (c,d) sont
distinctes (car f est injective) et & supports non disjoints (car (i,j) et (i,k) ne commutent pas, donc (a,b) et (¢,d) ne
commutent pas non plus). Il existe donc a, b, ¢ distincts tels que f(i,5) = (a,b) et f(i,k) = (a,c). Nous pouvons donc
définir 7 :

e il existe aq, as,as distincts tels que f((1,2)) = (a1,a2) et f((1,3)) = (a1,a3);

e pour tout ¢ > 4, il existe (a,b) tels que f((1,7)) = (a,b); {a,b} et {a1,as} ont un élément en commun et sont
distincts, ainsi que {a,b} et {a1,as} : cet élément commun est donc nécessairement a;. On en déduit qu’il existe a;
tel que f((1,4)) = (a1,a;);

e les éléments ay, ..., a, sont des éléments distincts de [1,n], on définit 7 € &,, en posant :
Vi € [1,n], 7(i) = a;.

On a alors f((1,4)) = f-((1,4)) pour tout i € [2,n], donc f = f; puisqu'elle coincident sur la famille génératrice
((1,4)),,<,,- a) La décomposition de o en produit de cycles disjoints sécrit o = (1,y1) 0 -+ o (zx,yx) avec 0 < 2k <n
et X1,Y1,- -, Tk, Y léments distincts de [1,7n]. Si € est une permutation quelconque, la décomposition de =1 o o 0§ en
produit de cycles disjoints est (07 1(x1),0 7 (y1)) o -+ 0 (07 (zk),0 1 (yx)). Par unicité de cette décomposition, on aura
donc 0 0 = 6 o0 si et seulement s'il existe une permutation 7 de [1, k] telle que 0({zi, yi}) = {Z+(), Yr@i) }-

Il existe ainsi (n — 2k)!k!2% permutations qui commutent avec o (on peut permuter indifféremment les n — 2k éléments
autres que les z;, y;, puis on choisit une permutation quelconque 7 € &y, et pour chaque i € [1, k], on a encore deux choix,
selon que 0(x;) = ;) ou 0(x;) = yr(5))-

b) Soit f un automorphisme de &,, et o une transposition. Comme o est d’ordre 2, f(o) est également d’ordre 2. Si on note
k le nombre de 2-cycles dans la décomposition de f(o) en produit de cycles disjoints, on a Card(C(f(0))) = (n — 2k)!k!2¥
et k> 1 (f(o) # Id car f est un automorphisme). D’autre part, f étant un automorphisme, C(f(c)) = f(C(0)), d’ott :

(n — 2k)IEk!12% = Card(C(f(0))) = Card(C(0)) = 2 (n — 2)!

Cela donne :

n—2 . ok=2p . k
<n—2k> (2k—-2)!  (2k—3)(2k—5)...1°

(n—2)(n—3)

Si k = 2, on obtient = 2 : c’est absurde car les racines de X2 — 5X + 2 ne sont pas entiéres.

n—2

Si k = 3, on obtient (
n—=6

) =1, ce qui n’est possible que si n = 6, valeur interdite.

k k n—2
<
@h—3)2k—5). 1 2k—3 (n—2k5

Nous avons donc k = 1, ce qui signifie que f(o) est également une transposition.

Sik >4, > > 1 : nous obtenons une nouvelle absurdité.

c) Il est évident que pout tout 7 € &,,, f, est un automorphisme de &,,.

Soit f un automorphisme de G,,. D’apres la question précédente, pour tout 1 <1¢ < j < n il existe 1 < a < b < n tel que
f((4,7)) = (a,b). S’il existe 7 € &,, tel que fr, nous avons : f((4,5)) = (7(2), 7(j)), soit {a,b} = {7(i),7(j)). Nous allons
donc atteindre 7 en étudiant les images par f des transpositions (i, j).

Sin = 2, le résultat est évident car Id est le seul automorphisme de &5 : c’est bien un automorphisme intérieur.
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Sin > 3 etsii,jk sont trois éléments distincts de [1,n], les transpositions f((i,5) = (a,b) et f((i,k)) = (¢, d) sont
distinctes (car f est injective) et & supports non disjoints (car (,7) et (i,k) ne commutent pas, donc (a,b) et (¢,d) ne
commutent pas non plus). Il existe donc a,b, ¢ distincts tels que f(i,5) = (a,b) et f(i,k) = (a,c). Nous pouvons donc
définir 7 :

o il existe ay, as,as distincts tels que f((1,2)) = (a1,a2) et f((1,3)) = (a1,a3);

e pour tout ¢ > 4, il existe (a,b) tels que f((1,7)) = (a,b); {a,b} et {a1,a2} ont un élément en commun et sont
distincts, ainsi que {a,b} et {a1, a3} : cet élément commun est donc nécessairement a;. On en déduit qu’il existe a;
tel que f((1,7)) = (a1,a:);

o les éléments aq, ..., a, sont des éléments distincts de [1,n], on définit 7 € &,, en posant :
Vi € [1,n], 7(i) = a;.
On a alors f((1,7)) = f-((1,7)) pour tout i € [2,n], donc f = f; puisqu’elle coincident sur la famille génératrice
((17 i))2§i§n'
36)|a) Remarquons que ’ensemble des applications de G dans C* est trivialement un groupe pour le produit de fonctions
x. Nous allons montrer que G en est un sous-groupe :

e 1’élément neutre est la fonction constante g — 1 : c’est bien un morphisme de G dans C*;

o si ¢ et g9 sont deux morphismes G dans C*, @1 X @5 ! est bien un morphisme de groupe :

v1(gh) _ v1(9)p1(h) _ v1(9) ¢1(h)

22(gh) ~ ea(9)palh) — palg) pall) ¥ P2 W e ()

Vg, h € G, 1 x @3 (gh) =

b) Notons S = 3" x(g). Nous avons :

S7= " x(gx(h)=>_ (Z x(gh)> =Y (Z x(k)>

g,h€G ge€G \heG g€G \keG

car 'application h — gh est une bijection de g sur lui-méme. On en déduit que S? = n.S, soit S =n ou S = 0.

Pour tout g € G, on a g™ =1, donc x(g)” =1 : on en déduit que les x(g) sont de module 1. Si S = n, on peut écrire :

n=Re|> x(9) | =D Re(x(9) <> Ix(g)l =n.

geG geG geG
On en déduit que ces inégalités sont des égalités, ce qui impose :
Vg € G, Re(x(g)) =1

et x est le morphisme constant égal a 1 (le seul complexe de module 1 et de partie réelle égale & 1 est 1). Ainsi, S = 0 si
X Nh'est pas le morphisme trivial.

c¢) L’application x” : g — x(9)x'(g) est un élément non trivial de G (il existe g tel que x(g) # x'(g), donc x"(g9) =
x(9)71x'(g) # 1) : la question précédente donne le résultat attendu.
)

d

(X)xea est libre : cela prouvera que G contient au plus n éléments, puisque C¢ est de dimension n.

On peut voir les caracteres de G comme des éléments du C-espace vectoriel C¢. Nous allons montrer que la famille

Soit (ozX)Xe 5 une famille de complexe telle que Z ayx = 0. Pour tout x’ € G, on peut écrire :

xX€G

0=3" [ Y x| @x@ =Y a Y x@x(9) =ay

geG xea xe@ geqG
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ce qui prouve que tous les coefficients o, sont nuls.

e) Pour tous x, Y’ € G, on a So(x x xX') = (x x xX")(g) = x(9) x X'(9) = d4(x) x d4(x") donc d, est élément de G.

On a ensuite :

Vg, h € G, ¥x € G, dgn(x) = x(gh) = x(9)x(h) = 8,(x)3n(x) = (6(g) x 61)(x)

donc g — d4 est un morphisme de G dans G'.

~
~ =~

f) On sait d’apres la question d) que n = Card(G) > Card(G) > Card(G ). Il suffit donc de prouver que ¢ est injective pour
montrer qu’elle est bijective. Cela revient a montrer que pour tout g # 1, il existe un caractére x de G tel que x(g) # 1.

Fixons donc g € G\ {1} et considérons le sous-groupe G engendré par g ; soit k Pordre de g. Il existe alors un isomorphisme
X1 du groupe Gy sur le groupe Uy, des racines k-iémes de I'unité (ces deux groupes sont isomorphes a Z/kZ) et x; est un
caracteére de Gy tel que x1(g) # 1.

Si G7 = G, nous avons terminé. Sinon, on peut choisir go € G\ G1. Nous allons prolonger le caractére x; en un caractere
X2 sur le sous-groupe Go engendré par G U {g2}. Remarquons pour cela que :

e (5 est 'ensemble des éléments de la forme 193 avec 11 € Gy et i € Z (car G est abélien) ;

e il existe un plus petit entier £ > 1 tel que g5 € G (comme g, est d’ordre fini, I'’ensemble des k € N* tel que g§ € G
est non vide : il contient I'ordre de g3); on montre facilement ensuite que g4 € Gy si et seulement si k divise .

On peut alors choisir «, racine k-iéme de x1(g5) (on travaille dans C) ; pour z € G, on peut écrire x = x1g4 avec z; € G
et k € Z : montrons que x1(z1)a’ ne dépend que de x et pas des éléments z; et i choisis. Supposons donc que 193 = x} g4
avec x1,2) € Gy et i,i’ € Z. Nous avons :

g ' =ai(a) Tt € Gy
donc ¢/ — i est un multiple de k et on peut écrire ¢/ —i = kj avec j € Z. On en déduit que x; = :r’lgéZ - x4 (g5)7, puis :

g
7 —1

(@) = xa(@) (a(98) = xa @)k = xa(ah)a’"

S
X2

ce qui donne 'égalité cherchée : x1(z1)a? = x1(z))at .

Nous pouvons ainsi définir I'application y2 : Go — C* en posant , pour tout x = x1g5 € Gy avec 1 € G et i € Z,
x2(z) = x1(z1)a’. Cette application prolonge x; et est un caractere de Go : si @ = x1¢4 et y = y1¢3 sont deux éléments
de Go, avec x1,y1 € G et i,j € Z, nous avons :

X2(95y) = Xz(xlyl géﬂ) = Xl(xlyl)aiJrj = X1($1)0¢iX1(y1)Oéj = X2($)X2(y)~
€Gy

Par itération, nous pouvons donc prolonger y; est un caractere y de G, ce qui prouve que le noyau de d ne contient pas
g : 0 est injective.

Nous avons donc montré que ¢ était un isomorphisme de groupe : on en déduit que G et G ont méme cardinal, ce qui

prouve que G contient aussi n éléments (son cardinal est compris entre celui de g et celui de G ).

Remarque : nous avons évidemment utilisé plusieurs fois la commutativité de la loi de G et le résultat ne subsiste pas
quand G n’est pas abélien. Ainsi, avec G = &,, (avec n > 3), on peut montrer qu’il n’existe que deux caractéres : le
caractere constant égal a 1 et la signature.

a) On a 2023 = 7 x 172. On peut donc choisir Gy = Z/20237Z et Gy = Z/119Z x Z/17Z. En effet, 119 x 17 = 2023 et
G2 n’est pas isomorphe a G car G est cyclique alors que tout élément de G5 est d’ordre un diviseur de 119.

b) Cette question est trés délicate. La méthode habituelle utilise un théoréme classique : le centre d’un p-groupe n’est pas
trivial, qui demande un assez long développement. Tout d’abord, on appelle p-groupe tout groupe fini dont le cardinal est
une puissance de p (ol p est un nombre premier) et on appelle centre d’un groupe (G, ) la partie Z(G) = {g € G, Vh €
G, gh = hg} (cette partie est trivialement un sous-groupe de G). Il faut ensuite utiliser la notion d’action de groupe.
En se restreignant a ’action qui nous intéresse, nous pouvons nous contenter de définir, pour tout h € G, les parties
On = {9 thg, g € G} et G, = {g € G, hg = gh} (ce sont respectivement I'orbite et le stabilisateur de h). On montre
facilement :
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e pour tout h € G, lapplication g — g~ 'hg est surjective de G sur Oy et chaque élément a le méme nombre

d’antécédent, qui est le cardinal de G}, ; ainsi, nous avons

Card(G
Card(Oh) = (jard((c;’h))7

e pour tout h € G, G}, est un sous-groupe de G et h € Z(G) <= G}, = G <= Oy, = {h};

e les orbites Oy, forment une partition de G.

Avec le théoréme de Lagrange, on en déduit que pour h ¢ Z(G), Card(O},) est un multiple de p (car G est de cardinal p*
et G}, est de cardinal un diviseur de p* différent de p*). Ainsi, toutes les orbites sont de cardinaux multiples de p, sauf
les orbites réduites & un singleton : on en déduit que Card(Z(G)) = Card(G) = 0 mod p. Comme Z(G) est non vide (il
contient 1), Z(G) contient au moins p éléments : il n’est pas réduit & {1}.

La preuve est maintenant élémentaire; si G est de cardinal p?, deux cas sont possibles :

e soit G posséde un élément d’ordre p? et G est cyclique et isomorphe a Z/p?Z;

e soit tous les éléments de G (autre que 1) sont d’ordre p; comme Z(G) est non trivial, on peut alors choisir un

élément x € Z(G) \ {1} puis un élément y € G\ < z > (en notant < z1,..., 2, > le groupe engendré par une partie
{x1,...,2%}). Comme < z,y > contient au moins p + 1 élément et est de cardinal un diviseur de p?, < z,y >= G
et ry = yxr. On en déduit que G est commutatif. Ainsi, G est un groupe abélien et en définissant la loi externe :
(k,g) € Z/pZ x G+ g* € G, on donne & G la structure de Z/pZ-espace vectoriel : comme G est de cardinal p?, il
est de dimension 2 : G est donc isomorphe (en tant que Z/pZ-espace vectoriel donc & plus forte raison en tant que

groupe) & (Z/pZ)°.

Nous allons maintenant donner une preuve qui évite I’étude du centre de G, mais qui oblige a s’intéresser & une autre
notion hors programme, celle de sous-groupe distingué. Supposons que G n’est pas cyclique, i.e. que zP = 1 pour tout
x € G. On peut alors choisir z € G \ {1} puis y € G\ < x > : il suffit de démontrer que z et y commutent et on pourra
terminer comme précédemment. La preuve va se faire en deux temps :

a)

Montrons qu’il existe k € Z tel que yx = x*y (cette propriété revient & dire que < = > est un sous-groupe distingué
de G); tout d’abord, X = {g < x >, g € G} est une partition de G en p parties de méme cardinal p (c’est la preuve
du théoréeme de Lagrange) et 'application o : X — X’ qui a une partie X de X associe X est une permutation de
X. Comme I'élément < x > de X est invariant par o, la restriction ¢’ de o & X’ = X'\ {< 2 >} est une permutation
de X’; comme 2P = 1, (¢/)? = Id, donc l'ordre de ¢’ divise p; d’autre part, cet ordre divise (p — 1)!, qui est le
cardinal du groupe symétrique de X’ : on en déduit que o’ est d’ordre 1 (p est premier avec (p — 1)!), i.e. que
g <z >=g <z >pourtout g € G. Ainsi, avec g =y, onazy ! €yl <z >=y"! <z >etil existe k € Z
tel que yr = z*y.

Comme yz # y, i n’est pas divisible par p; on obtient ensuite par récurrence immédiate :

Vg e N, ylay 9 = 2

ce qui donne, avec ¢ = p — 1, y lzy = 2*"". Comme k est premier avec p, le petit théoreme de Fermat donne
kP! =1 mod p, d’ott y~'ay = x et = et y commutent.

c)
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