Anneaux : énoncés

Exercices CCP

Calculer Z (;2:) (on utilisera la formule du binome de Newton).
0<3k<n

Soit p un nombre premier. Montrer que ’ensemble

a

Z,={z€Q, 3(a,b) €ZXZ", x A

et bAp=1}

est un sous-anneau de Q. Montrer que si un sous-anneau A de QQ contient Z,, on a soit A = Z,, soit A = Q.

Déterminer le groupe des inversibles de anneau Z/9Z et trouver un groupe simple qui lui est isomorphe.

i . x = T7[16] x = T[16]
4)| Résoudre dans Z les systémes et

x = 21 [55] x = 21(68]
Quel est le reste de la division euclidienne de P = X5 +3X1'2 — 5X10 4 8X7 + 5X6 + 5X% — 3X2 + 2 par (X —2)%?

@ Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique couple (a, b,) € Z? tel que (1 +\/§)” = a,+b, V2. Montrer que a, Ab, = 1.

Exercices Mines-Centrale : anneaux

Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A. Le radical de I est la partie :
VIi={ze A, IneN, z" eI}

a) Montrer que VT est un idéal de A contenant I. Que vaut v/ V17

b) Si J est un second idéal de A, montrer que VI +J = \/VI+VJ et VINJT =\/VINVJ.

¢) Déterminer les idéaux de Z et leurs radicaux.

Soit A un anneau et a,b € A. Montrer que si 1 — ab est inversible, 1 — ba 1'est également.

Exercices Mines-Centrale : I’anneau Z

@ Soit p un nombre premier impair et soit ¢ un diviseur de 2P — 1. Montrer que ¢ = 1 mod 2p.

110)[a) Si p est premier, montrer que (p — 1)! = —1 mod p.

b) Calculer, si n € N*, le reste de la division de (n — 1)! par n.

11)| La fonction indicatrice d’Euler



a) Soient n et m deux entiers strictement positifs. Montrer que Z/nZ x Z/mZ est isomorphe a Z/nmZ si et seulement si
nAm=1.

Pour n entier > 2, on note A, l'ensemble des éléments = de Z/nZ tels que x engendre le groupe (Z/nZ,+) et v(n) le
cardinal de A,,. On pose ¢(1) = 1.

b) Montrer que = = k € A,, <= k An = 1. En déduire que A, est le groupe des éléments inversibles de 'anneau Z/nZ.
b) Calculer ¢(n) pour n € [2,10].

d) Calculer p(p¥) pour p premier et v € N*.

e) Montrer que p(nm) = p(n)e(m) quand n et m sont premiers entre eux.

f) En déduire une expression de ¢(n) en fonction de la décomposition de n en produit de facteurs premiers.

g) Démontrer l'identité : Vn € N*, n = Z o(d).

1<d<n
d|n

12)| (Mines 2019) Soit p un nombre premier impair. On note C I'ensemble des carrés de Z/pZ, i.e.

C={z€Z/pZ, IyecL/pZ, x=1y*}.

a) Calculer le cardinal de C.
b) Calculer la classe de (p — 1)! modulo p et en déduire que si p =1 [4], —1 est un carré modulo p.

¢) On suppose que —1 est un carré modulo p. Montrer que p = 1[4].

113)|a) Soient p,q € N\ {0,1}. Montrer que si ¢g” — 1 est premier, ¢ = 2 et p est premier.

b) Montrer que si p est premier impair et si k est un diviseur de 2P — 1, k est congru & 1 modulo 2p. On pourra commencer
par étudier le cas ou k est premier.

14)[ (Mines 22) Résoudre I’équation 2™ — 3™ =1 avec n,m € N.
(Mines 23) Résoudre 3™ = 8 + n? dans N2

1
Quelle est la nature de la série de terme général M ?

nn

Exercices Mines-Centrale : ’anneau des polynémes

z+y+z=1
17)[ Résoudre dans R le systéme ¢ xy + yz + 2z = —5
23yt 42t = 2

Trouvez un polynéme réel de degré minimal égal & X2+ X + 1 modulo P = X* —2X3 —2X2 + 10X —7et 4 2X2 -3
modulo Q = X* — 2X3 — 3X2 4+ 13X — 10.

19)| Trouvez P et @ dans R,,_1[X] tels que (1 — X)"P + X"Q = 1.

Déterminer les polynémes P non nuls tels que P(X?) = P(X)P(X +1).



21)| Soient a1, as, ..., a, entiers relatifs distincts. Montrez que les polynémes

n

P:1+H(Xfaz) ethf1+H — a;)

i=1 i=1
sont irréductible dans Z[X], puis dans Q[X].

Indication : on remarquera que si P = UV avec U,V € Z[X], U et V gardent un signe constant sur R.

Soit P € R[X] tel que P(x) > 0 pour tout € R. On pose Q = Z P®) Montrer que Vo € R, Q(z) >0

k>0

.Sment n>letP=ag+a X+ - +a, X" eC[X ] avec anag £ 0. On pose My = max |ag| et M} = max |ag|.
0<k<n—1 1<k<n
. My
Montrer que, pour toute racine z de P,ona {14+ — < 2| <14 —

|ao|

My
Jan!|’

24)| Soient P € Q[X] non nul et k € N*. Montrer que si P est de degré au plus 2k — 1 et si « est une racine de P d’ordre
k, alors a € Q.

Soit P = X3 —2X?2 4+ 7X + k un polynéme complexe. Trouver k, sachant que I'une des racines de P a pour carré la
somme des carrés des deux autres racines de P.

Soient (a;)1<i<n €t (b;)1<i<n deux familles de complexes deux a deux distincts. Démontrer :

dINeC, Vie H17nH,H(ai+b]‘):)\ — <Hue(c, Vi € [1,n] 7H a; + b;) )
=1

j=1

27)| (Mines 2017) a) Déterminer les P € R[X] tels que P(Q) C Q.

b) Montrer que les polyndmes réels tels que P(Q) = Q sont les polynéme P = aX + b avec a € Q* et b € Q. On pourra
considérer un polynome solution et utiliser que 1/p est 'image par P d’un rationnel, avec p nombre premier quelconque.

28)[ (Mines 2017) Soit P € C[X] de degré d > 1. Pour a € C, on note n(a) le nombre de racines de 1’équation P(z) = a,
sans tenir compte des multiplicités. Ainsi, si P = (X — 2)2, n(0) = 1 car 2 est 'unique solution de I’équation. Calculer

S (d—n(a)).

aeC

(Centrale 2019) Soit P € R[X] de degré n > 2.

/

P
a) On suppose P scindé sur R et on considere  tel que P’(z) = 0 et P(x) # 0. En utilisant =l montrer que P (x)P(z) < 0.

b) Soient a < b tels que P — a et P — b sont scindés. Montrer que P’ est scindé & racines simples.

30)[ (Centrale 2019) Pour P € C[X] non constant, on note Z(P) ’ensemble des racines de P dans C.
a) Exprimer le cardinal de Z(P) en fonction de P et P A P'.

b) Soient P et @ dans C[X] non constants tels que Z(P) = Z(Q) et Z(P — 1) = Z(Q — 1). Montrer que P = Q. En
supposant que n = deg(P) > deg(Q), on montrera que le polynéme P — ) posséde au moins n + 1 racines.

31)| Si P est un polyndéme complexe normalisé de degré n > 1, de racines (non nécessairement distinctes) Aq,...,\,, on
définit les sommes de Newton de P :

Vk e N, Sp(P Z)\k



Montrer que pour P, Q normalisés de degré n > 1, on a :

(42 1.50(P) = 51(@)) = P =0,

32)| On se donne P et @ dans Z[X] premiers entre eux dans Q[X] et on pose, pour tout n € N, uw,, = P(n) A Q(n). Le but
de I'exercice est de montrer que (u, ),y est périodique.

a) En utilisant le théoréeme de Bézout, montrer qu'’il existe d € N* tel que pour tout n € N, w,, divise d.
b) Montrer, pour tous R € Z[X] et n € N, que R(n + d) — R(n) est divisible par d.

¢) Conclure.

n
PI/
Soit P = Z(X — a;) un polyndéme normalisé scindé simple. Décomposer - en éléments simples. En déduire la
k=1

n P”(ak)
— P'lax)

valeur de S =
k

n
1
Soit P une polyndéme complexe de degré n possédant n racines distinctes non nulles aq, ..., a,. Calculer E ﬁ
ag
k=1

= 1
et _
; akP’(ak)

Exercices X-ENS

35)| Formules de Newton.

Soit P=X"—o X" 14 4 (=)o X" 4 (=1)0, =
k

(X — M) € K[X], ot K est un corps commutatif Pour
1

n
tout entier naturel k, la k-eme somme de Newton de P est : -

Sk = Zn: AY
i=1

. . P
Pour tout 7 € [1,n], nous noterons O'Y), .. ,aiﬁl les fonctions symétriques élémentaires du polyndéme P; = v
— A

Sy — xn1 _ Ugi)Xn_Q NI (_1)k0_](€i)Xn—1—k NI (_1)71_10_5;‘11.

a) Montrez que pour m > n, S, — 01Sm—1+ -+ (=1)"0,Sm—n = 0.
b) En utilisant un développement asymptotique au voisinage de 400, montrer que pour i € [1,n] :

Po=X""14 N =o)X "2+ (AN = Nop + o) X" (N N e e (=) o)

¢) Que vaut Z P;? En déduire :

i=1

Vk e ﬂl,n]], Sy —01Sk_1+---+ (71)’6710]@_1.5'1 + (71)]”?(71C =0.



Nous avons ainsi mis en évidence que I'application (o1, ...,0,) — (S1,...,S,) était bijective. En particulier, une famille
(A1,...,An) est entierement déterminée, & lordre prés, par ses sommes de Newton (Si,...,.Sy,).

d) Autre méthode pour le b) et ¢) quand K = C : montrer que la série f(z) = Z Sy 2P converge pour z de module assez

p=>0
petit, puis que, pour z non nul de module assez petit :
1 1
f(2) <z"P ()) =z"tp () .
z z
+oo
Conclure en utilisant un produit de Cauchy. On montrera que si g(z) = Z a, 2" est définie au voisinage de 0, alors g
n=0

admet le DL g(z) = Y"1, axz® + O(2"*1) au voisinage de 0.

Polynémes irréductibles dans Q[X].

a) Soit p un nombre premier. Montrez que p est irréductible dans Z[X] mais pas dans Q[X]. Montrez que pX est irréductible
dans Q[X] mais pas dans Z[X].

b) Pour tout polyndéme non nul F' & coefficients entiers, on note ¢(F') le p.g.c.d. des coefficients de F. C’est le contenu de
F. Montrez que pour P,Q € Z[X]\ {0}, ¢(PQ) = ¢(P)c(Q). On montrera d’abord le résultat pour deux polynémes de
contenus égaux a 1.

c) Soit F' € Z[X] non constant. Montrez que F est irréductible dans Z[X] si et seulement si ¢(F) = 1 et si F' est irréductible
dans Q[X].

d) Soient aq,...,a, des entiers distincts. Montrer que P = (X —ay)...(X —a,) — 1 est irréductible sur Q.

e) Critére d’Eisenstein.

Soit p un nombre premier et soit P = Z?:o a; X" € Z[X]. On suppose que p divise ag, ai,...,a,_1, que p ne divise pas
a, et que p? ne divise pas ag. Montrez que P est irréductible dans Q[X].

37)| (P) Soit P = ZaiXi € R[X]. On suppose qu’il existe k € {1,...,n — 1} tel que : ax_1ar+1 > 0 et ar = 0. Montrer

i=0
que P n’est pas scindé sur R.

] 1 1
38)[ (X) Soit p un nombre premier > 5. On écrit 1 + gt i ﬁ

. Montrer que p? divise a.

39)[ (X) Pour n € N, on note P,, 'ensemble des nombres premiers inférieurs ou égaux a n et a, son cardinal.
: . 2n
a) Soit p € Pay, \ Ppn. Montrer que p divise )

b) Montrer que n®" = < 92n,

n
¢) Montrer qu’il existe C' > 0 tel que a, < C o pour tout n > 2.
nn

m (X) Soit P=Y"7_,ap X" € Z[X], avec a,, > 1, ap—1 > 0. On pose h = max(|ag|, ..., |an—2]).
1++V1+44h b
—

a) Soit z une racine de P. Montrer que Re(z) < 0 ou |z] < ) Soit p un premier s'écrivant p = a,, ...ag en

base 10. Montrer que P = Z ar X" est irréductible dans Z[X].
k=0



(X 2019) On fixe un nombre premier p et on note F, le corps Z/pZ, P 'ensemble des polynémes unitaires de Fj,[X],
D 'ensemble des éléments de P qui sont sans facteurs carrés (c’est-a-dire sans facteurs multiples dans leur décomposition
en produit de facteurs irréductibles) et H = {z € C, R(z) > 1}. On note d(P) le degré d’un polynéme P.

a) Soit s € H. Montrer que la famille (p_Sd(P))PGP est sommable. On note :
§s) =Y p " et x(s) =Y p 4.
PeP PeD

b) Montrer que £(2s)x(s) = &(s) pour tout s € H.

c) Soit un entier n > 2. Montrer qu’il y a exactement p™ — p"~! polynémes unitaires de F,[X] de degré n et sans facteur
carré.

42)[ (X 2020) Soit n un entier naturel non nul et &k le nombre de 1 dans son écriture en base 2. Montrer que le polynéme
P(X) = (X —1)" € Z[X] a exactement 2¥ coefficients impairs.

43)| Pour n € N* on note §,, le nombre de diviseurs de n et on définit, pour = > 1, F(x) = Z On-

neN*
n<x

a) Trouver un équivalent simple de F'(z) au voisinage de +oc.

)T
b) Démontrer que F(z) = xlnz + (27y — 1) + O(y/x) au voisinage de +o0.



Anneaux : corrigés

Exercices CCP

0<k<n
k=imod n

Pour ¢ € {0,1,2}, notons S; = Z <Z> Nous avons alors :

1+1)" = Z(Z) = So+ 51+ S5,

>
Il
=)

1+ =

NE

(Z) 3t = S0+ jS1+ 1S

o

s

o

1+ = ( )j% = So+ j*S1 +jS>

=~
Il
<
> 3

et on obtient Sy en sommant ces trois égalités :

So=1 2"+ QA +5)"+(1+5)") =

3 (2" + (=33 + (=5)")

Wl =

(=)™ x2 sin=0mod3

, on obtient :
(=1)"*1  sinon

Comme (—j2)" + (—=5)" = (=1)" (j% +jn) = {

2"+ 2 —1)™
%H sin=0mod 3
S(] = on 4 (_1)n+1

3

sinon

a c
Si o,y sont deux éléments de Z,, avec z = 7 Yy = p ol a, b, c,d sont des entiers tels que bAp=dAp=1,ona:

x — —ad_bcetx =%
y= Y= %

avec ad —bc € Z, ac € Z, bd € Z* et bd Ap =1 (car p est premier). On en déduit que Z, est stable par différence et par
produit. Comme il contient 1’élément unité (1 = % avec 1 Ap =1), Z, est un sous-anneau de Q.

Supposons que A soit un sous-anneau de Q contenant Z,. Si A est différent de Z,, il existe x € A\ Z,. On peut écrire

a
T = 3 avec a € Z, b € Z* et a Ab=1. Comme x n’est pas élément de Z,, b n’est pas premier avec p, p divise b : il existe

c
c tel que b = pc. Ainsi, p ne divise pas a (car 1 est le seul diviseur commun a a et b), donc a A p = 1. On en déduit que —
a

c 1
est élément de Z,, donc de A. Comme A est un anneau, —x = — est élément de a.
a’ p

« 1 @
Tout rationnel g s’écrit alors sous la forme — avec a € Z, i € N, f € Z* et S Ap = 1. Comme — et 3 sont éléments de

A, q est le produit d’éléments de A : c’est un élément de A, qui est donc égal a Q. Ainsi, un sous-anneau contenant Z,
est soit égal a Z,, soit égal & Q. On dit que Z, est un sous-anneau maximal de Q.s

Comme il est commutatif, il est isomorphe & (Z/67Z,4) (on sait qu’il n’existe que deux groupes de cardinal 6 : (Z/,Z+)
qui est commutatif et (&3,0) qui ne lest pas.

On peut aussi montrer que (Z/9Z)" est cyclique en exhibant un élément d’ordre 6 : en posant x = 2, on a

20=T, 2'=2 22 =4, 23=8, 2* =7, 2°=F et 25 =1

EN|



donc 2 engendre le groupe multiplicatif (Z/9Z)", qui est ainsi isomorphe & (Z/6Z, +).

Eﬂ 55 et 16 sont premiers entre eux, et on obtient facilement la relation de Bézout :
7x55—-24x16=1.

On cherche x tel que z = 7+ 16a = 21 + 55b, avec a,b € Z. Cela donne 55b — 16a = —14. En multipliant la relation de
Bézout par —14, on obtient :
—98 X 55 4+ 336 x 24 = —14

On choisit donc by = —98 et xg = 21 + 550 = —5369. Cette valeur xg est solution particuliere et la solution générale du
premier systeme est :
x = xo (mod 55 x 16),

soit encore :

x =791 (mod 880).

On a par contre 16 A 68 = 4. On cherche x tel que z = 7 + 16a = 21 + 68b, avec a,b € Z. Cela donne 68a — 16a = —14 et
il n’y a pas de solution, car —14 & 47 = 16Z + 68Z).

On peut écrire P = Q(X — 2)2 + aX + b avec a,b € R. On utilise que 2 est une racine d’ordre 2 de (X — 2)2, donc
P(2) =2a+b et P'(2) = a. On obtient ainsi a = 298580 et b = —555810.

Ona (1+v2)" Zk_O"(> =y ( >2p+\f 3 <2p7:_1>2pdonclesentiers:

0<2p<n 0<2p+1<n
— ) 9p — n P
S (2p)2 b= Y (QPH)z
0<2p<n 0<2p+1<n

sont solutions du probléme.
Si (al,,b,) est une autre solution, on a a, — a, ++/2 (b, — b,) = 0, ce qui impose a,, = a’, et b, = b, car V2 & Q.
On a d’autre part (1 —v/2)" = a,, — b,\/2, puis :

(—1)" = 1+ V2)"(1 = V2)" = (an + by V2)(an — baV2) = a2 — 262

ce qui est une relation de Bézout entre a,, et b,, qui sont donc premiers entre eux.

Exercices Mines-Centrale : anneaux
a) 0€+Tcar0' =0¢ I: I est donc non vide.

Soient x,y € VI. Il existe n,m € N tels que z”,y™ € I. On en déduit :

n-rm n-r—m k n-r+—m-— n+m—
(x—y)+ _ Zx—&- ( )xk(—l)+ ky-i- k

n+m
k=0
n k' n+m k’
_ m k(_1\n+m—k, n—k n k—n/_1\n+m—k, nt+m—=k
= y <Z<n+m)m( 1) Y >—|—x (Z (n—i—m)x (-1) Yy )EI
el k=0 cl k=n-+1
€A €A

donc z +y € VI, qui est ainsi stable par différence.

SizeIetye A, on choisit n € N tel que 2™ € I et (zy)" = 2"y" € I, donc zy € VI, qui est un idéal de A.



OnalcVI (car siz € I, 2t € [ et x € V1. On a en particulier v/I € v/V/I. L’inclusion réciproque est évidente : si
z € VI, il existe n € N tel que " € /T, puis il existe m € N tel que (z")™ € I, d’ott 2™ € I et z € V1.

b) Remarque : la somme de deux idéaux est un idéal, donc les ensembles manipulés sont bien définis.

Si I et I sont deux idéaux, on a facilement I; C I = /I; C v/I». Ainsi, comme I +J C VI ++VJ,ona VI+J C

V VT + +/J. L’inclusion réciproque se montre avec la méme idée que pour le a):six € VI++/J, il existe n € N tel
que 2" € VI ++/J. On peut alors écrire 2" = Y+ z avec y € VT et z € V/J. 11 existe ensuite p,q € N tels que yP eI et
z% € J. On en déduit :

p+q k p—1 i
n(p+q) _ ptq — ,p k—p _p+q—k q k. p—k
T =(y+=z = z + z z el+J
(y+2) y ,;_ (p+q> y §_ <p+q> y
er F=r es k=0

€A €A

et x €I+ J.
Nous avons également I N.J C VI N+/J, donc VINJ C V/V/IN+VJ. Inversement, si z € \/v/ITN+/J, il existe n € N tel

que z" € T N+/J. 1l existe alors p et ¢ tels que ™ € I et 2™ € J. On en déduit que z™* € I N J, avec k = max(p, q)
(z7F = g"Pan(F=P) € [ et o™ = 2" (k=9 ¢ J car I et J sont des idéaux), soit que z € VI N J.

¢) Les idéaux de Z sont les parties mZ pour m € N. On a 0Z = /{0} = {0} = 0Z et VZ = Z. Pour m > 2, on peut

décomposer m en produit facteur irréductibles : m = Hle D
On a alors :

Uz

. avec k > 1, p1,...,pr nombres premiers et ny,...,n; > 1.

k
Ve €Z, x € VmZ < In > 1, pr divise 2™ <= Vi, p; divise x
i=1

donc vVmZ = py ...piZ.

On peut chercher a retrouver ce résultat en appliquant les formules précédentes :

\/mZZ\/p?lzﬂ-'-ﬂpsz:\/\/p?IZﬂ---ﬂ\/pZ"Z:\/plZﬁ-uﬂka:\/pl...ka:pl...ka

Pour trouver 'inverse de 1 — ba, on peut penser a ce développement formel :
(1—ba)™' = Z(ba)” =1+ Z(ab)" a=1+0b(1-ab) 'a.
n>0 n>0

Ce calcul, qui n’a aucun sens dans un anneau A quelconque, donne pourtant la bonne expression de l'inverse; on pose
c=1+b(1—ab)"ta et on n’a plus qu’a vérifier :

(1 —ba)e = (1 —ba)(1+b(1 —ab)"ta) =1—ba+ (b—bab)(1 —ab)~la=1

———
=b(1—ab)
c(l1—ba)=(1+b(1—ab)"ta)(1 —ba) =1—ba+b(1 —ab)~! (a —aba) =1
——
=(1—ab)a

donc 1 — ba est inversible., d’inverse 1 + b(1 — ab) " ta.

Exercices Mines-Centrale : I’anneau Z

@ Soit d un diviseur premier de q : d est donc un diviseur premier de 27 — 1 et 2P est congru a 1 modulo d. Dans le groupe
multiplicatif G = (Z/dZ)", I'élément x = 2 vérifie 2P =1 : son ordre divise donc p; comme x # 1 et que p est premier, =



est d’ordre p, ce qui impose que p divise Card(G) = d—1 : d est donc congru & 1 modulo p. Comme d est impair (il divise
2P — 1 qui est impair),ona d=1 [p] et d =1 [2] : 2 et p étant premier entre eux, d = 1 [2p] (lemme chinois).

En écrivant ¢ = d; ...dy ou les d; sont premiers (avec k > 0, la cas k = 0 correspondant au cas trivial ¢ = 1), on a
d; =1 [2p] pour tout i, puis ¢ = 1 [2p].

a) Travaillons dans le corps Z/pZ, en notant n la classe modulo p d’un entier n. Comme (Z/pZ)* est de cardinal
p—1,0onaxP~! =1 pour tout € (Z/pZ)*. On en déduit que le polynome XP~! — 1 a pour racines les p — 1 éléments de
(Z/pZ)", ce qui s’écrit :

p—1
xrt-1=]l(x-k
k=1
On obtient en évaluant en 0 (car pour p =2, (—=1)P~! = —1 =1 et sinon, p — 1 est pair et (—1)P~1 =1) :

= (D R = TP 1) = (1)
k=1

ce qui donne le résultat demandé.

b) Si n est premier, on a donc (n — 1)! = n — 1 mod n. On peut ensuite deviner le résultat en regardant les premieéres
valeurs de n :

n 1123|4567 891011 12|13 |14 |15 |16 | 17 |18 |19 | 20

(m=1)!modn |O|1|2]2|4|0|6]|0|0] 0|10 0|12| 0| 0] 0|16|0|18]| 0

On a donc (n —1)! = 2 mod n quand n = 4 et on peut conjecturer que (n — 1)! = 0 mod n pour tout entier n non premier
différent de 4.

Soit donc n > 4 non premier. Il existe une factorisation non triviale de la forme n =abavec 2 <a <b<n-—1.Sia < b,
onan=ab|(n—1)! car a et b sont deux des n — 1 facteurs de (n —1)!;sia=b,onaa>3donc1<a<2a<a®=n
donc 2n divise (n — 1)! puisque que a et 2a sont deux des n — 1 facteurs de (n — 1)!; dans les deux cas, n divise (n — 1)!.

111)|a) Nous noterons @, a et a les classes d’un entier relatif a respectivement modulo nm, n et m.

Remarquons pour commencer que si f est un morphisme d’anneau de Z/nmZ dans Z/nZ x Z/mZ, on a f(1) = (i,1)
(I'image de 1'unité est 1'unité), puis I'additivité de f donne par récurrence immédiate f(k) = (k, k) pour tout k € N et
cette propriété se prolonge a k € Z car f(—x) = —f(z) pour tout x.

Réciproquement, I’application f : k — (k‘,l%) est bien définie (car si deux entiers sont égaux modulo nm, ils le sont
modulo n et modulo m) et est un morphisme d’anneau.

On calcule facilement le noyau de f :
keKer(f)<=k=0etk=0<n|ketm|k<nVm|k

f est donc injective si et seulement si n V m = nm, soit si et seulement n et m sont premiers entre eux. Comme Z/nmZ
et Z/nZ x Z/mZ sont finis de méme cardinal, f est un isomorphisme si et seulement si n A m = 1.

b) Soit x = k. Notons ¢ Uentier tel que k V n = kq. Les éléments z, 2z, .. ., (¢ — 1)z sont non nuls et gz =0 : x est donc
d’ordre q et le groupe engendré par x est de cardinal g. On en déduit :

r€A, <= qg=n<=kVn=kn<=kAn=1.
On retrouve la caractérisation des éléments inversibles de Z/nZ : on a donc A,, = (Z/nZ)".

¢) On trouve facilement A; = {1}, A5 = {1,2}, Ay = {1,3}, A5 = {1,2,3,4}, ... et on obtient :

p(2)=1, p(3) =p(4) =2, p(5) =4, ¢(6) =2, p(7) =6, p(8) =4, p(9) =6, p(10) = 4.
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d) Les entiers non premiers avec p” sont les multiples de p. Dans [1, p?], ce sont donc les p*~! entiers p, 2p, 3p, ..., p" " !p.

1
On en déduit que (Z/p*Z) \ Apv est de cardinal p*~1, d’out p(p¥) = p’ —p"~ ' =p* (1 — p).

e) Si n et m sont premiers entre eux, 'anneau Z/nmZ est isomorphe & Z/nZ x Z/mZ. Nous avons donc un isomorphisme
(de groupe) entre leurs groupes multiplicatifs :

o(nm) = Card (Z/nmZ)" = Card (Z/nZ x Z/mZ)" = Card (Z/nZ)" x (Z/mZ)* = ¢(n)p(m)
en remarquant que dans un anneau produit A x B, un couple (a, b) est inversible si et seulement a et b le sont.

f) En écrivant n = Hle p;* la décomposition de n en produit de facteurs premiers, nous avons en utilisant e) (et par

récurrence) :
k

ot =TTt =TT [t (1= 2)] =TT (1- 2).

i=1 i=1 Y2

g) Pour n > 1, notons D,, U'ensemble des diviseurs positifs de n. Le résultat se prouve par récurrence sur le nombre de
facteur premiers dans la décomposition de n.

e Sin =p¥ avec p premier et v > 1, 0on a :

doeld)=> e =e)+> P -p") =p"=n
deD,, k

Il
<}
=~
Il
_

donc la récurrence est initialisée.

e Soit k > 2 et supposons la propriété vérifiée pour tout tout entier n possédant k — 1 facteurs premiers distincts. Si
n = Hle p;* ot les p; sont des nombres premiers distincts et les v; des entiers naturels non nuls, on a alors n = ab
avec a = p* et b= Hf:z p;*. a et b sont premiers entre eux et ’hypothese de récurrence au rang p — 1 et au rang 1

donne :
n=ab= (Z cp(d)) (Z go(d')) = Z @(d1)p(dz)
(

deD, deDy, d1,d2)€Dy X Dy

Quand (dy,ds) € D, X Dy, di Ade =1 donc ¢(dq)p(d2) = ¢(d1dz). D’autre part, Papplication (di,ds) — dids est
une bijection de D, X Dy sur Dg;,. Nous obtenons donc :

n= Z p(didy) = Z o(d)
(d1,d2)EDq x Dy, dE€ Dy

et la propriété est démontrée au rang k.

a) L’application f: x — 22 est est surjective de Z/pZ sur C. Si y € C, avec y = a?, nous avons :
Ve € Z/pZ, f(z) =a<= (zr+a)(r—a)=0<=zr=aouz=—a.

Siy =0, a=0 est le seul antécédent de y; sinon, y posséde deux antécédents (on a a # —a car p est impair). Comme

Z/pZ est de cardinal p, C est de cardinal 1 + p;'
p

b) Le groupe multiplicatif (Z/pZ)" est de cardinal p — 1 donc a?~' = 1 pour tout a € (Z/pZ)*. On en déduit que le
polynéme XP~1 — 1 est scindé et que ses racines sont les p — 1 éléments de (Z/pZ)*. En notant k la classe modulo p d'un
entier k, nous avons donc :

xr-1= ] X-a9= ][] x-k

a€(Z/pZ)* 1<k<p-1
Les relations entre racines et coefficients donnent en particulier (produit des racines) :

p-01= J[ F=(-D=-1

1<k<p—1



car p — 1 est pair.

Supposons que p est congru & 1 modulo 4; on peut donc écrire p = 1 + 4q avec ¢ € N*, puis :

P—IN=1x2x---Xx(2¢—1)x2¢x (2¢+1)x (2¢+2) ---x(4g—1)x (4q)
—— —— —— ~—~
=-2¢ [p] =-(2¢-1) [p] =-2[p] =-11p

—2

On en déduit que —T = (—=1)221°2% ... 2¢° = (2)!" : —1 est un carré dans Z/pZ.

¢) Supposons maintenant que p est congru & 3 modulo 4 et montrons que —1 n’est pas un carré dans Z/pZ. Nous avons
cette fois p = 3 + 4q avec ¢ € N. Notons D = C'\ {0}, partie de cardinal 1 + 2¢. L’application g : a — a~! est une
bijection involutive de (Z/pZ)" sur lui-méme et g(D) C D, donc g(D) = D. Comme 1 et —1 sont les seuls points fixes
de g, nous pouvons choisir des éléments ay,...,a, de (Z/pZ)* tels que les parties {1}, {—1}, {a1,a;'}, o {ag ety
forment une partition de (Z/pZ)*. Comme D est stable par g, il est réunion de certaines de ces parties : le cardinal de D
étant impair, il contient une seule partie de cardinal 1. Enfin, 1 € D, donc —1 ¢ D et —1 n’est pas un carré dans Z/pZ.
Ceci prouve par contraposée que si —1 est un carré dans Z/pZ avec p premier impair, alors p est congru & 1 modulo 4 (un
entier impair est congru soit & 1, soit & 3 modulo 4).

a) Onag?—1=(¢q—1)(¢Pt+---+q+1),donc (g—1) =1 (car ¢? > +---+q+1>2et q° — 1 est premier).

Supposons que a est un diviseur de p et posons p = ab; on a 2P — 1 = (22)® —1 = (2% — 1)(2°=! +2°=2 + ... + 1) donc
22 —1=10u2*—-1=2P—1,i.e.a=1o0ua=p: pest donc premier.

b) Comme k divise 2P — 1 qui est impair, k est impair : il est donc congru & 1 modulo 2.

N
On peut ensuite écrire k = H g ou N € N et ou les ¢; sont premiers. Pour tout ¢, ¢; divise 27 — 1, donc 2P est congru a
i=1
1 modulo g;. Dans le groupe multiplicatif (Z/q;Z)", I'ordre de 2 est donc un diviseur de p; comme 2 # 1 (car ¢; # 2) et
que p est premier, 2 est d’ordre p; enfin, ’ordre d’un élément d’un groupe fini est un diviseur de I'ordre du groupe, donc
p divise ¢; — 1, ce qui traduit que ¢; est congru a 1 modulo p.

Nous avons donc, par produit de congruences, que k est congru a 1 modulo p; on en déduit que k — 1 est divisible par p

et par 2, donc par 2p (2 et p sont premiers entrée eux) : c’est le résultat souhaité.

114)| Pour chaque valeur de n, il existe au plus une valeur de m telle que (n,m) soit solution. Les premiéres valeurs de n
donnent facilement :

e si n = 0, aucune valeur de m ne convient ;
e (1,0) et (2,1) sont solutions.

Soit (n,m) € N? avec n > 3. On a 2" = 0 mod 8 et 1 + 3™ est congru & 2 ou & 4 modulo 8 : (n,m) n’est pas solution.

Les seules solutions sont donc (1,0) et (2,1).

115)| Soit (n,m) une solution. Remarquons tout d’abord que 3™ est impair, donc n 'est également : on peut donc écrire
n = 2a + 1 avec a € N. On a ensuite :

3m =8+ (2a+1)?=8+4a® +4a+1=1mod 4.

Comme 3 est d’ordre 2 dans le groupe multiplicatif (Z/47Z)*, ceci impose & m d’étre pair : on peut donc écrire m = 2b
avec b € N.

L’égalité s’écrit donc (3% — n)(3* +n) = 32* — n? = 8. Les entiers 3° — n et 3° + n étant pairs, avec 3° —n < 3b+n et
3b+ n > 0, nous avons nécessairement 3b —n =2et 3b+n =4, soit n=1et b= 1.

Réciproquement, (n,m) = (1,2) est bien solution de I’équation.
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116)| L’idée est que la croissance trés lente de Inn va nous permettre de définir de longs paliers [ag, bi] sur lesquels le
cosinus sera assez grand (par exemple supérieur & 1/2), ce qui permettra d’écrire :

i cos(In n) 1 bz 1
Inn 2 In
n=ag n=a

s ki
Pour k € N*, nous avons cos(In z) > 1 pour z € [e~ FH2km eS*zk’T].

En posant ay = [e~ 5727 et by, = Le§+2k”], une comparaison série-intégrale permet d’écrire :

b by, br+1
def cos(In n) 1 1 k 1
SL = e e — —d
k Z In n 2 ; In / In z v

n=ag

La derniére idée consiste & remplacer —— par une fonction dont on connait une primitive, en gardant le méme ordre de
7. . Inzx )
grandeur au voisinage de +oc. Ici, nous pouvons remarquer que

LI P T

dz \In z

ce qui donne :

br+1 1 1 T br+1 e%+2kﬂ' 67§+2k:7r +1
Skz/ < In? >dw{ } Z (512 - Ty
ar Inz Inz In zla, In (e32k™ + 1) In (e~ 512km)
en utilisant les inégalités :

e FTT < g < eTFTART L] b 5 TR < 41 < e TR 4.

Nous avons, pour terminer :

e%-{-?k‘n’ 6% e2k7r . e—%+2k7r+1 e—% e2k7r
T Toaob- Y = € T ~
In(e5 T2 £1) " 2r Kk  In(e 5tHT) T or
d’ou ( )
Sh ™ e2k7r
Si ~ 3 +00.
koo ™ k k—+o00

Ceci prouve que la série est divergente (comme ay, et by tendent vers l'infini, Sy tendrait vers 0 en cas de convergence de
la série).

Exercices Mines-Centrale : ’anneau des polynémes
x,y, z seront, s'ils existent, les racines du polynéme X3 — 01X2 + 02X — 03 avec :
or=c+y+z=1 o =2y +yz+z2x=-5c¢et o3 =zY=2.
11 suffit donc de retrouver la valeur de o3 qui est imposée par la condition 23 + > + 23 = —2. Nous avons :

PP+ = (4 y+2)? 2@y +yz+2x) =0 — 20, =11

puis
= (z+y+2)(2?+y>+2%) =23+ 93+ 25 +ay® + 222 +y2° + y2® + 22 + 2/
donc
zy? + 22 + y2% + ya® + za® + 2y = 13.
On a enfin :

5= (z+y+2)(zy +yz+22) = 2y + 222 +y2® + y2® + 22° + 2y® + 3zyz
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d’ott o3 = —6. On en déduit que x,y, z sont les racines du polynéomes X2 — X2 —5X2 +6 = (X —2)(X? + X —3); on

obtient donc :
—14+V13 -1 -+/13
{Jf,y,Z} = 27 9 ) 2 .

118)| On commence par calculer une relation de Bézout entre P et @ :

P:Q+R1 aVeCR1:X2—3X-|-3
Q=(X?+X—-3)R+Ry avec Ro =X —1
R1:(X—2)R2—|—]_

donc P et () sont premier entre eux et on a :

1 = R —(X—-2)R,

Ri— (X -2)(Q— (X’ + X = 3)R)

(X? - X2 -5X +T)Ry — (X —2)Q

(X2 -X?-5X+7)(P-Q)—(X-2)Q

= (X} -X?2-5X+7)P—(X?-X?-4X +5)Q

On cherche A, B € R[X] tels que X2+ X + 1+ AP =2X? — 3+ BQ, i.e.

AP - BQ =X?-X —4.

= (X2 - X —4)(X3 - X% -5X+7)

, ce qui donne la solution parti-
Bo= (X2~ X —4)(X?— X% —4X +5) K onp

On peut choisir comme solution particuliere {
culiére :
So=X2+X+1+AP=X"—4X%—6X"4+46X% — 30X° — 152X* + 246 X3 4+ 75X2 — 370X + 197

La solution générale est S = Sy + C(PV Q) = Sy + CPQ avec C € R[X] : la solution de degré minimal est donc le reste
de Sy dans la division euclidienne par PQ), soit Sy — X PQ. La solution de degré minimal est donc :

S =-5X"4+13X%+27X°% — 130X* + 75X°3 4+ 266 X2 — 440X + 197

On peut déja remarquer que les polynomes (1 — X)™ et X" étant premiers entre eux et de degrés n, le probléme
posséde une unique solution (I’algorithme étendu d’Euclide donne une solution avec les bons degrés et si (P, (1) est une
autre solution, on a (1 — X)"(P — P;) = X" (Q1 — @), donc X™ divise P — P; (lemme d’Euclide) : comme P — P; est de
degré au plus n — 1, il est nul, donc P = P; puis Q = Q7).

1
On souhaite obtenir (1 — X)"P =1 — X"(Q. On peut utiliser ici le DL de la fonction z — A—ar :
—x
n—1
1 B n+k—1\ n
g (E ) o
k=0
=P(z)
car par produit de DL, nous avons :
1
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Par unicité du DL, cela traduit que le polynéme (1 — X)"P(X) s’écrit 1 + X"Q(X) avec Q € R,,_1[X].
On obtient, en posant P;(X) =P(1 —X) et Q1(X)=Q(1 - X):

XMy (X) + (1 X)" Q1 (X)
et done Q(X) = Q(1 — X) = Z_: (” +Z‘ 1) (1- X)*.

La solution est donc :

n—1 n—1
k=0 k=0

Si P est constant, I’équation donne directement les deux solutions P =0 et P = 1.

Supposons que P est un polynéme non constant solution du probléme. Si z est une racine de P, on a P(z2?) = P(2)P(2+1) =
0, donc 22 est également une racine de P. Par récurrence, tous les 22" sont racines de P : comme I'ensemble des racines
de P est fini, il existe deux entiers n, m tels que 0 < n < m et 22" = 22" : on en déduit que soit z est nul, soit |z| = 1.
Si z est non nulle, on peut ensuite écrire P((z — 1)?) = P(z — 1)P(z) = 0, donc (z — 1)? est racine de P : on a donc soit
z—1=0,soit |z — 1] = 1.

Nous avons donc démonté que soit z = 0, soit z = 1, soit |z| = |z — 1| = 1, i.e. que z € {0,1,e"™/3, e~""/3}, puisque les
deux derniéres valeurs possibles sont les intersections de deux cercles de rayon 1 :

/3

On ne peut cependant pas avoir z = e=7/3 car 22 ne serait pas racine de P : on en déduit que les seules racines possibles

de P sont 0 ou 1, ce qui permet d’écrire P = aX*(X —1)® avec a € C et a,b € N. En revenant & I’équation, nous obtenons :
aX?1(X? - 1)’ = a?X(X - 1)"(X +1)°X?

ce qui impose &« = 1 (« est non nul car P # 0) et a = b.

Réciproquement, les polynémes X (X — 1) sont des solutions non constantes pour tout a € N*. L’ensemble des solutions
est donc {0} U{X*(X —1)%, a € N}.

21)| Supposons que P = UV avec U,V € Z[X]. Comme P ne s’annule pas sur R, il en est de méme de U et V. D’apres
le théoréme des valeurs intermédiaires, U et V sont de signes constants sur R. Quitte & remplacer (U, V) par (=U, —V),
nous supposerons que U(z) > 0 et V(z) > 0 pour tout = € R.
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Nous avons, pour ¢ € [1,n], U(a;)V(a;) = 1; comme U(a;) et V(a;) sont des entiers positifs, on a U(a;) = V(a;) = 1. Si
U est de degré strictement inférieur & n, on a U = 1 (car U — 1 a n racines distinctes et est de degré au plus n — 1) ; si
V est de degré au plus n — 1, on a de méme V = 1; sinon, U et V sont de degré n. En notant wu,, et v, les coefficients
dominants de U et V', on a u,v, = 1 et uy,, v, € Z. On a donc u,, = v, =1 (car U et V sont positifs sur R). On en déduit
que U — V est de degré au plus n — 1 et a au moins n racines : on a donc U = V et P = U?, ce qui donne 1’absurdité

1=U?-W?*=({U-W)U+W) avecW:ﬁ(X—ai).

i=1

Nous avons donc démontré que les seuls factorisations de P dans Z[X] sont P = 1 x P et P = (=1) x (—P) : P est
irréductible dans Z[X].

La preuve est presque identique pour @ : supposons que @ = UV avec U,V € Z[X]. On a cette fois, pour tout ¢ € [1,n],
U(a;)V(a;) = —1 avec Ula;),V(a;) € Z : on en déduit que soit U(a;) =1 et V(a;) = —1, soit U(a;) = —1 et V(a;) = 1;
dans tous les cas, (U 4+ V)(a;) = 0. Ainsi, U + V a n racines distinctes. Si U et V' sont non constants, U et V sont de
degré au plus n — 1, donc U + V également ; on en déduit que U +V = 0, ce qui donne 'absurdité Q = —U? (le coefficient
dominant de —U? est négatif alors que celui de Q vaut 1). On a donc montré que soit U est constant, soit V est constant.
Comme U et V valent 1 en aj, nous avons démontré que les seules factorisations de @ dans Z[X] sont Q =1 x Q et

Q= (1) x(-Q)
Pour démontrer que P et @ sont irréductibles dans Q[X], nous aurons besoin d’une définition : pour P = Z;ﬁ% apX* €
Z1X]\ {0} (la somme est évidemment finie), le contenu de P, noté C(P), est le P.G.C.D. des coefficients aj. Nous pouvons
montrer la propriété :

VP,Q € Z[X]\ {0}, C(PQ) = (P)C(Q).
La preuve se fait en commencant par le cas ott C(P) = C(Q) = 1. Si on note P = 3/ a;, X* et Q = 3720 b X*, on a
PQ = E::& (Ef:o aibk_i> X*_Si p est un nombre premier, il existe ig > 0 tel que p|a; pour tout i < ig et p fa;, (les

a; sont premiers entre eux); de méme, il existe jo tel que p|b; pour tout j < jo et p fb;,. On a alors

i0+3jo io—1 Jo—1
Cigtjo = E ;big+jo—i = E @ibig4jo—i Tigbj, + E ig+jo—5b;
i=0 i=0 j=0
divisible par p divisible par p

Comme a;,bj, est non nul modulo p (p est premier), nous avons démontré que les coefficients de PQ n’avaient pas de
facteur premier commun : ils sont donc premiers entre eux, soit C(PQ) = 1.

Supposons maintenant que P et @) sont quelconques dans Z[X]\ {0}. On peut factoriser par les contenus et écrire P = aP;
et Q@ =bQ1 avec a =C(P), b=C(Q), P1,Q1 € Z|X] et C(P1) =C(Q1) = 1. On a alors :

C(PQ) = C(abP1Q1) = abC(P1Q1) = ab = C(P)C(Q)

en remarquant que pour P € Z[X] non nul et a € Z non nul, on a trivialement C(aP) = aC(P).

Nous pouvons maintenant démontrer que P (la preuve serait identique pour Q) est irréductible dans Z[X] : si P = UV
avec U,V € Q[X], il existe deux entiers aj,b; > 1 tels que Uy = a1U € Z[X] et V1 = b1V € Z[X] (il suffit de prendre le
P.P.C.M. des dénominateurs des coefficients de U ou de V). On a donc a1by P = U; V5. On peut ensuite écrire Uy = axUs
et V1 = b2V2 avec ag = C(U1), bg = C(Vl), UQ,VQ S Z[X] et C(UQ) = C(‘/Q) = 1. On a ensuite CL1b1P = CLQbQUQVQ; en
prenant le contenu, on obtient a1b1C(P) = agbs, soit a1by = asby car C(P) = 1 (son coefficient dominant est égal a 1); il
reste & simplifier par a;b; pour obtenir P = Uy Vs, avec Us, Vo € Z[X] : on a donc Uy = +1 ou Vo = +£1, ce qui montre que
U ou V est un polynéme constant= P est bien irréductible dans Q[X].

Si P est constant, le résultat est évident. Sinon, P(z) tend vers +o0o quand x tend vers —oo ou vers +oo. On en
déduit donc que P est de degré pair et a un coefficient dominant strictement positif. Il en est donc de méme pour @ (Q a
méme terme dominant que P). Ainsi, Q(z) tend vers 400 quand z tend vers +o00. On en déduit que @ est minoré sur R
et atteint sa borne inférieure. La preuve est classique : il existe A > 0 tel que

Va €] — oo, —A] U [A,+o0], Q(z) > Q(0)
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puis @ est continue sur le compact [—A, A], donc il existe a € [—A, A] tel que
Vz € [-4, 4], Q(z) = Q(a).
En particulier, Q(0) > Q(a), ce qui donne :

Va €] — 00, —AJ U [4, +oo, Q(z) > Q(0) > Q(a).
Ainsi, @ atteint un minimum en a et Q’(a) = 0. On a ensuite Q = P+ Q’, donc Q(a) = P(a) > 0 : ceci prouve que @ > 0.

23)| Soit z une racine de P. On a :

n—1
ERE
k=0

Si |z| <1, on a bien |z]| < l—i—%;sinon, ona:

n—1 n—1
<Y lallzl* < Mo Y =
k=0 k=0

2" —1 2"
™ < M,
24" < Mo S < My P
ce qui donne |z| <14 ‘]:fol.
On obtient la minoration de |z| en appliquant cette premiére inégalité au polynéme Q(X Zan #XF et & sa racine

k=0

1/z.

24)| L’ensemble Z = {Q € Q[X], Q(a) = 0} est un idéal de Q[X] non réduit & {0} (il contient P); il est donc engendré
par un polynéme normalisé Py € Q[X], « est alors racine simple de Py puisque dans le cas contraire, on aurait P} € Z et
P, diviserait Py, ce qui est absurde car P} est non nul de degré strictement plus petit que celui de Pp.

On peut alors écrire P = Py avec Q1 € Q[X] et « est racine de Q1 d’ordre k — 1; une récurrence immédiate montre
que P = PFQ,, avec Q € Q[X]; on a donc 2k — 1 > deg(P) > kdeg(P), ce qui impose deg(FPy) = 1, i.e. a € Q.

Notons a, b, ¢ les trois racines de P, avec a® = b? 4 ¢2. Nous avons a +b+c = 2, ab+ bc+ ca = 7 et abc = —k. On en
déduit :

b+c=2-a

be=T—a(b+c)=7-2a+ a?
puis (2 —a)? = (b+¢)? = b2 +2bc+ c? = a? + 2(7 — 2a + a®) = 14 — 4a + 3a?, ce qui donne a? = —5. 1l existe donc
e€{-1,1} tel que a = ev/5i et k = —abc = —Ta + 2a® — a®> = —2a — 10 = —10(1 + /5 1).
Nous avons trouvé deux valeurs possibles pour k, il reste & démontrer que ces valeurs conduisent bien a une solution. Pour
e € {—1,1}, on peut poser a = ev/5i et définir b,c € C tels que b+ c =2 —a et bc =7 — 2a + a® (b et ¢ sont les racines
du polynéme X2 — (2 — a)X + 7 — 2a + a?). On a ensuite :

(X —a)(X —b)(X —c¢) = X® —2X% +7X —10(1 4+ V54)

et on a bien b2 4+ c? = (b+¢)? — 2bc = (2 —a)? — 2(7 — 2a + a®) = —10 — a® = -5 = a?.

Notons A(X) = H(X —a;) et B(X H —bj) et supposons qu’il existe A € C tel que H a; + b;) = A pour
i=1 j=1 j=1

tout 4. Le polynéme P = H(X +b;) — A est de degré n, unitaire et admet les a; pour racines : comme les a; sont deux a
j=1
deux distincts, on en déduit que P = A, ce qui donne apres développement :

n—1
X"+ 0k (0)XF + 0 (b) — X = X"+Z )" o (a) X"
k=1
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en notant, pour z = (z1,...,2,) € C" et 1 <k < n, or(z) = H Z;, ...T;, . Par identification, nous obtenons
1<i1<ie< <1 <n
donc :
on(b) = A= (=1)"o,(a) et Vk € [1,n — 1], 0p_r(b) = (=1)" *o,_1(a).

Symétriquement, nous pouvons écrire :
n—1 n—1
B=X"+Y (-1)"Fop, x(0)X* = X"+ on_r(a)X* + on(a) + (-1)"A = [[(X +a;) — (-1)"\.
k=0 k=1 j
Comme B(b;) = 0 pour tout j, nous obtenons

Vi € [[1,71]], H(ai +bj) = (_1)n)\

i=1
d’otu l'existence de p.

Par symétrie, I’équivalence est démontrée.

27)|a) Soit P € R[X] tel que P(Q) C Q. Si P est non nul, notons d son degré et fixons aq, ..., aq, rationnels distincts. Le
polyndme P est alors le polynéme d’interpolation de Lagrange de la famille de points (a;, P(a;))o<i<d, ce qui donne :

X —a;

P=%"Pa) [] ==X
i=0 " o<j<d i — aj

Q ;7&7 N——

et on en déduit que P € Q[X]. Comme 0 € Q[X], on a P € Q[X] dans tous les cas.
Réciproquement, si P € Q[X], on a trivialement P(Q) C Q.

b) Il est évident que les polyndmes aX + b avec a € Q* et b € Q sont solutions. Réciproquement, supposons maintenant

d
1
que P(Q) = Q avec P € R[X]. On sait donc que P € Q[X] et on peut ensuite écrire P = — Zaka avec d > 1, ¢ € N*¥,

7 =0
—_———
=Q
ag,...,aq € Z et ag # 0. On a Q(Q) = ¢P(Q) = Q. Pour tout p entier premier, il existe donc (a,b) € Z x N* tel que
aAb=1et Q(a/b) =1/p. On en déduit, en multipliant par pb? :

d
P Z apafb?F = p?.
k=0

Ainsi, p divise b%, donc p divise b (car p est premier). Supposons que d > 2; b? est alors divisible par p?, ce qui prouve
que p divise 3¢, ara®b?*. Comme p divise tous les b pour 0 < k < d, on en déduit que p divise aga®. Enfin, p divise
betanb=1,donc pAa=1:lelemme de Gauss prouve que p divise aq, ce qui est absurde : un entier non nul ne peut
pas étre divisible par tous les nombres premiers. Ainsi, 'hypothese d > 2 est absurde : P est de degré 1 et P est bien de
la forme voulue.

Les polynomes réels P vérifiant P(Q) = Q sont donc les polynomes de la forme P = aX + b avec a € Q* et b € Q.

Pour a € C, notons P, = P — a. Comme P, = P, un complexe z est racine multiple d’ordre 1 + k de P, si et
seulement si z est racine de P, et racine d’ordre k de P,. On en déduit que si a € C n’est pas de la forme P(z) avec
z racine de P’, P, aura d racines simples et d — n(a) sera nul. On peut donc restreindre la somme aux a de la forme
P(z) avec z racine de P’. Notons donc z1,...,z2; les racines de P’, d’ordres respectifs ny,...,n; € N*. Notons alors
{a1,...,aq} = {P(#1),..., P(zr)} (les a; étant deux & deux distincts). On peut alors écrire {1,...,k} =L L |]...| ]I,
avec :

Vj, 1€ Ij — P(Z,) = a;.
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q

On a alors Z d—n(a) = Z d —n(a;) et pour tout j, P,; a pour racines multiples les z; pour i € I;. Comme chacun de
acC j=1

ces z; est racines de P,, d’ordre n; + 1 et que les autres racines sont simples, nous pouvons écrire :

d = deg(Pa) = mj + 3 ey, (1 +14)
n(a;) =mj+3 e, 1
ot m; est le nombre de racines simple de P,;. On obtient donc :

d k
Zd—n(a):ZZni:Zni:deg(P’):d—l.

a€eC j=liel; i=1

29)| a) On peut écrire P = « Hle(X —a;)" avec a« # 0, k > 1, a1 < -+ < ap et ny,...,nr € N*. On a alors
P/

k
ni s . . . .
? o P X —a; - Par deI'lVatlon, on obtient :
P'(@)P(x) — (P'@)” _ §~_ m
R o~
Ve € R\ {ay,...,ax}, P2(x) ; @ —a)?
k "
AinSi, Si P/((I/') = 0 et x g {a17 - 7a‘k‘}7 on Obtient PI/(‘T)P(LL') _ _Pz(x) Z ﬁ B 0
Tr —a;
i=1

b) Remarquons tout d’abord que si un polynéme P € R[X] est scindé sur R, P’ l'est également : en notant comme
précédemment P = o Hle(X — a;)"™, le théoréme de Rolle assure lexistence de racines by, ..., by_1 de P’ avec :

ViE{l,...7k—1}, ai<bi<ai+1.

Comme chaque a; est racine de P’ d’ordre n; — 1, nous avons mis en évidence n — 1 racines réelles de P’ (comptées avec
leur multiplicité), puisque Ele(ni -1+ Zf;ll 1=n—-—k+ (k—1) = n— 1. Ceci prouve que P’ est scindé sur R et
que les by, ...,b;—1 sont des racines simples de P’ (c’est aussi une conséquence de la question a, appliquée a P, z1 = a;,
X = ajr1 et x =b; : P"(b;)P(b;) < 0 implique que P”(b;) est non nul).

Supposons maintenant que P — a et P — b sont scindés sur R; (P — a)’ est donc scindé sur R et ses racines multiples
ne peuvent étre que des racines de P — a; de méme, (P — b)’ est scindé et ses racines multiples ne peuvent étre que
des racines de P — b. On en déduit que P’ est scindé sur R et que ses éventuelles racines multiples appartiennent &
{z eR, P(z)=a}N{zx € R, P(z)=>}: comme cette intersection est vide, P’ n’a que des racines simples.

@ a) En écrivant P = aHfZl(X — a;)™, avec a € C*, a; complexes distincts et n; € N*, nous avons P A P’ =
[T, (X —a;)™~'. Nous en déduisons :
k k

deg(P) — deg(P A P') = ni—» (n; —1) = k = Card(Z(P)).

i=1 i=1

b) On a Z(R) C Z(P)U Z(P —1) et Z(P)NZ(P — 1) = 0, donc Card(Z(R)) > Card(Z(P)) + Card(Z(P — 1)). Nous
obtenons donc :

Card(Z(R)) > deg(P) — deg(P A P") +deg(P — 1) —deg((P — 1) A (P —1)") = 2n — deg(P A P") — deg((P — 1) A P')

Les polynémes Q1 = PA P’ et Q2 = (P — 1) A P’ sont premiers entre eux (car P et P — 1 le sont) et divisent P’, donc
Q1Q> divise P’. On en déduit que deg(Q1) + deg(Q2) < deg(P’) = n — 1, ce qui donne :

Card(Z(R)) >2n—(n—1)=n+1.
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Ainsi, R est de degré au plus n et a au moins n + 1 racines : on en déduit que R =0, i.e. que P = Q.

Remarque : plus généralement, nous avons démontré que si a et b sont deux complexes distincts, un polynéme non
constant P est caractérisé par les ensembles P~1({a}) et P~1({b}), i.e. :

vP,Q € CIX]\C, (Pl({a}) =Q '({a}) et PT({b}) = Ql({b})> = P=Q.

Notons F la réunion des ensembles de racines de P et de (). Nous pouvons donc écrire E = {A1,..., A} ot les \;
sont deux & deux distincts et noter, pour tout 4, p; (resp. ¢;) 'ordre de multiplicité de \; comme racine de P (resp. de Q).
Nous avons donc :
m m
Vk € N*, Sp(P) =Y piAl et Yk € N*, 5,(Q) =) _q:iAl.
i=1 i=1
En supposant que P et @ ont les mémes sommes de Newton, nous avons :

m

Vk € [0,m—1], > (pi — ¢i)Af =0

i=1

(la formule est également vérifiée pour k = 0 car Zle pi = Zle ¢; = n). Comme les \; sont distincts deux a deux, on
peut voir ces équations comme un systéme linéaire homogéne d’inconnues p; — ¢; dont le déterminant (Vandermonde) est
non nul. On en déduit que p; = ¢; pour tout i, ce qui traduit que P et Q ont les mémes racines associées aux mémes
ordres de multiplicité; comme P et ) sont normalisés, ils sont égaux.

32)|a) Comme P et @ sont premiers entre eux dans Q[X], il existe U,V € Q[X] tels que UP + V@ = 1. En notant d le
P.P.C.M des dénominateurs des coefficients des polynémes U et V, nous avons dUP + dVQ = d avec Uy = dU € Z[X] et
Vi =dV € Z[X] : on a alors, pour tout n € N, u, |,U;(n)P(n) + V1(n)Q(n) = d, puisque u,, divise P(n) et Q(n) et que
Ui(n) et Vi(n) sont entiers.

b) En posant R = Y"}'_, a,X* avec aj, € Z pour tout k, nous avons :
VneN, Rin+d)—Rn) = > a((n+d)*—nF)

k=0
n

= Zak m+d—n)((n+d* 1+ m-d)f2n+ -+ (n—dn*2+n1
k=0

= d Zak ((n + d)k—l + (n _ d)k—Zn et (n _ d)nk—z + nk_l) cdz
k=0

€L

¢) Pour n € N, u, divise d, qui divise P(n 4+ d) — P(n) : comme u,, divise P(n), il divise P(n + d) ; de méme, u,, divise
Q(n + d), donc w,, divise u,+q = P(n + d) A Q(n + d). Une preuve symétrique prouve que u,44 divise u,, : u est donc d
périodique.

33)| Comme les ay, sont des racines simples, on a :

P n P (ak) 1

On en déduit la décomposition en éléments simples :

XP" S P'(ay) Z":P”(ak) ar

P o 1 P’(ak) —1 P’(ak) X — Qg
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Comme X P” est de degré n — 1 et P de degré n, la partie enti¢re de cette décomposition est nulle : S = 0.

34)|Ona P = H(X —ay), puis P’ = Z H — ay,). cela donne :

k=1 =1 k=1
ki
n
1
S1 = =
; [Te=: (@i — ax)
On peut alors penser a l'expression des polynoémes interpolateurs de Lagrange : pour by, ...b, complexes quelconques,

l'unique polynéme @ € C,,_1[X] tel que Q(a;) = b; pour tout ¢ est le polynéme :

Hk;éz( — ak)
Hk;sl( —ag)’

En choisissant tous les b; égaux a 1, @ est le polyndme constant égal a 1, ce qui donne :

Q=

Hk¢z —ay)
= Z Tepilar —an)

S1 est alors le coefficient de degré n — 1 de ce polynéme : on a donc S; = 0 puisque n > 2.

Pour la seconde somme, on peut penser a décomposer en éléments simples la fraction % :

1 1
P ; [[si(ai —ar) X —a;

-1 n+1
En évaluant en X = 0, nous obtenons Sy = — = (=1) .
P0O) ap...an

Exercices X-ENS
a) Soit m € N. Nous avons A\]"~"P(\;) = 0 pour tout ¢, ce qui donne la relation demandée en sommant pour ¢ variant
de 1an.

P

b) L’idée est de faire un développement asymptotique du polynéme P; = au voisinage de 'infini :

%

1N\ An—t 1
no_ n—1 _1\* _ v 2 _
(X X" 4+ (-1 Un) <X+X2+ + X" +O<X”))

n—1

k
Z Z LYo Af =7 | X717k 4 o(1)

P

Le terme o(1) est un polynéme qui tend vers 0 & I'infini, c’est donc le polynéme nul, d’ou I’égalité :

P 1
c¢) Nous avons classiquement 5= Z -, d’ott Z P, =P.
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Nous obtenons donc :

n n—1 I n k
Pr=>"P = nX" 14> IS [MAI (1o | Xtk
i=1 k=1 [i=1 j=1
n—1 [ k—1
= an_l + Z Sk + (—1)]035]@,]‘ + (—1)knak )(71_1_1c
k=1 | j=1
qui nous donne
n—1 n—1 k—1
nX" 4 (=D - B)op Xt TE T =X 4 Y S [ D (1) 038k | 4+ (1) Fnog | X
k=1 k=1 j=1
Il suffit ensuite d’identifier ces deux polynémes pour obtenir :
k—1
Vk e [Ln—1], Sk+ | Y (=108 | + (=1)*kor =0
j=1
et la relation pour k = n a été obtenue a la question a).
d) Soit M = Jmax |\i|. Pour 2 tel que |z| < M et i € {1,2,...,n}, (A\;2)¥ est le terme général d'une série géométrique

absolument convergente (car |A;z| < 1). La somme f(z) est donc bien définie, comme somme de n séries absolument
convergente et, pour z non nul et de module < M :

f(z)2"P (i)

Commencgons par démontrer le lemme : si Zakzk converge absolument pour |z| assez petit, alors pour tout n € N,

k>0
+oo n
Z a2’ = Z arz® +0(z").
k=0 k=0
+oo
Ceci revient & démontrer que Z a2’ = O(z"*1) : fixons donc p > 0 tel que Y k>0 arp® converge absolument. Nous
k=n+1

avons, pour tout z de module inférieur & p (en remarquant que |a,p*~""!| est le terme général d'une série convergente,
puisque c’est un O de |agp"|) :

+oo —+oo
E akzk < |Zn+l| § |akpk—n—1|
k=n+1 k=n-+1
constante
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Les deux séries étant absolument convergentes, nous pouvons écrire par produit de Cauchy :

+oo
f(z)z"P (1) = (Z szp> (1—012+ 022" + -+ (—=1)"0,2")

+Oo 0
- <Z sk(_1)p—kapk> 2

en posant og = 1 et o, = 0 pour k > n.

1
Comme 2" P (=) =n—(n—1orz+---+ (=D*n - k)opz" + -+ (=1)""Lo,_12""1, nous pouvons identifier ces
z

deux DL (il y a unicité du DL au voisinage de 0), ce qui donne :
P
Vp € 0.} D Su(-1Fopk = (<17 (n— p)oy
k=0
ce qui donne les relations demandées, en remarquant que Sy =n et og = 1.

36)| a) On rappelle qu'un élément ¢ d’un anneau commutatif A est dit irréductible s’il est non inversible et si les seules
décompositions de la forme a = be sont triviales (i.e. telles que b ou c est inversible).

Dans Z[X], les seuls éléments inversibles sont les polynémes 1 et —1 : p est donc irréductible dans Z[X], car p n’est pas
inversible et si B,C € Z[X] vérifient BC = p, B et C sont des entiers dont le produit est égal & p : 'un des deux est donc
égal a 1 ou -1.

p n’est par contre pas irréductible dans Q[X], car il y est inversible.

pX est irréductible dans Q[X] (comme tout polynéme de degré 1), mais il ne 'est pas dans Z[X] car p et X ne sont pas
inversibles dans Z[X].

b) Supposons pour commencer que ¢(P) = ¢(Q) = 1 et notons P = z:i% apnX™ et Q = Z::(J) b X™ (sommes finies).
Nous devons montrer que les entiers ¢,, = ZZ:O arby,_ sont premiers entre-eux dans leur ensemble, i.e. qu’ils n’ont pas
de diviseur premier. Or si p est un nombre premier, il existe k, et k; tels que :

p fak, et Vi < kq, pla;
p fbi, et Vi < ky, p|bip [bg,

Nous avons alors :
ka—1 ka+kp
Chotky = E @ibky 4 hy—i | + ar, bk, + E aibk,+ky—i | = ak,br, (mod p)
i=0 i=kq+1
donc p ne divise pas ¢k, +k,-

Dans le cas général, il existe deux polynémes P; et @ tels que P = ¢(P)P; et @ = ¢(Q)Q1. COmme les coefficients
de P; (resp.de Q1) sont ceux de P (resp. de @) divisés par leur p.g.c.d., on a ¢(P;) = ¢(Q1) = 1. On en déduit que
c(PQ) = c(c(P)e(Q)P1Q1) = c(P)e(Q)c(PrQ1) = ¢(P)e(Q).

¢) Supposons que P est irréductible sur Z et non constant.
(i) Comme P = ¢(P)P; avec P; € Z[X]\ {—1,1}, ¢(P) = %1, i.e. ¢(P) =1 (car P est irréductible sur Z).

(ii) Comme P n’est pas constant, il n’est pas inversible dans Q[X].
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(iii) Supposons que P = QR avec Q, R € Q[X]. 1l existe deux entiers non nuls u et v et deux polynémes entiers (7 et
Ry tels que u@ = @1 et vR = R; (u et v sont par exemple les p.p.c.m. des dénominateurs des coefficients de @ et
R). On peut ensuite écrire Q1 = ¢(Q1)Q2 et Ry = ¢(R1)R2 avec @2, R2 € Z[X] de contenus 1, ce qui nous donne
uvP = ¢(Q1)c(R1)Q2Rs. On a ensuite :

wv = c(uvP) = ¢ (c¢(Q1)c(R1)Q2Rs) = ¢(Q1)c(Ry)

et on peut simplifier par ’entier non nul uv pour obtenir P = @Q2Ry. Comme P est irréductible sur Z et que
Q2, Ry € Z[X], soit Q2 = +1, soit Ry = +1, ce qui prouve que Q ou R est constant : P n’a pas de factorisation non
triviale dans Q[X].

Réciproquement, supposons que ¢(P) = 1 et que P est irréductible sur Q. P n’est pas inversible dans Z[X] (il est différent
de £1) et si P = QR avec @, R € Z[X], on peut supposer par symétrie que @) est constant (car P est irréductible sur Q).
Comme 1 = ¢(P) = ¢(Q)c(R) avec ¢(Q),c(R) € Z, @ est égal a £1 : P est irréductible dans Z[X].

d) D’apres la question précédente, comme P est de contenu 1 (son coefficient dominant est égal a 1), il suffit de montrer
u'il est irréductible sur Z. Supposons donc que P = QR avec @, R € Z[X]. Pour tout ¢, on a Q(a;)R(a;) = —1 et donc
{Q(a;), R(a;)} = {-1,1} (car Q(a;) et R(a;) sont entiers). L’astuce consiste & remarquer que dans les deux cas possibles,
Q(a;) + R(a;) = 0. Si Q et R étaient de degré non nuls, Q + R serait de degré au plus n — 1 et aurait n racines distinctes :
on aurait alors Q + R = 0, puis P = —Q?, ce qui est absurde car le coefficient dominant de P est égal & 1, alors que celui

e —Q? est négatif. Ainsi, Q ou R est constant et donc égal & +1 (puisque {Q(a1), R(a1)} = {—1,1}) et P est irréductible
sur Z, et donc sur Q.

e) Comme le polynome

P
) vérifie exactement les mémes hypothéses que P (car p n’est pas facteur de ¢(P), puisque p
c
ne divise pas le coefficient dominant de P), on peut supposer que ¢(P) = 1. D’apres le ¢), P est irréductible sur Q si et
seulement §’il est sur Z : supposons que P ne soit pas irréductible; on peut alors écrire P = QR avec Q, R € Z,,_1[X].
T

q
Posons @ = Z b X" et R = chXk. Pour A € Z[X], notons A le polyndome de Z/pZ[X] dont les coefficients sont les
k=0 k=0

classes modulo p des coefficients de A. On a alors QR = P, soit Q R = a,X". Comme a,, est non nul modulo p, il existe m
telquem <g,n—m<ret Q=0,X"et R=72,_,X""™. Ceci signifie que tous les b; (resp. tous les ¢;) sont divisibles
par p, sauf pour i = m (resp. sauf pour i = n —m). Comme m et n — m sont différentes de 0 (car n —m <r <n—1et
m<qg<n-—1),by =72 =0.0n en déduit que ag = bgcy est divisible par p? : c’est absurde.

Le critére d’Eisenstein permet de démontrer par exemple que le polynéme X™ — 2 est irréductible dans Q[X], qui est donc
le polynéme minimal du nombre algébrique /2.

37)| Nous allons utiliser deux résultats classiques :

lemme 1 : si P est un polynéme réel scindé, P’ est également scindé.
lemme 2 : si P est un polyndme réel scindé, P(x)P"(z) — P'(z)? < 0 pour tout = € R.

Le premier lemme se montre a ’aide du théoréme de Rolle : en supposant P non constant (sinon le résultat est évident),
on peut écrire P = osz:l(X —a;)™ avec @ # 0, k € N* a1 < - - < ay et ny,...n, € N*. D’aprés le théoréme de Rolle
(quand k > 2), P’ posséde une racine b; dans chaque intervalle ]a;, a;+1[. Nous pouvons donc écrire :

k k—1
P = (H(X—ai)"“) X (H(X—ba) xQ

i=1 i=1

avec @ € R[X]. Comme P’ est de degré ny +no+-+-+np—1=(n1—1)+(na—1)+---+(np — 1)+ k—1, @ est constant
et P’ est scindé.

k /

Pour le second point, toujours avec P = aH — a;)™, on peut penser & utiliser la fraction rationnelle B qui se

. i=1
décompose éléments simples sous la forme Z . En dérivant, on obtient :

i=1 i

k
P T P/ 2
vz e R\ {ai1,...,ax}, Pl)P (@) - Z 0,

P(x)?

xfa
i=1 v
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ce qui donne 'inégalité demandée (en prolongeant par continuité I'inégalité stricte en une inégalité large).

n

Nous pouvons maintenant résoudre ’exercice : supposons que P = Z a; X" € R[X] et qu'il existe k € {1,...,n — 1} tel
i=0

que ai—1ak4+1 > 0 et arp = 0. Le polyndéme Q = P=1) yérifie alors :

Q(0) = P*1(0) = (k — 1)l ap—1, Q'(0) = PP(0) = klay et Q"(0) = PEV(0) = (k + 1)l apq1.

On a donc Q(0)Q"(0) — Q'(0)2 = (k — 1) (k + 1)!ak_1ar+1 > 0, ce qui prouve que @ n’est pas scindé (contraposée du
lemme 2), puis P ne l'est pas non plus (contraposée du lemme 1).

Pour tous entiers k, k', nous noterons k la classe de k£ modulo p et nous écrirons k = k' pour traduire que k et k' sont
congrus modulo p. Nous pouvons démontrer que p divise a en considérant le polynome P = XP~! —1 € Z/pZ[X]. Comme

—p—1 _
le groupe multiplicatif du corps Z/pZ est de cardinal p — 1, on a k'~ =T pour tout k € [1,p —1]. On en déduit que P a
p — 1 racines distinctes, qui sont les p — 1 éléments non nuls de Z/pZ. Les relations entre racines et coefficients donnent :

p—1

Op—1 = I:IEZ —T Z—Teta'p_gzz H g| =0.

k=1 1<g<p—1
q#k

La premiére égalité donne la formule de Wilson : (p — 1)! = —1; la seconde donne :

pfl p—1

HqEO.

k=1 k=1 1<q<p-—1
q#k

Pour montrer que p? divise a, nous allons utiliser une autre méthode qui va permettre de commencer par factoriser a par
p. L’astuce consiste a écrire :

L P SLED SR BT UD S (R Zw_/

k=

Comme k # p — k (p est impair), by est entier. Nous avons ensuite :
Vk e [Lp—1], byk(p—k)=(p—-1!=-1

soit encore, puisque p — k = —k :
Vi e [l,p—1], bpk* =1

Pour tout k € [1,p— 1], il existe un unique entier ¢(k) € [1,p—1] tel que kq(k) = 1 (q(k) est I'inverse de k). Nous pouvons

alors écrire :
p—1 p—1 p—1
_ 2 9 _ 2
§bk=§bkqu=§qk
k=1 k=1 k=1

Comme k — g est une permutation de [1,p — 1], nous avons :

Zbk—zq _#

Nous avons ainsi prouvé que 12a est divisible par p?. Comme p est premier et différent de 3, p est premier avec 6 et p?
divise a d’apres le lemme de Gauss.
p—1
Remarque : on peut aussi dire que ZQQ = crf — 209 ou les o sont les fonctions symétriques élémentaires associées au
q=1
polyndéme P. Comme les coefficients de degré p — 2 et p — 3 de P sont nuls (car p > 3), 01 = 09 = 0 et p divise Zi: b
puis p? divise 2a et p? divise a car p A2 = 1.
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2 o
39)|a) p divise (2n)!, i.e. (n!)? (:) ; comme p est premier avec n! (les diviseurs premiers de n! sont tous élément de P,,),

P .. 2
le théoreme de Gauss prouve que p divise :)

2
b) Notons k = as, — an et Pay \ Pn, = {p1,p2,...,pr}. D’aprés la question précédente, chaque p; divise (g), donc leur

produit le divise également (les p; sont des nombres premiers deux & deux distincts). Comme les p; sont minorés par n,

on en déduit :
2n 2 2n 9
k< e < < = 22",
n"spip2---Pk S n ]S ];) 3 2

¢) Nous avons donc :

2nln2
vn227 A2n — An > i
Inn
soit, en posant ap = aqk :
2k+1 n2 2k+1
Vk > 1 — < =
= Gk TGRS T ok k
En sommant, nous obtenons :
k—1 2i k ot
Vk23, ap<az+2) = §a3+2/ —dt
par il 5 T

275
car la fonction f: ¢t +— n est croissante sur [ﬁ, —|—oo[, donc sur [2,4o00[. Comme f est positive et non sommable sur
xr t xr
[2, +00], on sait que / - dt est équivalent a / g(t) dt quand = tend vers +oo, quand f(t) ~4o0 g(t). On a :
2 2

2 2t 2t d 2t
=37~ (n2)¢2  dt ((1112)15) =9(t)

/ = at ~/ g(t)dt = Lf;J oo (1n2;)k'

On a donc en particulier o, = O (7) au voisinage de +oo : il existe K telle que :

donc

2k

Pour n > 2, il existe un unique k € N* tel que 2°~! < n < 2¥. On a donc alors 2¥ < 2n et k > ﬁ d’ou

2k
angak<M—<2Mln2—
k Inn

et C' = 2M In2 convient.

a
40)[a) Si n = 1, P a pour unique racine 7—1, qui est de partie réelle négative. Supposons que n > 2 et montrons le

ag
1++v1+4h

résultat par contraposée. Soit z € C tel que Re(z) > 0 et |z] > — Nous avons :

n—2
P > Janz" + an 12"~ B S |2l
k=0
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14++v1+4h

2
le cas trivial h = 0), nous allons remplacer la somme divergente par une somme convergente en divisant par |z|™. Nous

obtenons :
Ap—1 " 1 Q. 1 = 1
= A S "—“ A
nt =7 ‘ ; | 2| nt 7 ; |z|*

C’est le moment d’utiliser la seconde hypothese : Re(z) > 0. L’astuce consiste & remarquer que le complexe Z = a,, +

L’idée consiste & se débarrasser de la somme en la majorant. Comme |z| > > 1 (en traitant séparément

Gn—1
+
z

anp

‘ h
|2[2 — 2|

Ap—1

a une partie réelle positive, ce qui donne l'inégalité intéressante :

Gn—1
Z| > Re(Z2) = R >1
|Z| > Re(Z2) = an + 2|2 e(z) >
>1
>0
ce qui donne :
P h 2|zl =h
PO, _EP-l b
E |22 — |2] |22 — |2

14++vV144h
2

car les racines de X2 — X — h sont

, avec |z| > . Nous avons ainsi montré que

1—+1+4+4h + 14++V144h
e
2 2
|P(z)| > 0 : z n’est pas racine de P.

b) Soient @, R € Z[X] tels que P = QR. Le but est de démontrer que cette décomposition est triviale, i.e. que @ = £1 ou
R = £1 (les éléments inversibles dans Z[X] sont les polynomes 1 et —1). Nous avons

Q(10)R(10) = P(10) = p

Comme p est premier et Q(10), R(10) € Z, nous avons soit Q(10) = £1, soit R(10) = £1. Par symétrie, supposons que
Q(10) = £1. Le polyndme Q se factorise sur C :

d

Q:aH(Xfai)

i=1

avec a € Z*, d € Net ay,...,aq € C. Pour i € {1,...,d}, a; est racine de @, donc également de P. D’aprés la question
a), deux cas sont possibles :

e Re(ay;) <0et |10 — oy > 10;

1+vV1+4h 1437
2 2

<

(car h <9).

o o] <

Dans le premier cas, |10 — ;| > 1 et cette inégalité est également vérifiée dans le second cas :

1++v37 19-—+/37
5 = 5 > 1.

110 — o > 10 — Jey| > 10 —

Si r était non nul, nous aurions absurdité 1 = |Q(10)| > |a| > 1. On en déduit que r = 0, puis Q = a = £1 puisque
Q(10) = £1.

Remarque 1 : la preuve de la question b) se généralise sans probleme & la décomposition de p dans une base
quelconque.

Remarque 2 : le polynoéme est irréductible sur Z mais aussi sur Q. La preuve est une conséquence élémentaire du
résultat :

Pour tout polynéme non nul P a coefficients entiers, on note c¢(P) le p.g.c.d. des coefficients de P. C’est le contenu de
P. Montrez que pour P,Q € Z[X] \ {0}, ¢(PQ) = ¢(P)c(Q). On montrera d’abord le résultat pour deux polynémes
de contenus égaux a 1.
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41)[a) Pour n > 0, il existe p™ éléments P € P de degré n (on a p choix pour chaque coefficient ag,...,an—1 €t a, =1
est imposé). En posant P, = {P € P, d(P) = n}, nous avons :

e pour tout n, (|p‘“"d(P)|)P673 est finie donc sommable, de somme p(1—%() 7
e la famille (p(l_éﬁ(s))”)neN est sommable (famille géométrique de raison g = pt'=R() €]0, 1] car 1 — Rs < 0).

Le théoréme de sommation par paquets assure donc que la famille est sommable. On peut ensuite calculer £(s) (toujours
en sommant par paquets) :

+oo
Vs e H, &(s Zp" *S”:Z(pl’s)"zil_ll_s.

n=0 p

b) Nous réserve de sommabilité, nous avons :

x(8)§(2s) = (Z —2ed P)> (Z p 4P ) = Y pEd®pysdd - N psd(P>D)

PeP DeD (P,Q)EPXD (P,Q)ePXD
On montre facilement que f : (P, D) — P2D est une bijection de P x D sur P, sa réciproque étant I'application qui &

R =TI,c; P (les P; sont unitaires, irréductibles et deux a deux distincts et les a; sont des entiers > 1) associe le couple
(ILier PfﬂHieI P ot a; = 2f3; + ; est la division euclidienne de «; par 2.

Nous pouvons donc une nouvelle fois appliquer le théoréme de sommations par paquets : comme s € H, la famille

(p_Sd(PQQ))(P 0)ePxD est sommable et :
,Q)EP X

Es)= Y plPO = N7 pd®) (Z de(Q))> = £(25)x(5)-

(P,Q)ePXD pPeP DeD

=x(s)

¢) Nous avons, en notant a,, le nombre de polynémes normalisés de degré n sans facteur carré :

+oo
Vs e H, x(s Z anp” " = Z an, (p_s)n
n=0

Le calcul des a,, va se faire en utilisant un développement en série entiére : quand s décrit |1, 400, z = p~* décrit |0, 1[.
Nous allons donc utiliser la relation de la question b) pour obtenir un autre développement de x(s). Pour s €]1,+o0],
toujours en posant x = p~*, nous avons :

—+oo
n E(S)
anT
2 )
+oo
— (1 _ p172s) anpfsn
n=0
“+o0o
S
n=0
+oo +oo
— anxn _ an+1xn+2

— 1+P$+Z nl

Cette égalité étant valable pour z €]0,1[, elle I'est sur [0, 1] par continuité en 0, ce qui permet d’identifier les deux
développements :
n—1

Vn>2, a,=p"—p
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On remarquera que cette relation est fausse quand n =1 (a; = p #p — 1).

On peut écrire n = 21 +2° + ... 4 2% avec 0 < €1 < €3 < --+ < eg. En notant Q(X) le polynéme (X — 1)" sur
le corps Z/27Z (les coefficients de @ sont donc les restes modulo 2 des coefficients de P), nous devons montrer que @ a
exactement 2% coefficients non nuls. 11 suffit pour cela de remarquer que pour e € N, (X — 1)25 =X -1=X*+1 (dans
Z/27Z[X]) (preuve évidente par récurrence sur e), ce qui donne :

k k

) =[x - =[x +n= > [Ix*= > xxe

i=1 i=1 Jc{1,2,....k} ieJ Jc{1,2,...,k}

Comme 'application J € P({1,2,...,k}) —> 226" € N est injective (unicité de la décomposition d’un entier en base
ieJ
2), Q est bien la somme d’exactement 2¥ monomes.

a) On a, pour z > 1 :
o - LY

n<x dEN*
- d|n

=2 > !

deEN*  neNx

n<z et d|n

-5

deN*

En utilisant 'encadrement y — 1 < E(y) < y, on obtient ’encadrement :

1 T x 1
xzd E(x) Z(d 1)_F(x)_zd x 7
d=1 den* den* d=1
d<z d<z
E(x)
Comme Z 5 oo In E(x) ~40 Inx, on obtient F(z) ~yoo x Inx.
d=1

b) On peut écrire

Fz)= Y 1

d,qEN*
dg<z

Dans cette somme, les couples (d, ¢) intervenant vérifient d < v/ ou ¢ < 4/, ce qui permet d’écrire :

Flz)= Y 1+ Y 1- > 1=2>1- Y 1

A<z <z d.g<~/T p<Vz d,q<
dq<w dq<w asVE dq<u asVE

puisque les termes de la derniére somme sont comptés une fois dans chacune des deux premieres sommes. Nous obtenons

cette fois : -
Fz)=2Y E (E) ~ BE(Vo)?.
d<vz

La méme méthode qu’a la question a) donne :

N
et on conclut en utilisant le développement Z
d=1
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