3
Topologie produit

Norme produit

1. Espace vectoriel produit
On considere des espaces vectoriels Ey, Ey, ..
toriel produit qui leur est associé :

., Ep et 'espace vec-

E=E; XxEyx---XE).

11 Pour chaque vecteur x de I'espace produit E, il existe des
vecteurs x1 € Eq, x2 € Ep, ..., xp € E) tels que

x = (x1,%,...,Xp).

1.2 Six = (x1,...,xp) ety = (y1,...,Yp), alors la combinai-
son linéaire A - x + y est égale par définition a

(/\-x1+y1,A-x2+y2,...,/\-xp+yp)

(quel que soit le scalaire A € IK).

2. Importance de la topologie produit

Les espaces KK sont définis comme des espaces vectoriels pro-
duits et leur topologie sert de modele pour la topologie des es-
paces vectoriels normés de dimension finie, qui est le cadre théo-
rique pour étudier la régularité des fonctions de plusieurs va-
riables.

La topologie d'un espace produit permet également de préciser
en quel sens 1’addition dans un espace vectoriel normé et la mul-
tiplication interne dans une algebre normée, qui sont toutes deux
des applications de I'espace produit E x E dans E, sont des ap-
plications continues.

3. Norme produit

3.4 # Etant donnés des espaces vectoriels normés

(Ex 1-l12), (B2, 1-ll2)s - (B 111,

on a défini [1.35] la norme produit ||-||, sur I'espace vectoriel pro-
duit
E:E1XE2X~~~XEp

en posant

V(x1,...,xp) €E, |[(x1,...,%p)||, = max [[xglls.

1<k<p

3.2 = La norme produit ||-|| , est une norme sur l'espace produit E.

Suites a valeurs dans un espace produit

4. & Pour1 < k < p, la k-ieme composante d'une suite (1y),eN
de vecteurs de I'espace produit E est la suite (uy, ,)nen définie par
VneN, ug,=m(un) € Eg.

5. = Soit{ = ({y,...,4p) € E.
Une suite (uy)nen @ valeurs dans 'espace produit E converge vers £ :

Jim £, =0

si, et seulement si, les p composantes de la suite u convergent vers les p
composantes de { :

Vi<ks<p,  lm flug, =&l = 0.

6. Dans un espace produit, on dit quune suite converge com-
posante par composante.

I.1 Topologie d’un espace produit

7. Parties bornées
7.1 Quel que soit x = (x1,...,xp) € E,

7.2 = Une partie X de l'espace produit E est bornée pour la norme
produit |||, Si, et seulement si, il existe des parties

X, C Eq, XzCEz,...,Xp CEp

telles que
XCXyxXpx - xXp,

chaque partie Xy étant bornée pour la norme ||-||.

8. Boules
Soientr > Oeta = (ay,...,ay) € E.
8.1 La boule fermée de centre a et de rayon r dans 'espace

produit (E, ||-||,,) est égale a
[lx1 = anlly <7l llva = aally < v [llxp —apll, <7l

8.2 La boule ouverte de centre a et de rayon r dans 'espace
produit (E, ||-||,,) est égale a

llx1 = ally <7l [llxa = aally < vl -~ [llxp —apll, <7].

8.3 Pour la topologie produit, une boule est un produit carté-
sien de boules de méme rayon.

Ep

X :
B, E;

9. Projections et injections canoniques
9.1 % Pour tout 1 < k < p, la k-iéme projection canonique est
U'application linéaire 1ty : E — Ej définie par

Vx=(x1,...,x) €E, m(x) = x.
On dira que xy, est la k-ieme composante du vecteur x € E.
9.2 Si E = KP?, alors i (x) est la k-iéme coordonnée du vec-
teur x relative a la base canonique de K”.
9.3 @ Pour tout 1 < k < p, la k-iéme injection canonique est
Uapplication linéaire iy, : Ey — E définie par

Y xp € Eg,

ik(xk) = (Ogl,...,xk,...,OEp).

9.4 = Pourtoutl <k<p,

— la projection canonique 7ty est une application lipschitzienne de
(E/ lI-lleo) dans (Ex ||-[) telle que ||l = 1;

— Ulinjection canonique iy est une isométrie de (Eg,|-||;) dans

(E/ [I-lle0)-
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Voisinages, ouverts, fermés

10.1 #o Une partie V de E est un voisinage élémentaire du point
x = (x1,...,Xp) € E lorsqu'il existe des voisinages

V1 S 7/51 (xl), Vz S ”VEZ(JQ),..., Vp S ’VEP(XP)

tels que
V=V XV x---xV,

102 Le produit V; x V; contient une boule de centre x et de
rayon strictement positif, c’est donc un voisinage de x.

Ep

W Eq

10.3  Pour tout r > 0, la boule ouverte et la boule fermée de
rayon r et de centre x € E sont des voisinages élémentaires de E.

11. = Une partie W de E est un voisinage du point x pour la topologie
produit si, et seulement si, elle contient un voisinage élémentaire :
V1<k<p IVpe g (m(x), VixVoax---xV,CW.

12. La partie X est un voisinage de x = (xq, x2) pour la topo-
logie produit sans étre un voisinage élémentaire.

Ep

X

Eq

13. = Si Uy est un ouvert de (Ey, ||-||;) pour tout 1 < k < p, alors
Uy x Uy x -+ - x Uy est un ouvert de I'espace produit (E, ||-||,).

14. = Si Fy est un fermé de (Ey, ||-||;) pour tout 1 < k < p, alors
Fy X Fy X -+ - X Fy est un fermé de I'espace produit (E, ||-||,).

Parties compactes
15. = Pour tout 1 < j < p, on suppose que K; est une partie com-
pacte de Ej. Alors le produit

K=Ky xKyx - xKp

est une partie compacte de I'espace produit E.

16. = Si K est un compact de E, alors il existe des compacts K1 C Eq,
Ky C Ey, ..., Kp de Ep tels que

KC Ky xKyx--- XKy

m(K)

1.2 Continuité
Fonctions a valeurs dans un produit

17. La continuité d'une fonction f a valeurs dans un espace
produit est facile a étudier : il suffit d’étudier les composantes de
f et on peut pour ainsi dire oublier la topologie dont est muni
I'espace d’arrivée.

17.1 4o Soit f, une fonction définie sur un ensemble ), a valeurs dans
I'espace produit E. Pour tout 1 < k < p, la k-ieme composante de f
est la fonction fi : Q) — Ey définie par

Vwe, filw)=m(f(w)).

17.2 = Une fonction f a valeurs dans I'espace produit (E, ||-||) est
continue si, et seulement si, chacune de ses composantes est continue.
173 Une application f : (F,||||[r) — (E,||'|le) est lipschit-
zienne si, et seulement si, toutes ses composantes

fe s (B A-E) = (B [-llx)

sont lipschitziennes.

Fonctions définies sur un espace produit

18. Une fonction f de plusieurs variables réelles x1, xp, ..
doit étre considérée comme une fonction d’une seule variable

o Xgq

x = (x1,x2,...,%g)

qui appartient a I'espace produit R.

L’étude de la continuité de f repose donc sur la topologie produit
et il faut savoir que I'étude des applications partielles

= fO], v f(3)] [xq = f(x)]
n’est d’aucun intérét a ce sujet.
19. On sait déja [9.4] que les projections canoniques

7Tk:E1><E2><“'><Ep—>Ek

sont continues. La topologie produit est définie pour cela! —[24]



II  APPLICATIONS MULTILINEAIRES

20. = Continuité de I’addition
Soit (E, ||-||), un espace vectoriel normé. Si l'espace produit E x E est
muni de la norme produit, alors I'addition

[(x,y) = x +Y]

est une application linéaire et lipschitzienne de E X E dans E.

21. Continuité de la distance
Quels que soient x, y, u et v dans E,

|d(x,y) —d(u,v)| <d(x,u)+d(y,0).

L'application distance d est lipschitzienne de E x E (muni de la
topologie produit) dans E.

Entrainement

22. Questions pour réfléchir

1. Lanorme |||, sur E = R? est une norme produit. Nature
géométrique de la sphére unité. Cette norme sur R3 est-elle associée
3 un produit scalaire?

2. Soit X = {1,...,p}. L'espace K” muni de la norme pro-
duit est canoniquement isométrique 3 I'espace Z(X,K) muni de la
norme de la convergence uniforme sur X.

3. Suite de [9] - Etudier les applications iy o 7t et 71 o i.

4. Sif : E — F est une application continue, alors son graphe
est une partie fermée de I'espace produit E X F.

5. Si les applications f; : (Ex, Ni) — (F,||-]|]) sont lipschit-
ziennes pour tout 1 < k < p, alors I'application f : E — FP définie
par

Va=(x1,....xp) €E, f(x) = (filx1),..., fp(xp))
est lipschitzienne de (E,||-||) dans (F?, Ne) (o0 N désigne la
norme produit sur I'espace FP).

6.a  Généraliser [17.2] au cas d’une fonction f : X — E admet-
tant une limite ¢ € E au voisinage d'un point xg ¢ X (par exemple
X =]0,+oo[ et xg =0 ou xg = +00).

6.b  On suppose que la fonction f : X — R3 tend vers I'infini
au voisinage d'un point xg € X. Que dire des composantes de f au
voisinage de xg ?

23. Pour tout 1 < k < d, on suppose que N et ||-||; sont
des normes équivalentes sur Ej. Alors les normes définies sur
I'espace produit E = Eq X - - - x Ep, par

— t Noo(x) = N,
1%l oo 1rga<xd|\xk\|k et Noo(x) max, e (xk)

<k

sont équivalentes.

24. Soit N, une norme sur 'espace produit E telle que, pour
tout 1 < k < p, la projection canonique 77 soit continue de (E, N)
dans (Eg, Ni).

241  Lanorme produit |||, est dominée par N.

24.2  Tout ouvert pour la norme produit est aussi un ouvert
pour lanorme N [2.125.4] : 1a topologie définie par lanorme ||-|| o,
est la moins fine parmi les topologies pour lesquelles les projec-
tions canoniques sont continues.

25. Distance et compacité
Soit K, un compact non vide de E.
1. Pourtoutx € E,

d(x,K) = mind(x,y).
(x,K) rynellg(xy)

2. Si K’ est un compact disjoint de K, alors [1.90]
d(K,K') > 0.

3. L’axe des abscisses et le graphe de exp sont des fermés
disjoints de R?, mais la distance qui les sépare est nulle.

26. Soient A, un compact et B, un fermé de E.
1. Lapartie

A+B={x+y, (x,y) € AxB}

est un fermé de E.
2. Si B est compact, alors A + B est compact.

27. Si K est un compact de E qui ne contient pas le vecteur
nul, alors le cone positif

F={Ax, (A,x) € Ry x K}
est un fermé de E.

La partie K = [(x; —1)2 + x5 < 1] est bien compacte mais la
partie F = [x; > 0] U {(0,0)} n’est pas fermée.

II

Applications multilinéaires

28. Si E est une algebre associative unitaire, la multiplication
interne sur E est une application bilinéaire de E x E dans E et,
quel que soit r > 2, I'application

[(%1, ..., X)) > X7 %+ % Xy

est une application r-linéaire sur E’.

29. Inversement, on pourra comprendre toute application bi-
linéaire comme une sorte de multiplication et toute application
multilinéaire comme une sorte de multiplication itérée.

30. On consideére trois espaces vectoriels normés

(E Al (G Hllg) et (H[-m)
et une application bilinéaire ¢ : F x G — H.
L’espace vectoriel E = F x G muni de la norme produit :

Vu=(xy) €E |ulo=max{|x|g [y}

30.1  S’il existe une constante C > 0 telle que

V(xy) € FxG, o)y < Clixl llvlc

alors

lou+h) — @)y < 2C(llulleo + 17lloo) 17l

pour tout (u,h) € E X E..
30.2  Si ¢ est bornée au voisinage de O = (0Of,0g), alors il
existe une constante C > 0 telle que

V(oy) €EXG, [ty < Clixly Iyl
30.3 = Continuité des applications bilinéaires
Soient (F, ||-||p), (G, ||:llc) et (H, |||l ;). trois espaces vectoriels nor-
més et N*°, la norme produit sur F x G. Une application bilinéaire ¢
est continue de (F x G,N®) dans (H, ||-||;;) si, et seulement si,

3C>20,Y(xy) €FxG, oy <Clxlg vl

31. Exemples fondamentaux
31.1  Sur tout espace préhilbertien, comme par exemple R”, le
produit scalaire est une forme bilinéaire continue pour la norme
associée a ce produit scalaire.
31.2 Si R3 est muni de la norme euclidienne canonique, le pro-
duit vectoriel est une application bilinéaire continue.
313 Quel que soit I'espace vectoriel normé (V, ||-||), la multi-
plication externe

[(A,x) — A-x]

est une application bilinéaire continue de IK x V dans V.

3.3
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314  Soit V, une algebre associative unitaire. Si la norme ||-|
est sous-multiplicative :

Vxy) eV, llxyll <yl

alors la multiplication interne

[(x,y) = xy]

est une application bilinéaire continue de V x V dans V.
315  Soit (E,||-]|g), un espace vectoriel normé. Si l'espace

L:(E) est muni de la norme [|-|| subordonnée a ||-||5, alors

[1.100.1] I'application

[(f, %) = f(x)]

est une application bilinéaire continue de L. (E) x E dans E et la

composition
[(f,8) = fogl
est bilinéaire et continue de L.(E) x L.(E) dans L.(E) [1.101].

Caractérisation des applications multilinéaires continues
32. On considere des espaces vectoriels normés (Eq, ||-||;), - ..,
(Ep, [|Il))- L'espace produit

E=E; x---XE

est muni de la norme produit |||, [1.35].
321  Soit ¢ : E — F, une application p-linéaire. S'il existe une
constante C > 0 telle que

P
Vx=(xy,...,xp) €E, H(p(x)HF S CTT lxkller
k=1

alors

@ +n) = )|y < Cp(l[ulloo + l1llo0)?~ 11l co

quels que soient les vecteurs u et/ dans E.
32.2 = Une application p-linéaire

¢ (Ell-lleo) = (E1-lp)

est continue si, et seulement si,

P
3C>0,Vx=(x;,...,xp) €E  [lo)|lp <CTT llxlly-
k=1

33. Exemples
L'espace R” est muni de la norme euclidienne canonique.
On rappelle que la notation Det désigne le déterminant relatif a
une base orthonormée directe de R (qui ne dépend pas de la
base choisie).
33.1  Le produit mixte :

Vu,0,we R, [,0,w] = (uAv|w) = Det(u,v, w)
est une forme trilinéaire continue.
33.2  Plus généralement, on peut établir l'inégalité d’Hadamard :
quels que soient les vecteurs uy, ..., up dans R?,

4
| Det(uy, ..., up)| < T lull-
k=1

Opérations sur les fonctions continues

34. Comme on le sait sans doute, les trés utiles théoremes [35]
et [36] peuvent se déduire de la définition de la continuité.

Il est intéressant de les déduire du théoreme de composition des
limites [2.59] grace aux résultats précédents [30.3], [32.2].

35. = L'ensemble €°(F,G) est un espace vectoriel.

3.4

36. = Soient f € €9(F,Gy) et g € €°(F,Gy). Si ¢ est une applica-
tion bilinéaire et continue de Gy X Gy dans H, alors 'application

[x = ¢(f(x),8(x))]

est continue de F dans H.

37. Continuité des fonctions polynomiales

Soit (V, ||-]|), une algebre associative unitaire munie d’une norme
sous-multiplicative [1.33].

37.1 # Une application f : V — V est une application polyno-
miale lorsqu’il existe une famille presque nulle (a,),en de vecteurs
de V telle que

VxeV, f(x)= Y aw-x"

meN

37.2 = Toute application polynomiale de V dans V est continue.

Entrainement

38. Questions pour réfléchir

1. Une application bilinéaire et continue de F x G dans H est-
elle lipschitzienne?

2. Soit ¢ : E — F, un morphisme d'algébres, qu'on suppose
continu (en tant qu'application linéaire de E dans F). L'application

[(u,0) = g(ux0)]

est continue de E x E dans F.
3. Si f et g sont deux applications continues d’un intervalle
I C R dans une algeébre normée (F, ||-||r), alors leur produit

[t = f(t)g(t)]

est une application continue de I dans F.
4. Soit I, un intervalle de R. Si A € ¥0(I,KK) et si f et ¢ sont
deux applications continues de I dans (F, ||-||z), alors

[t A(E) - f(£) + (1))
est une application continue de I dans F.
39. Soient (E,||||), (F,Ny), (G,Na) et (V,]-|ly), quatre es-
paces vectoriels normés. On suppose que les applications

f:E—F et g:E—=G

sont lipschitziennes et bornées.
Pour toute application bilinéaire et continue ¢ de l'espace pro-
duit (F x G, ||| &) dans V, I'application définie par

Vx€eE,  h(x)=¢(f(x)8(x))

est lipschitzienne.

40. Soient (E, ||-|| ), un espace vectoriel normé (de dimension
quelconque) et (vy)o<k<y, une famille de vecteurs de E.
Toute application polynomiale

n
[x — Z Kk vk}
k=0

de K dans E est continue.



III RELATIONS DE COMPARAISON

III

Relations de comparaison

III.1 Suites

41. On considére un espace vectoriel normé (E, ||-||) et on
souhaite déterminer avec plus ou moins de précision I'ordre de
grandeur d'une suite de vecteurs.

Les suites de référence sont, en général, des suites réelles dont le
terme général est strictement positif.

42, Domination

42.1 # La suite (ap)yen de vecteurs de E est dominée par la suite
réelle (ay)yeN lorsque la suite réelle (HanH)neN est dominée par la

suite (an ) pen-

O(an)

an =

n—+oo O(“n) = Ha”” n%:+oo

422  Lasuite de vecteurs (a,),eN est dominée par (a,),eN i,
et seulement si, la suite de vecteurs (b, )N définie par

VneN, a,=uwa, by

est bornée.

43. Négligeabilité

43.1 # La suite (an)yeN de vecteurs de E est négligeable devant la
suite réelle (ay)nen lorsque la suite réelle (||ay, H)ne]N est négligeable
devant (an)peN-

(an)

ag = Ky) = |a =
" n—+o0 U( n) H n” n—+o0 ¢
432  La suite de vecteurs (a,),cn est négligeable devant la
suite réelle (ay),en si, et seulement si, la suite de vecteurs
(bn)nen définie par

VneN, a,=uwa, by

tend vers O.

44. Equivalence
441 Sillay — byl| = o(||bnl]), alors ||ay — bul| = o(||an]|)-
442 # Deux suites (an)peN et (bn)nen de vecteurs sont équiva-

lentes :
ay ~ by
n—-+4oo
lorsque
llan =ball = o([[bal])-
443  Siay ~ by, alors ||ay|| ~ Hb,, || et si la norme est associée

a un produit scalaire, alors ’angle formé par les vecteurs a, et by
tend vers 0.

44.4  S'il existe une suite de scalaires (A;),en qui tend vers 1
telle que

Vne]N, an:/\n'bn/

alors a;, ~ by,.

III.2 Fonctions

45. Pour étudier 1’ordre de grandeur d"une fonction f définie
au voisinage de xp, qui peut étre aussi bien un vecteur de E qu'un
point a I'infini [2.103.2], on compare la norme || f(x)|| & une fonc-
tion de référence (qui est en général strictement positive).

45.1 #» L'expression f(x) est dominée par g(x) au voisinage de xo
lorsque Hf( ) = O(||g(x)||) au voisinage de xg.

On note alors
fx) = 0O(g(x)).

X—Xp

45.2 #» L'expression f(x) est négligeable devant ¢(x) au voisinage
de xq lorsque || f (x)|| = o(||g(x)||) au voisinage de xg.

On note alors
fx) = o(g(x)).

X—rXo

46. Pour établir f = O(g) ou f = o(g), rien n’oblige a consi-
dérer des fonctions f et ¢ qui prennent leurs valeurs dans le
méme espace vectoriel. Il en va autrement pour déterminer un
équivalent de f.

46.1 Pour x voisin de x,

fx)=8(x) = o(f(x)) = f(x)

x—Xo —g(x) U(g(X)).

X—Xo

46.2 # Soient f et g, définies sur un méme voisinage de xq, a valeurs
dans le méme espace vectoriel normé F. Au voisinage de xo, les fonctions
f et g sont équivalentes lorsque

f(x) = 8(x) = o(g(x))

On note alors

fx) o~ g(x).

X—rXo

47. Exemples au voisinage de 1’origine
On suppose que le vecteur h est voisin de Of.

471 Si fy(h) = o(h) pour tout 1 < k < p et si g est une combi-
naison linéaire de f, ..., fp, alors g(h) = o(h).
47.2  Si ¢ est une application linéaire continue, alors
¢(h) = O(h)
47.3  Compositions

On suppose que u(h) = o(h).
1. Pourtoutwv € E,onau(t-v) = o(t) pour t voisin de 0.
2. Siv(h) = o(u(h)),alors v(h) = o(h).
3.  Si ¢ est une application linéaire continue, alors

@(u(h)) = o(h).

48. Exemples au voisinage de 'infini
On suppose ici que ||h|| tend vers +oo.

481  Sify(h) = o(h) pour tout 1 < k < p et si g est une combi-
naison linéaire de fi, ..., fp, alors g( ) =o(h).
48.2  Si ¢ estune application linéaire continue, alors
¢(h) = O(h).
483  Siu(h) = O(h) etsiv(h) = o(u(h)), alors v(h) = o(h).

49. Applications bilinéaires [30.3]
Soit ¢, une application bilinéaire continue de E; x E; dans F.
1. Auvoisinage de l'origine, ¢(h) = o(h).
2. Auvoisinage de l'infini, ¢p(h) = (HhH ).
3. Au voisinage de l'origine ou au voisinage de l'infini, si

f(h) = O(||n||*) etsi g(h) = o(||k]|P), alors

(f(h),g(h)) = o(|[]|**P).

Entrainement

50. Questions pour réfléchir

1. Si|lan|| ~ ||bn]|, les suites de vecteurs (a;),eN €t (bn)nen
sont-elles équivalentes ?

2. Onsuppose que b, # O pour tout n € N et qu'il existe une
suite de scalaires (Ay)en qui tend vers 1 et une suite de vecteurs
(cn)nen telles que

VneN, o(by).

ay =Ap-by+cy, et ¢, =
n—-+4oo

Alors a, ~ by, lorsque n tend vers +oo.

3. On suppose que la norme sur E est associée a un produit
scalaire et que a, ~ by,. Alors il existe une suite de scalaires (Ay ) eN
qui tend vers 1 et une suite de vecteurs (c,),en telles que

VneN, o(by).

ay =Ap-by+cy, et ¢, =

n—+o0

3.5
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4. On suppose que, pour la norme Np, la suite (a,),en est
dominée par (resp. négligeable devant ; resp. équivalente a) la suite

(bn)ne]N-
Si la norme N est équivalente a la norme Ny, alors la suite (4 ),eN
est aussi dominée par (resp. négligeable devant; resp. équivalente
a) la suite (by)pen-

5.  Soit p, une application définie sur un voisinage de Of, a
valeurs dans F. On suppose que le quotient P(Wlle/|p||, tend vers

¢ € Ry lorsque ||k tend vers 0. Comparer p(h) et h.
51. Si h = (x,y) est voisin de (0,0) dans R?, alors

Ky =o(|k|?) et x*=o(||h?)

(quelle que soit la norme considérée sur R?).
52. L’expression
Xy
xt oyt
n’est pas bornée, mais ne tend pas vers l'infini au voisinage de
'origine.
53. On considere l'application f définie par f(0,0) = 0 et par

V(x,y) #(0,0), flxy) = ﬁ

Alors f(h) = O(h) mais f(h) # o(h) au voisinage de (0,0).
54. Une fonction non différentiable
On étudie au voisinage de (0,0) la fonction f définie par

3_,3
Vo) £ 00 S = g

1. Pour hvoisin de l'origine, f(h) = O(h).
2. Si ¢ est une forme linéaire sur R? telle que f(h) ~ ¢(h)
au voisinage de (0,0), alors

Vh=(xy) €R? o¢h)=x—y.
La différence f(h) — ¢(h) est dominée par h, mais pas négli-
geable devant h.

v

Espaces vectoriels de dimension finie

55. La topologie produit de K” va nous servir de référence
pour étudier la topologie de tout espace vectoriel normé de di-
mension finie.

IV.1 Topologie produit de K”

56. L'espace IKP est muni de sa topologie produit lorsque K7
est considéré comme I'espace produit défini par

(Ev [I-l) = (B2, I-lI2) = -+ = (Ep, [Ill,) = (K, [-]),
la norme produit étant alors définie par

Vx=(x1,...,xp) € KF, |x|l, = max |xg|.

<k<

56.1  Une suite (x,),en de vecteurs de KP converge pour la
norme produit |||, si, et seulement si, pour tout 1 < k < p, la
suite des coordonnées (x,, )yen converge dans K. [5]

56.2 = Si IKP est muni de la norme produit, toute partie fermée et bor-
née de IKP est compacte.

57. Soit (g1,...,€p), la base canonique de KK”. Toute norme
|||l sur IKP est dominée par la norme produit |- || :

P
vreK?, x| < (X llell) Il
k=1

57.1  Toutenorme |- || sur K” estune application lipschitzienne
de (K, ||-||o) dans (R, |-[).

57.2  Lasphere unité de (K7, ||| ) est compacte.

57.3 = Toutes les normes sur IKP sont équivalentes.

3.6

Continuité

58. Notons (&x)1<k<p, la base canonique de KP.
58.1  Les formes linéaires coordonnées associées a la base ca-
nonique sont les applications ¢;, 1 < k < p, définies par

Vx=(x1,...,xp) € KV, gf(x) =
si bien que
4
VxeKl, x=) &) &.
k=1
58.2  Si K” est muni de sa norme produit, les formes linéaires

coordonnées ¢}, 1 < k < p, sont continues [1.95.3].

59. = Si K7 et K" sont munis de leurs normes produits respectives,
les applications linéaires de IKP dans IK" sont continues.

IV.2 Théorémes fondamentaux
60. Soient E, un espace vectoriel de dimension d sur IK, muni
d’une norme N. On considére une base

B = (61,...,€d)

de E et les formes coordonnées (ef )1<k<q associées a cette base,
définies par
d
Vx€E, x=) e(x)- e
k=1

60.1  L'application ¢ définie par
i d
V (v )1<ked €KY @((x1,.00,x0)) = Y x-eg
k=1

est un isomorphisme de K sur E.

60.2 Il existe une norme ||-|| sur K telle que l'isomorphisme
¢ soit une isométrie de (K, ||-||) sur (E,N) :
d
VxeK®  N(p())=|x|.

61. = Equivalence des normes
Si E est un espace vectoriel de dimension finie sur R ou sur C, toutes
les normes sur E sont équivalentes.

62. La topologie d'un espace vectoriel normé de dimension
finie est donc indépendante de la norme choisie et il est inutile
de préciser pour quelle norme particuliére une suite est conver-
gente; une fonction est continue; une partie est bornée, ouverte,
fermée, compacte...

63. Dans certaines circonstances, la norme considérée doit
étre précisée. C’est par exemple le cas lorsqu’on veut calculer la
norme subordonnée d’une application linéaire.

64. = Caractérisation des parties compactes

Soit E, un espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N.
Une partie K de E est compacte si, et seulement si, elle est fermée et
bornée (pour la norme N).

65. = Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, les boules
fermées et les spheres sont des parties compactes.

66. = Théoreme de Bolzano-Weierstrass
De toute suite bornée d'un espace vectoriel normé de dimension finie
(E,N), on peut extraire une suite convergente dans E pour N.

67. Sous-espaces de E

Soit F, un sous-espace de dimension finie de E.

67.1  De toute suite (1, ),en de vecteurs de F qui converge vers
¢ € E, on peut extraire une sous-suite (u (p(k))kElN qui converge
vers un élément de F.

67.2 = Soit (E, N), un espace vectoriel normé. Tout sous-espace de di-
mension finie de E est une partie fermée.

68.  * Tout sous-espace vectoriel strict de E est une partie d’intérieur
vide.
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69. Continuité des formes linéaires

II existe une norme Ng sur E pour laquelle toutes les formes li-
néaires sur E sont continues. [1.36], [1.95.3]

Toutes les formes linéaires sur E sont donc continues pour la
norme N.

70. = Toute fonction polynomiale des coordonnées :

o L[] 0] 6]
melNd
est continue sur E.

71. = Toute fonction rationnelle des coordonnées est continue sur son
ensemble de définition.

72. = Continuité des applications linéaires

Si E est un espace vectoriel de dimension finie, toute application linéaire
f de E dans F est continue, quelles que soient les normes choisies sur E
et F, quelle que soit la dimension de F.

De plus, il existe un vecteur unitaire xo € E tel que

A= 1Lf (x0)| -

73. Continuité des applications multilinéaires
Soit ¢, une application bilinéaire de E; x E; dans F.
731 Pour tout x; € Eq, I'application

Dg(x1) = [x2 = @(x1,x2)]

est une application linéaire de E; dans F.
73.2  L’application

CDg = [.Xl — <I>g(x1)]

est une application linéaire de E; dans L(Ey, F).

73.3 = Si Eq et Ep sont deux espaces vectoriels de dimension finie,
toute application bilinéaire de E1 X Ey dans F est continue, quelles que
soient les normes considérées sur E1, Ep et F.

73.4  Plus généralement, si Eq, ..., E, sont des espaces vecto-
riels de dimensions finies, toute application p-linéaire de E1 x Ej
dans un espace vectoriel F quelconque sont continues, quelles
que soient les normes considérées sur Ey, ..., Ep et F.

Calculs de limites a I’aide des coordonnées

74. Avec [69], on peut étudier la convergence d’une suite (ou
d’une série) et la limite d'une fonction a valeurs dans un espace
vectoriel E de dimension finie en raisonnant "coordonnée par co-
ordonnée" (quelle que soit la base % choisie).

Pour cela, on reprend les notations de [60].

75. = Une suite (uy),eN de vecteurs de E converge vers ¢ € E si, et
seulement si, chaque composante

(ek (1)) e

converge vers ey (£) € K.

76. = Une série ) uy de vecteurs de E converge si, et seulement si,
pour tout indice 1 < k < d, la composante

Ze,t(un)

converge. Dans ce cas, —[1.96]

:ZOZ”H = i (f%ﬁ(%)) - €.

k=1 \n=0

77. = Une fonction f a valeurs dans E est continue en un point a si,
et seulement si, pour tout indice 1 < k < d, la composante

ckof
(a valeurs dans ) est continue au point a.

78. = Une fonction f a valeurs dans E tend vers { € E au voisinage
de a si, et seulement si, pour tout indice 1 < k < d, la composante

ekof

tend vers e} ({) € K.

Séries absolument convergentes

79. & Une série ) uy, est absolument convergente lorsque la série
de terme général positif Y. ||uy|| est convergente.

80. = Une combinaison linéaire de séries absolument convergentes est
absolument convergente.

81. = Théoréme fondamental

Soit Y uy, une série absolument convergente dont le terme général uy,
appartient a un espace vectoriel E de dimension finie. Alors la série ) uy
est convergente.

82. Le Théoreme précédent vaut pour toutes les normes défi-
nies sur I'espace vectoriel E.

11 vaut dans certains espaces de dimension infinie, mais pas tous,
et pas pour toutes les normes.

IV.3 Utilisation des coordonnées polaires dans RR?

83. Toutes les normes sur R? sont équivalentes [57.3] : la
norme euclidienne canonique est aussi bonne qu’une autre et a
I'avantage d’apparaitre naturellement quand on utilise les coor-
données polaires.

83.1  Théoreme de relévement

Quel que soitu = (x,y) € R2, il existe deux réelsr > 0etf € R
tels que

X =rcosf et y = rsinf.

De plus, 7 = ||u|| (norme euclidienne canonique sur R?).

83.2 = Une fonction f : R? — R tend vers £ au voisinage de (xo, o)
si, et seulement si, il existe & > 0 et une fonction ¢ : 10,a[ — R de
limite nulle en O telle que

V (r,0) €]0,a[ xR, |f(xo+rcos8,yo+rsinb) — L < o(r).

83.3 Les expressions suivantes :
x%y? 3y 2x3 4 343 xy3
x2+y2’ x2+y2’ 2x2+y2’ \/m

tendent vers 0 au voisinage de (0,0).

83.4  Les expressions suivantes :
X%+ xy +y? X% —y? xy
x2+y2 x2+y2' x2+y2

n’ont pas de limite au voisinage de (0,0).
84. Le théoréeme de composition des limites [2.55] peut étre
utilisé négativement pour démontrer qu'une fonction n’a pas de
limite en un point donné.

1. Quel que soit « € IR, les applications

[x = (x,ax)], [xe (x,x%)], [x+= (x,x+ax?)]

sont continues de R dans R2 [17.2].

2. On considere l'application ¢ définie par g(0,0) = 0 et par

5

V(xy) #(0,0), glxy) = (y_;zcw

Pour tout « € R, la fonction [x — g(x, ax)] est continue mais
la fonction [x — g(x, xz)] n’est pas continue en x = 0, donc la
fonction g n’est pas continue en (0, 0).
3. Lesexpressions
y 2’y
2t (y—x2)2 A2

Xy
x—y

et

n’ont pas de limite au voisinage de (0,0) € R2.

3.7
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IV.4 Espaces de matrices

85. Matrices et limites

Pour toute matrice A € M, ,(KK), on note
A= (A[i,j])lgi@ 1<j<p’

85.1 => Suites de matrices
Quelle que soit la norme choisie sur My, ,(IK), une suite de matrices

(Ap)ken converge vers la matrice L si, et seulement si, il y a conver-
gence coordonnée par coordonnée :

VI<i<n ¥1<j<p Llijl= lim Aij.
— -+

85.2 = Fonctions a valeurs matricielles
Quelle que soit la norme choisie sur My, , (IK), une fonction

fi X =My, (K)

définie par

VrxeX, flx)= (fi,j(x))lgign,lgjgp
est continue en a € X si, et seulement si, la composante

fi,j : X —>K

est continueen a € X pour tout1 <i <nettoutl <j<p.
86. Le sous-espace vectoriel des matrices triangulaires supé-
rieures est fermé dans M, (K).
87. = Soient (Ay)ken, une suite de matrices de My (K) et (Xi)ken,
une suite de matrices colonnes dans Mg 1 (IK).

Si (Ag)ren converge vers A et si (Xy)ren converge vers X, alors la
suite de matrices colonnes (A Xy )ren converge vers AX.

Applications continues usuelles

88. = La trace est continue de M, (K) dans K.

89. Déterminant
89.1 = L'application det est continue de M, (IK) dans K.
89.2 = Le groupe linéaire GL,, (IK) est un ouvert de My, (K).
89.3  Le groupe spécial linéaire SL,,(K) = [detM = 1] est un
fermé de M1, (KK) quin’est pas compact sin > 2.
90. Transposition
90.1 = La transposition est continue de M, (IK) dans My, (K).
90.2 = Les sous-espaces Sy (IK) des matrices symétriques et <, (K)
des matrices antisymétriques sont des fermés de M, (IK).
90.3 L'ensemble S;;(R) est un fermé de M, (R) qui n’est pas
un compact.
90.4 L'ensemble S;7(R) est un ouvert relatif & S;; (R) qui est
dense dans S,/ (R), mais ce n’est pas un ouvert de 9, (R) et pas
non plus un fermé.
90.5 = Le groupe orthogonal O, (R) et le sous-groupe SO,(R) des
rotations sont des parties compactes de My, (RR).
91. = Formules de Cramer
L’application

(4 a7

de l'ouvert GLy, (K) C My, (K) dans M, (K) est continue.

Exemples de parties denses

92. Densité des matrices inversibles
92.1 Pour toute matrice A € M, (K), il existe une suite de sca-
laires (Ag)gen de limite nulle telle que

VkeN, A-—MI, € GL,(K).

922 * Le groupe GL,,(KK) est dense dans M, (K).

93. Densité des matrices diagonalisables

93.1  Soit N, une norme sur M, (K). Pour toute matrice trian-
gulaire Ty € 9, (K) et tout ¢ > 0, il existe une matrice diagona-
lisable T telle que N(T — Tp) < &.

932 Soit P € GL,(IK). L'application [M — PMP~!] est conti-
nue de M, (K) dans N, (K).

93.3 * L'ensemble des matrices diagonalisables de 9, (C) est dense
dans M, (C).

3.8

IV.5 Algébres de dimension finie

94. On considere une algebre E de dimension finie, mu-
nie d'une norme d’algébre ||-||, ’est-a-dire d’une norme sous-
multiplicative telle que ||1g| = 1.

95. = Série géométrique

Convergence absolue de la série géométrique

Série exponentielle

96. = Convergence absolue de la série exponentielle

97. # exponentielle

98. On démontrera [chapitre Sommes.tex] que : si u et v com-
mutent, alors exp(u + v) = exp(u) exp(v) = exp(v) exp(u).

99. Exponentielle et morphismes d’algébre [94]

99.1 = Soit ¢, un endomorphisme d’algebre de E. Alors

exp(p(u)) = ¢(exp(u))

pour tout u € E.

992 =V AecMy(K), (expA)T =exp(AT).
993 >V A€ My(C), expA=expA.

99.4 = Soit P € GL4(K). Alors

P lexp(A)P = exp(P1AP)

pour toute matrice A € My (K).

Entrainement

100.  Questions pour réfléchir

1. Une fonction de IK? dans K" est rationnelle lorsque cha-
cune de ses n composantes est le quotient de deux fonctions poly-
nomiales de K” dans K.
Une fonction rationnelle de IKP dans K" est continue sur son en-
semble de définition.

2. Soit ©, un endomorphisme continu de E, non identiquement
nul. Pour tout r > 0, il existe une norme sur E telle que ||u|| =r.

3. Soient (F,||-||), un espace vectoriel normé et E, un sous-
espace vectoriel de F de dimension finie. Alors, pour tout xg € F,

d(xg, E) = min d(xg,y).
yeE

4. Si l'application f : E — F est linéaire et si la dimension
de E est finie, I'expression || f(x)|| atteint-elle un maximum sur la
boule unité ouverte de E?

5. Soient E, un espace vectoriel de dimension finie et f, une
application linéaire de E dans F.

5.a |l existe un vecteur unitaire u € E tel que

Ixl =1 = [lf)p = [ £

5.b  L'application f est injective si, et seulement si, || f (u)|| > 0.

6. Soient (), un voisinage de O dans E; (e1,...,&), une fa-
mille libre de vecteurs de E et f1, ..., fr, des applications de )
dans K. On pose

Vx€E,

VheQ, f(h)= kimm ™
=1

Alors, lorsque h € Q) est voisin de 0,

f(h) =o(h) <= V1<k<r, fi(h)=o(h).

7. La série Y_a;, est absolument convergente si, et seulement
si, la série Y(—1)"a, est absolument convergente.

8. S'il existe une matrice colonne non nulle X € 91,1 (K)
telle que (A X)ken converge vers AX dans 901, 1(IK), alors la suite
scalaire (Ag)ren converge vers A dans K.

9. L'ensemble des matrices triangulaires supérieures et inver-
sibles de M, (K) est-il ouvert 7 fermé?

10.  L'ensemble des matrices triangulaires supérieures strictes de
M, (K) est-il ouvert ? fermé?
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11. La matrice
0 -1
=1 3)

est diagonalisable dans 91, (C) mais pas dans M, (R). Si une ma-
trice B € MM (R) est assez proche de A (pour une norme quel-
conque sur My (R)), alors le discriminant du polynéme caractéris-
tique de B est strictement négatif. Comparer avec [93.3].
12.a  Sila matrice A est symétrique, alors exp(A) est symétrique.
12.b  Si la matrice exp(A) est symétrique, la matrice A est-elle
symétrique ?

101.  Soit f € L(E,F), ou E est un espace vectoriel de dimen-
sion finie. Alors

JaeRy, VX€EE, |[f(x allx|| g

)l >

et f est injective si, et seulement si, on peut choisir « > 0. Dans

ce cas,
Tim | f(x)|| =
102.  Onnote P A Q, le plus grand commun diviseur (unitaire)

des polynémes P et Q.

1. Lapplication [P — (P,P’)] est continue de R,[X] dans
Rg[X] x Ry[X]

2. Comme la suite de terme général P, = X(X —27") con-
verge vers X2, I'application [P — P A P'] n’est pas continue de
R,[X] dans Ry[X].

103.  Soient ||-||; et ||-||,, deux normes sur E, espace de dimen-
sion finie. Pour toute application linéaire f : E — F, on pose
£ = P IF G et Mfll2= Sup IF)F-
X ]7 X|p=

I1 existe deux constantes « > 0 et § > 0 telles que

VfeLEF), allfll<Iifll2<Bllflh-

104. Soient E, un espace vectoriel de dimension finie et |||,
une norme sur E.

104.1 Il existe une constante K > 0 telle que
vV (w,0) € L(E) X L(E),  [lucol| <K[u[|v]-
104.2 Il existe une norme sur L(E) sous-multiplicative et équi-

valente a la norme |-||.

105.  Sous-espaces de E
Soient E, un espace vectoriel muni d’une norme ||-|| et F, un sous-
espace de dimension finie. On propose ici plusieurs maniéres de
démontrer [67.2].
105.1  On suppose que la dimension de E est finie.

1. Il existe un sous-espace G de E telque E = F® G.

2. Le sous-espace F est le noyau de la projection sur G pa-
rallelement a F.
105.2  Soit (un)yeN, une suite de vecteurs de F qui converge
vers { € E. On suppose que ¢ ¢ F et on consideére le sous-espace
vectoriel G = FO K - /.

1. Il existe une application continue ¢ : G — R telle que

VxeG, x—¢(x)-LeF.

2. Pourtoutn € N,ona ¢(u,) = 0alors que ¢(¢) = 1.
105.3 On suppose que E est un espace préhilbertien.

1. La projection orthogonale p sur F et la projection ortho-
gonale g sur F- sont bien définies et continues.

2. Lesous-espace F est le noyau de ¢, donc il est fermé.
105.4

1. Soit ¢ € F, un vecteur non nul. La droite vectorielle diri-
gée par ¢ est fermée.

2. Soient H C F, un sous-espace fermé de E et ¢ € F, un
vecteur n’appartenant pas a H.

2.a  On définit une norme sur le sous-espace F = H® K -een
posant

Vu=v+A-e€F, N(u)=max{[v], |A]}.

2.b  Sila suite de terme général
Uy =0y +Ap-e€F

converge pour lanorme |- ||, alors elle est bornée pour la norme N
et il existe une suite extraite (u o n))neN telle que les deux suites

(Vg(n))nen €t (Ay(y))nen convergent.

2.c Lesous-espace H ® K - ¢ est fermé. On conclut par récur-
rence.
105.5 On considere une suite (u,),en d’éléments de F qui
converge vers un vecteur ¢ € E.

1. Ilexiste une suite extraite (11,1))ren telle que

VkeN, Hugo(k+1) — uq)(k)” < 27k.

2. Lasérie Y (u

o(k+1) — Ug(k)) converge et sa somme appar-
tienta F.
106. La fonction f définie sur ) = |0, +oo[ X R par
3x3 +2y°
(@) =—
V(x,y) €y f(x/]/) X+2]/2

tend vers 0 au voisinage de (0,0) car il existe un voisinage V de
(0,0) relatif a Q) tel que

V(xy) eV, |flxy)—(B3x* —6xy? +12y*)| < 2Jyl.

107.  Pour quelles valeurs de n € N et de 2 € R la fonction f
définie par f(0,0) = a et par

(xy)"

v (x,y) # (0,0), pa

flx,y) =

est-elle continue sur R??

108. Raccordement de deux fonctions continues
Soient E; et E,, deux parties de E = R? : on suppose que
Ey=[x<t] et [t<x]CE
de telle sorte que E = E; U E;. On suppose connues deux appli-

cations continues f; : E; = Ret f, : E; = R.
1. Onsuppose qu’il existe une application f : R? — R telle
que

VueEy, f(u)=fi(u) et YuekE, f(u)=fr(u).

Commenter.
2.a SiE; = [t < x],alors f est continue sur E.
2.b  L'application f définie par

Vx<t f(xt)=exp(x—t)
et par
Vi<x, f(xt)=cos(x—t).
est continue sur R2.
3. Construire un exemple ot E; = [t < x] et f n’est pas
continue.

3.9
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v

Dérivation

109. Toutes les fonctions étudiées ici sont définies sur un inter-
valle I C R et a valeurs dans un espace vectoriel E de dimension
finie.

Cet espace E est muni de sa topologie d’espace vectoriel normé
de dimension finie [62]. Si nécessaire, on pourra considérer la
norme Ny associée a une base % = (eq,...,¢;) de E.  —[1.36]
Les composantes relatives a la base % d’une fonction f seront
notées f1, ..., f;:

V1<k<d, fi=e¢of I—-K.

On peut reconstituer la fonction f & partir de ses composantes au
moyen de la formule suivante.

d
Vel f(t)=) fult) e
k=1

V.1 Fonctions dérivables

110.  Dérivabilité en un point
110.140 Soient f : I — E et tg € I. La fonction f est dérivable en
to lorsque le taux d’accroissement

f(t) = f(to)
t—ty
admet une limite (dans E) lorsque t tend vers t.
Cette limite est notée f'(tg) ou D(f)(to).

110.2 La fonction f est dérivable en tj si, et seulement si, ses
composantes f1, ..., f; sont dérivables en tg et, dans ce cas,

d
f(to) = kZ fi(to) - ex.
=

110.3 Lafonction f : I — E est dérivable en ty € I si, et seule-
ment si, il existe a € E tel que

f(t) = f(to) + (¢ —to)a + o(t — to)

lorsque t tend vers fg et, dans ce cas, f'(tg) = a.
110.4 Si f est dérivable en tg, alors f est continue en f( (et en
particulier définie en fg).

111. Tangentes
Le graphe de la fonction f : I — E est une partie de 1’'espace

affine R x E.
Tp={(tf(1), x €I}

11114 Si f : I — E est dérivable en tg € I, la droite d"équation

[x = f(to) + (t —t0) f'(t0)]

est ln tangente au graphe de f au point d’abscisse ty.
111.2  La tangente au graphe de f au point d’abscisse t( est une
droite affine de R x E représentée paramétriquement par

(fo, f(to)) + R+ (1, f'(t0))-

112.  Dérivabilité a gauche et a droite

Pour qu’une fonction soit dérivable a droite en t, il faut qu’elle
soit définie en ty, mais aussi que l'intervalle I N [tg, +-oo[ ne soit
pas réduita {fo}.

112.14 La fonction f : I — E est dérivable a droite en fy € I
lorsque to # max(I) et que le taux d’accroissement

f(t) — f(to)

t—ty

admet une limite dans E, notée f}(to), lorsque t tend vers to par valeurs
strictement supérieures.
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112.24 La fonction f : I — E est dérivable a gauche en fy € I
lorsque ty # min(I) et que le taux d’accroissement

f(t) = f(to)

t—tg

admet une limite dans E, notée fé(to), lorsque t tend vers ty par valeurs
strictement inférieures.

112.3 Lafonction f : I — E est dérivable a droite en ty € I si,
et seulement si, sa restriction a I N [ty, +oo[ est dérivable en fy.
112.4 Si f est dérivable a droite en fy, alors f est continue a
droite en fg.

112.5=> Si ty est un point intérieur a 1, la fonction f : I — E est
dérivable en tg si, et seulement si, f est dérivable a gauche et a droite en
to et si f1(to) = £3(to).

112.6 Sif : [a,b] — E, alors f est dérivable a droite en a (resp.
dérivable a gauche en b) si, et seulement si, f est dérivable en a
(resp. dérivable en b).

112.7 La fonction f : I — E est dérivable a droite (resp. a
gauche) en tj si, et seulement si, il existe a € E tel que

f(t) = f(to) + (t = to) -a+ ot — to)

pour tout t dans un voisinage de t( relatif a ]tg, +oo[ (resp. dans
un voisinage de t( relatif & | —oo, t(]).

113.  Demi-tangentes

113140 Si f : 1 — E est dérivable a droite en ty € I, alors la demi-
tangente a droite au point d’abscisse to du graphe de f est le graphe
de la fonction ¢4 définie par

@a(t) = f(to) + (t—to) - f(to).

113.2#41 Si f : I — E est dérivable a gauche en to € I, alors la demi-
tangente a gauche au point d’abscisse to du graphe de f est le graphe
de la fonction o définie par

Vi<to, @glt) = fto) + (t—to) - fi(to).

Vi1,

114.  Fonctions dérivables sur un intervalle
114.14 La fonction f : I — E est dérivable (sur I) lorsqu’elle est
dérivable en tout point ty € I. Dans ce cas, la fonction de I dans E
définie par [t — f'(t)] est la fonction dérivée de f.
114.24 La fonction f : I — E est une fonction de classe €' (sur
1) lorsqu’elle est dérivable sur I et que sa dérivée f' est continue sur I.

114.3=> Une fonction f : I — E est dérivable (resp. de classe €*) si,
et seulement si, pour tout 1 < k < d, sa composante

fk=eiof : I=K

est dérivable (resp. de classe € L) et —[115.3]

d
Viel, f(t)= kz fi(t) - ey
=1

115.  Linéarité
115.1=> Une combinaison linéaire de fonctions dérivables est dérivable.
115.2  La dérivation [f — f'] est une application linéaire de

€'(1,E) dans €°(I, E).
115.3=> Soient f : I — E, une fonction dérivable (resp. de classe €)
et T : E — F, une application linéaire. La composée To f : I — F

est dérivable (resp. de classe € 1) et —[114.3]

(Tof) =To(f).
115.4=> Soient deux matrices Q € My, (K) et P € My, 4(K), quel-
congques. Si la fonction

AT = My p(K)
est dérivable, alors la fonction QAP : I — My, 4(K) est dérivable et

d(QA:P) dAtP
dr dt
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116. = Dérivation d"une fonction composée
Soient I et |, deux intervalles de R. Si les fonctions

f:]—E

sont dérivables (resp. de classe €), alors la composée

p:1—=] et

foe : 1 —E
est dérivable (resp. de classe ) et

Vtel, (foe)(t)=¢'(t)-f'(o)).

V.2 Formule de Leibniz

117.  Le théoreme [118] établit la dérivabilité d'un produit de
fonctions dérivables et donne en outre la formule qui exprime la
dérivée de ce produit : la formule de Leibniz.

Par produit, il faut entendre ici toute application bilinéaire conti-
nue [73.3].

118. = Soient E, F et G, trois espaces vectoriels normés de dimension
finieet B : E x F — G, une application bilinéaire continue.

Si les fonctions f : I — Eet g : I — F sont dérivables, alors la
fonction h = B(f, g) est dérivable de I dans G et

veel, H(t)=B(f(t),g(t) +B(f(t)g'(t)).

Si f et g sont de classe €, alors h est de classe €.

119.  Fonctions polynomiales et rationnelles [109]

On suppose que la fonction f : I — E est dérivable.

119.1  Toute fonction polynomiale des composantes f, ..., f; est
dérivable sur I et sa dérivée est une fonction polynomiale des
composantes de f et de f'.

119.2 Toute fonction rationnelle des composantes f, ..., f; est
dérivable sur son ensemble de définition et sa dérivée est une
fonction rationnelle des composantes de f et de f'.

120.  Applications usuelles de la formule de Leibniz
Tous les exemples sont énoncés pour des fonctions dérivables,

mais sont encore valides pour des fonctions de classe ¢

120.1  Onsuppose R? muni de sa structure euclidienne orientée
canonique. Si les fonctions

f:I—-R> e g:I—R3
sont dérivables, alors la fonction
h=[tw f(t)Ag(t)] : T = R>
est dérivable et
VEeL W(t)=f(B)Aglt)+FHAGH).

120.2  Siles fonctions x; : I — Kete; : I — E sont dérivables
pour tout 1 < k < d, alors la fonction f : I — E définie par

d
Viel, f(t)=Y x(t)-e(t)
k=1
est dérivable et
d
Viel f(6)= Y [xh(t) - eelt) +xilt) - (1))
k=1

1203 SiA : I — My(K) et X
fonctions dérivables, alors la fonction

I — 9,1 (K) sont deux

B = [t — Afo}
est dérivable de I dans 91, 1 (K) et

Vtel, Bp=AX;+ AiX].

120.4 On suppose que F = E, que B est un produit scalaire sur
E et que les fonctions f : I — Eetg : I — E sont dérivables.

1. Les fonctions (f|g) : I — Ret|f|* : I — R sont
dérivables et
UOI) iy 00) + (£ 500,

dlfml> ,
T*2<f(f)\f(t)>~

2. Si f ne s’annule pas sur I, alors la fonction || f|| : I = R
est dérivable et

dlfwl _ (s 170

dt IF @]

3. SiEestunespaceeuclidien (K = R)etsi || f(#)|| = 1 pour
tout t € I, alors

viel, (f(t)]f(t)) =0.

120.5 Soient E, un plan vectoriel et %, une base de E. Si f et g
sont deux fonctions dérivables de I dans E, alors

h= [t — detg (£(£),g(1))]

est une fonction dérivable de I dans K et

W (t) = detg (f'(£), g(t)) + detgg (£(£),8' (1))

pour tout t € 1.

120.6 Soit E, une algebre de dimension finie. Le produit de deux

fonctions dérivables de I dans E est une fonction dérivable sur I.
1. Soit E = L(V), out V est un espace vectoriel normé de

dimension finie. Si les deux fonctions f : I — Eetg : I — E

sont dérivables, alors h = [t +— f(t) o g(t)] est dérivable sur I et

W (t)=f'(t)og(t)+ f(t) o ' ().

2. Soit E = M, (K).
2.a Silesfonctions A : [ — EetB : I — E sont dérivables,
alors C = [t — A;By] est dérivable sur [ et

Vtel,

Vtel, C; = A;Bt + AtB;

2b SiP : I — 9M,(K) estdérivable et si Py € GL,(K) pour
tout t € I, alors Q = [t — P; '] est dérivable sur I et

dQ

Vtel, ar

=-plp/p

121.  On peut étendre la Formule de Leibniz aux applications
multilinéaires continues par récurrence.

122. * Soient E, un espace vectoriel de dimension d > 2 et %, une
base de E. Quelles que soient les fonctions dérivables fy, ..., fi de I
dans E, I'application

F = [t~ detg(fi(t),..., fa(t))]

est dérivable de I dans K et

d
F'(t) = k;detgg(fl(t),...,f,ﬁ(t),...,fd(t))
pour tout t € 1.

V.3 Applications de classe ¢*

123. Pour tout entier k > 1, les classes € sont définies par
récurrence.

Les propriétés des fonctions de classe ¥ seront donc établies par
récurrence a partir des propriétés des fonctions continues et des
fonctions de classe €.

3.11
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123.140 Pour tout entier k > 1, une fonction
f:I1—E

est de classe ¢ (sur I) lorsqu’elle est dérivable et que sa dérivée f' est
de classe €%~ sur I.
123.2

VkeN,  ¢"(I,E)c¢*(,E)

123.3  Sil = [a,]], alors 'application ||-||.,, définie par

14
fllgr = Y 1F Pl

k=0

est une norme sur 67 (1, E).
123.4#0 Une fonction f : I — E est de classe € (sur I), ou indéfi-
niment dérivable (sur I), lorsque

VkeN, fe%"IE)

de telle sorte que
¢(L,E)= () ¢*(LE).
keN

Opérations

124. Combinaisons linéaires
124.1—> Pour tout k € N, la classe %k(l , E) est un sous-espace vectoriel
de </ (1, E) et la dérivation

D=[frf]

est une application linéaire de €1 (I, E) dans €* (I, E).
124.2> La classe ¢ (1, E) est un espace vectoriel stable par D.

125.  Produit
125.1 Triangle de Pascal

14 P\ _ (p+1
weron (1)+()-07)

125.2=> Formule de Leibniz

Soient E et F, deux espaces de dimension finie. Si f : I — Eet g :
I — F sont de classe €F et si B : E x F — G est bilinéaire, alors
B(f,g) : I — Gestdeclasse P et

P
B9 = X (1)BU00,80 M)
k=0

pour tout t € I. —[120]

126. = Composition
Sif : ] — Eet¢ : I — Rsontdeux fonctions de classe €7 telles
que ¢+« (I) C J,alors f o ¢ : I — E est une fonction de classe €7 .

Difféomorphismes (changements de variable)

127.  Onsupposeici que p € N* U {oo}.
1271 Un difféomorphisme sert a changer de variable (dans une
intégrale, dans une équation différentielle...) ou a changer de para-
meétre (dans un arc paramétré).
127.24» Soient I et |, deux intervalles de R.
Une application ¢ : I — | est un difféomorphisme de classe
€P lorsque

1. lafonction ¢ est de classe €P sur I

2. et réalise une bijection de I sur |

3. dont la réciproque ¢~ : ] — I est de classe €7 sur ].
127.3 En pratique, quand une grandeur exprimée en fonction
d’une certaine variable, il peut étre utile de I'exprimer comme
une fonction d"une nouvelle variable :

V= flx) =g(u).
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Dans ce cas, les variables u et x sont reliées par

u=¢(x) oupar x=¢ (1)

et les fonctions f et g qui représentent la grandeur V dans deux
systemes de coordonnées différents sont reliées par

f=gop oupar g=fogp L.

127.4~> Théoréme d’inversion, version ¢
Si @ : I — R est une fonction de classe ¢ telle que

¢'(x) #0,

alors ¢ réalise une bijection de l'intervalle I sur | = ¢4 (I) (qui est un
intervalle) dont la réciproque =" : ] — I est dérivable sur I et

Vxel,

Vye], (oY) (y) =

¢ (97 1(y)’

de telle sorte que ¢~ est de classe €' sur J.

127.5=> Théoréme d’inversion, version &7

Une application ¢ de I, intervalle de R, dans R est un difféomorphisme
de classe €7 de I sur | = @« (I) si, et seulement si, ¢ est de classe €7

sur I et

Vxel, ¢'(x)#0.
Entrainement
128.  Questions pour réfléchir

1. Suite de [113.1] — La demi-tangente & droite au point
d’abscisse tg est la demi-droite affine représentée paramétriquement

par
(to, f(t0)) + Rt - (1, fi(to))-

2. Onsuppose que f : I — E est dérivable a gaucheen fy € I.
On pose

Mg = (to, f(to)) ERXE et w9 = (1,fg(ty)) € R x E.

La demi-tangente a gauche au point My du graphe de f est-elle
représentée par Mg+ R - vg ou par Mg+ R_ -vg?

3.  Suite de [114.3] — Appliquer au cas ot E = C, considéré
comme un espace vectoriel réel.

4. Si la fonction [t +— A;] est dérivable de I dans 9, (K),
alors [t — det A¢] est une fonction dérivable de I dans K.

5. On suppose que f est dérivable sur I et que tg est un point
intérieur a I. Comparer f'(tg+) et f}(to).

6.  Etendre le théoréme [116] aux fonctions f & valeurs dans
un espace vectoriel normé E de dimension quelconque a |'aide du
développement limité

f(u) = f(uo) + (u—uo) - f'(uo) + o(u — ug),

avec g = @(tg) et u = @(t) = ug+ (t —tg) - @' (tg) + ot — tg).

7. Etendre la formule de Leibniz aux applications multili-
néaires.

8.  Suite de [124.1] — ldentifier le noyau et I'image de D.

9. Soient ¢ : I — ], une bijection de classe € et Y] =1,
sa bijection réciproque. Comparer les graphes de ¢ et de ¢, puis
la tangente au graphe de ¢ au point d'abscisse xo € I avec la
tangente au graphe de i au point d'abscisse vy = ¢(xp).

129.  Onsuppose que, pour tout t € I, la famille

B = (e1(t), ex(t))

est une base de E et que les deux applications ey : I — E et
ep : I — E sont dérivables. Si f et g sont deux applications
dérivables de I dans E, alors

h = [t— detg, (f(t),8(t))]

est dérivable. Expression de I’ (t)?



QUESTIONS, EXERCICES & PROBLEMES

Questions, exercices & problémes

Perfectionnement

130.  Exemples et contre-exemples

1. Exemple d’ouvert de R? pour la topologie produit qui
n’est pas un produit d’ouverts de RR.

2. Exemple de compact de l'espace produit E qui n’est pas
un produit de parties compactes de Ey, ..., E,.

3. Exemple de fonction continue qui n’est pas dérivable.

4. Exemple de fonction f dérivable sur R* sans étre déri-
vable au point 0, dont la dérivée admet une limite finie au voisi-
nage de 0.

5. Exemples de sous-algebres de dimension finie de E pour
E = K[X]; pour E = L(V).

6. Exemples de normes sur l'algeébre E qui sont (resp. ne
sont pas) des normes d’algebre

6.a pour E =9, (K);

6b pour E = L(V) avec V, espace vectoriel de dimension
finie.

131.  Questions pour réfléchir

1. Soit (V, ||]]), une algébre associative unitaire.

1.a  Comment définir une application polynomiale en p variables
f:VP=SV?

1.b  Une telle application est-elle continue?

2. Ordre de grandeur d'une application affine f : & — .% au
voisinage d'un point My de &.

3. On suppose que f est dérivable sur R et que sa dérivée
admet des limites finies & gauche et a droite en 0. Comparer f/(0),
f5(0), £3(0), £'(0+) et f'(0—).

4. Onsuppose que f : |a,b] — E est dérivable. Est-il possible
de prolonger f en une fonction dérivable sur [a,b]?

5. Etendre la formule de Leibniz aux applications multilinéaires
continues a valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension
quelconque.

6.  Genéraliser [122] pour le calcul de la dérivée p-iéme.

7. Généraliser [129] a un espace E de dimension d > 3. —[122]

Approfondissement

132.  Soit (un)neN, une suite de vecteurs de E qui converge
vers { € E. L'adhérence de A = {u,, n € N}, égalea AU {/}, est
une partie compacte de E. Cette propriété est-elle encore vraie si
E est un espace de dimension infinie ?

133.  Polyndémes de degré 2
L'espace E = Ry [X] est muni de la norme définie par

laX? + bX + c|| = max{|al, |b], |c|}.

1. L'ensemble U des polyndmes de degré 2 est un ouvert de
E, qui est dense dans E mais pas connexe par arcs.

2.a Lediscriminant A : U — R est une fonction continue.

2b La partie F = [A(P) = 0] est un fermé relatif a U qui
n’est pas un fermé de E.

2.c SiV est un voisinage relatif a U d'un polynome Py € F,
alors VN F¢ # @ : on dit que F est une partie d’intérieur vide
relativement a U.

134.  Soit f : R — R, une application de classe %. La fonction
F : R? — R définie par

2 f/(x) SiX:]//
V(xy) €R?, Flxy) = %ﬁy) six#y.

est continue sur R? car

V(x,y) € R%, F(xy) = /Olf/(x—i-t(y—x)) dt.

135. L'application f : R4 x RY, définie par f(0,y) = 0 pour
touty > 0 et par

Vay>0 f(xry) =xY
est continue, mais ne peut étre prolongée en une fonction conti-
nuesur Ry x R4.

136.  Soit E, un espace de dimension finie.
136.14 Une application q de E dans K est une forme quadratique®
lorsqu’il existe une application bilinéaire et symétrique de E x E dans
K telle que

Vx€eE q(x)=e¢(xx).

136.2 Toute forme quadratique sur E est continue sur E et il
existe une constante K > 0 telle que

VxeE |q(x)| <K|x|*

137.  L'espace E des suites presque nulles est muni de la norme
II[|o- On considere la forme bilinéaire ¢ définie par
+o0c0
Vu,0€E, ¢(u,0)=Y u,o.
n=0
137.1  Quelle que soit la suite v € E, 'application [u — ¢(u,0)]

est continue. De méme, pour toute suite u € E, 'application
[v— @(u,v)] est continue.

137.2  La forme quadratique [u — ¢(u, u)] n’est pas bornée sur
la sphere unité de E, donc la forme bilinéaire ¢ n’est pas continue
sur E.

Pour aller plus loin

138.  Questions pour réfléchir

1. Soient ¢ : F x G — H, une application bilinéaire et conti-
nueetf : A— Fetg : A — G, deux fonctions uniformément
continue sur A. Le produit ¢(f,g) est-il une fonction uniformé-
ment continue sur A?

2. Soit f : E — F, ot E est un espace vectoriel normé de
dimension finie. Si f est continue sur un voisinage de a € E, alors
f est uniformément continue au voisinage de a.

3. Condition pour qu'un endomorphisme diagonalisable de
R" tende vers I'infini au voisinage de 1'infini.

4.  Sigq est une forme quadratique sur E, espace vectoriel de
dimension finie, alors

q(h) = O(|[h]]*) = o(h)

lorsque h est voisin de Of.

. On appelle ouvert élémentaire de 1'espace vectoriel pro-
duit (E, N*) tout ouvert U de la forme U = Uy x --- x Up, ol
chaque Uy, est un ouvert de (Ey, ||-]|;)-

Tout ouvert de (E, N*) n’est pas un ouvert élémentaire, mais est
réunion d’une famille d’ouverts élémentaires.

6. Caractériser les applications p-linéaires et continues de
I'espace produit E = E; X Ey X --- X E;, dans F.

7. SiEq, ..., Ep sont des espaces vectoriels de dimension fi-
nie, toute application p-linéaire de E = E1 X - -+ x Ej, dans F est
continue, quelles que soient les normes choisies sur Ey, ..., Ep et
F, quelle que soit la dimension de F.

8.  Soit E, un espace vectoriel normé de dimension finie.

8.a Comment définir une norme sur %’ ( [0, +oo[,E)?

8b Comment définir une norme sur ¢* ([a,b], E)?

9. Soit E, une algebre de dimension finie. Existe-t-il une
norme d’algebre sur E?

139.  Fonctions homogeénes
On suppose que f est homogene de degré « :

fA-u) =A% f(u).

1. Exemples de fonctions homogenes de degré 1? de fonc-
tions homogenes de degré 2?

Vue R VAR,
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2. Si f esthomogene de degré «, alors f(u) = o(u) au voisi-
nage de 0 si, et seulement si, « > 1.

140.  Applications linéaires ouvertes [2.78]
1401 Soit f € L(E,F).

1. Sil'image par f de tout ouvert de E est un ouvert de F,
alors f est surjective.

2. Si F est un espace de dimension finie, alors la réciproque
est vraie.
140.2  On munit E = F = R[X] de la norme définie par

—+o0
VP= Zaka € R[X], [|P| = max|ag|.
= keN

L'image de la boule unité par I'application linéaire f définie par
VneN, f(X")=2"X"

est une partie d'intérieur vide.

141. Espaces homéomorphes
Un homéomorphisme de (E, ||-||) sur (F, ||-||) est une bijection
f + E — F telle que les deux applications

foENNE) = E e et f70 (B ) = (B D-lg)

sont continues.

Les espaces vectoriels normés (E, ||| ) et (F, ||-||) sont dits ho-
méomorphes lorsqu’il existe un homéomorphisme de (E, ||-||)
sur (F, |-[).

1. Si f est un homéomorphisme de (E, ||-||g) sur (F, ||-||r),
alors I'image par f d’une partie ouverte (resp. fermée, resp. com-
pacte) de E est une partie ouverte (resp. fermée, resp. compacte)
de F. Que dire de I'image par f d'une suite convergente (i) ,eN
d’éléments de E?

2. Deux espaces vectoriels normés de méme dimension d
sont homéomorphes.

142.  Espaces complets [1.81]
On considére un espace vectoriel normé (E, ||-||).
142.1  On suppose que toute suite de vecteurs de E qui vérifie le
critére de Cauchy est convergente. Alors toute série absolument
convergente de vecteurs de E est convergente.
142.2 Réciproquement, on suppose que toute série absolument
convergente de vecteurs de E est convergente et on considére une
suite (#y),eN de vecteurs de E qui vérifie le critere de Cauchy.

1. Ilexiste une suite extraite (1,(1))ren telle que la série

Y (k1) — (k)

soit absolument convergente.

2. Lasuite (u,),en est convergente.
14234 Un espace vectoriel normé (E, ||-||) est complet* lorsqu une
suite de vecteurs de E est convergente si, et seulement si, elle vérifie le
critére de Cauchy.
142.4 Tout espace vectoriel de dimension finie est complet
(quelle que soit la norme considérée).
1425 En posant

—+o0

ak

ve=Y axf |Pl=% %
keN k=0

on définit une norme sur E = K[X]. Pour cette norme, la sé-
rie - X" est absolument convergente, mais elle n’est pas conver-
gente.

142.6 Le Théoreme de Baire assure qu’'un espace vectoriel de di-
mension dénombrable (comme K[X]) n’est jamais complet —
quelle que soit la norme considérée.



