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Topologie d’'un espace vectoriel normé

1 On consideére un espace vectoriel E, qu’on suppose muni
d’une norme ||-|.

I

Image directe, image réciproque

2. # Quel que soit 'ensemble X, le complémentaire d'une partie
A de X est noté A°.

3. Etant donnée une application f d’un ensemble X dans un
ensemble Y, on peut lui associer deux applications

feo it PX) = BY) et f1:PY) = P(X).

4. Image directe
41 # L'image (directe) d'une partie A C X par une application
f + X = Y est définie par

f(A)={f(x),xe A} ={yeY :3xe A, y=f(x)}

On la note aussi f(A).
4.2 L'application f est croissante (pour l'inclusion) de (X)

dans B(Y).
vV (4,B) € B(X) x B(X),

4.3 = Soit f : X — Y. Quelles que soient les parties A et B de X,

ACB = f.(A) C f«(B)

M f(AUB) = f.(A)U£.(B)
@ f(ANB) C fi(A)N f(B).
5. Image réciproque

5.1 # L'image réciproque d'une partie A C Y par une application
f + X = Y est définie par

ffA)={xeX: f(x) e A}

On la note aussi [f € Al ou [f(x) € A].

5.2 La notation [f € A], ou [f(x) € A], est souvent la plus
pratique.

5.3 L'application f* est croissante (pour 'inclusion) de 33(Y)

dans PB(X).
V (A, B) € B(Y) x B(Y),

5.4 = Soit f : X — Y. Quelles que soient les parties A et Bde Y,

ACB = [fe A]JC[f€B]

M [f € AUB] = [f € AJU[f € B]
@ [f € ANBl = [f € AIN[f € B
®) [f e Al =[f € A
6. Composées de f; et f*
6.1 Pour toute partie Bde Y,

f.of*(B) CB.

6.2 Pour toute partie A de X,

AC f*ofi(A).

6.3 Si f : X — Y est une bijection, alors

Fr=0Ne et () =Ffu

7. Exemples d’images réciproques

1. Legroupelinéaire GL, (R) est1’image réciproque de l’ou-
vert | —o00,0[ U0, +co par I'application det : M, (R) — R.

2. Le groupe spécial linéaire SL,, (IR) est 'image réciproque
du fermé {1} par I'application det.

3.a Le groupe orthogonal O, (R) est I'image réciproque du
singleton {1, } par l'application

[M s MT.M] ;M (R) — My (R).
3.b  Le sous-groupe SO, (RR) des rotations s’écrit

SOu(R) = [M".M = I,] N [det(M) = 1].

4. Le sous-espace S;(R) des matrices symétriques réelles
est I'image réciproque du singleton {0, } par I'application

[M - MT - M] LM (R) — My (R).

5. Le sous-espace ,(R) des matrices anti-symétriques est
I'image réciproque du singleton {0, } par I'application

[M s MT +M] : My (R) — My (R).

6. Un cercle du plan euclidien canonique est I'image réci-
proque du fermé {0} par un polyndme de degré 2 :

[(x = x0)*+ (y — y0)*> — R* = 0.

7. Un disque du plan euclidien canonique est I'image réci-
proque du fermé ] —oo, 0] par un polyndme de degré 2 :

[(x —x0)* + (y — y0)* — R* < 0.

8.  L’image réciproque du segment [r2, R?] par ’application
[y = (x =02+ —w)?| : B2 = R

est I'anneau de centre (xg, 1), de rayon intérieur r et de rayon
extérieur R.

9. Une sphere de l'espace euclidien canonique est I'image
réciproque du fermé {0} par un polynéme de degré 2 :

[(x = x0)* + (y — y0)* + (z — 20)* = R* = 0].
10. L'image réciproque du carré [0,a] x [0, a] par I'application

[(x,y) = (Ix—xol, [y —yol)] : R* = R?

est un carré de centre (xg, o) et de coté 2a.

11.  Dans le plan euclidien canonique, les coniques sont les
images réciproques du fermé {0} par les polyndmes de degré 2
en deux variables :

[ax? 4 2bxy + cy? +dx +ey + f = 0].

12.  Les quadriques de 'espace euclidien canonique sont les
images réciproques du fermé {0} par les polyndmes de degré 2
en trois variables :

[a1x% + a0y + a3z% 4 bxy + byyz + baxz
+c1x+ oy +cay+d =0].
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13.  Un hyperplan vectoriel de R" est I'image réciproque du
fermé {0} par une forme linéaire non nulle.

Un hyperplan affine de R"” est I'image réciproque d'un singleton
{a} C R par une forme linéaire non nulle.

14. Une représentation cartésienne d’un sous-espace vecto-
riel ou affine de R" (c’est-a-dire un systeme de r équations en n
inconnues) caractérise ce sous-espace comme l'image réciproque
d’un singleton de R” par une application de R” dans R’.

15. Pour tout 1 < r < 1, onnote M, I'ensemble des matrices
dont le rang est supérieur a r.

15.a A toute matrice de M, (R) sont associés () mineurs de
taille 1 < r < n. L'ensemble M, est I'union des images réci-
proques de R* par () applications polynomiales en n? variables.

15.b Pour tout 1 < r < n, 'ensemble des matrices de rang r
estégala M, N M;_ ;.
16.  Pour tout X € 9, 1(R), on considere 'application

qx = [M s XT.M.X] . My (R) — R.

16.a
si®=smn( N lixebref)
XeM,1(R)
16.b
S$;7(R) =S,/ (R) N [det(M) > 0]
Entrainement
8. Questions pour réfléchir

1. Condition sur f pour que
V (A, B) € B(X) x B(X),

2. Condition sur f pour que

f«(ANB) = f«(A)N f«(B).

VAEBX), fi(A9) = [f(A))"

3. Condition sur f* pour que f soit surjective.
4. Condition sur f* pour que f soit injective.
5.  Condition sur f : X — Y pour que
VBER(Y), foof(B)=B.
6. Condition sur f : X — Y pour que
VAERX), fofiA)=Al
9. Images directes

1.  Représenter un cercle (resp. un carré) comme l'image di-
recte d’un segment par une application de R dans R2.

2. Représenter un disque comme 1'image directe d’un carré
[a,b] x [c,d] par une application de R? dans R2.

3. Représenter le groupe SO,(R) comme l'image directe
d’un segment par une application de R dans 9 (R).

10. On considere deux applications

f:X=Y et g:Y—=Z

10.1  Quelle que soit la partie A C X,
(g0 f)+(A) = g(f(A)).
10.2 Quelle que soit la partie C C Z,

(80 )7(C) = f(87(C)).

II

Topologie

II.1 Filtre des voisinages

11. Définir une topologie sur un ensemble sert a établir les
notions de suite convergente et de fonction continue au voisinage
d’un point : on commence par définir la notion de voisinage d’un
point.

12. On définit de manieres distinctes les voisinages d'un
point de E (pour définir ensuite les notions de suites conver-
gentes et de fonctions continues) et les voisinages des points a
I'infini (pour définir les limites a I'infini et les limites infinies).
Les propriétés fondamentales, communes a toutes les notions de
voisinage, sont présentées dans le théoreme [14].

13. Voisinages d’un point de E

Soient xq, un point de E et V, une partie de E.

13.1 Il existe un réel r > 0 tel que la boule ouverte By (xo, )
soit contenue dans V si, et seulement si, il existe un réel » > 0 tel
que la boule fermée Bf(x, r) soit contenue dans V.

13.2 #» Une partie V de E est un voisinage du point xo € E lorsque
V contient une boule centrée en x et de rayon strictement positif :

dr>0, B(xg,r) C V.
Cette propriété est notée V.€ ¥ (xg), ou V. € Vg (xg) en cas d’ambi-
guité.
13.3  La partie X est un voisinage du point M;, mais pas du

point Mj : tout disque centré en M, rencontre le complémentaire
de X. Le point M3 n’appartient pas a X.

‘e

-
M RN

13.4  Les propriétés précédentes, vues pour la norme eucli-

dienne canonique, sont également vraies pour la norme produit

Il et pour la norme ||-||;.

13.5  Une partie V de R est un voisinage de xg si, et seulement
si, il existe un réel r > 0 tel que

Jxo—r,x0+r[C V.

14. = Propriétés filtrantes des voisinages
Pour tout point xg € E :

141 SiV e ¥ (xg), alors V # 2.
142  SiV,We ¥ (xp), alors VAW € ¥(xp).
143  SiV e ¥ (xg)etsiV C W,alors W € ¥ (xg).

15. L'intersection d’un nombre fini de voisinages d’un point
X est un voisinage de xg.
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16. Séparation des points

16.1 = Etant donné deux points distincts x et y dans E, il existe deux
voisinages V € ¥ (x) et W € ¥ (y) tels que VN W = .

16.2  Pour tout xg € E,
m W= {XQ}.
WE”V(X())
16.3  Pour tout xg € E, il existe une suite (W,),cn de voisi-

nages de x telle que

VneN, Wy CWy et (] Wu={x}

nelN

II.2 Ouverts, fermés

17. La topologie sur 1'espace E est définie a partir de la notion
de voisinage.

Parties ouvertes

18.1 #o Une partie U de E est ouverte lorsque U est un voisinage de
chacun de ses points :

Vxpel, UEe7¥(x).

On dit aussi que U est un ouvert de E.

18.2 #» La topologie de I'espace E est I'ensemble des parties ouvertes
de E.

18.3  La partie X est un ouvert pour la norme produit en tant
que voisinage de chacun de ses points. C’est également vrai pour
la norme euclidienne canonique et pour la norme |- ||;.

18.4  La partie X n’est pas un voisinage du point M. Elle n’est
donc pas ouverte pour la norme |- ||;, pas plus que pour la norme
euclidienne canonique ou pour la norme produit ||| -

19. = Ouverts fondamentaux
19.1 L’ensemble vide et E sont des ouverts de E.
19.2  Toute boule ouverte est un ouvert de E.

20. = Opérations sur les ouverts

20.1  L'union d’une famille quelconque de parties ouvertes est une
partie ouverte.

20.2  L'intersection d'une famille finie d’ouverts est un ouvert.

Parties fermées

21. Parties fermées

On peut définir les parties fermées par référence aux parties ou-
vertes [21.1], mais on comprendra mieux cette notion par la ca-
ractérisation [24.1] : les parties fermées sont celles qui sont stables
par passage a la limite.

21.1 # Une partie F C E est fermée lorsque son complémentaire F¢
est un ouvert.

On dit aussi que F est un fermé de E.

21.2  La partie X est fermée car son complémentaire X¢ est un
voisinage de chacun de ses points (pour la norme |||, mais
aussi pour la norme euclidienne canonique et pour ||-{|;).

-]

21.3  La partie X n’est pas fermée car son complémentaire X°¢
n’est pas un voisinage du point M € X¢ (pour la norme |-||;,
mais aussi pour la norme euclidienne canonique et pour la norme
produit ||-||)-

XC

22. = Fermés fondamentaux

221 L’ensemble vide et E sont des fermés.

222 Toute boule fermée est un fermé.

22.3  En particulier, les singletons sont des fermés.
224 Toute spheére est un fermé.

23. = Opérations sur les fermés

23.1  L'intersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé.
23.2  L'union d'une famille finie de fermés est un fermé.
23.3  En particulier, toute partie finie de E est fermée.

24.1 = Caractérisation séquentielle des fermés

Une partie A de E est un fermé si, et seulement si, la limite de toute
suite convergente d'éléments de A est un élément de A.

242  Pour toute suite convergente d’éléments de X, la limite
appartient encore a X, donc la partie X est fermée.

23
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243 Il existe au moins une suite convergente d’éléments de X
dont la limite ¢ n’appartient pas a X, donc la partie X n’est pas
fermée.

25. Exemples et contre-exemples

1. Le plan [z = 0] est une partie fermée de R3 muni de la
norme produit.

2. Sil'espace E = %([a,b]) des fonctions bornées sur [a, b]
est muni de la norme de la convergence uniforme sur [g, b], alors
le sous-espace ¢ ([a, b]) est un fermé de E.

3. D’apres le théoreme de Weierstrass [8.51.1], le sous-
espace des applications polynomiales sur [0, 1] n’est pas un fermé
de #Y([0,1]) muni de la norme de la convergence uniforme sur

[0,1]

Adhérence d’une partie

26.1 # Un point x de E est adhérent a A lorsque

Vr>0, AﬁBf(x,r) #+ 2.

26.2 # ['adhérence de A est I'ensemble, noté A, des points de E qui
sont adhérents a A. .

26.3  Tout point de A estadhérenta A: A C A.

27. = Caractérisation de ’adhérence
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

271 Le point x est adhérent a la partie A de E.

272 Vr>0,3y(r)e A, d(xy(r) <r

27.3 Il existe une suite d'éléments de A qui converge vers x.

274 Ladistance de x a A est nulle : d(x, A) = 0.

28.1  Si (x4)neN est une suite d’éléments de A qui converge

vers £ € E, alors il existe une suite (1, ),en d’éléments de A telle
que

VneN, dllu,) <dl, x,)+27"

et/ € A.

28.2 = Autre caractérisation de I’adhérence

L'adhérence de A est un fermé qui contient A et tout fermé F qui
contient A contient aussi 'adhérence de A :

ACF = ACF.

Si A C B,alors A C B. B
Une partie A de E est fermée si, et seulement si, A = A.

28.3
28.4

Parties denses

29. # Une partie B C A est dense dans A lorsque I'adhérence de B
contient A.

30. = Une partie B de A est dense dans A si, et seulement si, tout
élément de A est limite d’une suite d’éléments de B.

31. Exemples de parties denses

311 Le corps @ des nombres rationnels est dense dans le
corps R des nombres réels.

312  Lintervalle ouvert |a, b[ est dense dans le segment [4, b].
313 Suite de [1.40] — L'espace des suites réelles nulles a par-
tir d’un certain rang est dense pour la norme ||-||; dans I'espace
('(R) des suites sommables, mais n’est pas dense pour la norme
dans I'espace ¢*°(IR) des suites bornées.

2.4

314 Le sous-espace des fonctions polynomiales sur un seg-
ment [a,b] est dense dans 1'espace des fonctions continues sur
[a,b] muni de la norme de convergence uniforme sur [a, b].

315 Le sous-espace des polyndmes trigonométriques est
dense dans 1’espace des fonctions continues et 27t-périodiques
muni de la norme de la convergence uniforme sur R.

31.6 Le sous-espace des fonctions en escalier est dense dans
'espace de Dirichlet D([a,b]) pour la norme de la convergence
en moyenne sur [a, b].

Intérieur d’une partie

32.1 # Un point xg est intérieur a la partie A lorsque A est un voisi-
nage de x.
32.2 # L'intérieur d'une partie A est 'ensemble, noté A°, des points
intérieurs a A.

xeA® —= Ac¥(x)
323  Les points intérieurs a A sont des points de A : A° C A.

33. Caractérisation de l'intérieur
33.1 = L'intérieur d’une partie A est un ouvert contenu dans A et tout
ouvert G contenu dans A est aussi contenu dans l'intérieur de A :

GCA — GCA".

33.2  Une partie A est ouverte si, et seulementsi, A = A°.
33.3  Pour toute partie A,
(A)=(A)° et (A°) = (A°).
34. Exemples d’intérieurs
34.1  L'intérieur d’un intervalle I de R est l'intervalle ouvert

dont les bornes sont celles de 1.

342  Lintérieur de la boule fermée Bf(xo,7) est la boule ou-
verte By(xg, 7).

343  L'intérieur de , vu comme une partie de IR, est vide.

35. Intérieur d"un espace vectoriel

D’apres I'exemple des droites et des plans en dimension 3, on
comprend qu’un sous-espace strict est en quelque sorte une par-
tie plate de E.

35.1  Un sous-espace vectoriel qui contient une boule ouverte
By (xg,r) contient aussi la boule ouverte B, (0g, 7).

35.2 = L’intérieur d'un sous-espace vectoriel strict de E est vide.

Frontiére d'une partie
36.1 # La frontiere de A (ou bord de A) est définie par
9A = ANAT = A\ A°.
36.2
E=A°U0AL(A%)°

36.3 Un point x appartient a la frontiere de A si, et seule-
ment si, il existe une suite (u,),cn d’éléments de A et une suite
(vn)nen d’éléments de A° telles que

x= lim u, = lim ov,.
n—+oo n—+o0
II.3 Compacité
37. La notion de compacité tire son origine du théoreme de

Bolzano-Weierstrass [1.77] et permet de reformuler sous forme
générale les propriétés des fonctions continues sur un segment
de R.

38. # Une partie A de E est compacte lorsque toute suite d'éléments
de A posséde au moins une valeur d’adhérence dans A.

39. Si F est une partie fermée de E contenue dans une partie
compacte K, alors F est une partie compacte de E.

40.1 = Toute partie compacte A de E est fermée et bornée.
40.2  Un intervalle de R est compact si, et seulement si, c’est
un segment.
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40.3  La réciproque est fausse : il existe des parties fermées et
bornées qui ne sont pas compactes. —[50]
40.4  Une partie compacte non vide de R admet un plus grand
et un plus petit élément.

41. = Théoréme de Bolzano-Weierstrass
Toute partie fermée et bornée de R ou de C est compacte.

42. = Silasuite (1) e 1'a qu'une seule valeur d’adhérence € et si
tous les u,, appartiennent a une partie compacte, alors la suite (ity) peN
converge vers .

Entrainement

43. Questions pour réfléchir

1. VeV (x) < Ir>0, Bs(xo,r)CV

2. Suite de [15] — L'intersection d’une suite (Vy;),eN de voi-
sinages de x( n'est pas nécessairement un voisinage de xg.

3. Une partie U est un ouvert si, et seulement si,

Vxpel, 3r>0, Bs(xgr)CU.

Une boule fermée non vide n'est pas un ouvert de E.
Tout ouvert est la réunion d’une famille de boules ouvertes.
Un ouvert non vide est une partie infinie.
Quels intervalles de IR sont-ils des parties ouvertes ?
Une boule ouverte n'est pas un fermé.

9.  Quels intervalles de IR sont-ils des parties fermées ?

10.  Si un intervalle non vide de R est a la fois ouvert et fermé,
alors il est égal a RR. —[144]

11. x€A <= Vr>0, ANBy(x,r)# 0

12. L’adhérence d'un sous-espace vectoriel est un sous-espace
vectoriel.

13.  L’adhérence d’un intervalle I de R est I'intervalle fermé qui
a mémes bornes que I.

14. L’adhérence de la boule ouverte B,(xq,r) est la boule fer-
mée By (xo, 7).

15. S'il existe une suite d'éléments de A qui tend vers w, le
point w est-il adhérenta A7

16.  L'intersection des parties fermées de E qui contiennent A
est égale a I'adhérence de A.

17.  Si F est dense dans G et si G est dense dans E, alors F est
dense dans E.

18.  Le point xq est intérieur 3 A si, et seulement si,

PN U1 B

dr>0, Bf(xo,r) C A.

19. L’union des parties ouvertes contenues dans A est |'intérieur
de A.

20. Llintersection d’un compact et d'une partie fermée est un
compact.

21.  Sif : (E,N) — (F,|||) est lipschitzienne et si K est une
partie compacte de E pour N, alors f,(K) est une partie compacte
de F pour ||-||.

44. Soit (E, ||||), un espace vectoriel normé.

441  Toute boule ouverte peut s’écrire comme une union de
boules fermées.

44.2  Toute boule fermée peut s’écrire comme une intersection
de boules ouvertes.

443  L'intérieur de la boule unité fermée est la boule unité ou-
verte.

44.4  L’adhérence de la boule unité ouverte est la boule unité
fermée.

45. Soit (K ) e, une suite décroissante de parties compactes

de I'espace vectoriel normé (E, ||-||¢) :
VneN, K,i1 CKy.

45.1 L'intersection

Keo = [ Ku
nelN

est une partie compacte de E.

45.2 Si lintersection Ko est vide, alors il n’existe qu'un
nombre fini de compacts K, non vides :

dANgeN,Vn>=2Ny, K,=9

46. Boules et bases

1. Sil'espace vectoriel E admet une base (¢;);c; (sans qu'il
soit nécessairement de dimension finie), alors toute boule centrée
en O et de rayon r > 0 contient une base de E.

2.  Pour tout a € E, il existe une famille presque nulle de
scalaires (a;);c; telle que

a=)y we.
icl

SiYcra; # 1, alors la famille (e; — a);c est une base de E. Inter-
préter géométriquement ce résultat.
3. Toute boule de rayon r > 0 contient une base de E.

47. Densité des nombres dyadiques
Soit f : R — R, une application continue telle que

¥ (r,y) € R?, f(x;y>:f&»;fwx

1. L'ensemble & des nombres dyadiques

7={L

2—n,p€Z,ne]N}

est dense dans R.
2. Sif(0) = f(1) =0, alors f est’application nulle.
3. L'application f est affine.

48. Variations sur le théoréme de Weierstrass [8.51.1]
L'espace E = ¢°([a, b]) est muni de la norme ||-||, de la conver-
gence uniforme sur [a, b].

1. Soit f € E, telle que f(a) = f(b) = 0. Il existe une suite
(¢n)nen de fonctions polynomiales qui converge vers f pour
et telles que

VneN, gn(a) = gn(b) =0.

2. Soit f € E, de moyenne nulle :

(Abfa)dtzll

11 existe une suite de fonctions polynomiales de moyenne nulle
qui converge vers f pour ||-| -

3. Sif € E est une fonction positive sur [, b], alors il existe
une suite de fonctions polynomiales et positives sur [a,b] qui
converge vers f pour ||||q-

4. Si f est une fonction de classe ¢ sur [a,b], alors il existe
une suite (P,),eN de fonctions polynomiales sur [a, b] telles que

i _ — 1 ! pl _
A IF = Pulleo = Bim [1f = Pulleo =0

49.1  Une intersection quelconque de parties compactes de E
est une partie compacte de E.

49.2  L'union d’un nombre fini de parties compactes de E est
une partie compacte de E.

50. On munit I'espace E = %3 des fonctions continues et de
période 27t de la norme de convergence en moyenne quadratique
sur I = [0,27] [6.92].

1.2 Lasuite de terme général f,, = [t — cos nt] est bornée.

1b Sin et p sont deux entiers non nuls et distincts, alors
lfu — fpll = 1 et on ne peut extraire aucune suite convergente
de la suite (fu)neN-

2. La boule unité de E est une partie fermée et bornée qui
n’est pas compacte.

25
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III

Continuité

51. # Continuité en un point
Soient (E, ||-||g) et (F, ||-||g), deux espaces vectoriels normés. Une ap-
plication f de E dans F est continue au point xg € E lorsque

Ve>0,dy>0,Vx€E,

lx —x0l|p <7 = Hf(x) _f(xO)HF Se

52. Pour savoir si I'application f : E — F est continue au
point xg € E, il suffit de connaitre les valeurs de f au voisinage
de x( (par exemple la restriction de f & la boule ouverte B(xg, 1)).
Pour cette raison, on dit que la continuité est une propriété lo-
cale.

53. = Si f est continue au point xo, alors elle est bornée au voisinage
de x.

54. = Si f est continue au point xg et si f(xg) # yo, alors f(x) # yo
au voisinage de x.

55. = Théoréme de composition des limites

Soient (E, ||-||g), (F,||-[Ig) et (G,||-||g), trois espaces vectoriels nor-
més.

Si f : E — F est continue au point x9 € Eetsig : F = G
est continue au point yo = f(xo) € F, alors la composée g o f est
continue au point x.

E F G

56. > Sil'application f : E — F est continue au point xq, alors pour
toute suite (i, )nen de E qui converge vers xg, la suite (f(itn))neN
converge vers f(xg).

57. Caractérisations séquentielles de la continuité

57.1 = Si, pour toute suite (uy),eN de E qui converge vers xg, la
suite (f (tn))neN converge vers f(xg), alors U'application f : E — F
est continue au point x.

57.2 = On suppose que, pour toute suite (1, )neN de E qui converge
vers xq, la suite (f(un))neN est convergente. Alors la fonction f est
continue au point x.

Applications continues

58. # Une application f : E — F est continue lorsqu’elle est conti-
nue en chaque point xo € E. L'ensemble des applications continues de
E dans F est noté €°(E, F).

59. = Siles applications f : E — Fet g : F — G sont continues,
alors la composée g o f : E — G est continue.

60. = Toute application lipschitzienne est continue.

61. Sif : (E|-llg) = (F |-ll) est continue, alors || f|| est
continue de (E, ||-||z) dans (R, ||

62. = Densité et prolongement des égalités

Si f et g sont deux applications continues de (E, ||-||g) dans (F, ||-||r)
et sil existe une partie D dense dans E telle que f et g coincident sur
D, alors f et g coincident sur E.

Continuité des applications linéaires

63. Comme on 1’a mentionné plus haut [1.94], 'espace L. (E)
des endomorphismes lipschitziens de E est en fait I'espace des
endomorphismes continus de E.

2.6

64. = Soit f, une application linéaire de E dans F. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes.
1. L'application f est continue sur E.

2. L'application f est continue au point xy = Of.
3. L'application f est bornée au voisinage de Of.
4.

Jdk >0, Vx€E, Hf(x)HF < k||x| g
5. Lapplication f est lipschitzienne sur E.

Continuité uniforme

65. # L'application f : (E,||-|lg) — (F,|I-||p) est uniformément
continue si, ef seulement si,

Ve>0,3y>0,V(x,y) € EXE,
lx=ylg<n = [|f(x) = fW)|p <e

66. L’ensemble des applications uniformément continues de
E dans F est un espace vectoriel.

67.1  Toute application lipschitzienne est uniformément conti-
nue.

67.2  Toute application uniformément continue est continue.

La réciproque est fausse en général. —[73]

Propriétés topologiques des fonctions continues

68. = Soient (E, ||-||g) et (F, ||||g), deux espaces vectoriels normés
et f, une application continue de E dans F.

68.1  Pour tout ouvert Qp C F, l'image réciproque [f € Qr] de Qp
par f est un ouvert de E.

68.2  L'image réciproque par f de toute partie fermée de F est une
partie fermée de E. —[79]

Applications usuelles

69. = Le noyau d’une application linéaire continue de E dans F est
un fermé de E.

70. Continuité des formes linéaires
Soit f, une forme linéaire sur E.

1. Si f n’est pas continue, alors f n’est pas bornée sur la
sphere unité et il existe une suite (x,),en qui tend vers O telle
que f(x;) = 1 pour tout n € N.

2. La forme linéaire f est continue si, et seulement si, son
noyau est fermé.

71. Probléme du supplémentaire orthogonal [5.29]
Soient E, un espace préhilbertien et F, un sous-espace vectoriel
de E.

1. SiE = F@®F+ alorsla projection orthogonale sur F est
continue et le sous-espace F est un fermé de E.

2. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie dans un es-
pace préhilbertien est fermé.

3. Sila dimension de F est infinie, il se peut que F ne soit

pas fermé, mais F- = (F) T et
FoFt=Fa (F)* cFe (F)* CE
Continuité et compacité

72.1 = Soit f : (E,||"|lg) — (F,||-||g), une application continue. Si
K C E est une partie compacte de E, alors son image f«(K) est une
partie compacte de F.

72.2 = Si f : E — Rest une application continue, alors la restriction
de f a un compact non vide K de E est bornée et atteint ses bornes.
723  Sif : E — F estune application continue, alors la restric-
tion f a un compact non vide K de E est bornée et il existe deux
éléments x;, et x) de K tels que

1f Gl < 1Lf GOl < [1f Gemn)] -

73. = Théoréme de Heine
Sif : (E|-lg) = (E||lp) est une application continue, alors sa
restriction a une partie compacte de E est uniformément continue.

VxeKk,
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Entrainement

74. Questions pour réfléchir
1. L'application f : E — F est continue au point xq si, et
seulement si, I'application

[ [ fxo+ 1) = fxo) ] - E— R

est continue au point Of.

2. Si une suite (un)pen telle que u, 1 = f(un) pour tout
n € N converge vers un point £ € E en lequel I'application f est
continue, alors f(¢) = ¢.

3. Soit u, une application linéaire de E dans F. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

3.a L'application u est continue sur E.

3.b  L'application u est continue en un point xg € E

3.c L'application est bornée au voisinage d’un point xy € E.

4.  Toute application linéaire continue est en fait uniformément
continue.

5. Que signifie le fait qu'une fonction soit uniformément conti-
nue en un point xy ?

6. Une composée d’applications uniformément continues est-
elle uniformément continue?

7. Si f et g sont deux applications uniformément continues de
I'espace vectoriel normé (E, ||-||) dans I'algébre normée (F, ||-||¢),
leur produit fg est-il aussi une application uniformément continue ?

8.  Les sous-espaces propres d'une application linéaire continue
de E dans F sont des fermés de E.

9. L'image directe d'un ouvert (resp. d'un fermé) de E par une
application continue de (E, ||-||¢) dans (F, ||-||z) nest pas nécessai-
rement un ouvert de F (resp. un fermé de F).

10. L'image réciproque d'une partie compacte par une fonction
continue est-elle compacte ?

75. Sif : E — F estune application continue et bornée, alors

sup || f(x)|p = sup ()|
xX€eA

xcA

pour toute partie A C E.

76. Continuité des applications linéaires
Soit f, une application linéaire de E dans F.
1. Si f est continue, alors

A={x€cE: ||f(x)||F:1}

est un fermé de E.

2.a Si, pour toute suite (u,),en de vecteurs de E qui tend
vers O, la suite (f(un)),en est bornée, alors 'application f est
continue.

2b Si f n'est pas continue, alors A n’est pas fermée.

77. Crochet de Lie [9.186]
Soient u et v, deux endomorphismes continus de E. Sil existe un
scalaire o tel que

uov—vou=uwnlg,

alors

VneN, wuov"' —o"lou=(n+1)av"

et si v n’est pas nilpotent, alors & = 0.

78. Applications ouvertes

78.1 # Une application f : X — Y est dite ouverte®* lorsque I'image
directe par f de tout ouvert O C X est un ouvert de'Y.

78.2  Si f est une application linéaire et si I'image de la boule
unité ouverte de X est un ouvert de Y, alors f est ouverte.

78.3  Silapplication f : X — Y est bijective et ouverte, alors
I'image directe par f de tout fermé F C X est un ferméde Y.

78.4 & L'application f : X — Y est un homéomorphisme* lorsque
cette application est une bijection de X sur Y, que cette bijection est
continue sur X et que sa bijection réciproque est continue sur Y.

78.5  Tout homéomorphisme est une application ouverte.

786 Sif : X — Y est un homéomorphisme, alors une partie
K C X est compacte si, et seulement si, son image f.(K) est une
partie compacte de Y.

79. Soit f : X — Y, une application.

79.1  L’application f est continue au point xg € X si, et seule-
ment si, l'image réciproque par f de tout voisinage de yo = f(xp)
est un voisinage de x.

79.2  Si I'image réciproque par f de tout ouvert de Y est un
ouvert de X, alors l'application f est continue.

79.3  Si I'image réciproque par f de tout fermé de Y est un
fermé de X, alors I’application f est continue.
80. Soit K, un compact contenu dans un ouvert U de E.

1.

VxeK, FJa>0, By(xa)CU.

2. Lafonction x — d(x, U°) est continue sur le compact K
et ne s’annule pas, donc

Ja>0,VxeK, By(xa)CU.

81. Estimation asymptotique des fonctions uniformément
continues

Si f : E — F est une application uniformément continue, alors il
existe deux réels a et b tels que

If )| < allx]lg +0.

f@)||p = O(||x]|) au voisinage de l'infini.

Vx€E,

En particulier,

v

Etude locale des fonctions

82. On étudie ici des fonctions définies sur une partie d'un
espace vectoriel normé (E, ||| ), a valeurs dans un espace vecto-
riel normé (F, ||-||z) (ou dans une partie de F).

821  On énonce sous une forme assez abstraite (voisinages,
fermés, compacts...) des résultats qui généralisent des résultats
bien connus pour les fonctions de R dans R (ot1 on parle dinter-
valles, d'inégalités larges, de segments).

82.2  Lanotion de limite généralise la notion de continuité.

IV.1 Topologie relative a une partie

83. La topologie d'un espace vectoriel E permet de définir la
continuité d’applications définies sur E.

83.1  Pour étudier une fonction qui n’est définie que sur une
partie A de E, partie qui n’est en général pas un sous-espace vec-
toriel de E, il faut définir une topologie sur A qui soit cohérente
avec la topologie de E.

83.2  Lanotion de topologie relative a une partie nous permet-
tra ainsi d’étendre les notions de limite et de continuité aux fonc-
tions qui ne sont définies que sur une partie d’un espace vecto-
riel.

83.3  Si A nest pas un sous-espace vectoriel de E, alors la res-
triction a A de la norme définie sur E n’est pas une norme.

En revanche, la restriction a A X A de la distance associée a la
norme, qui est définie sur E x E, vérifie encore les axiomes des
distances [1.24]. On peut donc définir naturellement une struc-
ture d’espace métrique sur A : c’est précisément la topologie re-
lative a A.

84. Ouverts relatifs a une partie
L'ensemble 7 des ouverts de E est la topologie de E.
84.1 # Pour toute partie A C E, on pose

Ta={0NA 0€eT}

84.2  L'ensemble 7, contient I'ensemble vide & ainsi que l'en-
semble A.
843  L'ensemble 74 est stable par union quelconque et par in-

tersection finie.

84.4 #v L'ensemble Ty est la topologie relative a A et ses éléments
sont les ouverts relatifs a A.

84.5 = Une partie U C A est un ouvert relatif a A si, et seulement si,
il existe un ouvert Uy de E tel que

U=AnU.

2.7
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85. Voisinages relatifs a une partie

Soit A, une partie de E.

85.1 # Une partie V C A est un voisinage de xg relatif a A lors-
qu’il existe un voisinage W de xq tel que

V=ANW.
85.2 = Une partie U C A est un ouvert relatif a A si, et seulement si,
cette partie est un voisinage relatif @ A de chacun de ses points.

85.3  En particulier, A est un voisinage relatif a A de chacun de
ses points (méme si A n’est pas un ouvert).

86. Fermés relatifs a une partie
Soit A, une partie de E.
86.1 #» Le complémentaire relatif a A d'une partie F C A est

ANF°

et noté A\ F.
86.2 # Une partie F C A est un fermé relatif a A lorsque son com-
plémentaire dans A est un ouvert relatifa A :

A\F e Ty.

86.3 = Une partie F C A est un fermé relatif a A si, et seulement si, il
existe un fermé Fy de E tel que

F=ANEk,.

86.4  L'intersection d’une famille quelconque de fermés relatifs
a A est un fermé relatif a A.

86.5  L'union d’une famille finie de fermés relatifs a A est un
fermé relatif a A.

86.6 = Caractérisation séquentielle des fermés

Une partie F de A est un fermé relatif a A si, et seulement si : pour
toute suite (uy)yeN d'éléments de F qui converge vers un élément ¢
qui appartient a A, la limite { appartient encore a F.

87. Si A est un ouvert de E, alors tout ouvert U relatif a A est
un ouvert de E, mais un fermé F relatif a A n’est pas nécessaire-
ment un fermé de E.

De méme, si A est un fermé de E, alors tout fermé F relatif a A est
un fermé de E, mais un ouvert U relatif a A n’est pas nécessaire-
ment un ouvert de E.
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88. Si A nest ni ouvert, ni fermé, les ouverts relatifs a A ne
sont pas nécessairement des ouverts de E et les fermés relatifs a
A ne sont pas nécessairement des fermés de A.

IV.2 Limite d’'une fonction

89. On considere une fonction f définie sur une partie A de
E, a valeurs dans F.

89.1  On note 7z (xp), 'ensemble des voisinages de xq dans E
et ¥4 (x0), I'ensemble des voisinages de xg relatifs a A.

89.2 4 Soient f : A — Fet xg € A. La fonction f tend vers { € F
au voisinage de xq lorsque

Ve>0,3n>0,VxeA,
lx=xollp <7 = ||f(x) = {]| <=

89.3  Lafonction f : A — F tend vers £ au voisinage de x si,
et seulement si, la fonction

[ [1£(xo+ 1) = £]| ]

tend vers 0 lorsque ||| tend vers 0 en vérifiant xo + h € A.
89.4  Sila fonction f tend vers ¢; et vers ¢, au voisinage de x,
alors /1 = {5.
89.5 4 Si f tend vers { € F au voisinage de xg, on dit que ( est la
limite de f au voisinage de xy. On note

¢= lim f(x) = lim f.

X—rXo VA(XO)

90. = Composition de limites
On considere trois espaces vectoriels normés E, F et G; deux fonctions

f:A—=F e g:B—=G

oit A C Eet B C F en supposant que f.«(A) C B.
Si f tend vers yy au voisinage de x et si g tend vers zg au voisinage de
Yo, alors (g o f) tend vers zq au voisinage de x.

91. Caractérisation séquentielle

Le théoreme de composition des limites [90] peut étre formulé en
termes de suites.

91.1 = On suppose que f : A — F tend vers b au voisinage de a.
Quelle que soit la suite (i, )pen d'éléments de A qui tend vers a, la
suite (f (n))nen tend vers b.

91.2 = S'il existe deux suites (in)penN et (vn)yen d'éléments de A
qui tendent vers a telles que les suites

(f(un) e €t (f(0n))en

ne tendent pas vers la méme limite, alors f n’a pas de limite en a.

91.3  Réciproquement, on peut démontrer I'existence d"une li-
mite en ne considérant que des suites. —[7.5.3]
91.4 = On suppose que la suite (f(un))nen tend vers ¢ pour toute
suite (tty ) yeN d'éléments de A qui tend vers xg. Alors f tend vers £ au
voisinage de x.

91.5 = Soit xg € E, un point adhérent a A.

La fonction f : A — F admet une limite { € F au voisinage de x si, et
seulement si, la suite (f(un))yeN converge pour toute suite (uy)yeN
d’éléments de A qui tend vers xg. —[1.76]
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Limite selon une partie

92. Soient f : A — F, P C A et xp, un point adhérent a P.
92.1 # La fonction f admet une limite en xg selon P lorsque la res-
triction fip : P — F admet une limite en xo, qui est alors notée

Hm (0.
xeP

922 Sif : A — F admet une limite en xy, alors f admet une
limite en x( selon P et

lim £(x) = lim f(x).
xeP

92.3  La fonction f admet une limite en xj selon P si, et seule-
ment si, pour toute suite (1, ),en d’éléments de P qui converge
vers X, la suite (f(un)),en est convergente.

93. Limites latérales

On revient au cas d’une fonction f définie sur une partie I de R
pour reformuler des notions familieéres en termes abstraits.

93.1 # Soit xg, un point adhérent a I C R.

La fonction f admet une limite a gauche en xg, notée f(xg—), lors-
qu’elle admet une limite en xg selon P = 1 N ]—00,xp].

La fonction f admet une limite a droite en xg, notée f(xo+), lors-
qu’elle admet une limite en xg selon P = 1 N |xg, +oo].

93.2 % Soit xp € I C R.

Une fonction définie sur I est continue a gauche en xq lorsqu’elle
admet une limite en xg selon P = 1N ]—o0, xq].

Cette fonction est continue a droite en xg lorsqu’elle admet une limite
en xq selon P = 1N [xq, +o0].

93.3  Une fonction f : [a,b] — E est continue en a (resp. en b)
si, et seulement si, elle est continue a droite en a (resp. continue a
gauche en b).

Continuité et topologie relative

94. Deux espaces vectoriels normés E et F étant donnés, on
considere une fonction f, définie sur une partie A de E, a valeurs
dans F.

941 Sixp € Aetsif tend vers £ au voisinage de x, alors il
faut que £ = f(xp).

94.2 # La fonction f : A — F est continue en xq lorsque xy € Aet
qu’elle admet une limite au voisinage de x.

Ve>0,dy>0VxeA,

lx = xollp <y = [|[f(x) = fx0)||f <.

94.3 # Une fonction f : A — F est continue (sur A) lorsqu’elle est
continue en chaque point xg € A.

94.4  Sila fonction f : A — F est continue, alors la fonction
Ilfll : A — Restcontinue.

95. #vLa fonction f : A — F est uniformément continue si, et
seulement si,

Ve>0 3y >0V (xy) € AxA,
lx=yllg <n = [If(x) = fFW); <&

96. Continuité et compacité

Tous les théorémes reliant les applications continues (définies sur
I'espace E tout entier) et la compacité s’étendent, sans modifica-
tion, aux fonctions définies sur une partie A de E.

96.1 = Si la fonction f : A — F est continue et si K est une partie
compacte de E contenue dans A, alors f.(K) est une partie compacte de
I'espace F.

96.2 = Suite de [96.1] — Si F = R, alors f est bornée et atteint ses
bornes : elle atteint un maximum et un minimum.

Plus généralement, la fonction f est bornée et il existe x, et xp dans K
tels que

Vxe K | fGn)| < [lf@) < fxan)]

96.3  Lafonctioninverse [t — 1/;] est continue sur A = ]0, +co].
La partie K = AN [0,1] est bornée et fermée relativement a A,
mais ce n’est pas une partie compacte de E = R contenue dans
A, ni un compact relatif a A.

96.4 = Si K C E est une partie compacte et si la fonction f : K — F
est continue, alors f est uniformément continue.

97. Soit f : X — Y, une application continue. On suppose
que I'image de f est contenue dans une partie B C Y':
VxeX, f(x) € B.
Alors f : X — B est continue pour la topologie relative a B.
98. Continuité et restriction
Soient f : X — Y; A, une partie de X et
fA A=Y,

la restriction de f a A.

98.1  Si f est continue en un point a € A, alors f, est aussi
continue au point a (pour la topologie relative a A).

98.2  Si fy est continue en un pointa € A et si A est un voisi-
nage de a (pour la topologie de X), alors I'application f est conti-
nue au point 4.

98.3  Lapplication f = 1|y ;[ de R dans R n’est pas continue

en 0, alors que la restriction de f a l'intervalle A = [0, +-co] est
continue en 0.

99. Fonction définie par morceaux
99.1  On considere deux applications continues
g:R—-R et h:R—=R
et on définit f : R — R en posant
Vx<0, f(x)=g(x) et Yx>0, f(x)=h(x).

1. L'application f est continue sur R*, continue a gauche en
0 et admet une limite finie a droite en 0.
2. Lapplication f est continue sur R si, et seulement si,

g(0) = h(0).

99.2  Soit A, une partie de X. On considere deux applications
continues
g: X=Y et h:X—=Y
et on définit f : X — Y en posant
Vxe A, f(x)=g(x) et YxeA°, f(x)=h(x).

3. L'application f est continue sur 'ouvert
A° U (A%)°.
Si

Vxe (A)NA, gx)=h(x),

alors f est continue sur X.

Prolongement par continuité

100.  Considérons une fonction f : A — F,ott A C E.

100.1  On considere une partie B telle que A & B C E. Définir
un prolongement de f a B consiste & définir les valeurs de f(x)
pour x € B\ A.

100.2 Si la fonction f est continue sur A, il est intéressant de
définir un prolongement de f qui soit continu sur B, c’est-a-dire
[58] continue en chaque point de B. Il s’agit alors d’étudier la
continuité d"une fonction définie par morceaux : le prolongement
est défini d'une part sur A et d’autre part sur B\ A.

100.3 L’adhérence de la partie ouverte de C définie par

A=11<|z] <2]N[Im(z) # 0]
est la couronne
B=[1<]z| <2].
La détermination principale de 'argument f : A — R, définie

par
Vze A, f(z) = Arg(z),

est continue sur A mais n’admet pas de prolongement continu
sur B.
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101.  Prolongement en un point

Soient xg ¢ A, un point de E adhérenta A et Ag = AU {xo}.
101.1=> Une fonction f : A — F admet une limite au voisinage de x
si, et seulement si, il existe un prolongement fo : Ag — F de f qui est
continu en xq. Dans ce cas,

folxo) = lim f(x).

101.2 Dérivabilité du prolongement
II ne faut surtout pas confondre la dérivabilité du prolongement fy
(qui est un probleme a résoudre) avec ’opération hasardeuse qui
consisterait a prolonger la dérivée de f, opération dont le résultat
risque de ne pas avoir de sens.
101.3 Considérons une fonction dérivable f de I C R dans E et
un point xg adhérent a I.
Sila fonction f est prolongée en une fonction fj continue sur Iy =
Iy {XO} ,

— ou bien ce prolongement est dérivable en xq et, dans ce cas,

la dérivée de fj est définie au point x;

— ou bien ce prolongement n’est pas dérivable en x : dans ce
cas, la dérivée de fy n’est pas définie au point xj et si on
cherche a prolonger la dérivée £ au point xo, alors le pro-
longement qu’on obtiendra ne sera pas la dérivée de fj.

101.4 Le prolongement fj est dérivable en x si, et seulement si,
il existe a € E tel que

fo(x) = fo(xp) + (x — x0) - a + o(x — xp)

lorsque x est voisin de x.

IV.3 Extensions de la notion de limite
102.  Voisinages d’un point a I’infini
102.14 Une partie V de N est un voisinage de +oco dans IN lorsque

dANoeN,Vn>=Ny, nelV.

102.2 La suite (u,),en converge vers ¢ € E si, et seulement si,

VYWeYe(), 3V e In(+o0), VneV, u,eW.

102.3 42 Une partie V de Z est un voisinage de +-co dans Z lorsque

ANg €Z, VYn>Ny, neV.

De méme, une partie V de 7 est un voisinage de —oco dans 7Z lorsquil
existe Ny € Z tel que n € V pour tout n < Ny.

102.4#0 Une partie V de R est un voisinage de +oco dans R lorsque

JAeR, [A +oo[CV.

C’est un voisinage de —oo lorsque

IBeR, ]|—oo,B]CV.

102.5#0 Une partie V de E est un voisinage de I'infini dans E lors-
que son complémentaire V° est borné.

102.6=> Une partie V de E est un voisinage de l'infini si, et seulement
si,

JAeRy, (x|>A = xeV)
103.  On considere f : A — F.
103.1 La définition générale [103.2] de la notion de limite au voi-

sinage de x( couvre le cas ordinaire pour lequel

x0€ACE e weF

mais aussi les cas suivants :
— pour xy = £oosi A est un voisinage de oo dans R
— pour xy = cosi A est une partie non bornée de E;
— pourw = oo (siF =R)ouw = oo

— ainsi que le cas d’une suite, de limite finie ou infinie, pour
Xp = o0 en prenant pour A un voisinage de +co dans IN.

2.10

103.240 La fonction f tend vers wy au voisinage de x( lorsque

VWEV/F(W()), [fGW] EV/A(X()).

103.3 Soit xg € A : le point xj est en particulier un vecteur de
E. Dans ce cas, la fonction f tend vers l'infini au voisinage de xg
si, et seulement si, || f(xp + 1) || tend vers +oo lorsque ||| tend
vers 0 sous la contrainte xg + h € A.

103.4 On a défini des voisinages de 'infini (dans R, dans tout
espace vectoriel normé ou relatifs a une partie) qui vérifient les
mémes propriétés filtrantes [14] que les voisinages d'un point
quelconque de 'espace et qui séparent aussi les points.

L'unicité de la limite ainsi que le théoréme de composition des limites
sont donc encore de mise.

En revanche, la notion de prolongement par continuité n’a plus de
sens ici.

104.  Exemples de limites a I’infini

1041 L'expression (x 4 y)e~ (***¥) tend vers 0 au voisinage de
l'infini dans R2.

1042 Lexpression x* + 12 tend vers +oo et le quotient

X2+ y2
20t

tend vers 0 au voisinage de I'infini dans R2.

1043 Lexpression x? n(x* 4 y?) n’est pas bornée, mais ne tend
pas vers 4o au voisinage de l'infini.

104.4 L'expression x2y + y /n®y, définie sur R x R% , ne tend
pas vers 4o au voisinage de l'infini.

Entrainement

105.  Questions pour réfléchir

1. La partie AN (xg+ V) est un voisinage de x relatif 3 A
si, et seulement si, V est un voisinage de Of.

2. Décrire les intervalles de IR qui sont des ouverts relatifs &
A (resp. des fermés relatifs 3 A) dans chacun des cas suivants :
A=1[0,+00[, A=1]0,1[, A= [-1,1].

3. Un ouvert relatif 3 A est-il un ouvert de E? Et si A est un
ouvert de E?

4. Un fermé relatif & A est-il un fermé de E? Et si A est un
fermé de E?

5. On considére IN comme une partie de R. Toute partie de
N est 3 la fois un ouvert et un fermé relatif 3 IN.

6. Si K est un compact de E et si F est un fermé relatif a K,
la partie F est un compact de E.

7. Si Ky est un compact de E, la partie K = ANKj est-elle
un compact pour la topologie relative 3 A? .

8. Suite de [89.2] — Pourquoi suppose-t-on que xg € A7

9.  Suite de [89.2] - Soit B = f,(A) C F, I'image de A par
f. La limite £ est un point adhérent a B.

10.  Suite de [91.1] — Les suites (uy),en et (f(un))pen sont-
elles convergentes ? —[103.4]

11.  Sila fonction f : A — F est continue en x, alors il existe
un voisinage V € ¥4 (xg) tel que f soit bornée sur V.

12.  Suite de [92] — Si P C A et si xp est adhérent & P, alors
X est adhérent a A.

13. Soient f : R — R et g, la restriction de f a [0,+oo[.
Comparer la continuité de f en 0 et la continuité de g en 0.

14. On suppose que PUQ = A et que x( est un point adhérent
aPetaQ.Sifadmetla méme limite en xg suivant P et Q, admet-
elle une limite en x ?

15. L'ensemble des fonctions uniformément continues de A
dans F est un espace vectoriel.

16.  Une fonction lipschitzienne sur A est uniformément conti-
nue sur A.

17.  Une fonction uniformément continue sur la partie A C E
est continue sur A.

18. Soit f : A — F avec A C E. Condition sur A pour que f
soit prolongeable en une application de E dans F7

19. Soient f : A — F, une fonction continue; A & B C E,
une partie de E et ¢ : B — F, un prolongement de f.
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19.a Le prolongement g est-il nécessairement continu sur B ?

19.b Est-il nécessairement continu sur A7

19.c  On suppose que A =]—1,1[ et B = [—2,2] et que
ViteA, flr) =1

Si on impose
g(1) = Jim (1)
teA
le prolongement g est-il nécessairement continu sur A?

20.  Condition pour qu’une fonction f : R* — E admette un
prolongement continu sur RR.

21.  La fonction f : R* — R définie par f(x) = 1 pour tout
x > 0 et par f(x) = —1 pour tout x < 0 est dérivable. Elle
n'admet pas de prolongement continu sur R, mais sa dérivée admet
un prolongement continu sur R.

222 VeIR(+o) < FA>0, |A +oo[CV
22b VeIR(—o) <= IB<0, |-oo,B[CV
106.  Soit
V={AeMR): AAT A=A}
106.1 Le groupe orthogonal O, (IR) est contenu dans V.
106.2 Que dire des matrices inversibles A € V' ?
106.3 Le groupe orthogonal est ouvert et fermé pour la topolo-

gie relativea V.

107.  Soient f : X — Y, une application bijective et continue
et C, une partie compacte de X. La bijection réciproque de f est
notée g.
107.1 L'ensemble K = f,(C) est une partie compacte de Y.
107.2 L’application g réalise une bijection de K sur C.
107.3  Soit F, une partie fermée relative a C.

1.  Lensemble f.(F) est une partie fermée de Y contenue
dans K.

2. L'ensemble ¢*(F) est une partie fermée relative a K.
107.4 Larestriction de g a K est continue [79.3].
108.  Adhérence relative a une partie
L'adhérence de X relative a A est, par définition, égale a XNA.

1. L’adhérence de X relative a A est le plus petit fermé relatif
a A qui contient X.

2. Condition sur A pour que 1’adhérence de X relative a A
soit une partie fermée de E.

v

Connexité par arcs

109.  On généralise ici la notion d’intervalle considéré comme
une partie d’un seul tenant, afin de formuler un analogue du
théoréme des valeurs intermédiaires en dimension quelconque.

109.140 Un arc de A reliant x; € A xp € Aest une fonction continue

fiab]— A

telle que f(a) = x1 et f(b) = x,.
109.24 Une partie A C E est connexe par arcs lorsque, pour tout
(x1,x2) € A x A, il existe un arc de A reliant x1 4 x,.

110.  Exemples usuels

110.1 Les parties étoilées, et en particulier les parties convexes,
sont connexes par arcs.

110.2=> Les parties connexes par arcs de R sont les intervalles.

Théoréme des valeurs intermédiaires
111.  On sait que I'image d'un intervalle I C R par une fonc-
tion continue de IR dans R est un intervalle de IR.

112. = Si A est une partie connexe par arcs et si f : A — F est
continue, alors f.(A) est connexe par arcs.

113. > Si A est une partie connexe par arcs et si f : A — R est
continue, alors fi(A) est un intervalle.

Composantes connexes par arcs

114. Soit A C E, une partie non vide. Quels que soient les
points xp et x; dans A, on note xy ~ x7 lorsqu’il existe un arc
de A reliant x a x7. —[109.1]
114.1~> La relation ~ est une relation d’équivalence sur les points de
I'ensemble A.

114.2 La partie A est connexe par arcs si, et seulement si, il
n’existe qu'une seule classe d’équivalence pour ~.

114.3 Les classes d’équivalence pour ~ sont connexes par arcs.
114.44 Les composantes connexes par arcs d une partie A C E
sont les classes d’équivalence de la relation d’équivalence ~.

Entrainement
115.  Questions pour réfléchir
116.  Sur le théoréme des valeurs intermédiaires
1. Sif : [0,1] — R est continue etsi f(0) = —f(1) =1,

alors il existe 0 < xp < 1 tel que f(xg) = 0.

2. Lafonction f : [0,1] — C définie par f(t) = e est
continue et f(0) = —f(1) = 1, alors que f(x) # 0 pour tout
€ [0,1]. Commenter.
117.  On considere une application

M:R—MR)

telle que, quels que soient les indices 1 < 7,j < n, I'application
M;; + R — R est continue. On suppose que

VieR,  M(t).M(t) = M(t).

Alors le rang de M(t) est indépendant de t € R.

118.  Soit D C C, une partie connexe par arcs. On suppose qu’il
existe deux applications continues

¢ :D—=C et Y :D—=C

telles que
VzeD,  explp(z)] = explp(z)].

Alors la différence ¢ — 1p est constante sur D.

119. Soient g : R2 — R, une application continue et ¢, un
cercle de rayon R > 0. Il existe deux points A et B, diamétrale-
ment opposés sur ¢, tels que ¢(A) = g(B).

120. Les composantes connexes par arcs d’un ouvert sont des
parties ouvertes.

121.  Onsuppose que A est une partie de E = IR.

121.1  Les composantes connexes par arcs de A sont des inter-
valles.

121.2 Tout ouvert A C R est I'union d’une famille finie ou dé-

nombrable d’intervalles ouverts.

121.3 Les composantes connexes par arcs de A = @ sont des
singletons.
121.4  Un fermé tel que 'ensemble de Cantor n’est pas 1'union

d’une famille dénombrable d’intervalles fermés.

122.  Connexité de la spheére unité
Soit E, un espace vectoriel normé de dimension supérieure a 2.
On note S, la sphere unité de E.
1. Soita € S.Ilexisteb € S tel que a # beta # —b. Pour un
tel b, la fonction
(1—t)a+tb
[= =+ ]

est continue de [0,1] dans S.

2. Lasphére unité S est connexe par arcs.

3. Le complémentaire de la boule unité fermée est connexe
par arcs.

4. Dans R?, le complémentaire d'un ensemble fini est
connexe par arcs.

t—
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VI

Comparaison des normes

123.  Unméme espace vectoriel E peut étre muni de différentes
normes et deux normes distinctes sur un méme espace vectoriel
définissent a priori deux topologies différentes. On n’étudie ici
que les conséquences d'un changement de norme qui ne modifie
pas la topologie de E.

Domination

124. Lanorme N; est dominée par Nj si, et seulement si, I’ap-
plicationIr : (E,Np) — (E, Np) est lipschitzienne.

125. Comparaison des topologies
On suppose que la norme Nj est dominée par la norme Nj.
125.1  Toute partie bornée pour N, est bornée pour Nj.
125.2  Toute application f : X — E qui est bornée pour N, est
aussi bornée pour Nj.
125.3 Si V est un voisinage de xg pour Ny, alors V est aussi un
voisinage de xy pour Nj.
125.4 Toute partie U de E qui est ouverte pour la norme Nj est
aussi ouverte pour la norme N,.
125.5 L'intérieur de A pour la norme Nj est contenu dans 'in-
térieur de A pour la norme Nj.
125.6 Si Np(x,) tend vers 0, alors Ny (x,) tend vers 0.
125.7 Si la suite (x)yen converge vers ¢ pour la norme Ny,
alors elle converge aussi vers ¢ pour la norme Nj.
125.8 Toute partie F de E qui est fermée pour la norme Nj est
aussi fermée pour la norme Nj.
125.9 L’adhérence de A pour la norme Nj contient I’adhérence
de A pour la norme Nj.
125.10

1. Si f estlipschitzienne de (E, N7) dans (F, ||-]|), alors f est
lipschitzienne de (E, N) dans (F, ||-||).

2. Si g estlipschitzienne de (F, ||-||) dans (E, N;), alors g est
lipschitzienne de (F, ||-||) dans (E, Ny).

(ENp) —=> (ENy) (B

(E,N2) —= (E,Nq)

125.11

1. Sifestcontinue de (E, Ny) dans (F, ||-||), alors f est conti-
nue de (E, N,) dans (F, |-])).
2. Sigestcontinue de (F
)-

nue de (F, ||]|) dans (E, Ny

,|I-l) dans (E, N;), alors g est conti-

Normes équivalentes

126.1 La norme N, est équivalente a la norme Nj si, et seule-
ment si, la norme Nj est équivalente a la norme N,.

126.2 Lesnormes Nj et N, sont équivalentes si, et seulement si,
Nj est dominée par N, et N, est dominée par Nj.

126.3 Lesnormes Nj et N, sont équivalentes si, et seulement si,
I'application I : (E,N;y) — (E, Ny) est lipschitzienne ainsi que
sa réciproque Ig : (E,Np) — (E, Nq).

127.  Comparaison des topologies

On suppose que les normes Nj et N sont équivalentes.

127.1  Une partie A C E est bornée pour Nj si, et seulement si,
elle est bornée pour Nj.

127.2  Une partie V C E est un voisinage de xo € E pour Nj si,
et seulement si, c’est un voisinage de xy pour Nj.

127.3  Une suite (a,),ecN converge pour Nj si, et seulement si,
elle converge pour N et, dans ce cas, sa limite est la méme pour
les deux normes.

127.4  Une partie F de E est fermée pour la norme N si, et seule-
ment si, elle est fermée pour la norme Nj.

127.5 Les parties ouvertes pour Nj et les parties ouvertes pour
N, sont les mémes.

2.12

127.6 L'intérieur d’une partie A est le méme pour les deux
normes Nj et Np.

127.7 L’adhérence d’une partie A est la méme pour les deux
normes Nj et Np.

127.8 Une partie de E est compacte pour Nj si, et seulement si,
elle est compacte pour Nj.
127.9  Une application f : (E
si, et seulementsi, f : (E, N,
127.10 Une apphcatlon g:

Np) — (F,||]]) est lipschitzienne
— (F,||-||) est lipschitzienne.
(F,||I-ll) = (E, Ny) est lipschitzienne
si, et seulementsi, ¢ : (F,||-||) = (E, Np) est lipschitzienne.
127.11 Une application f : (E,Ny) — (F, ||-]|) est continue si, et
seulementsi, f : (E,N,) — (F, ||-||) est continue.
127.12 Une application g : (F, ||-]|) — (E, Ny) est continue si, et
seulementsi, ¢ : (F,||-||) = (E, N2) est continue.

Entrainement

128.  Questions pour réfléchir

1. La norme Nj est dominée par N, si, et seulement si, la
boule unité B'(N>) pour la norme Nj est une partie bornée pour
la norme Nj.

2. Sila norme Nj est dominée par N, sans étre équivalente a
Ny, il existe une suite (u,),eN qui converge pour la norme Nj et
qui diverge pour la norme Nj.

3.  Les trois normes ||-||;,
sur /1(R)?

4.  Construire, pour tout n € N, une fonction f;; continue et
affine par morceaux sur [0,1] telle que

fullo =m, Mfully =C [l full,

sont-elles équivalentes

O(vn).

~>+oo

Que peut-on en déduire?

129.  Sur ¢°([a,b])
Pour toute fonction f continue sur [4, b],

Iflh < Vo—alfll, et [Ifll; < vVb—alfle

130. Normes sur un espace de suites [1.40]
On note V, I'espace des suites réelles nulles a partir d"un certain
rang.

1. Comparer les normes ||-||1, ||-||5 et ||-]| sur V.

2. On considere V comme un sous-espace de ¢*(RR) muni
de ||-||e- L'intérieur de V est vide et son adhérence est I’espace
des suites de limite nulle (en particulier, V n’est pas fermé).

131.  On consideére un espace vectoriel E sur lequel sont défi-
nies deux normes Nj et Np.

1. Onsuppose qu'il existe « > 0 tel que Nj (x) < 1 pour tout
x € E tel que Np(x) < a. Alors

Vx;éOE,VA>NZT(x), Ni(x) < A
et 1
VxeE, Np(x)< ;Nz(x).

2. Silaboule unité ouverte de E pour la norme Nj est aussi
une partie ouverte pour la norme N, alors la norme Nj est do-
minée par la norme N,.

3. On suppose qu'une partie quelconque de E est ouverte
pour la norme Nj si, et seulement si, elle est ouverte pour la
norme N,. Les normes Nj et N; sont-elles équivalentes?

132.  Suite de [1.111] — On suppose que la constante de Lip-
schitz optimale de f : (E,Ny) — (F,||-||) est égale a k.

1. Etudier les valeurs possibles pour la constante optimale
de Lipschitz pour f : (E,N;) — (F, ||-]])-

2. Exemple de fonction pour laquelle la constante de Lip-
schitz optimale est indépendante de la norme choisie?
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Questions, exercices & probléemes

Perfectionnement

133.  Exemples et contre-exemples

1. Exemple de suite (G;),en de parties ouvertes dont I'in-
tersection n’est pas un ouvert.

2.  Exemple de suite (F;),en de parties fermées dont la
réunion n’est pas un fermé.

3. Exemples de parties qui ne sont ni ouvertes, ni fermées.

4.  Exemples de parties qui sont a la fois ouvertes et fermées.

5. Exemples de parties non compactes de R.

6. Exemple de suite divergente qui n'admet qu’une seule
valeur d’adhérence.

7.a Exemple de partie fermée qui n’est pas complete.

7.b Exemple de partie compléte qui n’est pas compacte.

8. Exemple d’application continue qui n’est pas uniformé-
ment continue.

9. Exemple d’application qui est uniformément continue
sans étre lipschitzienne.

10. Exemple d’ouvert relatif & un fermé A de E qui soit un
fermé de E.
11.  Exemple de fermé relatif a un ouvert A de E qui soit un

ouvert de E.

134.  Questions pour réfléchir

1. Condition sur a, b, r et s pour que

1.2 Bs(b,s) C Be(a,r);

1.b Bg(b,s)NBs(a,r) =2;

1.c Bg(b,s) C Bo(a,r);

1.d Bo(b s) C Br(a,r);

1e Bo(a,r)NBs(b,s) =90

2. Comparer ANBet ANB; AUB et AUB.

3. Comparer (ANB)° et A°NB°; (AUB)° et A°UB°.

4. Sif : A— F est continue et si K est un compact de E, la
partie fx(KN A) de F est-elle compacte?

5. Soient A C Eet f : A — F, une fonction continue.
L'image réciproque par f de tout ouvert (resp. de tout fermé) de F
est un ouvert relatif & A (resp. un fermé relatif & A). Réciproque?

6. On consideére I'espace E des fonctions continues, intégrables
et de carré intégrable sur R .

6.2 Construire, pour tout n € N, une fonction f;; € E telle que

O(Vn).

fali =1 et Ifullz, =
6.b Construire, pour tout n € IN, une fonction g, € E telle que

gl = _©(A) et lim gl =0.

n—+

135.  Conséquences de I'inégalité triangulaire
135.1  Si A est une spheére ou une boule (ouverte ou fermée) de
rayon r, alors A est une partie bornée de diametre 2r.
135.2  Les boules (ouvertes ou fermées) sont convexes.
135.3 Soient0 < s < 7.
1. d(a,b) <r—s <= B,(b,s) C By(a,r)
2. d(a,b)>2r+s <= By(b,s)NBy(a,r) =2

136.1 Soient M et N, deux matrices semblables. Alors les ma-
trices P(M) et P(N) sont semblables, quel que soit le polyndme
P e K[X].
136.2 Soient A, une matrice diagonalisable et (B;),eN, une
suite de matrices qui converge vers la matrice B.

1. Si toutes les matrices B, sont semblables a A, alors la li-
mite B est aussi diagonalisable et méme semblable a A.

2. Ce résultat subsiste-t-il si la matrice A n’est pas diagona-
lisable?

Approfondissement

137.  Caractérisation des normes euclidiennes
Soit E, un espace vectoriel réel muni d’'une norme ||-||.
137.1 Identité du parallélogramme
Sila norme ||-|| est associée & un produit scalaire, alors
2 2 2 2

(1) VxyekE |x+yl”+Ilx -yl =2/x[" + 2]yl
et I’application

¢: EXE—=R

définie par

2  VY(xy) €ExE oy =x+yl*—[lx—yl

est un produit scalaire sur E.
137.2  Quelle que soit la norme ||-|| définie sur E, I'application ¢
définie par (2) est symétrique et

Vxe€E ¢(x,0p)=¢(0x)=0.

De plus,

VxeE ¢xx)=20 et ¢x)=0 <« x=0

et, quel que soity € E, I'application

[x = ¢(x,y)]

est continue sur E.
137.3  Sila norme ||-|| vérifie 'identité du parallélogramme (1),
alors

Yu,v,y€E,

e(uy) +o(v,y) = @(u+0,y).

On en déduit que l'application ¢ est un produit scalaire sur E.
(Cf JORDAN, Pascual et NEUMANN, J. von. On inner products in
linear, metric spaces. Annals of Mathematics, 1935, vol. 36, no 3, p.
719-723.)

138.  Classification des hyperplans
138.1  Soit H, un hyperplan de E.

1. L’adhérence H de H est un sous-espace vectoriel de E tel
que HC HC E.

2. Siac H\H,alosE=H®K-aC H.
138.2 * Un hyperplan de E est une partie fermée ou une partie dense
dans E.
138.3  Soit f, une forme linéaire non nulle sur E.

3. Lapplication f est continue si, et seulement si, son noyau
est fermé.

4. Onsuppose maintenant que f est continue. —[1.98]

4.a Lesimagesréciproques [f > 0] et [f < 0] sont des ouverts
connexes par arcs, mais leur réunion [f # 0] est un ouvert qui
n’est pas connexe par arcs.

4.b

Vxe€E, d(xKerf)=

139. Sih € £'([a,b]) vérifie
b
VneN, / Fih(t) dt = 0,
Ja
alors on peut déduire du Théoreme de Weierstrass que

Vo e €°([a,b)), /b o(t)h(t) dt = 0

et i est nulle presque partout sur [a, b].
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Pour aller plus loin

140.  Si g est une forme quadratique définie positive sur R3,
alors (M) tend vers +oo lorsque M tend vers 'infini dans R>.

141.  Caractérisations de la continuité en un point
Les propositions suivantes sont équivalentes au fait que l'appli-
cation f : E — F est continue au point xy € E.

1. Ye>0,37>0, fi(Bf(xo,1)) C Bs(f(x0),¢)
2. VW eP(f(x0)), 3V € ¥(x0), fu(V)CW
3. YWe ¥ (f(xo), [feW]e (x)

142. Continuité uniforme

142.1  Une partie V est un voisinage de xy € E si, et seulement
si, il existe un voisinage V) de O tel que

V=xg+Vo={xo+x xeV}

142.2 L'application f : E — F est continue au point xg si, et
seulement si :

VW e ¥ (f(x0)), [f € W]€ Yalxo)

ce qui équivaut a:
VW e "/ﬁ:(f(xO)), 3V e ¥:(0g), f*(XQ +V)cw.

Le voisinage V dépend bien stir du voisinage W choisi, mais aussi
du point xy considéré.

142.3 L'application f : E — F est uniformément continue
lorsque

VW € "//1:(0}:), dV e VE(OE),VXQ € E,
felxo+V) C (f(x0) + Wo).

143.  Applications localement lipschitziennes
Une fonction f : E — F est localement lipschitzienne lorsque,
pour tout xg € E, il existe un voisinage V de x( sur lequel f est
lipschitzienne.

1.  Exemples d’applications localement lipschitziennes.

2. Une application localement lipschitzienne est continue.

3. Une application localement lipschitzienne est-elle unifor-
mément continue ?

4. Sif : E — F estlocalement lipschitzienne, alors la res-
triction de f a une partie compacte quelconque de E est lipschit-
zienne.

144. Connexité de R

1441 Soit A, une partie de R qui est a la fois ouverte et fermée.
On suppose qu'il existe xp € A etyg ¢ A avec xp < yp et on
considere ’ensemble

I={xeA: [x,x]CA}

1. L’ensemble I admet une borne supérieure x;.

2. L'ensemble I est donc égal a [xg,x1[ ou a [xp, x1] et ces
deux éventualités sont absurdes.

3. Les seules parties de R qui sont a la fois ouvertes et fer-
mées sont & et R.
144.2 Plus généralement, la seule partie non vide d'un inter-
valle I qui soient a la fois ouvertes et fermées relativement a I est
l'intervalle I lui-méme.

145. Connexité d’un espace vectoriel
Soit (E, ||-||), un espace vectoriel normé. Si une partie A de E est
a la fois ouverte et fermée, alors A est vide ou égale a E.

146.  Sous-groupes additifs de R

Les sous-groupes additifs stricts de IR sont de deux types : les uns
sont fermés et en général isomorphes a Z tandis que les autres
sont denses dans R.

146.1 Classification des sous-groupes additifs de R

Soit H, un sous-groupe de (IR, +), distinct de {0} : on pose

a=inf{x € H : x > 0}.

1.  Onsuppose que a = 0 et on se donne ¢ > 0.

1.a Ilexistexp € Htelque 0 < xg < e.

1.b  Pour tout x € R, il existe k € Z tel que |x — kxg| < «.

1.c Le sous-groupe H est une partie dense de R.

2. Onsuppose que a > 0.

2.a Il existe une suite d’éléments strictement positifs de H qui
converge vers a.

2b Ilexistee > 0telque HN]a,a+¢[ = @.

2.c Lesous-groupe H contient a et H = aZ.

2.d Lesous-groupe H est fermé.

3.a  Un sous-groupe H de (R, +), distinct de R, est fermé si,
et seulement si, il existe a € R tel que H = aZ.

3.b  Soient a et b, deux réels strictement positifs tels que le
quotient b/a ne soit pas rationnel. L'ensemble

aZ+ b7 = {pa+qb, (p,q) € ZZ}

est un sous-groupe de (R, +) qui est dense dans R.
146.2 Fonctions continues périodiques

4.a Lensemble des périodes d'une fonction f € ¢°(RR, E) est
un sous-groupe fermé de (R, +).

4b Sif € €%(R,E) est périodique mais pas constante, elle
admet une plus petite période strictement positive.

147.  Soit F, une partie finie d’un espace vectoriel normé.
Construire un algorithme calculant

min d(x, y)
yEF

x#y

et évaluer la complexité de cet algorithme.

148.  Limite supérieure, limite inférieure
Soit () eN, une suite réelle bornée. Pour tout n € N, on pose
Qu ={ug, k=n}, v,=infQy,, w,=supQy.

1. Démontrer que les suites (v,),en et (wy)pen sont bien
définies et qu’elles convergent.
On note V et W, les limites respectives des suites (v;),en et
(Wn)nen-

2. Soit £ € R, une valeur d’adhérence de la suite (u,),eN-
Démontrer que V < £ < W.

3. Démontrer que V et W sont des valeurs d’adhérence de
la suite (#7)peN-

4. Démontrer que la suite (1#,),eN converge si, et seulement
si, les deux suites (v ) eN et (Wn)yeN sont adjacentes.

Les réels V et W sont appelés respectivement limite inférieure et li-
mite supérieure de la suite (1) en. Ces deux "limites” ont un sens
méme lorsque la suite (uy),eN ne converge pas et coincident avec la
limite de (uy)nen lorsque cette suite converge : ces deux notions sont
donc treés pratiques !



