1
Normes

Borne supérieure, borne inférieure

I.1 Axiome de la borne supérieure

1. Soit A, une partie de R. On note M(A), I'ensemble des
majorants de A :

MeMA) < Vxe A, x<M
etm(A), I'ensemble des minorants de A :
mem(A) < Vxe A, m<ux

1.1 # Une partie A de R admet une borne supérieure lorsque I'en-
semble M(A) de ses majorants admet un plus petit élément. Dans ce
cas, min M (A) est noté sup(A).

1.2 # Une partie A de R admet une borne inférieure lorsque I'en-
semble m(A) de ses minorants admet un plus grand élément. Dans ce
cas, maxm(A) est noté inf(A).

2. Borne supérieure et maximum

2.1 = Sila partie A admet un plus grand élément, alors elle admet
aussi une borne supérieure et de plus sup(A) = max(A).

2.2 = Si A admet une borne supérieure et si cette borne appartient a
A, alors c’est le plus grand élément de A, soit : sup(A) = max(A).

3. Axiome de la borne supérieure

Les deux énoncés suivants sont équivalents.

3.1 = Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supé-
rieure.

3.2 = Toute partie non vide et minorée de R admet une borne infé-
rieure.

1.2 Borne supérieure et inégalités

4. Majoration par le sup
41 = La borne supérieure de A est un majorant de A :

VxeA, x < sup(A).

4.2 Soit A C IR, non vide et majorée. S'il existe une suite
d’éléments de A qui converge vers /, alors £ < sup(A).
4.3 = Pour toute partie bornée et non vide A C R,

inf(A) < sup(A).

5. Caractérisation séquentielle
Soit A, une partie non vide et bornée de RR.
5.1 II existe une suite d’éléments de A qui converge vers

sup(A) et une suite d’éléments de A qui converge vers inf(A).
5.2 = Un majorant M de A est égal a sup(A) si, et seulement si, il
existe une suite d'éléments de A qui converge vers M.

5.3 Si B est une partie non majorée de IR, alors il existe une
suite d’éléments de B qui tend vers +co.

6. Passage a la borne supérieure
Connaissant une majoration par une quantité indépendante d’un
parametre x, on peut passer a la borne supérieure sur ce para-
metre.
Cette opération est analogue au passage a la limite pour une
suite convergente, qui fait passer d’une propriété vraie a partir
d’un certain rang a une propriété de la limite. —[4.2]
6.1 = Si A est une partie non vide et majorée par M :

VxeA, x<M

alors :
sup(A) < M.

6.2 = Sif : A — Restunefonction majorée par M :

Vyxe A, f(x)<M

alors
sup f(x) < M.
xEA

7. Passage a la borne inférieure

7.1 = Si A est une partie non vide et minorée par m :

VxeA, x>m

alors on peut passer a la borne inférieure dans cette inégalité :
inf(A) > m.
72 = Sif : X = Rest une fonction minorée par m :
VxeX, f(x)=m
alors on peut passer a la borne inférieure dans cette inégalité :

inf > m.
Inf f(x) > m

8. = Monotonie des opérateurs

Soient A et B, deux parties de R qui admettent chacune une borne
supérieure et une borne inférieure.

Si A C B, alors

inf(B) <inf(A) et sup(A) <sup(B).

9. = Soit A, une partie non vide et bornée de IR.

VA>0, sup(AA)=Asup(A) et inf(AA) = Ainf(A).

10. = Soient A et B, deux parties non vides et bornées de IR.

sup(A + B) < sup(A) + sup(B)
inf(A + B) > inf(A) + inf(B)

Entrainement

11. Questions pour réfléchir

1. Décrire M() et m(2).

2. Condition pour que M(A) (resp. m(A)) soit une partie non
vide de RR.

3. Conditions pour qu'une partie admette un plus grand élé-
ment ?

4. Exemple de partie A C IR admettant une borne supérieure
mais pas de plus grand élément ?

5. Soient A, une partie de R admettant une borne supérieure
M et e>0.

5.a |l existe xe € A tel que M —e < xe < M.

5.b Existe-t-il ye € A tel que M —e <y, < M7

6. Soient f et g, deux fonctions bornées de R dans RR.

6.a

sup [f(x) + g(x)] < sup f(x) + sup g(x)
xeR xeR xeR

6.0 Méme si les deux fonctions f et g atteignent un maximum,
leur somme f + ¢ n’atteint pas nécessairement un maximum.

7. Condition sur A C R pour que inf(A) = sup(A).

8. Suite de [9] — Examiner les cas A =0 et A < 0.
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9. On suppose que

VxeA x<M.

Comparer sup(A) et M : le passage a la borne supérieure conserve-
t-il les inégalités strictes ?
10.  Siu; <vj pour tout i € I et tout j € ], alors

infu; < supu; < info; < supo;.
iel iel j€J j€J
Illustrer ce résultat par une figure.
11.  Siu; < v; pour tout i € I, alors
infu; <infov; et supu; <supo;.
ier ' der ! 16? ! 16? "

Comparer sup;; u; et infic;v; (3 I'aide d'une figure).

12. Si A C R est une partie bornée non vide, alors il existe
une suite d’éléments de A qui converge vers sup(A).

13. On suppose que A admet M pour borne supérieure.

1. Si (un)pen est une suite d’éléments de A qui converge
vers M, alors on peut extraire une suite croissante (u fP("))”EN qui
converge vers M. Il existe donc une suite croissante d’éléments
de A qui converge vers M.

2. Existe-t-il une suite strictement croissante d’éléments de
A qui converge vers M?

Interversion des bornes

14. Soit (U j) (i j)erx ), une famille réelle bornée.
141 Pour tout i cl,
infU;; < infsup Uy ;.
je] jeJ kel
142 Pour toute famille réelle (U; ;) ; ;)1 bornée ou non,
supinfl;; < infsup U; ;.
iel jeJ jeJ iel
143 AvecU;; = ﬁ pour (i,j) € N* x N*, I'inégalité entre les
bornes est stricte.
15. Nous allons considérer ici des parties de IR qui ne sont
pas nécessairement bornées.
15.1  Conventions

Nous suivrons ici les conventions suivantes :
— Si A C R n’est pas majorée, alors sup(A) = +oo.

— Si A C R n’est pas minorée, alors inf(A) = —oo.

Avec ces conventions, toute suite croissante tend vers sa borne
supérieure et toute suite décroissante tend vers sa borne infé-
rieure.

1. Soit A C R, non vide. Que la partie A soit bornée ou non,
il existe une suite (1), en d’éléments de A qui tend vers sup(A)
et une suite (v,),ecN d’éléments de A qui tend vers inf(A).

2. Si A C B, alorsinf(B) < inf(A) etsup(A) < sup(B).

3. Quels que soient A C Rnonvideet A € RY,

sup(AA) = Asup(A) et inf(AA) = Ainf(A).

4.  Lesautres propriétés des bornes perdent tout intérét pour

des parties non bornées :

— On peut toujours majorer par +oco (ou minorer par —co),
mais c’est sans aucune utilité;

— Le passage au sup (resp. a I'inf) suppose I'existence d"un ma-
jorant (resp. d’un minorant) réel et est donc sans objet.

152 On considere une famille réelle (U; ;) ; ;1 et on pose
M= sup U
(ij)elx]

que cette quantité soit réelle ou infinie.

1.2

5. Si M’ est un réel tel que M’ < M, alors il existe iy € I et
jo € ] tels que

M < U, i <M

io,jo

donc

M’ <supsup U;; <
iel jej

M et M <supsup U;; < M.
je] iel

6.  Pour toute famille réelle (U; ;) ; ;e bornée ounon,

ij)

infinf U;

supsup U; ; = supsup U;; et 1nf inf U; infinf

ij =
iel jeJ jeJ i€l elje]

ij

16. Théoréme de Fubini-Tonelli [15]

1. Si Y x, est une série de terme général positif, alors la
somme infinie Zn o Xn @ un sens, que la série soit convergente
ou divergente :

—+o0
Xy, = lim xp=sup Y xn € Ry U{+oo}.
T;) N—oo EO NeN nZ

2. Soit (un,p) (n,p)en2, une famille de réels positifs. Quels que
soienti € Netj € N, on pose

i jooi
=Y Yitmp=) ) u
n=0p=0 p=0n=0

Que la famille (uy,p)( )eN2 soit sommable ou non,

n,p

(£ E(Em)

II

Distances dans un espace vectoriel

17. Une norme sert a mesurer la distance qui sépare deux
points. On peut ainsi définir la notion de suite convergente, puis
de la notion de fonction continue.

18. Norme associée a un produit scalaire
Un espace préhilbertien réel est un espace vectoriel E sur le corps
K = R muni d'un produit scalaire, c’est-a-dire d"une application

1)

bilinéaire, symétrique et définie positive.
18.1  Lanorme associée a ce produit scalaire est définie par

:EXE—R

VxeE, |x||=+/(x]x).
18.2 = Inégalité de Schwarz
Le produit scalaire et la norme vérifient I'inégalité de Schwarz :

Vx,y€E |{(x|y)|<

[l {1yl

18.3 = Cas d’égalité
En supposant que x # Og, si | (x|y) | = ||x|| ly||, alors il existe un
réel A tel quey = A - x.
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II.1 Espaces vectoriels normés

19. #o Soit E, un espace vectoriel réel ou complexe. Le corps des sca-
laires est noté IK.
On appelle norme sur E toute application N : E — Ry

19.1  quisépare les points :
N(x) =0 <= x=0g
19.2  est absolument homogene :
V(A x) e KxE, N(Ax) = |A|N(x)
19.3 et vérifie 'inégalité triangulaire :
V(x,y) € EXE, N(x+y)<N(x)+N(y).
20. Inégalité triangulaire

L'inégalité [19.3] peut étre généralisée au cas d"une combinaison
linéaire quelconque et exprimée sous la forme plus forte de I’en-
cadrement [20.2].

20.1  Quels que soient les vecteurs xq, ..
laires aq, ..

., Xp dans E et les sca-
.7 “Yll

n

N(i ”‘kxk) < ) ] N(xg)-
k=1

k=1
20.2 = Si N est une norme sur E, alors
IN(x) = N(y)| < N(x £y) < N(x) + N(y)

quels que soient x et y dans E.

21.1 # Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel E sur le-
quel est défini une norme N.

212 Larestriction d"une norme N sur E & un sous-espace vec-
toriel F de E est une norme sur F.

21.3 # Soient (E,N), un espace vectoriel normé et F, un sous-espace
vectoriel de E. La norme induite par N sur le sous-espace F est la
restriction de N a F.

22. Exemples fondamentaux

22,1 Lavaleur absolue est une norme sur R.

222 Le module est une norme sur C (vu comme un espace
vectoriel réel aussi bien que comme un espace vectoriel com-
plexe).

22.3 # Soit (- |-), un produit scalaire sur 'espace vectoriel réel E. La
norme associée au produit scalaire (- |-) est définie par

[x]| =4/ (x]x).
23. Vecteurs unitaires

Soit N, une norme sur l’espace vectoriel E.
23.1 # Un vecteur x € E est unitaire lorsque N(x) = 1.

23.2 # La sphere unité S' de (E, N) est définie par

Vx€E,

§'=[N(x) =1].

23.3 = Pour tout vecteur x € E non nul, il existe un scalaire A > 0
et un vecteur u € S! tels que

X = Au.

Cette factorisation de x est unique.

Distance associée a une norme

24. #v La distance associée a la norme N sur E est I'application
d: EXE—= Ry
définie par

V(x,y) € EXE, d(x,y)=N(x—y).

25. = Ladistance d associée a une norme N est une application

25.1  symétrique:
V(x,y) € EXE, d(x,y)=d(y x)
25.2  quisépare les points :
dix,y) =0 < x=y
25.3  quivérifie I'inégalité triangulaire :

V(x,y,z) EEXEXE, d(x,z)<d(x,y)+d(y,z).
26. = Ladistance d associée a une norme N est aussi invariante par
translation :

V(x,y,z) EEXEXE, dx+zy+z)=d(xy).
27. Notion générale de distance
271 A chaque produit scalaire est associée une norme [22.3],
mais il existe des normes qui ne sont pas associées a un produit
scalaire. —[2.138]
272 On peut définir une notion générale de distance : toute
application, définie sur une partie E (qui n’est pas nécessaire-
ment un espace vectoriel), qui vérifie les propriétés [25] est une
distance sur E. Un ensemble E sur lequel est définie une distance
est appelé un espace métrique.
27.3  Si toute norme sur un espace vectoriel est associée a une
distance [24], certaines distances ne sont pas associées a une
norme (autrement dit : certains espaces métriques ne sont pas
des espaces vectoriels normés). —[156]
27.4  On prendra soin de constater que toutes les notions topo-
logiques définies dans un espace vectoriel normé peuvent en fait
étre formulées a 1’aide de la distance associée a la norme.

Parties bornées
28.1 #» Une partie A de E est bornée pour la norme N lorsque
IM>0, Vxe A, N(x) <M.

28.2 # Une application f : X — E est bornée pour la norme N sur
E lorsque son image f.(X) est une partie bornée de E :

IM>0VxeX, N(f(x))<M.
29. & Laboule unité fermée B} et la boule unité ouverte B} sont
définies par
Bf=[N(x)<1] et By=[N(x)<1].

30.1 # La sphere de centre a € E et de rayon r pour la norme N est
définie par

S(a,r) = [N(x —a) =r] = [d(x,a) =1].

30.2  Spheres euclidiennes de rayon r et de centre a pour la
norme euclidienne canonique (4 gauche) et (a droite) pour la
norme définie par

2 3 2 3 2 1
[[ae]| :7ux+1uy+§uxuy.

_ 2
Vu= (uy,uy) € R, 4

13
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30.3  Spheres de rayon r et de centre a pour la norme produit (a
gauche) :

Vu= (uyuy) € R?,  ||ullo, = max{|uy], |uy |}
et (a droite) pour la norme définie par

Vu = (ux,uy) € R?, ully = |ux| + |uy].

ot

31.1 # La boule fermée de centre a € E et de rayon v pour la norme
N est définie par

Br(a,r) =[x —al| < 7] = [d(x,a) <7].

31.2 # Laboule ouverte de centre a € E et de rayon r pour la norme
N est définie par

Bo(a,r) = [||lx —a|| <r] = [d(x,a) <71].

313  Laboule fermée de centre a € E et de rayon r est I'union
(disjointe) de la sphere de centre a et de rayon r et de la boule
ouverte de centre a et de rayon r.

Bo(a,r) & Bo(a,r) US(a,r) = Bs(a,r)

32. = Une partie de E est bornée si, et seulement si, elle est contenue
dans une boule (ouverte ou fermée).

Normes sous-multiplicatives

33. Certains espaces vectoriels (R, C, M, (K), K[X], K(X),
L(E), #(Q,K)...) sont également munis d’une structure d’an-
neau, qui en font des algebres (associatives unitaires).

Sur de tels espaces vectoriels, certaines normes sont plus utiles
que d’autres.

34. @ Soit (E,+, X, ), une algebre associative unitaire. Une norme
N est sous-multiplicative sur E lorsque

Vx,y€E, N(x xy) < N(x).N(y).
35. La valeur absolue sur R et le module sur C sont deux
normes sous-multiplicatives.

II.2 Exemples de normes

36. # Norme produit
Soient (E1, Ny), ..., (Eg, Ny), des espaces vectoriels normés. On consi-
dere I'espace vectoriel produit :

E=E1XE2X--~XEd.

La norme produit sur E est définie par

I lleo

[ €loo = max Ni(xk).

V= (x,. 1<k<d

.,Xd) S E,

Exemples en dimension finie

37. Norme associée a une base
Soient # = (eq,...,e4), une base de E et #* =
base duale. L'application Ngz : E — R définie par

(ei‘,...,e;), la

Vx€E, Ng(x) = max |ef(x)]

1<k<d

est une norme sur E.

14

38. Normes sur K
Les normes usuelles sur K9 sont les suivantes :
38.1 # La norme euclidienne canonique sur R :

vx:(xll'-'/xd)l HXHZZ

38.2 # La norme produit sur K¢ :

€[ = max |x]

1<k<d
et la norme définie par
d
el = 3ol
k=1
39. Normes sur des espaces de matrices

De méme, l'espace 9M;,,(K) des matrices est muni de trois
normes usuelles.

Soit A = (ai,j)lgignrlgjgp S Dﬁn,p(]K).

39.1 # La norme euclidienne canonique sur M, ,(R.) est définie
par

|All, = 2.

n P

) ) laij
i=1j=1
39.2  La norme euclidienne canonique |-||, est sous-multipli-
cative sur M, (R).

39.3 # Pour tout A € My,p(K),

n P
[All; =) ) laij

i=1j=1

et [|Allo= 1121,a<>§1|ﬂi,j
1<j<p

39.4  L'application définie sur 91, (KK) par

n

Al = max a
Al 1<k<n€§1‘ k0

est une norme sous-multiplicative sur M, (K).

Espaces de fonctions bornées

40. On se restreint pour le moment a considérer seulement
des fonctions bornées.
40.1 # Soient (E, N), un espace vectoriel normé et X, un ensemble non
vide. La norme (de la convergence) uniforme (sur X) sur l'espace
PB(X, E) des applications bornées de X dans E est définie par
VfeBXE),  |fle=supN(f(x)).

xeX
40.2 = La norme de la convergence uniforme sur (X, R) est sous-
multiplicative.

40.3  L'espace E = ¢'(I) des fonctions de classe ! sur le seg-
ment [ = [a,b] peut étre normé par

1fllee = Slé}IDN(f(X)) oupar ||fllgr = [l flleo + 1 lco-

40.4 # Sil'intervalle I est un segment : I = [a,b], alors 'espace des
fonctions continues sur I peut étre muni de la norme de la conver-
gence en moyenne sur [ :

VFETWK),  Iflh = [ IF0)]de
avec K = Rou KK = C.

40.5 # De méme, il peut étre muni de la norme de la convergence
en moyenne quadratique sur I, définie par

VFEEWK),  Ifl=y/ [ IFof e
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Espaces de suites

41.1 #» Suites bornées
On note (> (KK), I'espace vectoriel des suites bornées d’éléments de K :

uel®K) <= IM>0,VkeN, |u] <M
et la norme naturelle sur I'espace (> (K) est définie par

[[4]loo = sup [u]-
keIN

41.2 # Familles sommables

Une suite (uy )ren d'éléments de K est sommable lorsque la série de
terme général positif Y _|uy| est convergente.

L'espace vectoriel des suites sommables est noté ¢ (IK) et la norme na-
turelle sur I'espace ¢ (IK) est définie par

—+00
lually = 3 Juag.
k=0

41.3 # Familles de carré sommable
Une suite u d'éléments de K est dite de carré sommable lorsque la

série ) u% est absolument convergente.
L'espace vectoriel des suites de carré sommable est noté (% (IK).
La norme naturelle sur (%(IK) est définie par

—+o0
lually = | 3l
k=0

II1.3 Parties convexes

42, Structure affine d’un espace vectoriel

Soit E, un espace vectoriel. Les vecteurs de E seront ici appelés
des points et notés avec des lettres majuscules.

421 Quels que soient les points A et B, il existe un, et un seul,
vecteur u# € E tel que le point B soit I'image du point A par la
translation de vecteur u.

422  Ce vecteur u est noté AB, si bien que
B=A+AB.
423 On considere des scalaires a4, ..., & tels que

n
Z N = 1.
k=1

Quels que soient les points Ay, ..., Ay, BetO,

n n
B:Z“k'Ak@Z“k’BAkZOE
k=1 k=1

n
< OB= Z’xk'OAk'
k=1

43.
43.1 % On considere un systeme pondéré, c’est-a-dire une famille
finie de couples (Ag, ay) € E x K dont le poids total n'est pas nul :

n
a:szk#O.
k=1

43.2 # Le barycentre du systeme pondéré

[(Akr i) 1<k
de poids total w est le point G € E défini par

171
G=—- ay - Ag.
“k;lk K

43.3 # Un point G de E est une combinaison convexe des points
(Ax)1<k<n de E lorsqu’il existe une famille de réels (o)1 <<y tels que

n
G= Z DékAk.

n
V1<k<n a>0, Y a=1 et
k=1 k=1

43.4 # L'isobarycentre des points (Ax)1<k<n de E est le barycentre
du systeme pondéré [(Ag, 1)]1<k<n

1 n
G=- .
n
k=1
44. Exemples géométriques simples

Soient A et B, deux points distincts.
441  Ladroite (AB), définies par

(AB)={A+A-AB, A € R},

est ’ensemble des barycentres de A et B.
44.2 # Le segment [A, B] est I'ensemble des combinaisons convexes
de AetB:

[A,B] = {(1-t)A+1B, t € [0,1]}.
44.3 & Soient A, B et C, trois points. Le triangle ABC est I'ensemble
des combinaisons convexes de A, B et C.
45.1 # Une partie K C E est convexe lorsque

V(A,B) €K%  [AB]CK.

45.2 = L’intersection d’'une famille de parties convexes de E est une
partie convexe de E.

45.3 = Une partie K C E est convexe si, et seulement si, toute combi-
naison convexe de points de K appartient a K.

46. Exemples et contre-exemple

46.1  Les intervalles sont les parties convexes de IR.
46.2  Tout triangle est convexe.

46.3  Tout sous-espace vectoriel de E est convexe.
46.4

47. = Soit (E, N), un espace vectoriel normé. Quel que soit a € E et
r > 0, la boule ouverte et la boule fermée de centre a et de rayon r sont
convexes.

48. Soit A, une partie non vide d"un espace vectoriel E.

48.1  Lintersection des parties convexes de E qui contiennent
A est la plus petite partie convexe de E contenant A.

48.2 # ['enveloppe convexe d'une partie A est la plus petite partie
convexe de E contenant A.

48.3  L'enveloppe convexe d'une partie A est I'ensemble des
combinaisons convexes de points de A.

Entrainement

49. Questions pour réfléchir

1. On suppose que x et y sont deux vecteurs non nuls d'un
espace préhilbertien.

1.a |l existe un, et un seul, réel 6 € [0, 7] tel que

cosf = {xly) .
[l vl

1.b  Que représente ce réel ?

1.c Préciser le cas d'égalité de I'inégalité de Schwarz [18.3].

2. Un sous-espace vectoriel est-il une partie bornée ?

3. Une intersection de parties bornées est-elle bornée 7

4.  Condition pour que |'union d'une famille de parties bornées
soit encore bornée.

5. Le complémentaire d'une partie bornée est-il borné?

6.  Une application linéaire est-elle bornée ?

15
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7. Soient Nj et N, deux normes distinctes sur E. Il existe un
vecteur x € E unitaire pour Ny sans étre unitaire pour N».

8. Quedire d'un vecteur x € E dont la norme N(x) ne dépend
pas de la norme N définie sur E?

9. La sphere unité et la boule unité sont-elles des parties bor-
nées ? des sous-espaces vectoriels 7

10.  Quels que soient a € E et r > 0, la sphére S(a,r) n’est pas
vide.

11.  Toute boule ouverte (resp. fermée) de rayon strictement po-
sitif contient une boule fermée (resp. ouverte) de rayon strictement
positif.

12.a  Une boule ouverte est I'union d’une suite croissante (pour
C) de boules fermées.

12.b  Une boule fermée est I'intersection d'une suite décroissante
(pour C) de boules ouvertes.

13.  La sphére S(a,r) et les boules Bs(a,r) et Bo(a,r) sont les
images réciproques respectives de {r}, [0,7] et |—oo,r[ par 'appli-
cation [x — d(x,a)].

14.  Soient Nj et Np, deux normes sur E. On suppose qu'il existe
ag € E et ryp > 0 tels que les sphéres de centre aj et de rayon rg
soient les mémes pour les normes N; et N>. Comparer les normes
Nj et N».

15. Si K est convexe, alors, quels que soient les points A, B et
C dans K, le triangle ABC est contenu dans K.

16.  L'union de deux parties convexes de E est-elle une partie
convexe de E?

17.  Tout sous-espace affine de E est convexe.

18.  Une sphére de rayon r > 0 n’est pas convexe.

19.  Les parties convexes du [46.4] ne sont pas des boules. Pour-
quoi?

20. Si A et B sont deux parties convexes non vides de I'espace
vectoriel E, alors

A+B={x+y, (x,y) € AxB}
est une partie convexe de E.

50. Soient (F, ||-]|), un espace vectoriel normé et f € L(E, F).
L'application N¢ : E — R4 définie par

VxeE, Ne(x)=|f)

est une norme sur E si, et seulement si, f est injective.

51. On considére une norme ||-|| sur I'espace M, ;(IK). On
suppose que (ug)ren est une suite convergente de scalaires qui
tend vers le scalaire ¢.

Quelle que soit la colonne X € M, 1(K), la suite (uy - X)pen
converge vers { - X.

52. Suite de [40.4] — L'application [f + || f||;] n’est pas une
norme sur I'espace €% ([a, b],IR) des applications continues par
morceaux sur le segment [a, b].

53. Suite de [37] — L'application N7 : E — R définie par

d
Vx€eE, Ni(x)=) |ef(x)]
k=1
est une norme sur E.

54. On suppose que ||-|| est la norme associée a un produit
scalaire (-|-) sur E. Pour tout x € E,

lx[ = max | (x|y)| = max |(x|y)|= sup [(x]y)|.
lyl=1 lyl<1 lyll<1

55. Soit F, un sous-espace vectoriel de E qui contient Ay, ...,
Ay. Tout barycentre de Ay, ..., A, appartienta F.

56. Quel que soit le scalaire A # 0, les systemes pondérés

[(Avar)licksn et [(Ag Aag)li<ksn

ont méme barycentre.
57. Soit G, le barycentre du systeme pondéré [( Ay, ax)]1<k<n-

Si f : E — F est une application linéaire, alors f(G) est le bary-
centre du systeme pondéré [(f(Ax), ax)]1<k<n-

1.6

Inégalités de Holder et de Minkowski

58. % Deux réels p et q strictement supérieurs a 1 tels que

sont dits conjugués®.

59. Inégalité de Holder

Soient p et g, deux réels conjugués [58].

59.1 # Pour tout réel p > 1 et tout x = (x1,..

d 1/p
Il = (z\ka) .

k=1

L Xq) € K4, on pose

1. Soient x = (x1,...,x4) ety = (y1,...,y4) dans K tels
que [[x[|, = Hqu = 1. Alors, par concavité de n,

v1<i<d,

P 19
gl < 107 1

d
et ) |xy| <1
P i=1

2. Onendéduitl'inégalité de Holder :
d d 4
V(ry) € KO K Y |xiyil < [lxf,llyll,-
i=1

60. Normes sur K¢ [59]
60.1
1. Que devient I'inégalité de Holder pour p = 2?
2. Analogue de l'inégalité de Holder pour la norme ||-||; ?
60.2
3. Quels que soient x et y dans K¢, pour tout1 <i <d,

xi+ yil? < x| |x vl P+ Lyl |+l P

d
Y1+ wil? < (llxll, + llyl,) lx + w11/
i=1

5. Inégalité de Minkowski
L'inégalité de Minkowski est un cas d’inégalité triangulaire :

Vp>1 Vg ek, |x+yl, < lxl, + v,

6. Lapplication [x — [[x[| ] est une norme sur K7

60.3  Soit x € K.
7. Il existe un indice 1 < i < d tel que |x;| soit maximal. Cet
indice est-il unique?

8.
Il = tim_ ]
61. Normes naturelles sur des espaces de suites

Soient p et g, deux réels conjugués [58].
61.1  Pour tout p > 1, 'ensemble ¢P(KK) des suites (uy)ren a
valeurs dans K telles que la série

Lup

soit absolument convergente est un espace vectoriel qui contient

l'espace ¢! (IK) des suites sommables.
61.2 # On pose

400 1/p
vuer®, ful,=(Llul)
k=0
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613 Siu € (P(K)etov € ¢1(K), alors la série Y uyvy est abso-
lument convergente et

—+oo

Y lugox] < flull, o]l

k=0

L'application [u + [|ul| ] est une norme sur ¢¥ ().

61.4  Pour toute suite sommable u € ¢!(KK),

ltlleo = Himn, -

62. Normes sur ¢ (1)

Soit I, un intervalle de R. Pour tout réel p > 1, on note £/ (I),
I'ensemble des fonctions f, continues sur [ telles que |f|? soit
intégrable sur I et on pose

1/p
vredw, I, = ([lrora)

On considere deux réels conjugués p et q [58].
1. Sife Ll (I)etg e £1(I),alors le produit fg est continu
et intégrable sur [ et

£l < I gl
2. Sifetgappartiennenta Zf (I), alors f +g € ZF(I) et
1f+ &l < [1£1l, + llgll,-

3. Pourtout p > 1, ’ensemble £/ (I) est un espace vectoriel
et ||-||, est une norme sur EZ400)

4.  On suppose que I est un intervalle borné et on note
Z2(I),I'ensemble des fonctions continues et bornées sur I.

4.a

Vp>1, Z(1) C 2

4b Soient f € £°(I) ete > 0. Il existe un intervalle ouvert

non vide |xg — &, xg + a[ C I tel que

flleo =& < fC] < 1 flleo-

Vx € lxg—a,xg+af,

4.c
vfeZZD), flle = tim £l
III
Suites et séries de vecteurs
63. On se place dans un espace vectoriel E, normé par |-|.

Toutes les propriétés énoncées sont relatives a la norme ||-|| qui a
été choisie.
64. Suites convergentes
64.1 # Une suite (a,),enN de vecteurs de E converge vers a € E
pour la norme ||-|| lorsque
lim ||ay —a|| =0.
i e~ al
64.2  Unicité de la limite
Si une suite (a,),en converge vers a et vers b pour la méme
norme ||-||, alors a = b.
64.3 # Une suite (1, )yen d'éléments de E est convergente (pour la
norme ||-||) lorsqu'il existe a € E tel que
lim |la, —al| = 0.
n—-+4oo
Dans ce cas, a est 1a limite (pour la norme ||-||) de la suite (ay) yeN-
644  Meéthode
La suite (a,,)ne]N converge vers 4 si, et seulement si, il existe une

suite réelle (¢;;),cn de limite nulle telle que
VneN, |an—al| <en.

64.5 # Une suite est divergente (pour |-||) lorsqu’elle n'est pas
convergente pour ||-||.

III.1 Séries de vecteurs

65. Les séries sont des suites d'un genre particulier : 1'idée
fondamentale est que les séries sont aux suites ce que les primitives
sont aux fonctions.

65.1 4 La série de terme général 1, est une suite notée ) uy.

65.2 # Pour tout n € N, la somme

n
Sn:M0+M1+"'+Mn:ZMk
k=0

est la n-ieme somme partielle de la série ) u,.

65.3  Etudier la série Y uy, c'est étudier les propriétés de la
suite (5;),en des sommes partielles qui se déduisent du terme
général u,.

66. Pour que les sommes partielles soient définies, il suffit
que les termes 1, de la série appartiennent a un espace vectoriel.
On considérera dorénavant que le terme général u,, appartient a
un espace vectoriel E, lequel est muni d’une norme ||-||, ce qui
permet de définir les notions de suite convergente et de suite diver-
gente.

Nature d’une série

67. Etudier la nature d’une série, c’est chercher si elle est
convergente ou divergente.

67.1 # Une série y_uy est convergente lorsque la suite (Sy)pen de
ses sommes partielles est convergente : la série y_ uy est convergente si,
et seulement si, il existe un vecteur S € E tel que

lim IS, — S|l = 0.

67.2 # La somme d’une série convergente est la limite de la suite de
ses sommes partielles. Elle est notée

—+o0
Y .
n=0

67.3 #» Une série est divergente quand elle n’est pas convergente.

68. Restes d’une série convergente

11 faut considérer la n-iéme somme partielle d"une série conver-
gente comme une valeur approchée de sa somme. Le reste
d’ordre n est alors l'erreur absolue commise en assimilant la
somme a la n-ieme somme partielle.

68.1 4o Soit Y uy, une série convergente. Pour tout N € N, le reste
d’ordre N est le vecteur Ry défini par la relation suivante.

+00 N
Z U, = Z uy + Ry
n=0 n=0

68.2 % Par analogie avec la relation de Chasles, le reste d’ordre N est
aussi noté
—+00
Yt
n=N-+1
Le terme up_ 1, premier terme du reste d’ordre N, est appelé premier
terme négligé.

68.3 = La suite (Ry),eN des restes d'une série convergente est une
suite de limite nulle.

III.2 Propriétés des suites convergentes
69. = Toute suite convergente est bornée.

70. = Sila suite (de vecteurs) (un),eN converge vers £ € E, alors

m fun | = [
n——+00

(convergence d'une suite réelle).
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Linéarité
71. = Siles suites (ay)nenN, (bn)nen et (An)neN convergent respec-
tivement versa € E,b € E et A € K, alors

711 lasuite (ay + by)nen converge vers (a +b);
712 lasuite (Ayan)yeN converge vers (Aa).

72.1 # La somme des deux séries Y u, et Y vy, est la série de terme
général (uy + vy).

72.2 # La combinaison linéaire A Y_ 1, + Y v, est la série de terme
général (Auy + vy).

723 = Si )y uy et vy, sont deux séries convergentes, alors toute com-
binaison linéaire }_(Auy, + vy ) est une série convergente et

+oc0 —+o0 —+o0

Z(Aun—i—vn) =A Zun+ ZU”'

n=0 n=0 n=0

724 Autrement dit: 'application qui, a une série convergente,
associe sa somme est une forme linéaire.

72.5  La somme d’une série convergente et d’une série diver-
gente est une série divergente.

73. Divergence grossiére d'une série

73.1 = Le terme général d'une série convergente tend vers Of.

73.2 % Une série ) u, est grossiérement divergente lorsque son
terme général ne tend pas vers O.

73.3 = Toute série grossierement divergente est divergente.

73.4 Il existe des séries divergentes dont le terme général tend
vers Og.

74. = Produit de suites convergentes

On suppose ici que E est une algebre et que la norme ||-|| est sous-
multiplicative [34].

Siles suites (ap)pen et (bn)neN convergent vers a et b respectivement,
alors la suite produit (a,by),cN converge vers ab.

II1.3 Suites extraites et valeurs d’adhérence

75.1 # Soit (uy)peN, une suite de vecteurs de E. La suite (vy ) e est
une suite extraite de la suite (uy),cN Si, et seulement si, il existe une
application strictement croissante ¢ : N — NN telle que
VkeN, ‘Uk:Liq,(k).

75.2  Autrement dit, 'extractrice ¢ sélectionne les termes de la
suite  d'indice n = ¢(k).
753  On dit aussi que la suite (vy)rcn est une sous-suite de la
suite (4n)neN-
75.4  Double extraction
Si la suite (wm)men est une suite extraite de la sous-suite
(vn)nen, alors il existe une extractrice ¢ telle que

VmEN,  Wm=0ym) = Uoym)] = ¥(goy)(m)
On sélectionne cette fois les termes de la suite u ayant pour indice
n = ¢(k) aveck = i(m).
76. = Si la suite (1y)yen converge vers { € E, alors toute suite
extraite de (1), cN est convergente et tend aussi vers .

77. = Si les deux suites extraites (uzp)peN et (Uzpy1)peN conver-

gent vers le méme vecteur ¢, alors la suite (1, ) eN converge et sa limite
est égale a £.

78. On connait le théoréme de Bolzano-Weierstrass : de toute
suite réelle ou complexe bornée, on peut extraire une suite
convergente.
78.1 # Un élément { de E est une valeur d’adhérence de la suite
(un)nen lorsqu’il existe une suite extraite (vy)yen de (Un)peN qui
converge vers .
78.2  La suite (uy),en admet ¢ pour valeur d’adhérence si, et
seulement si,

Ve>0,VNeN, In>=N, |u,—/{|<e
78.3  Une suite convergente n’a qu'une seule valeur d’adhé-
rence : sa limite.
78.4 = Une suite qui admet au moins deux valeurs d’adhérence est
divergente.

1.8

Entrainement

79. Questions pour réfléchir

1. Pourquoi les restes d'une série divergente ne sont-ils pas
définis ?

2. Si Y u, est une série convergente, alors les séries Y v, et
Y (un + vy) sont de méme nature.

3.a  Que dire de la somme de deux séries divergentes?

3.0 Que dire de }_MRe(uy) lorsque Y u, est divergente ?

4. Discuter la nature de la série Y (u, + v, + wy) en fonction
de la nature des séries Y uy,, Y v, et Y w,.

5. Une suite qui tend vers I'infini n'admet pas de valeur d’adhé-
rence.

6.  Une suite qui n'est pas bornée peut-elle admettre une valeur
d'adhérence?

80. Soit ||-||, une norme sur un espace vectoriel E. On suppose
que (uy)ren est une suite convergente de scalaires qui tend vers
le scalaire . Alors, pour tout vecteur x € E, la suite de terme
général 1y - x converge vers le vecteur £ - x.

81. = Soit ¢ : N — IN, uneapplication strictement croissante. Alors
¢(n) = n pour tout n € N.

82. Soit E, un espace vectoriel muni d’une norme |- ||.
821  Si (un)pen est une suite convergente de vecteurs de E,
alors elle vérifie le critére de Cauchy :

Ve>0,INEN, Vu,p>2N, |up—up| <e

822  Réciproquement, si une suite (1, ),eN Vvérifie le critere de
Cauchy;, alors elle admet au plus une valeur d’adhérence.

83. Soit (#5)eN, une suite réelle bornée telle que

. 1
it + Sz = 0.

Si a est une valeur d’adhérence de (u,),cN, alors —2a est aussi
une valeur d’adhérence de (u,),en. Par conséquent, la suite
(un)nen tend vers 0.

84. rms132-1154
Pour tout a € R, on pose

VPeR[X], Ni(P)=|P(a)|+ /01 |P'(t)| dt.

1. L’application N, est une norme sur R[X].

2. Pour tout n € N, on pose P, = (¥X/2)". La suite (Py)neN
est convergente si, et seulement si, =2 < a < 2.
(Btudier || Py, cf [70].)
85. Méthode de Newton (rms130-963)
L'espace E = 91, (R) est muni de la norme ||-|| associée au pro-
duit scalaire canonique sur E.

1.  Cette norme est sous-multiplicative [39.2].

2. On suppose connue une matrice My telle que

11 — AMp|| < 1
et on pose
VkeN, My =2My— MAM;.
2.a S'il existe une colonne Xy non nulle telle que

AMpXog=0€ M, 1(R),

alors il existe une matrice B € E non nulle telle que
AMyB =0 € M, (R).

Comme il est impossible que

(1 — AMo)B| < [IB]],
la matrice AMj est inversible.

2.b  Exprimer I, — AMj1 en fonction de I, — AMj. En dé-
duire que AMj converge vers I, lorsque k tend vers +co.
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2.c Lamatrice A est inversible et les matrices My convergent
vers la matrice inverse A~! lorsque k tend vers l'infini.

2.d Estimer la vitesse de convergence de cette méthode.
Quelle difficulté cette méthode pose-t-elle?

86. Diametre d’une partie bornée
Le diamétre d’une partie non vide et bornée A de E est défini par
¢(A) = sup d(xy).
(xy)eAxA

1. Il existe deux suites (xy),eN €t (Vn)nen d’éléments de A
telles que
P(A) =

2. Quedire de A lorsque ¢(A) =07
3. Quelle que soitla norme N, le diametre de la sphere unité
et celui de la boule unité sont égaux a 2.

lim  d(x, yn).

n—+o0

v

Applications lipschitziennes

87. Soient (E, ||-||g) et (F, ||-||p), deux espaces vectoriels nor-
méset () C E.
87.1 # Une application f : () — F est k-lipschitzienne lorsque

£ ) = FW) [ <Kllx=yllg

On note L (Q), F), I'ensemble des applications k-lipschitziennes de Q)
dans F.

87.2 #v L'ensemble des applications lipschitziennes de () dans F est
noté L(Q), F) et défini par :

V(x,y) € QxQ,

L(OF)= |J Li(Q,F).
kER,

88. Propriétés des applications lipschitziennes

88.1  Si0 < k < K, alors toute application k-lipschitzienne est
aussi k'-lipschitzienne.

88.2  L'ensemble £((), F) est un espace vectoriel.

883 Sif : (Q — Fetg : F — G sont lipschitziennes, alors la
composée go f : () — G est lipschitzienne.

88.4  Le produit d'une application lipschitzienne bornée par
une application lipschitzienne bornée est une application lip-
schitzienne.

88.5 = Composition des limites

Si lapplication f : (E,||-|lg) — (F,||-||g) est lipschitzienne et si
la suite (uy)yenN converge vers £ € E, alors la suite (f(un))neN
converge vers f({) € F.

89. Exemples

89.1  Une fonction constante est 0-lipschitzienne.

89.2  L'application [x — ||x||¢] est 1-lipschitzienne de (E, ||-||¢)
dans (R, |]).

89.3  Pour tout a € E, 'application [x — d(x,a)] est lipschit-
zienne de E dans R.

89.4  SiR3 est muni de la norme produit [38.2], alors les appli-
cations

[(x,y,2) = 2]

(v y,2) =, (v y2) =yl

sont lipschitziennes de R3 dans R.

IV.1 Distance a une partie

90.1 #» La distance d"un point x € E a une partie non vide A de
E est définie par

d(x, A) = inf d(x,v).
(x, A) Jnf (x,y)

90.2 Il existe une suite (1, ),ecn d’éléments de A telle que

d(x, A) = nljrfmd(x, Up)

et une telle suite est bornée.
90.3 La distance de x & une partie A est nulle si, et seulement
si, il existe une suite (1,),en d’éléments de A telle que

lim d(x,u,) =0.

n—r+o00

91. = Soit A, une partie non vide de E. L'application [x — d(x, A)]
est lipschitzienne de (E, N) dans (R, |-]) :

V(x,y) € ExE, |d(x,A)—d(y,A)| <d(x,y).

IV.2 Applications linéaires continues

92.  # Soient (E, ||-||g) et (F, ||-||g), deux espaces vectoriels normés.
On note L (E, F), I'ensemble des applications linéaires lipschitziennes
de E dans F.

93. L'ensemble L. (E, F) est un espace vectoriel.

94. = Caractérisation de L.(E, F)
Soit f, une application linéaire de E dans F. Les propriétés suivantes
sont équivalentes.

1. L'application f est lipschitzienne sur E.

2. Ilexiste k > 0 tel que

VxeE, [f)lp <klx|g

L’application f est bornée sur la sphere unité de E.
L’application f est bornée sur la boule unité fermée de E.
L’application f est bornée sur la boule unité ouverte de E.
L’application f est bornée au voisinage de I’origine.

95. Méthodes

On démontrera plus loin [2.64] qu'une application linéaire est
continue si, et seulement si, elle est lipschitzienne.

95.1  Ondémontre donc qu'une application linéaire T est conti-
nue sur E en prouvant I'existence d’une constante k > 0 telle que

SR S

VxeE, |[T(x)| <klx].

95.2  Réciproquement, on démontre qu’une application li-
néaire T n’est pas continue sur E en exhibant une suite (x,),en
de vecteurs de E tels que

7Gx |

—— +oo.
[l

n—-+4oo

96. Exemples
96.1  Que E = 9, (K) soit muni de la norme ||-||;, de la norme
euclidienne ||-||, ou de la norme produit -], la transposition
est continue :

VMeE, M| <|M]|.

96.2  Soient E, un espace préhilbertien réel et xy € E. L'appli-
cation f = [x +— (xg|x) ] est continue :

| f(0)] < [lxoll |-

96.3  Continuité des formes coordonnées [37]
Pour tout 1 < k < d, la forme coordonnée e} est une application
linéaire continue de (E, Ng) dans K :

e (x)| < Ng(x).

Toute forme linéaire sur E est donc continue pour la norme Ng.
96.4  Sil’espace E des suites complexes convergentes est muni
de la norme uniforme ||- ||, l'application L qui, a toute suite u de
E, associe sa limite L(u) est continue :

Vx€eE,

Vx€E,

Vu€E, |L(u)] < [[tt]]oo-
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96.5 SiE = (*(K) est muni de la norme uniforme ||-||,,, alors
les endomorphismes T et D de E définis par

VneN, T(u)y=uyq et D(u)y =ty1q — Un

sont continus :

Vuek, T, < lule (D0, <2lul.
96.6  Exemples de formes linéaires sur E = °([0,1])
On considere les formes linéaires définies par

VU = F) - F0) et Tolf) = [ fgr)d

oll ¢ est une fonction continue et positive sur [0, 1].
1. SiE est muni de la norme uniforme ||- ||, alors les formes
linéaires V' et T, sont continues :

1
VreE VD<Al e [T < | [ ol dt]fl

2. On suppose que E est muni de la norme ||-||; de conver-
gence en moyenne.

2.a Laforme linéaire V n’est pas continue.

2b Laforme linéaire T, est continue :

To(N)] < 9l I1f112-

3. On suppose que E est muni de la norme |-||, de conver-
gence en moyenne quadratique.

3.a Laforme linéaire V n’est pas continue.

3.b La forme linéaire T, est continue.

V f €E,

Séries et applications linéaires continues

97. = Si ) uy est une série convergente de vecteurs de E et si
T:E—F

est une application linéaire continue, alors la série y_ T (uy, ) est conver-
gente et

+Zoo T(uy) = T(+ZOo un).

n=0 n=0

98. Caractérisation des séries complexes convergentes

98.1  Une série complexe ) u, est convergente si, et seulement
si, la série conjuguée ) 1, est convergente.

98.2 = Une série complexe Y uy est convergente si, et seulement si, les
deux séries réelles Y Re(uy) et Y JIm(u,) sont convergentes et dans ce
cas,

—+o0 —+o0 —+o0
Yo oun =Y Re(un) +i ) Jm(uy).
n=0 n=0 n=0

98.3  Autrement dit, si la série complexe }_ u, est convergente,
alors
+o00 +o00 +oco +o0
Re ( ) un) =Y Re(up) et 3m<2 un) =Y om(un).
n=0 n=0 n=0 n=0

IV.3 Norme subordonnée

99. # Soit f € Lo(E, F), une application linéaire continue [94].
La norme d’application linéaire de f, dite norme subordon-
née aux normes ||-|| g et ||-||p, est définie par

Al =" sup [If(x)p-

[lx]l=1

100. = L'application ||-|| est une norme sur L. (E, F).
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1011 Si f € L.(E, F), alors
VxeE, [If()lp <lfIxlE
1012 Sif € L,(E), alors
VYAESp(f), M <IIfIl

102. = Si f € L(E,F)et g € Lo(F,G),alors go f € L.(E,G) et
lgo fllec < lglirc Il fl

En particulier, l'application ||-|| est une norme sous-multiplicative [34]
sur Lo (E).

103. Méthodes pratiques de calcul

La plupart du temps, on se contente de prouver qu'une appli-
cation linéaire est continue et il suffit pour cela de trouver un
majorant de la norme subordonnée [103.1].

Pour calculer exactement la norme subordonnée, il faut ensuite
minorer cette norme [103.2], [103.3].

103.1~> Soit f € L(E, F). Si K est une constante réelle telle que

VxeE, |f(x)llr <Kllxlg

alors I'application linéaire f est continueet || f|| < K.
103.2=> Si I'application linéaire f : E — F est continue et s'il existe
un vecteur xg # Of tel que

1f (o) [ = Kllxoll,

EF-

alors | ] > k.
103.3=> Si I'application linéaire f : E — F est continue et s'il existe
une suite (x, ),eN de vecteurs non nuls telle que

1f o) [

:k’
[l

lim
n—r+o00

alors | £1] > k.

Extension aux matrices

104.  On admet que, pour toute norme N sur 9, 1(K) et pour
toute matrice A € 9, (K), il existe une constante K > 0 (qui
dépend de N et de A) telle que

VX €M,1(K), N(AX) < KN(X).

104.14 Soit N, une norme sur M, 1(IK). La norme subordonnée 4
N de la matrice A € M, (KK) est définie par

Al = sup N(AX).
N(X)=

104.2 Pour toute matrice A € M, (K),

VX e, (K), N(AX) < [[AIN(X).

104.3=> Pour toute norme N sur M, 1 (K), la norme subordonnée o N
est une norme sous-multiplicative sur M, (IK).

Entrainement

105.  Questions pour réfléchir

1. L'ensemble £ (Q), F) est-il un espace vectoriel ?

2. Soient E et F, deux espaces vectoriels isomorphes et ¢, un
isomorphisme de F sur E.
Pour toute norme N sur E, I'application ||-|| = N o ¢ est une norme
sur F.

3. Sif et g sont lipschitziennes de () dans IR, alors max{f, g}
et min{f, g} sont lipschitziennes de Q) dans R.

4.  Donner une condition sur I'intervalle I C IR pour que

d(0,1) = mind(0, ).
(0,1) r;lel?( y)

5. Si f € L.(E,F), alors ||f]| est la constante de Lipschitz
optimale [112] de f.



IV APPLICATIONS LIPSCHITZIENNES

106.  On suppose que l'espace M, (K) est muni de la norme
[I-]| subordonnée & une norme ||-|| sur M, 1(K) et on suppose
que (Mg )ken est une suite convergente de matrices qui tend vers
la matrice L.

Quelle que soit la colonne X € M, (K
converge vers la colonne LX.

107.  L'espace vectoriel E est muni d’une norme ||-|| et 'espace
Lc(E) des endomorphismes continus de E est muni de la norme
[I- [l subordonnée a la norme choisie sur E.

Si (¢x)ren est une suite convergente d’endomorphismes conti-
nus qui converge vers I’endomorphisme ® € L.(E), alors

), la suite (M;X)ren

Vxe€E, lim g@p(x) =P(x).
k—

—+oo

Applications lipschitziennes

108.  Pour tout k > 0, 'ensemble L;(Q), F) est convexe.
109. Lafonction f : [0,1] — R définie par

Vxe[0,1], f(x)=x—x2
vérifie

VO<x<y<l [f(x)—f@)]<lx—yl

et appartient a £1([0,1], R). Mais quel que soit 0 < k < 1, la
fonction f n’appartient pas a £([0,1], R). —[112]
110.  Soit E, un espace vectoriel normé par |[|-||. On considere

l'application f : E — E définie par

Vx€E,

1. L'application f est injective.

2. L’image de f estla boule unité ouverte de E.

3. Lapplication f est 2-lipschitzienne.
111.  Soient (E, ||-||), un espace vectoriel normé et A, une partie
non vide de E. On considére une application f : A — R qu’on
suppose k-lipschitzienne et on pose

inf{k [|x — ]l + f(y)

1. Soitx € A.Pourtouty € A,

kllx =yl + fy) = f(x)

donc le réel g(x) est bien défini et égal a f(x).
2. Soitx € A Il existe xg € A tel que

kllx =yl + f(y) = f(x0)

Le réel g(x) est bien défini, donc g est une application de E dans
R qui prolonge f.
3. Lapplication g est k-lipschitzienne (imiter [91]).
112.  Constante de Lipschitz optimale
Soit f : () — F, une fonction lipschitzienne.
1121 Il existe kg € R4 tel que

Vx€E g(x)= ,yE A}

VyeA, —k [Jx — xo]|.

{k c R+ f € [,k(Q,F)} = [k0,+00[.

11224 Si f € L(Q, F), la constante de Lipschitz optimale de f
est
min{k € Ry : f € Li(Q, F)}.

112.3  Une fonction lipschitzienne est constante si, et seulement
si, sa constante de Lipschitz optimale est nulle.

112.4 La constante de Lipschitz optimale des exemples [89.2] et
[89.3] est égale a 1.

112.5 On peut voir la constante de Lipschitz optimale comme
une borne supérieure.

Soit ) C E. Pour tout (x,y) € A = QO x Q\ {(x,x), x € Q}, on

pose
(ORIl
Hx*yHE

1. Une fonction f : O — F est lipschitzienne si, et seule-
ment si, la fonction T est bornée sur A. Dans ce cas, la constante
de Lipschitz optimale de f est la borne supérieure de T sur A.

2. Lafonction T atteint-elle un maximum? —[109]

3. Lapplication qui, a toute application f € £(Q, F), associe
la constante de Lipschitz optimale de f est-elle une norme sur
L(Q,F)?

T(xr]/) =

Applications linéaires continues

113.  Soit f € Lo(E, F).
Ifll= sup [f()llp = sup ”ﬂ( H> le— sup 1515
[lxflp<1 x#0g E [lx[[p<1
114.  Soit f € Lc(E, F), telle que [|f]| = maxy 1 [[f(x)[|f-
Alors )l
_ _ I X)le
\Hf||| ” HE<1 Hf( )HF #OE HXHE

mais 1’expression || f(x)|| p n’atteint pas nécessairement un maxi-
mum sur la boule unité ouverte [||x||p < 1].

115.  Soient E et F, deux espaces vectoriels normés. L’espace
Lc(E, F) est muni de la norme ||-|| subordonnée aux normes sur
E et F. Si une suite (fy)yen d’applications linéaires continues
converge vers f € L.(E, F):

im I f = full =0

n—r+o00
et si une suite (x,),en de vecteurs converge vers x € E :

lim |x —xul|p =0
n—-+0o

alors la suite (f,(xn))nen converge vers f(x) € F.

Hm [ f(x) = fu(xn)l[p =0

n—+o0

116. Norme d’un projecteur

Soit p € L(E), un projecteur non identiquement nul.

116.1  Sile projecteur p est lipschitzien, alors ||p| > 1

116.2 Si E est un espace euclidien et si p est un projecteur or-
thogonal, alors il est lipschitzien et || p|| = 1.

117.  Soient u et v dans L¢(E). Si
lwooll = llull®> et [looull = |loll?
alors o] = [fu]|-
118.  L'espace M, 1(IK) est muni de la norme ||-||., et 'espace
M, (K) est muni de la norme || -|| subordonnée a ||| -
1.
vV A e M, (K),
= 1<i<n
2.

VAeSp(A), |AI<|IA]-

1.11
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119.  Pour tout polyndme P € R[X], on pose
¥ |p®
1Py =} [PP(0)] et [[Pl;= sup [P(t)]
k=0 te[-1,1]
ainsi que

|Pll3 = max|a| si P= ) a Xk,
keN kEN

1. SiR[X] est muni de la norme |||, alors la dérivation
D= [P+ D]

est un endomorphisme continu et || D||| = 1.
2. Si R[X] est muni de la norme |||/, ou de la norme |- ||,
alors 'endomorphisme D n’est pas continu.

120.  Soit (#y)eN, une suite réelle sommable [41.2]. Pour tout
polynéme
—+o0
P= Y aXxreR[X],
k=0
on pose

Pl = o t
[Pl = maxlas| e

—+00
P) = Z KU
k=0

L'application |- ||, est une norme sur R[X] et I'application ¢ est
une forme linéaire continue sur R[X] telle que

—+00
gl = 3 luel-
k=0

v

Comparaison des normes

121.  Unméme espace vectoriel E peut étre muni de différentes
normes et deux normes distinctes sur un méme espace vectoriel
définissent a priori deux topologies différentes.

122. # La norme N, est équivalente a la norme Ny lorsqu’il existe
deux réels a et b strictement positifs tels que

Vxe€E, aNp(x) < Np(x)<bNp(x).
123. # On dit que la norme Ny est dominée* par la norme N si, et
seulement si, il existe une constante C > 0 telle que

Vxe E, Nl(x) < CNz(x)
124. = Les normes Ny et Ny sont équivalentes si, et seulement si, I'ap-
plication IdE est lipschitzienne de (E, Ny ) dans (E, Ny) et de (E, Np)

dans (E, Ny).

125. = On suppose que les normes Ny et Ny sont équivalentes.

125.1  Une partie A C E est bornée pour N si, et seulement si, elle
est bornée pour N.

1252 Une suite (ay),eN converge pour Ny si, et seulement si, elle
converge pour Ny et, dans ce cas, sa limite est la méme pour les deux
normes.

126.  Sideux normes ne sont pas équivalentes, une méme suite
peut converger vers deux limites différentes. —[141]
127. Comparaison des normes usuelles sur K¢

Les trois normes usuelles [|-||{, [|-]|, et |||l sont équivalentes.

Vx e K, xllp <lxlly < dlx]o
|¥lleo <]l < V4l xlleo

lxlly <lxlly < Vadllx]l,

1.12

1271  On peut traduire géométriquement l'équivalence des

normes usuelles sur R? en comparant les cercles unité de ces dif-
férentes normes.

127.2  Si||x[]; =1, alors 1o < [|x|l < Tetl/y2 < x|, <1
)
L]
° \/
X/
1273 Si||x||, = 1,alors /2 < [|x]o < let1 < |Jx]l; < V2.
. /\
o || Ko
1274 Si||x||o = 1, alors 1 < ||x||; <2et1 < [Jx]l, < V2.
128. Méthodes

On démontrera que, sur un espace vectoriel réel ou complexe de di-
mension finie, toutes les normes sont équivalentes. Dans ce cas, les
calculs ne servent qu’a expliciter des constantes strictement posi-
tives a et b qui vérifient I’encadrement [122].

128.1 Pour démontrer que les normes Nj et N, sont équiva-
lentes, on démontre successivement que Nj est dominée [123] par
N, puis que Nj est dominée par Nj.

128.2 Pour démontrer que deux normes Nj et N, ne sont pas
équivalentes sur E, il suffit de démontrer que Ny n’est pas domi-
née par N, ou que N, n’est pas dominée par Nj.

128.3 Pour démontrer que N n’est pas dominée par N, il s’agit
de démontrer que le rapport Ni(¥)/x;,(y) n’est pas borné lorsque x
parcourt E \ {Og}.

11 suffit pour cela de trouver une suite (x;),eN qui est bornée
pour une norme sans étre bornée pour ’autre norme :

1) VneN, Ny(xp)=1 et lim Ny(x,)=o0

n—r+co

ou une suite qui tend vers Og pour une norme sans tendre vers
Og pour l'autre norme :

) VneN, Ni(x,)=1 et lim Ny(x,)=0
n

oo

ou une suite telle que

®) Na(xn) = o (N1 (xn))

lorsque n tend vers +co.

Exemples et contre-exemples

129.  Trois normes équivalentes
On considere l’espace vectoriel E des fonctions f € €1([0,1],R)
telles que f(0) = 0.

1. Les applications N1, N, et N3 définies par

No(f) = [1f'leo
VfeE Ni(f) = [[flleo & 1 f'llo
Nao(f) = IIf +

flleo

sont des normes sur E.
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2. Soit f € E. Comme
Vtelo1],

n=[ 1
alors No(f) < N1(f) < 2No(f)
3. Soient f € Eetg= f+ f/. Comme

vtel[0,1], f(t)= *t/te g(s)ds
< Ni(f)

alors || fleo < [Ig ]l €t Na(f) <3N2(f)-

130.  Les normes usuelles sur I’espace ¢! (IR) des suites réelles
sommables [41] ne sont pas équivalentes :
1.
1
Vye ll(R), [xfle < llxll2 < [lx[ly
2. Pour toutn € N*, on pose
Xn = (1/11/’ -, 1/1,0,0,.. )
%,—/
n fois
Alors 1 1
= -, = 1, = —,
ol = 3 i =1, il = =
131.  Sur l'espace E = %°([a,b], R) des applications continues

sur le segment [4, b], la norme de convergence en moyenne est
dominée par la norme uniforme :

£l < (b= a)[|flleo-

Les fonctions f, = [t — t""] montrent que ces deux normes ne
sont pas équivalentes.

VfeE,

132.  Suite de [119] —
1.2 Lanorme [|-[|; domine ||-||5 et comme
‘ k
VPeR[X],VteR, [P(t)]<|P|, sup 7

elle domine aussi ||-|,.

1b La norme [|-[[; n'est dominée ni par ||-||,, ni par ||-||5
(considérer la base canonique de R[X]).

2. Lanorme [|-||, ne domine pas ||-||; (considérer les poly-
nomes P, = (1 — X?)?") et la norme |- H3 ne domine pas |-||,
(considérer les polynoémes Q,, =1+ X + - -- + X").

Entrainement

133.  Questions pour réfléchir

1. Suite de [122] — Quelles sont les constantes a et b opti-
males ?

2. L'équivalence [122] entre les normes sur E est une relation
d'équivalence.

134.  Soient Ny, ..., Np, des normes sur l’espace E. On pose

Vx €E, %]l = max Ni(x).

4
lxlly = 2 Ni(x) et
kgl 1<k<p
Les applications ||-||; et ||| ainsi définies sont des normes équi-
valentes sur E.
135.  rms132-522

Soit E, I’espace vectoriel des polyndmes a coefficients complexes.
Pour tout polyndme Q € E distinct du polyndme nul, on pose

VPeE, Ng(P) = sup |P(t)Q(t)].

te[—1,1]

1. L'application Ng est une norme sur E.

2. Sile polyndéme Q ne s’annule pas sur le segment [—1,1],
alors la norme Ng est équivalente a la norme N (associée au
polynome Qp = 1).

136. rms132-940
Soit E, I'espace vectoriel des suites réelles bornées. Pour toute
suite u € E, on pose

= Ju
]| oo = suplug| et N(u)=)_ o
keN k=0

Les applications N et ||-||,, sont des normes sur E. La norme N
est dominée par la norme |||, mais ces deux normes ne sont
pas équivalentes.

137.  L'espace vectoriel E =
normes usuelles :

¢'([~1,1],R) est muni des

1
= t t = t)| dt,
Il = max FO] et Wfl = [ 170
de la norme hilbertienne définie par
2 (Y a2
171 =\ [FO) + [ [F0)
et des normes Nj et N définies par
Ni(f) = I flle + 1 e et N2(f) = [FO)] + I f' [l -
1. Lesnormes Nj et N, sont équivalentes :
VfeE Naf) < Ni(f) <2Na(f).

2.2 Lesnormes Nj et N; dominent la norme ||-|| -

2b Il existe une suite de fonctions (fy),en dans E qui est
bornée pour ||-||, sans étre bornée pour Ny, ni pour Nj.

3. Lanorme |[-||; est dominée par ||-||,,, mais il existe une
suite de fonctions (g, )nen dans E qui est bornée pour ||-||; sans
étre bornée pour ||| .

4. Lanorme |||, est dominée par la norme |- |, :

Iflleo < V20 £l

La suite de fonctions de terme général f, = [t — sinnt] est bor-
née pour |||, alors que || fu|[, ~ "/y/z lorsque n tend vers +co.

Vf€EE,

138.  Soient E, I'espace des fonctions de classe ¢! de [0,1] dans
R et ¢ € E, une application positive, non identiquement nulle.
1. Lesapplications N et N, définies par

O+ [ £ at

VfeE N(f

et par

1
VfeEE, N(f)= dt‘+/0 |/ (t)] dt

1
[ et
sont des normes sur E.

2. Ces normes sont équivalentes. En particulier,

VIEE N(f) < (1+/01(p(t)dt) N(F).

139. Pouru = (x,y) € R?, on pose
N(u) = sup |x +ty|.
te[0,1]

L'application N ainsi définie est une norme sur R2. En tracant le
cercle unité associé a N, on montre que N et |||, sont équiva-
lentes.
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140.  Soitn € N¥, fixé. Pour tout P € R, [X], on pose

n
IPlle = sup [P(t)| et [IP|=|P(0)]+ }_ [P(1/x)|-
te[0,1] k=1
Il existe deux réels a et b strictement positifs tels que
VPERX],  a|Pllo < [Pl <Pl

La valeur optimale de b est égale a (1 + 1). La valeur optimale de
a est inférieure a

141.  On considere 1'espace E des fonctions rationnelles de C
dans C dont tous les pdles appartiennent a U, sur lequel on défi-
nit deux normes en posant

Ni(f) = sup |f(z)| et Ny(f) = sup |f(z)]

|z|=

[N

1. Pourtoutn € N, la fonction f,, définie par

appartienta E.

2. La suite (fy)yen converge vers la fonction constante,
égale a 0, pour lanorme Nj et converge vers la fonction constante,
égale a 1, pour la norme Nj.

Questions, exercices & probléemes

Approfondissement

142.  Deux espaces vectoriels E et F sont munis chacun de deux
normes équivalentes : il existe quatre réels strictement positifs 4,
b, a et B tels que

VxeE, alx|y <lxll; <blx];
VyeF, aNy(y) < Ni(y) < BN2(y).
Onnote [|-||1 (resp. ||-]l2), la norme sur L (E, F) subordonnée aux

normes ||-||; et Np (resp. aux normes |||, et Np).

Comparer [-[[1 et [[-[]2-

143. rms132-523

Sur l'espace M, (K), il existe des normes sous-multiplicatives
[39.4], mais il n’existe pas de norme N telle que

VA,BeM,(K), N(AB)=N(A).N(B).

144. Pouru = (x,y) € R2, on pose

1
N(u) = /O Ix — ty| dt.

1. L’application N est une norme sur E = R? et, pour tout
x €R,

o—x pour x <0,
N(x,1)=| x> —x+1/ pour0<x <1,
x—1/ pour x > 1.

1l.14

2. Il existe deux réels a et b strictement positifs tels que

VueR?,  afull, < N(w) <bllul,
(ot ||-]|, est la norme euclidienne canonique). Le couple optimal
est
1
ab)=(—=,1).
@) = (55 1)
145. rms132-800

Soient Nj et N, deux normes sur un espace vectoriel réel E. On
note By, la boule unité ouverte de E relative a la norme Ny, (pour
k = 1ou?2). Les deux normes Nj et N, sont égales si, et seulement
si, les boules B et B, sont égales.

146.  rms132-527
Soit E, I'espace vectoriel des fonctions de classe ¢ de [0, 1] dans

R telles que
! f(0)=f'(0) =0.

Pour toute fonction f € E, on pose

N(f) = If +2f + "]l o-

1. L’application N est une norme sur E.
Pour f € E,onpose g = f +2f' + f". Alors

t
vieo1], f(t):e*f/ (t — s)eg(s) ds.
Jo
3. Ilexisteunréela > 0 tel que

1flleo < @-N(f)-

4. Lasuite (fy)yen définie par

vV f €E,

VneN, Vte[0,1], fu(t)=tsinnt

prouve que les deux normes N et ||-||,, ne sont pas équivalentes
sur E.

147.  rms132-801
L'application N définie sur I'espace vectoriel E des suites réelles
sommables [41.2] par

—+oo
VueE,  N(u)=)_ aylun|
n=0

est une norme sur E si, et seulement si, la suite («;),cN est bor-
née et si tous ses termes sont strictement positifs.

Pour aller plus loin

148.  On note E, le sous-espace de &7 (IR, C) engendré par les
applications

ey = [x — e’\x]

pour tout A € C. L’application N définie par
oo | £(n) (o
viee =y 0
n=0 :

est une norme sur E.

149.  Pour toute fonction continue f : [0,1] — R, on pose
1
N(f) = sup / F(h)e dt’.
neN [ /0

L’application N est une norme sur °([0,1], R).



QUESTIONS, EXERCICES & PROBLEMES

150.
par

La norme définie sur 'espace E des suites réelles bornées

—+00
YuckE, |ul= sup ’(1 -x) ) ukxk‘
xe0] k=0

est dominée par la norme |- ||, au sens ot :

Vu ek, |[lufl < llulle

Il existe une suite (1,),en d’éléments de E telle que ||uy]|| tende

vers 0 alors que ||u,|| = 1 pour tout n € N.

151. La norme définie sur I'espace F des fonctions continues
etbornées de R4 dans R par

00
VfeE, |f|=\/ | e cost at

est dominée par la norme |||, :

3K>0,vfeF, |fll <K|fllw-
Ces deux normes ne sont pas équivalentes car
=1
Ve>0,3f€F, £l .
Ifll <e

152.  L'espace E = R[X] est muni de la norme définie par
|P()(0)]
VPeE, |P|=max—7--.
keN k!

La forme linéaire

1
T— {pﬁ/ Mdt}
Jo 14t

est continue.

153. Distance de Hamming
Soient n € N* et E, I'ensemble des mots composés de n lettres
appartenant a un alphabet fini </

E = {apay...ay_1, (ak)o<k<n € " }.

Etant donnés deux mots a = agay ...a,_1 et b = boby...by 1
dans E, la distance de Hamming d(a,b) est définie par

d(a,b) =#{0<i<n : a; #b;}.

153.1  Quel est le cardinal de E?

153.2 La distance de Hamming est une distance sur E (au sens
de [25]).

153.3 Lorsque &/ = 7Z/27, cette distance est associée a une
norme.

154.  Distances ultramétriques

Soit E, un ensemble (non vide). Une applicationd : Ex E — R4
qui est symétrique :

VxyeE d(xy) = d(yx)
qui sépare les points :

Vx,yc€E, dxy =0 x=y
et qui vérifie 'inégalité ultratriangulaire :

d(x,z) <max{d(x,y), d(y,z)}

est une distance ultramétrique sur E.

Vx,y,z€E,

154.1 Toute distance ultramétrique est une distance au sens
[25].

154.2  On considére une distance ultramétrique d sur un en-
semble E.

1.  Si deux boules ouvertes (ou deux boules fermées) ont un
point commun, alors I'une contient l'autre : si r < 7’ et §'il existe
un point x appartenant a B(a, ) N B(a’, '), alors

B(a,r) C B(d, 7).
2. Tout point d"une boule est un centre de cette boule :

Vx € B(a,r), B(x,r)=B(a,r).

3. Tout triangle est isoceéle.

4. Toute boule fermée de rayon strictement positif est une
partie ouverte. Toute boule ouverte est une partie fermée.
154.3 Distance p-adique
Soient p, un nombre premier et v, : Q — Z, la valuation p-
adique.

Etant donnés deux rationnels x et i, on pose d(x,y) = 0six =y
et
dp(x,y) = p~ Y

six #y.

L’appliycation dj est une distance ultramétrique sur Q.

154.4 Autre exemple

Soient X, un ensemble (non vide) quelconque et E = XN Ten-
semble des suites d’éléments de X. Quelles que soient les suites
xetydans E, on pose d(x,y) =0six =yet

1
d(x,y) = Tk y) o k(x,y) =min{n € N : x, # y,}
six #y.
L’application d est une distance ultramétrique sur E.
155. Normes sur S, (R)
1.a Le rayon spectral défini par
vV AeS(R), A)= A
n(R),  p(A) Aé’é‘ﬁ("/x)' |

est une norme sur S, (R).

1b  Ftendua 9, (R) ou a M, (C), le rayon spectral n’est plus
une norme.
2. L'application définie par

A= | X

AESp(A)

VAGSn(IR), m/\/\z

(ot m) désigne la multiplicité de la valeur propre A) est une
norme sur S, (R) : la norme induite par restriction de la norme
euclidienne canonique sur M, (R).

3. Pour tout entier p > 1, on pose

My = I, + Diag(1/p,...,"/p) € Su(R).

La suite (My),>1 converge vers I, pour toute norme sur S, (R ).
L'application N définie par

VACS(R), NA= | Y 2

A€ESP(A)

n’est donc pas une norme sur S, (R).

156.  Distance SNCF
Soit E, un espace vectoriel muni d’une norme ||-||.
156.14» Si deux vecteurs x et y sont proportionnels, alors on pose

d(x,y) = [lx —yll.
Dans le cas contraire, on pose
d(x,y) = [lx] + [lyl-
156.2 L’application d est une distance sur E [25].

156.3 Cette distance n’est pas invariante par translation, elle
n’est donc pas associée a une norme.
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157.  Théoréme de Fubini-Tonelli

157.1 Fonctions intégrables

Pour tout n € IN, on suppose que f, est une fonction positive et
intégrable sur I. On suppose de plus que la fonction f définie par

+o00
Vxel, f(x)= ;)fn(x)

est continue par morceaux sur I.
Alors la fonction f est intégrable sur I si, et seulement si, la série
de terme général positif

Z/Ifn(x) dx

est convergente et, dans ce cas,

/I:Zo;fn(X) dx = :ZO;/Ifn(X) dx.

L'égalité précédente est donc toujours vraie dans R4 U {+co}.
157.2  Variables aléatoires

Pour tout n € N, on suppose que X, est une variable aléatoire
discrete positive et d’espérance finie. On suppose de plus que la
somme

—+00
X(w) = ZO X (w)

est réelle pour tout w € Q.

1. La fonction X : QO — Ry ainsi définie est une variable
aléatoire positive. (Est-elle nécessairement discrete ?)

2. La variable aléatoire X est d’espérance finie si, et seule-
ment si, la série de terme général positif }_ E(X,) est convergente
et, dans ce cas,

E(i)X,,) - +f:)lz(xn).
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