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Topologie

Exercice 1 03-01

1. La norme euclidienne canonique |-||, est sous-
multiplicative sur 9, (R).

2. La norme euclidienne canonique est-elle sous-
multiplicative sur R™?

Exercice 2 03-02

L'espace E = €' (1) des fonctions de classe €' sur le
segment I = [a, b] peut étre normé par

1flloo = SUIfN(f(X)) oupar |[fllor = [If]l o + [If']| -
xXe
Exercice 3 03-03

Pour tout k > 0, I'ensemble L, (Q, F) est convexe.

Exercice 4 03-04

Si0 < k < k’, alors toute application k-lipschitzienne
est aussi k'-lipschitzienne.

Exercice 5 03-05

L'espace M, 1 (K) est muni de la norme ||-|| et I'es-
pace M, (KK) est muni de la norme |-| subordonnée a ||-||

1.
n
VA€M (K), |Al= g&xn;\ai,ﬂ.
j=
2.
YA €Sp(A), N <IAL
Exercice 6 03-06
Les intervalles sont les parties convexes de RR.
Exercice 7 03-07

Soient E, I'espace des fonctions de classe € de [0,1]
dans R et ¢ € E, une application positive, non identique-
ment nulle.

1. Lesapplications N et N, définies par

1
VfeE, N(f) =|[f(0) +J |f/(t)| dt
0

et par

1 1
VfEE, N(p(f):H f(t)p(t) dt’+J [f/(1)] dt
0

0

sont des normes sur E.
2. Ces normes sont équivalentes. En particulier,

1
VEEE, No(f) < (1+J (p(t)dt) N(f).
0

03-08

La norme définie sur I'espace E des suites réelles bor-
nées par

Exercice 8

+o00
Vuet, |u]= sup ‘(1—X)Zukxk‘
[ k=0

x€[0,1

est dominée par la norme ||-|| , au sens ot :

Vuek [ull <fufle-

Il existe une suite (Un )nen d’éléments de E telle que ||u,, ||
tende vers 0 alors que ||u, ||, = 1 pour toutn € N.
03-09

La norme définie sur l'espace F des fonctions conti-
nues et bornées de R, dans R par

Exercice 9

—+o0
VieF |f]= j £2(t)e-t|cost| dt
0

est dominée par la norme ||| :
IK>0,VFeF, ] < K[fll..

Ces deux normes ne sont pas équivalentes car

Ve>0,3feF {

03-10

L'espace E = R[X] est muni de la norme définie par

Exercice 10

P0)
VPekE, |P||=max—7———7".
keN

La forme linéaire

T= [PH

1
J P(t) Int dt]
s Tit

est continue.

Exercice 11 03-11
L’application définie sur 9, (K) par
n
IAll = max_ ;Iak,zl
est une norme sous-multiplicative sur 9, (K).
Exercice 12 03-12

On considere une suite réelle (un )n>1 telle que

n m

Um4n < Un + m—+ num (*)

Vmmn2>1,

et on pose
(= inf uy, € RU{—o0}
n>1

Démontrer que

Iim u, =4
n—-+oo
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Exercice 13 gt25S3-a

Exercice 17 pg23S2-a

On considere I'espace vectoriel E des fonctions conti-
nues sur [—1,1] a valeurs dans R. Pour toute fonction
f € E, on pose

1 0
T(f) = J f(t) dt —J f(t) dt.
0 —1
1. L’application T est-elle continue lorsque E est muni de

la norme ||-||,?
2. Lapplication T est-elle continue lorsque E est muni de
la norme ||-||; ?

Exercice 14 gt25S3-b

On considere 'espace E des fonctions continues de
[0, 1] dans R muni de la norme ||-|| ., des nombres réels

0<ag<ar<--<ap <1

et la famille (Lx)ogkgn des polyndmes interpolateurs de
Lagrange associés a ces abscisses (considérés comme des
vecteurs de E).
Pour toute fonction f € E, on pose
n
T(f) =) flaw)Le.
k=0
L’application T est-elle continue?

Exercice 15 gt25S3-c

1. Lespace E = {* des suites numériques bornées est
muni de la norme définie par

u|l o = sup [unl.
neN*

Pour toute suite u = (un)n>1 € E, on considere la suite

up +uy up +uz +us
T(w) = (w,

7 3 yerns -
Etudier la continuité de I'application T.

2. On restreint I'application T au sous-espace F des fa-
milles sommables muni de la norme usuelle définie par

+00
uly = hual-
n=1

Alors T est une application continue de (F,|-||;) dans
(E, |||, ), mais F n’est pas stable par T.

Exercice 16 gt25S3-d

L'espace vectoriel E des fonctions continues de [0, 1]
dans R est muni de la norme définie par

Ifllee =

sup |f (t) |
tel0,1]
Pour toute fonction f € E, on considere 1'application T(f)
définie par
1
Vxel0,1], T(f)(x)= J (x +t)f(t) dt.
0
1. Démontrer que T est un endomorphisme de E. Cet en-
domorphisme est-il surjectif ? injectif ?
2. Démontrer que T est continu.

Uy +---+uUn )
yoon

Soient A et B, deux parties bornées de RR.
1. Limplication suivante est-elle vraie?

ACB = infA <infB
2.  Démontrer que
sup(A + B) =sup A +sup B
ouA+B={x+y, (x,y) €A x B}
3. Soient f et g, deux applications bornées d'un en-

semble X (non vide) dans R. L'egalité suivante est-elle
vraie?

sup[f(x) + g(x)] = sup f(x) + sup g(x).
xeX xeX xeX

Exercice 18 pg23S2-b

1. Déterminer la borne inférieure de l’ensemble
A= {x—i—l, xGIRi}.
X
2. En déduire la borne inférieure de I'ensemble
B={2*+2"* xeR;}.

Exercice 19 pg23S2-c

Démontrer que la fonction [x — |x|] est croissante sur
R.

Exercice 20 pg23S2-d

L'espace E = €°([0,1],R) est muni de la norme de
convergence uniforme :

Il = max, [f(1)].

Pour toute fonction f € E, on définit une fonction
o(f) : [0,1] >R

en posant

X

Vxelo 1], @(f)(x) :J f(t) dt.

0

1. Démontrer que ¢ est un endomorphisme continu de
E.

2. Calculer la norme subordonnée |¢]. Cette borne est-
elle atteinte?

3. Démontrer que le sous-espace E¢ des fonctions f € E
telles que f(0) = 0 est stable par ¢.

4. On note @y, I'endomorphisme induit par restriction
de ¢ au sous-espace Eo. Démontrer que cet endomor-
phisme est continu. Quelle est sa norme subordonnée?
Cette borne est-elle atteinte ?
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Exercice 21 18-01

Exercice 26 18-06

Soit E, un espace vectoriel normé par ||-||.
1. Un sous-espace vectoriel F qui contient une boule ou-
verte B, (%o, T) contient aussi la boule ouverte B, (Og, 1).
2. Lintérieur d'un sous-espace vectoriel strict de E est
vide.

Exercice 22 18-02

Soit f, une forme linéaire sur E.
1. Si f n'est pas continue, alors il existe une suite
(xn)nen qui tend vers Og telle que f(xn,) = 1 pour tout
neN.
2. Laforme linéaire f est continue si, et seulement si, son
noyau est fermé.

18-03

Soient E, un espace préhilbertien et F, un sous-espace
vectoriel de E.
1. Lorthogonal de F est un sous-espace fermé.
2. SiE=F&F*, alors la projection orthogonale sur F est
continue et le sous-espace F est un fermé de E.
3. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie dans un
espace préhilbertien est fermé.
4. Sila dimension de F est infinie, il se peut que F ne soit
pas fermé, mais F+ = (F)1 et

Exercice 23

FoFt=Fo (P cFa (F)* CE

Exercice 24 18-04

1. Soit H, un hyperplan de E.

l.a. L’adhérence H de H est un sous-espace vectoriel de
Etelque HC HCE.

1.b. SiaeH\H,alorsE=H@® K- -aC H.

2. Unhyperplan de E est une partie fermée ou une partie
dense dans E.

3. Soit f, une forme linéaire non nulle sur E. L'applica-
tion f est continue si, et seulement si, son noyau est fermé.
4. On suppose maintenant que la forme linéaire f €
L(E,R) est continue.

4.a. Les images réciproques [f > 0] et [f < 0] sont des
ouverts connexes par arcs, mais leur réunion [f # 0] est un
ouvert qui n’est pas connexe par arcs.

4.b.

[f(3)]

Vx €E, m

d(x,Kerf) =

Exercice 25 18-05

On munit l'espace E = %%, des fonctions continues
et de période 27t de la norme de convergence en moyenne
quadratique sur I = [0, 27].

1.a. Lasuite de terme général f,, = [t — cosnt] est bor-
née.

1.b. Si n et p sont deux entiers non nuls et distincts,
alors ||[f, —fp|| = 1 et on ne peut extraire aucune suite

convergente de la suite (fn)nen-.
2. La boule unité de E est une partie fermée et bornée
qui n’est pas compacte.

1. SoientacEetrecRY.

1.a. Le diametre de laboule fermée B¢(a, ), le diametre
de la boule ouverte B,(a,r) et le diametre de la sphere
S(a,r) de centre a et de rayon r sont tous les trois égaux a
2r.

1.b. Laboule ouverte B, (qa, r) etla boule fermée B¢(a, 1)
sont des parties convexes de E.

2. Soitaetb,deuxpointsdeEet0 <s <.

2.a. La boule ouverte B,(b,s) est contenue dans la
boule ouverte B, (a, 1) si, et seulement si,

Ib—a| <r—s.

2.b. Les boules ouvertes B, (a,r) et B,(b,s) sont dis-
jointes si, et seulement si, ||b — al| > r+s.

Exercice 27 18-07

1. Représenter un cercle (resp. un carré) comme l'image
directe d’un segment par une application de R dans R?.
2. Représenter un disque comme l'image directe d'un
carré [a,b] x [c, d] par une application de R? dans R?.

3. Représenter le groupe SO;(IR) comme 'image directe
d’un segment par une application de R dans 9t (RR).

Exercice 28 18-08

Par définition, un point x € E est adhérent a la partie
A si, et seulement si,

Vr>0, ANB(x,r1) # 2.

Démontrer que les propriétés suivantes sont équiva-
lentes.

1. Le point x est adhérent a la partie A de E.

2. 1l existe une suite d’éléments de A qui converge
vers X.

3. La distance de x a A est nulle : d(x,A) = 0.

Exercice 29 18-09

1. L'adhérence de A est un fermé qui contient A.

2. Toutfermé F qui contient A contient aussi ’adhérence
de A:

ACF = ACF

Exercice 30 18-10

L’intérieur d'une partie A est un ouvert contenu dans
A et tout ouvert G contenu dans A est aussi contenu dans
I'intérieur de A :

GCA = GCA".

Exercice 31 18-11

Pour toute partie A,

(A)S =(A%)° et (A°)C =(Ac).
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Exercice 32 18-12

Exercice 39 18-19

Soit K, un compact non vide de E.
1. Pourtoutx € E,

d(x,K) = min d(x, y).
yeK

2. SiK’estun compact disjoint de K, alors d(K, K’) > 0.
3. L’axedes abscisses et le graphe de exp sont des fermés
disjoints de IR?, mais la distance qui les sépare est nulle.

Exercice 33 18-13
Soient A, un compact et B, un fermé de E.
1. Lapartie
A+B={x+y, (x,y) € AxB}
est un fermé de E.
2. SiB est compact, alors A 4 B est compact.
Exercice 34 18-14

1. SiKestun compact de E qui ne contient pas le vecteur
nul, alors le cone positif

F={A, (A\,x) e Ry x K}

est un fermé de E.
2. Lapartie K = [(x1 — 1)2 +x3 < 1] est bien compacte
mais la partie F = [x; > 0] U{(0,0)} n’est pas fermée.

18-15

Soit f : (E, ||-|lg) = (F, ||-||£), une application continue.
Si K C E est une partie compacte de E, alors son image
f.(K) est une partie compacte de F.

Exercice 35

Exercice 36 18-16

Sif : (E|[[g) = (F-|lf) est une application conti-
nue, alors sa restriction a une partie compacte de E est uni-
formément continue.

Exercice 37 18-17

Sif :
alors

E — F est une application continue et bornée,

sup [[f(x)| = sup [[f(x)]|
XEA XEA

pour toute partie A C E.

Exercice 38 18-18

Soit f, une application linéaire de E dans F.
1. Sif est continue, alors

A={xek: |fX)|,=1}

est un fermé de E.

2.a. Si, pour toute suite (un)nen de vecteurs de E qui
tend vers Og, la suite (f(un))nen est bornée, alors 'appli-
cation f est continue.

2.b. Sifn’est pas continue, alors A n’est pas fermée.

Soient u et v, deux endomorphismes continus de E.
5’il existe un scalaire « tel que

uov—vou=«lg,
alors

1 n+1

YneN, uov™ —yv*lou=m+1)ov™

et si v n’est pas nilpotent, alors &« = 0.

18-20

Soit K, un compact contenu dans un ouvert U de E.

Exercice 40

VxeK, Ja>0, Bo(x,a) C U

2. Lafonction x — d(x, U°) est continue sur le compact
K et ne s’annule pas, donc

Jao>0,VxeK, By(x,a) CU.

18-21

Soit E, un espace vectoriel normé de dimension supé-
rieure a 2. On note S, la sphere unité de E.
1. Soita €S.
1.a. Sib € S est différent de —a, alors la fonction

. (1—t)a+tb
(1 —t)a + tb||

est continue de [0, 1] dans S.

2. Lasphere unité S est connexe par arcs.

3. Le complémentaire de la boule unité fermée est
connexe par arcs.

4. Dans un espace vectoriel normé de dimension su-
périeure a 2, le complémentaire d’'un ensemble fini est
connexe par arcs.

Exercice 41

t

18-22

Sif : E — Fest une application uniformément conti-
nue, alors il existe deux réels a et b tels que

Vx€E, [£0)]| ¢ < allxlg +b.

Exercice 42

En particulier, ||f(x) HF = O(||x||¢) au voisinage de l'infini.

18-23

Soit f : [0,1] x [0,1] — R, une application continue.
1. Démontrer que

Exercice 43

g(x) = omax, f(x,y)

est bien défini pour tout x € [0, 1].
2. Démontrer que g est continue sur [0, 1].

Exercice 44 18-24

Soit

V={AeM(R): AAT A=A}

1. Le groupe orthogonal O, (RR) est contenu dans V.

2.  Que dire des matrices inversibles A € V'?

3. Le groupe orthogonal est ouvert et fermé pour la to-
pologie relative a V.
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Exercice 45 18-25

Exercice 50 18-30

Le plan R? est ici muni de la norme euclidienne cano-
nique.
1. Une fonction f : R? — R tend vers { au voisinage de
(x0,Yo) si, et seulement si, il existe & > 0 et une fonction

¢ : 10, x[ = R de limite nulle en 0 telle que
V(r,0) €10,alxR, |f(xo+7cos8,yo+rsind)—L| < @(r).

2. Les expressions suivantes :

x?y? x3 +y3 23 +3y3 xy?3
x2+y?’  x2+y?’ 2x2 4y’ VAt

tendent vers 0 au voisinage de (0, 0).
3. Les expressions suivantes :

axy+y? o Koy

x2 + yZ ) x2 + yz ?

n’ont pas de limite au voisinage de (0, 0).

2 Xy

x2 +y2

Exercice 46 18-26

Soient U, un ouvert de RZ et f : U x [a,b] — R, une
fonction continue. La fonction F : U — IR définie par
b
f(x,y,t) dt

a

Fixy) = |
est continue sur U.

Exercice 47 18-27

Soient I et |, deux intervalles ouverts de R. On consi-
déreU=Ix]JCR?,Q=IxIxJetf: U— R, une
fonction continue. Alors la fonction F : O — IR définie par

Y

F(x,y,z) = J f(t,z) dt

X

est continue.

Exercice 48 18-28

1. Lexpression (x+y)e~ " +9%) tend vers 0 au voisinage
de l'infini dans R2.
2. Lexpression x* +y? tend vers +oo et le quotient

x* +y?

x4 +yt
tend vers 0 au voisinage de l'infini dans R?.
3. L'expression x? {n(x* +y?) n’est pas bornée, mais ne
tend pas vers +oo au voisinage de l'infini.
4. Lexpression x’y+y n? y, définie sur R x R, ne tend
pas vers +oo au voisinage de l'infini.
5. Si q est une forme quadratique définie positive sur
R3, alors q(M) tend vers +oco lorsque M tend vers I'infini
dans R3.

Exercice 49 18-29

L’expression
Xy
n’est pas bornée, mais ne tend pas vers l'infini au voisi-
nage de l'origine.

On étudie au voisinage de (0,0) la fonction f définie
par
X3 —y?
x2 +y?’
1. Pour h voisin de l'origine, f(h) = O(h).
2. Si ¢ est une forme linéaire sur R? telle que f(h) ~
¢ (h) au voisinage de (0, 0), alors

v (X>y) 7é (O)O)) f(X»y) =

Vh=(xy) eR? o) =x—y.

La différence f(h) — @ (h) est dominée par h, mais pas né-
gligeable devant h.

18-31

L'espace E = R, [X] est muni de la norme définie par

Exercice 51

[aX? 4+ bX + c|| = max{|al, |bl, |c[}.

1. Lensemble U des polyndmes de degré 2 est un ouvert
de E, qui est dense dans E mais pas connexe par arcs.

2.a. Lediscriminant A : U — IR est une fonction conti-
nue.
2.b. Lapartie F = [A(P) = 0] est un fermé relatif a U qui

n’est pas un fermé de E.
2.c. Si V est un voisinage relatif a U d’un polyndme
Po € F,alors VN F€ #£ &.

Exercice 52 18-32

Soit f : R — R, une application de classe ¢'. La
fonction F : R? — R définie par

f/(x) six =1y,
v ) Rz) F ) = —
(xy) € (x,y) f(x))c_z;(y) Six £y,

est continue sur R? car

1

Y (x,y) € R?, F(x,y) :J f'(x + tly —x)) dt.

0

18-33

Le corps K désigne un sous-corps de C (et donc un
corps infini).

Pour toute matrice A € M, (K), il existe une suite
(Ax)xen de scalaires de limite nulle telle que

Exercice 53

VkeN, A—Aln € GLy(K).

18-34

1. Soit N, une norme sur 2, (K). Pour toute matrice tri-
angulaire Ty € My, (K) et tout ¢ > 0, il existe une matrice
diagonalisable T telle que N(T — Tp) < e.

2. Soit P € GL,(K). L'application [M — PMP*]] est
continue de M, (K) dans 9, (K).

3. L'ensemble des matrices diagonalisables de 91, (C)
est dense dans M, (C).

Exercice 54
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Exercice 55 18-35

Soit f € L(E, F), ol E est un espace vectoriel de dimen-
sion finie. Alors il existe un réel « € R, tel que

VxeE,  [[fX)|; = olxe

et f est injective si, et seulement si, on peut choisir « > 0.
Dans ce cas,

lim [[f(x)||; = oo.

X—00

Exercice 56 18-36

On note P A\ Q, le plus grand commun diviseur (uni-
taire) des polynomes P et Q.
1. La dérivation D = [P+ P’] est continue de Rq4[X]
dans R4 [X]. Calculer la norme |D|, ot1 |-] désigne la norme
subordonnée a la norme |-||  sur Rq[X] définie par

d
k _
H E apX H = max |ay|.
0<k<d
k=0 o

2. L'application [P — (P, P’)] est continue de R4[X] dans
RalX] x Rq[X]

3. Comme la suite de terme général P,, = X(X —27")
converge vers X?, l'application [P~ P AP’] n'est pas
continue de R4([X] dans R4([X]. (On rappelle que P A Q
désigne le pged des polyndmes P et Q.)

Exercice 57 18-37

Soit f : [0, 1] x [0, 1] — IR, une fonction continue. Pour
tout x € [0, 1], on pose

max f(x,y).

X)) =
9(x) y€lo,1]

Démontrer que g : [0,1] — IR est continue.

Exercice 58 18-38

Soit (E, ||-||), un espace vectoriel normé. Si une partie
A de E est a la fois ouverte et fermée, alors A est vide ou
égale a E.

Exercice 59 18-39

Soit (E, ||-]|), un espace vectoriel normé. On considere
une suite (un)nen de vecteurs de E qui converge vers
{ € E et 'ensemble

K={u,, ne N} U{} CE.

1. Lensemble K est borné.
2. L'ensemble K est une partie compacte de E.

Exercice 60 18-40

1. Soit (Kn)nen, une suite décroissante de parties com-
pactes de l'espace vectoriel normé (E, ||-||¢) :

VneN, Kpp1 CKy.

1.a. L’intersection
Koo = [ Kn
neN

est une partie compacte de E.
1.b. Silintersection K, est vide, alors il n’existe qu'un
nombre fini de compacts K;, non vides :

INo e N, Vn >Ny, K,=2.

2. Soit (An)nen, une suite décroissante de parties fer-
mées non vides de E = IR. L'intersection

A = ﬂAn

neN

peut-elle étre vide?

Exercice 61 18-41

Soient (E, ||-||), un espace vectoriel normé et A, une
partie de E. Démontrer que I'adhérence A de A est fermé
en vérifiant que son complémentaire est ouvert.

Exercice 62 18-42

Soit (E, ||||), un espace vectoriel normé.
1. L’adhérence de la boule ouverte B, (xo, 1) est la boule
fermée B¢ (xo,T).
2. L'intérieur de la boule fermée B¢(xq, 1) est la boule ou-
verte B, (xo,T).

Exercice 63 18-Limsup

Soit (U, )nen, une suite réelle bornée. Pour tout n €

N, on pose
On={u, k=n}, vp=infQn, wn=supQ,.

1. Démontrer que les suites (vn)nen et (Wn)nen sont
bien définies et qu’elles convergent.

On note V et W, les limites respectives des suites
(Vi) nen et (Wn)nen.
2. Soit £ € R, une valeur d’adhérence de la suite
(Un)nen. Démontrer que V < £ < W.
3. Démontrer que V et W sont des valeurs d’adhérence
de la suite (un ) nen.
4. Démontrer que la suite (un )nen converge si, et seule-
ment si, les deux suites (Vn)nen et (Wn)nen sont adja-
centes.

#v Les réels V et W sont appelés respectivement limite infé-
rieure et limite supérieure de la suite (un)nen. Ces deux "li-
mites” ont un sens méme lorsque la suite (Wn )neN ne converge
pas et coincident avec la limite de (un)nen lorsque cette suite
converge : ces deux notions sont donc tres pratiques !
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Exercice 64 rms130-685

Soit E = €'([0, 1, R). On considere une application ¢ continue et positive sur [0, 1] et telle que

1
J e(t)dt=1
0

et on pose
1
VfeE,  N(f)=|f(0) +J |f'(1)] dt,
0

1 1
N, (f) = J f(t)(p(t)dt‘-i—J /(1) dt.

0 0

Démontrer que N et N, sont des normes équivalentes sur E.

Exercice 65 rms130-686
Soit E, un espace vectoriel normé par ||-||. On considére l'application f : E — E définie par
X
Vx ekt f(x) = ———-
I
1. L'application f est injective.
2. Limage de f est la boule unité ouverte de E.
3. Lapplication f est 2-lipschitzienne.
Exercice 66 rms130-687

Soient (E, ||-||), un espace vectoriel normé; A, une partie non vide de E et k, un réel strictement positif. On considere
une application f : A — IR qu’on suppose k-lipschitzienne et on pose

VxeE — inf {K|[x — fy) L.
x€E g(x) ylgA{ [x—yll +fly)}

1. Démontrer que g est bien définie et qu’on peut prolonger f par g sur E.
2.  Démontrer que g est k-lipschitzienne.

Exercice 67 rms130-963

L'espace E = 9t» (R) est muni de la norme ||-|| associée au produit scalaire canonique sur E.
1. Cette norme est sous-multiplicative. (Appliquer 1'inégalité de Schwarz.)
2. On suppose connue une matrice My telle que

IHn — AM|| < 1

et on pose
VkeN, Mg =2Mx — M AMy.

Si ||, — AMy|| < 1, alors la matrice A est inversible et la suite (My)xen converge vers A~ '.
3. Sl existe une colonne Xy non nulle telle que

AMoXo =0 € SUth (R),
alors il existe une matrice B € E non nulle telle que
AMoB =0 € M, (R).

4. Comme il est impossible que
H(In - AMO)BH < ”BH)

la matrice AM, est inversible.

5. Exprimer I, — AMy,1 en fonction de I, — AMy. En déduire que AMy converge vers I,, lorsque k tend vers +oo.
6. Lamatrice A est inversible et les matrices My convergent vers la matrice inverse A~ lorsque k tend vers l'infini.
7. Estimer la vitesse de convergence de cette méthode. Quelle difficulté cette méthode pose-t-elle?
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Exercice 68 rms130-1000

1. Soient M et N, deux matrices semblables. Alors les matrices P(M) et P(N) sont semblables, quel que soit le poly-
ndme P € K[X].

2. Soient A, une matrice diagonalisable et (B )nen, une suite de matrices qui converge vers la matrice B. Si toutes les
matrices B,, sont semblables a A, alors la limite B est aussi semblable a A.

3. Ce résultat subsiste-t-il si la matrice A n’est pas diagonalisable?

Exercice 69 rms130-1147

Pour toute fonction f € €°([0, 1], R), on pose

N(f) = sup
neN

J] FOtn dt‘.

0

Démontrer que N est une norme sur ¢°([0, 1], R).

Exercice 70 rms130-1148

Pour A € C, on définit I'application e) : R — C en posant

VxeR, ex(x)=exp(Ax)

et on note F, le sous-espace de ¢° (IR, C) engendré par les e;.
Pour tout f € F, on pose

+oo
£)(0)
N(f) =) [ (0] - |
n=0 ’
Démontrer que N est une norme sur F.

Exercice 71 rms132-522
Soient E = C[X] et Q € E, un polyndéme distinct du polynéme nul. Pour tout P € E, on pose

No(P)= sup [P(t)Q(t)|.
te[—1,1]

1. Démontrer que N est une norme sur E.
2. Lesnormes Ng et Ny sont-elles équivalentes?
NB : La norme N; désigne ici la norme ||| sur [-1, 1] (ce qui revient a choisir Q = 1 dans la norme Ng).

Exercice 72 rms132-523

Sur I'espace My, (K), il n’existe pas de norme N telle que
VA,B € My, (K), N(A.B) = N(A).N(B).

Exercice 73 rms132-527

Soit E, ’espace vectoriel des fonctions f : [0,1] — R de classe ¢ telles que f(0) = f’(0) = 0. Pour toute fonction
f € E, on pose
N(f) = [|f+2f" + ]| ..

1. Démontrer que N est une norme sur E.
Soit f € E. Exprimer f en fonction de g = f 4 2f’ 4 f”.
3. Démontrer qu’il existe a € R tel que

g

VEEE, [[fl., <aNI(f).

4. Lesnormes ||-|| et N sont-elles équivalentes?

Exercice 74 rms132-800

Soient N; et N, deux normes sur un espace vectoriel réel E. On note By, la boule unité ouverte de E relative a la
norme Ny (pour k = 1 ou 2). Les deux normes Ny et N, sont égales si, et seulement si, les boules By et B, sont égales.
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Exercice 75 rms132-801

Pour quelles suites réelles (xr, )Jnen 'application N définie sur I'espace vectoriel E des suites réelles sommables par

“+oo
YueetE, N(u) = Z Ot [t |
n=0

est-elle une norme sur E?

Exercice 76 rms132-940

Soit E, I'espace vectoriel des suites réelles bornées. Pour toute suite u € E, on pose

+oo
i

2K

[, = suphu| et N(u)=
ke k=0

1. Les applications N et ||-||,, sont des normes sur E. La norme N est dominée par la norme |||, mais ces deux
normes ne sont pas équivalentes.

On suppose dorénavant que E est muni de la norme ||-|| .
2.  Démontrer que le sous-espace C des suites convergentes est une partie fermée de E. (NB : Cette question ne figure
pas dans 1’énoncé original.)
3. L’ensemble des suites nulles a partir d"un certain rang est une partie d’intérieur vide de E. Quelle est son adhérence ?
4. Déterminer l'intérieur et I'adhérence du sous-ensemble des suites strictement positives.

Exercice 77 rms132-1154

Pour tout a € IR, on pose

1
VP e R[X], Na(P) = [P(a)] +J [P’(t)] dt.
0

1. Lapplication N, est une norme sur R[X].

2. Si N est une norme sur un espace vectoriel E et si (xn)nen est une suite de vecteurs de E qui converge vers x € E,
alors N(x,, ) tend vers N(x).

3. Pour toutn € N, on pose Py, = (X/2)™. Pour quelles valeurs de a € R la suite (Py,)nen est-elle convergente?

Exercice 78 rms132-1155

On note E, 'espace vectoriel des applications de classe €' sur [0, 1] telles que f(0) = 0. Pour toute fonction f € E,
on pose
N(f) = [[fllo + [If'lloe et N(F) = [If + ]| .

1. Démontrer que N et N’ sont des normes sur E.
2. Vérifier que

Vxel0,1], e*f(x)= r et (f(t) + f'(1)) dt.
0

3. Démontrer qu’il existe deux réels a et b strictement positifs tels que

VfecE, aN/(f)<N(f) <bN/(f).



TOPOLOGIE (SOLUTIONS)

Solution 1 03-01
1. Avec

A =(aijlicij<n et B=(bijlicij<n

on obtient
n n n 2
IAB|? =ZZ<Z ai‘kbk,i)
i=1j=1 ‘k=1

(définition de la norme euclidienne canonique).
@ Quels que soient les indices i et j, on déduit de I'inégalité de Schwarz dans R™ que

(Fee) < (E0)(E0)

Les indices de sommation étant des variables muettes (ou locales, si on veut), on peut réécrire cette majoration sous la
forme suivante (qui va tout simplifier : il s’agit donc d"une méthode a retenir).

n 2 n n
(Z ai,kbk,j) < (Z aiz,k) (Z b%,j)
k=1 k=1 =1
Toutes ces inégalités allant dans le méme sens, on peut les sommer :
n n n n
2
B 33 (3 el ) (X vh)
i=1j=1 “k=1 =1

Comme les indices i et j ne se mélangent pas dans les facteurs du produit, la somme double au second membre peut

étre factorisée :
n n
2 2
(X ate) (X))
1 0=1

j=1 k=
S —
indépendant de j

)

i=1

(EER)EE)

On en conclut finalement que
2 2 1n)12
IAB[ < [[A[” |[B]

et donc que
IAB]| < Al [/B]]

(puisque les trois quantités de cette derniére expression sont toutes positives).

# Variante
On peut alléger les notations en travaillant sur les lignes de A et les colonnes de B au lieu de calculer sur les coefficients de ces
deux matrices.
On notera (-|-), le produit scalaire canonique sur I'espace My (R) des matrices lignes et (-|-), le produit scalaire cano-
nique sur 'espace Mn 1 (R) des matrices colonnes.
SiL = (xj)1<j<n € M n(R) et C= (Yi)i<icn € Mn,1(R), alors

C=) xyi=(L|CT) = (LT|C).
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L’inégalité de Schwarz peut donc se formuler de deux manieres :

(L.C)* < (LIL).(CTICT)
<(LTILT).(clC)
et on en déduit enfin que
VL e M a(R), ¥V CeMui(R), (LC?< (LIL).(C[C). ®

@ Onnote A = (Ai)1<ign, 0l A est la i-eme ligne de la matrice A, et B = (B;)1<j<n, 0it Bj est la j-eme colonne de la matrice
B.
Par définition du produit scalaire canonique sur N, (R),

n

n n n
AP =YY a2, =Y AcAT =Y (AdlAL),

=1 j—=1 i—1 im1
IIBIIZ=ZZ ,]:Z =3 (B;IB;)
j=11i=1 j=1 =1

Par définition du produit matriciel,
AB = (Ai.Bj)i<ij<n

et par conséquent,

IABII> =Y 3 (AB;)?

i=1j=1
Or, d’apres l'inégalité de Schwarz (x),

V1<ij<n, (AiB;j)? < (AilAi).(B;|Bj).

Donc

IABIE <33 (AdAL). (B IB;)

i=1j=1
n n
< {Z(Aim HZ (BjIB;) }
i=1 j=1
2
< A% [B%

Comme ||Al|, |B| et || AB|| sont des réels positifs, on en déduit que la norme euclidienne canonique sur M, (R) est une norme

sous-multiplicative :
VA,BEMn(R), [AB <[A[[B].

2. La question posée n’a pas de sens, car R™ n’est pas muni d'une multiplication interne.

Solution 2 03-02

Sif € E, alors la fonction f ainsi que sa dérivée f’ sont continues sur le segment [a, b], donc elles y sont bornées. Ainsi, les
expressions |/f|| et ||f’||., sont bien définies et comme ce sont deux réels positifs, on en déduit que

Ifllr = lflloo + 1" lloq

est bien définie et appartient bien a R,
@ Séparation des points.
Comme ||f’|| , > 0, alors
VIR, 0<Ifllo < Iflloe+11flloe = Ifllgr-

En particulier, si ||f||,1 = 0, alors ||f||, = 0 et donc f = Og (puisque |||, est une norme sur E).
a Homogénéité.
Quels que soient A € Retf € E,
Afllr = Moo + 1) o
= Ml o + 1A - ] ()
= Al + ANl (%)
= [N £l
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par linéarité de la dérivation (x) et parce que ||-||, est absolument homogene (x*) comme toutes les normes.
a Inégalité triangulaire.
Quelles que soient les fonctions f et g dans E,

I+ 9gller = I + gl + 1+ 9)ll

=lf+ 9l +If' + 9"l (%)
< fllo + 19lloo + 1 lloe + 119"l (%)
< fllgr +llglle

par linéarité de la dérivation (x) et parce que |||, vérifie I'inégalité triangulaire (+*) comme toutes les normes.
@ Ainsi [|-||,1 est bien une norme sur E.

Solution 3 03-03

Soient f et g, deux applications k-lipschitziennes de Q) dans F. Pour tout t € [0, 1], on pose

he=(1—-t)f+tg: Q> F
Quels que soient x et y dans Q,
[he(x) = he()|| = [|(T = OIF(x) — f(y)] + tlg(x) — g(y)]]|
< T —t||[f(x) — Fy)|| + Itl]|g(x) — g(y) |

par inégalité triangulaire et absolue homogénéité de la norme ||-||.
Comme t € [0, 1], les deux poids t et (1 —t) sont positifs et donc, par hypothese de Lipschitz,

[he(x) —he(w)|| < (0 =)||f(x) — fy)|| + t[]g(x) — g(v)]|
< (1= tkfx =yl + tklx —y|| = k[x —y]|-

Cela démontre que l'ensemble Zi (Q), F) des applications k-lipschitziennes est convexe (= stable par combinaison convexe).

#o [l est plus délicat de prouver rigoureusement que cet ensemble n’est pas un espace vectoriel (en général). Nous allons procéder
par "absurde.
Supposons que 'ensemble £ (Q), F) possede la structure d’espace vectoriel et considérons f, un vecteur de cet espace. Alors
A-f e A(Q,F) pour tout scalaire A > 0. Ainsi, quels que soient x et y dans Q,

YA>0, [[(A-F)x) = - Hy)| < Klx—yll.
Par absolue homogénéité de la norme, on en déduit que
vVx,y € Q, VA>0, Hf(x) —f(y)H < ]X( [lx =yl
Le minorant ne dépend pas de A, on passe donc a l'inf pour A > 0 (ce qui revient a faire tendre A vers +00) :
Vx,yeQ, 0<|[f(x)—f(y)] <o.
Autrement dit, la fonction f est constante!

Bref : si I'ensemble £ (Q), F) ne contient pas que des fonctions constantes, alors ce n’est pas un espace vectoriel.

Solution 4 03-04

Soient 0 < k < k'. Considérons une application k-lipschit-zienne f. Cela signifie que

Vx,y e, |[[flx)—fy)] <klx—yl.

Or ||[x —y]| = 0, donc
K[x =yl < K'[lx =y

et par conséquent
¥xy €0, |[[fx)—fy)| <Klx-yl.

Cela signifie que l'application f est aussi k’-lipschitzienne.
On a donc démontré que toute application k-lipschitzienne est aussi k’-lipschitzienne, ¢’est-a-dire

ﬁk(Q, F) C Ly (Q, F).
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Solution 5 03-05
1. Quelle que soit la colonne X,
n
IAX] = max Z aijxj|.
j=1
D’apres l'inégalité triangulaire dans R™,
n n
vi<ig<n, Zai)jxj Zlamx]
j=1 j=1
et comme le maximum est un majorant,
VI<i<m VI<jsn, Jagygl<lai! (X[
En sommant ces inégalités sur j, on obtient
n n
visin | Y e < Yol X
j=1 j=1
Comme le facteur || X, est positif et indépendant de i, on en déduit enfin que
n
Xl < |, 3l X
J:
Cette majoration justifie I'existence de |A| et prouve déja que
A max a 1
1Al < \1\nZ| i M)
@ Toute famille finie de nombres réels posseéde un plus grand élément, donc il existe un indice entier 1 < ip < n tel
que
n n
max ) laijl =2 lail
j=1 j=1
Pour tout 1 <j < n, on choisit un réel 0; tel que
Aig,j = e'% . |aio»j|
et on pose
X1 o101
Xo =
Xn e On
Il est clair que ||Xol|,, = 1et
n n
Z Qig,jXj = Z'aioJ"
j=1 j=1
On en déduit alors que
n
1AXo]| oo > Z1 Qg X = 1rga<anIa1,]l @
j=
Or [ Xol|o, =1, donc
[AXolloo < IAT[[Xol| oo = AL 3

Les relations (2) et (3) établissent I'inégalité réciproque de (1). Par conséquent,

IAl = max Zlaul

1<isn

2. Soit A, une valeur propre de A. Il existe donc une colonne Xg, non nulle, telle que AXy = AXo.
Par conséquent,
Al Xolloo = MXolloe = [IAXoloe < TAT[[Xol| o

Comme Xy # 0, alors ||Xo||, > 0, donc on peut simplifier I'inégalité par ||Xo ||, et obtenir ainsi

Al < IAL
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Solution 6 03-06

11 faut comprendre I"énoncé d’'une part comme une caractérisation des parties convexes de R :

une partie de R est convexe si, et seulement si, c’est un intervalle,
et d’autre part comme 1’égalité de deux ensembles :
I'ensemble des parties convexes de R est égal i I'ensemble des intervalles de R.
Cette seconde formulation va structurer notre démonstration : nous allons établir 1’égalité de ces ensembles par double
inclusion.
a Supposons que I C R soit un intervalle.

Considérons deux éléments quelconques x et y de I. Par symétrie, on peut supposer que x < y. Pour tout t € [0, 1],
les deux réels t et (1 — t) sont positifs, donc

MT—-t)<(1—-tly et tx<ty.
On en déduit que
MT—thx+tx< (T —t)x+ty < (1—thy+ty
c’est-a-dire
x<(T—thx+ty <vy.
Comme [ est un intervalle, cet encadrement montre que (1 — t)x + ty appartient a L.

On a ainsi prouvé que tout intervalle I de R était une partie convexe.
a Réciproquement, supposons que I soit une partie convexe (non vide) de R.

# Rappel : Pour prouver que 1 est un intervalle, nous choisissons arbitrairement deux éléments x et y de 1 tels que x < y et
nous devons prouver que tout réel z tel que x < z <y appartient encore a 1.

Choisissons donc deux réels x < y dans I et considérons un réel z tel que x < z < y.
a Premier cas (tres particulier) : six =y, alorsz=x € L
a Deuxieme cas (général) : si x < y, alors on pose
zZ—X
y—x
Comme x < y et quex < z <y, alorsy —x > 0 (on ne divise pas par 0, c’est mal) et 0 < z—x <y—x,donc 0 <t < Tet
par ailleurs

(1 — )t ty = (Y- ——xx+(z-xy _
Yy—Xx

Comme I est convexe, cela prouve que z € L.
Dans tous les cas, le réel z appartient bien a I, ce qui prouve que I est bien un intervalle.

# Si vous connaissez bien les définitions de partie convexe et d’'intervalle, cette démonstration est facile a comprendre. Si
quelque chose vous échappe, relisez les définitions et dégagez le plan de la démonstration afin d’en saisir le sens général.
Meéme si la démonstration vous parait claire, I'apparition subite du paramétre t dans la derniere partie doit vous interroger :
mais d’ot1 sort donc ce parametre t?
Cette (excellente!) question est 'occasion de distinguer clairement la phase de recherche (analyse) et la phase de rédaction
(synthése) : on vous demande une démonstration intelligemment rédigée, on ne vous demande pas d’exposer vos secrets de fabrica-
tion !

# Secrets de fabrication
Dans cette derniere partie, il faut démontrer que le réel z est bien une combinaison convexe de x et y, c’est-a-dire (définition !)
qu’il existe un certain réel t € [0, 1] tel que
z=(1—t)x+ty.
Soit! Si jamais un tel réel t existait, que pourrions-nous en déduire? (Veuillez noter I"emploi du conditionnel.) Eh bien, nous
pourrions en déduire que
z=x+t(y —x)
c’est-a-dire que, nécessairement,
zZ—X
y—x
Cela prouve qu'il existe au plus un réel t convenable et nous venons de calculer la seule valeur possible de ce réel. Yapuka
vérifier que cette seule valeur possible de t répond effectivement au probleme posé : c’est ce qu'il suffit de rédiger pour produire une
démonstration rigoureuse.
Et c’est parce que cette seule valeur possible fait apparaitre (y — x) au dénominateur qu’on pense a discuter du cas x =y (on
ne divise pas par 0, c’est mal).

t:
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Solution 7 03-07

1. Comme f est de classe €, sa dérivée ' est continue sur le segment [0, 1], donc 'intégrale

F |f/(t)] dt
0

est bien définie (et positive).
Comme ¢ est continue, le produit f est continu sur le segment [0, 1], donc l'intégrale

1
J f(t)e(t) dt
0
est bien définie elle aussi.
Par conséquent, N et N, sont bien des applications définies sur l'espace E = %' ([0, 1], R) et il est clair qu’elles

prennent leurs valeurs dans R

a Par linéarité de la dérivation et de I'intégrale, ainsi que par homogénéité de la valeur absolue, les deux applications
N et N, sont (absolument) homogenes.

1
N(Af) = |[Af(0)] +J IAf/(1)| dt
0
1
= AI[f(0)] + L INI| /()| dt
1
= \|F(0)] + wjo 1#(6)] dt = A N(F)

1 1
N, (Mf) = J Af(t)p(t) dt’+L |Af/(1)] dt

0

1 1
—‘AJ f(t)p(t) dt’+|?\|J /(1) dt = AN (f)
0 0

#v Bien entendu, il faut savoir retrouver ligne de calcul aprés ligne de calcul quels sont les arguments qui permettent de passer
d’une expression d la suivante — autant que possible, sans la moindre hésitation.

@ Une somme de réels positifs (= des valeurs absolues!) est nulle si, et seulement si, chaque terme est nul. Par consé-
quent, si N(f) = 0, alors

1
(0) :J |f’(t)| dt=0
0
etsi Ny (f) =0, alors

1 1
J f(t)e(t) dt = J [f'(t)| dt =0.
0 0

» Dans les deux cas, on a donc
1
J [f(t)] dt = 0.
0

La fonction [f'| est positive (clair!) et continue (puisque f est de classe ¢'') sur l'intervalle [0, 1]. Comme l'intégrale est
nulle et que les bornes de l'intervalle d’intégration sont distinctes, on en déduit (Théoreme de l'intégrale nulle) que

vtelo,1], f'(t)=0

et donc que la fonction f est constante sur [0, 1].
» Si f est constante sur [0, 1] et que |f (O)| =0, alors la fonction f est identiquement nulle sur [0, 1].
» Si f est constante, égale a K € R sur [0, 1], et si

alors
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Or l'application ¢ est continue, positive et non identiquement nulle sur [0, 1], donc

1
J e(t)dt >0
0

et par conséquent K = 0.
Nous avons ainsi démontré que : si N(f) = 0 ou si N, (f) = 0, alors f est la fonction identiquement nulle sur [0, 1]
(c’est-a-dire le vecteur nul de E).
@ Les deux applications N et N, vérifient 1'inégalité triangulaire (linéarité de la dérivation, de 1’évaluation et de
I'intégration; inégalité triangulaire pour la valeur absolue et pour l'intégrale).

N(f+ g)
Ny (f+g)

N(f) + N(g)

<
<Ny (f) +Ng(g)

#o Ici encore, il faut étre capable de mener le calcul étape par étape, en sachant a chaque étape préciser quelle propriété justifie le
calcul. A vous de vérifier !
2. Pour démontrer que les deux normes sont équivalentes, nous procédons par double inégalité.

@ Puisque les deux normes mélangent les valeurs de £(0), f(t) et f'(t), on doit penser a utiliser le Théoreme fondamental !

@ Soit f € E. Comme f est de classe €' sur [0, 1], on déduit du Théoréeme fondamental que
t
vtelo,1], f(t)=f(0) +J f'(u) du.
0
D’apres 'inégalité triangulaire (dans IR, puis la version intégrale en remarquant que les bornes de l'intégrale sont dans

I'ordre croissante : 0 < t),
t

viel 1, [f0)] < |f)] +L 1#/(w)] du.

Comme t < 1 et qu’on integre une fonction positive,

t 1
vtelo,T], J ]f’(u)|du<J [f(w)| du
0 0

et donc !
Vtelo1], ]f(t)] < ]f(0)| +J |f’(u)] du = N(f).
0

Comme la fonction ¢ est positive et que la borne supérieure est un majorant, on en déduit que
vte o], [fte(t)|=[ft)]e(t) < N(f)e(t).

Comme l'intégration conserve les inégalités,
1 1 1
|, trvem]a< | N de=Nm | ol
0 0
et on déduit de I'inégalité triangulaire pour les intégrales que
1

1
J ore dt‘ <N(f)J o(t) dt.
0 0

Finalement, la norme N, est bien dominée par la norme N : pour toute fonction f € E,

1
N (f) < (1 +J ®(t) dt)N(f).
0
@ L'encadrement réciproque est sensiblement plus compliqué... Commencons par rappeler que l'intégrale

1
D= L e(t)dt
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est strictement positive (la fonction ¢ est positive, continue, non identiquement nulle et les bornes dans 'ordre croissant :
0O=a<b=1).
Il ne fait aucun doute que
vtelo,1], f(0)=f(t)— [f(t)—f(0)].
Par linéarité de l'intégrale, on en déduit que

1 1
O.f(0) = L f(t)p(t) dt — L [f(t) — £(0)] @(t) dt.

Comme plus haut, on déduit du Théoreme fondamental (et de quelques autres théorémes sur les intégrales — a vous
de deviner) que

1
Vtelo,1], [f(t)—f(0) <J /()| dt
0

et donc que, par positivité de l'intégrale,

1 1 1
J [£(t) — £(0)] (1) dt' gJ (1) — £(0)]@(t) dt < @.J |/ (w)] du.
0 0 0

Par conséquent,

1 1
frol <[ et dt‘+<D-J #/(10)|

0 0

)
~—
>0
et enfin, pour toute fonction f € E,

1

r f(t)p(t) dt’ +2J; [/ du< (24 &) Ny f).

N(f) < =
(1 O >

®

# Cette derniere majoration est assez grossiere, mais cela n'a pas d’importance ici!

@ Nous avons ainsi démontré que

Vf€E, (f) < N (f) < (1+ QIN(f),

)
=N
20 +1
ot @ est une constante strictement positive, et donc que les deux normes N et N, étaient équivalentes.

Solution 8 03-08

Soit u € E, une suite réelle bornée. Par définition,

VkeN, ] < fJuf] -

On en déduit que
VkeN, Vxe 0,1, hux® < [jul x5

Comme 0 < x < 1, la série géométrique }_ x* est une suite convergente de terme général positif, donc la série )~ ux*
est bien absolument convergente.
Par inégalité triangulaire,

+oo
Vxelo,1[, ’(1 —X)Zukxk
k=0

+oo
<(1=%) D Jullox* < f[ullo-
k=0

Le majorant trouvé étant indépendant de x, on en déduit que
Iull < o

par passage au sup (par rapport a x € [0, 1[).

# Trouver un contre-exemple n'est pas une chose évidente. 1l s’agit ici de trouver une suite (wy e d'éléments de E et la difficulté
vient du fait que chaque terme wy est lui-méme une suite réelle bornée.
11 s’agit de faire en sorte que la somme de la série entiere

Z U (n)x™
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soit de plus en plus petite a mesure que l'indice k augmente.

Pour tout n € IN, on pose
un =(5,...,0,1,0,0,...).

n termes
Il est clair que ||un |/, =1 et que
+oo
vog<x<, (1fx)Zun(k)xk:Ufx)x“:x“fx“”.
k=0

L'étude des variations de [x — x™ —x™"'] montre que cette fonction est positive sur [0, 1[ et atteint son maximum en
X =" 4+ 1. Ce maximum est égal a
1 n o\n" 1
unll = (=) <

n+1 \n+1/ Sn+1’

Par conséquent,

lim |ju,||=0 alorsque VYneN, [un|, =1
n—+oo

@ On a ainsi démontré que les deux normes n’étaient pas équivalentes.

Solution 9 03-09

Soit f, une fonction continue et bornée sur R, . Par conséquent, la fonction

@ = [t fA(t)e ‘|cos t]]
est une fonction continue sur l'intervalle I = [0, +oo[ et
Vtel, 0<f(t)e Yeost| < |5 et

On en déduit d’une part que ¢ est bien intégrable sur I et d’autre part que
1/2

+o0
T |f|oo( | e dt) e

@ On vient de voir que ||-|| est bien une application de F dans R, .
Le plus simple ensuite est de remarquer que c’est la norme associée a un produit scalaire :

+oo
(flg) = L f(t)g(t)e ‘lcos t| dt.

La bilinéarité, la symétrie et la positivité sont évidentes. Enfin, si ||f|| = 0, alors I'application ¢ est une fonction continue
et positive dont 'intégrale est nulle. Elle est donc nulle sur R, ce qui prouve que

Vte R, \ {g—kkn, ke 1N}, f(t) = .
Comme f est continue sur R, on en déduit par densité que
vVteRyg, f(t) =0.

. Donc ||-|| est bien une norme sur F.
@ On cherche maintenant une suite de fonctions (f;, )nen dans F telles que

VneN, |fu],=1 etque lim [fn|=0.
n—-+oo

| n n+1) t
Avec les fonctions f,, représentées sur le graphe ci-dessus, il est clair que ||f, ||, = 1 pour tout n. D’autre part,
+oo
VneN, ||fn||2<J 12.et 1dt=em
n
donc
lim ||fn| =0.

n—-+oo

On a ainsi démontré que les deux normes n’étaient pas équivalentes sur F.
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Solution 10 03-10

Il s’agit d’abord de vérifier que ||-|| est bien une norme.
@ D’apres la Formule de Taylor pour les polynémes,

PII(0)
VPEE, P=) a X
keN

et les P(X)(0) sont tous nuls a partir d’un certain rang. Par conséquent, il n’y a qu’un nombre FINT d’indices k € N tels
que
PEI(0) >0,
ce qui prouve que le maximum est bien défini. Donc ||-|| est bien une application de E dans R
@ ['homogénéité (absolue)
VPeE VAR, |[AP||=Al|P]

est assez évidente et I'inégalité triangulaire ne pose aucune difficulté non plus : en effet,
[(P+ Q)™ () _ [PT(0)] n Q™ (0)]
k! N k!
< [P+l

VkeN,

et il ne reste plus qu’a passer au maximum.
a Quant a la séparation des points, il suffit de remarquer que si |P|| = 0, alors tous les coefficients de

PIJ(0)
P:Z o X

keN

sont nuls et que P = 0 par conséquent!
@ Quel que soit P € E, I'application

1+t
est continue sur l'intervalle I = ]0, 1]. Le quotient P(t)/(1 +t) tend vers une limite finie (égale a P(0)) lorsque t tend vers
0 et la fonction {n est intégrable au voisinage de 0, donc la fonction @p est bien intégrable sur I.
Par conséquent, T est bien une forme linéaire sur E.
@[] s’agit maintenant de trouver une constante K telle que

J‘ P(t) int
o T+t

L’idée consiste donc a majorer la fonction intégrande @p a1'aide de ||P||.
Soit P, un polynéme de degré d. Pour tout t € ]0, 1],

op = {t . P(t) Bnt]

VPEeEE,

dt‘ <KIP].

d

5 [PYO ko (3 e [Pl
[P(t)] < |t << t>||P||<]t.
k=0 k=0
On en déduit que
P(t){nt [ent|
PeE VvVt 1 ——— | <|IP| 77—
vPeE vteloll, ‘ 1T+t IPl (1+t)(1—1t)
La fonction g définie par
1 Int
1 - .
Vo<t<l, g(t) Tt T—1

est continue sur 'intervalle ]0, 1. De plus,

g(t) ~ ot et glt) >3

donc la fonction g est intégrable sur ]0, 1] et

1
YPEE, [T(P)< (L “‘gf:'z) dt) P

#y On peut démontrer que l'équation
TP = ITLIP]l

admet P = 0 pour seule solution et que |T| = 7°/s.
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Solution 11 03-11

Chaque somme ne compte qu'un nombre fini de termes, donc est bien définie. Toute famille finie de réels positifs admet
un plus grand élément, qui est un réel positif, donc

(A = JIA[l

est bien une application de M, (K) dans R,
@ Cette application est absolument homogene : quel que soit le scalaire A,

n n
VI<k<n, D Mad =) lag
=1 =1

donc

n
A= max A ;\ak,d = A].

a- Cette application vérifie 'inégalité triangulaire :
V1<kE<n, lax,e + b el < lax,el + [ox, el

donc

n
vi<k<n, Z\ak,z + byl < Z|ak,z| + [by,el.
= =1

Comme le maximum est un majorant,
n
vi<k<n, ) lage+bie < A+ B
=1

On a un majorant indépendant du parametre k, on peut donc passer au maximum :
1A+ Bl < [IA]l +[/B].

@ Cette application sépare les points. Si ||A| = 0, alors

n

V1i<k<n, Z\ak,dzo-
=1

@ Etant donnée une famille de réels positifs, si le plus grand élément est nul, alors tous les éléments sont nuls.

On en déduit que
V]gk,fgn, ak’e:O
c’est-a-dire A = 0,.

# Siune somme de réels positifs est nulle, alors chaque terme est nul.

@ Nous avons démontré que l'application [A — ||A|]] était bien une norme sur M, (IK). Il reste & vérifier que
VA,BeMn(K),  [AB] < [A[ B
@ Notons

n
AB = (ck,0)1<k,e<n ol Ck,¢ = Z ax,jbj,e.
i=1

Par inégalité triangulaire,
v1<kt<n, lex,el < ) lai;l[bjel.
j=1

Par conséquent,
n

n
V1<k<n, Z|Ck,e| < Z|ak,j| Z‘bi»“'
=1 j ¢

= j=1 =1
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Comme le maximum est un majorant,

n
VI<ji<n, ) |bjd <[B]
=1

donc

laic,s 1B < LA 1B

n
VIi<k<n, D el <
=1 j=1

n
= j=

On a un majorant indépendant du parametre k, donc on peut passer au maximum :

IAB < [IA[HB].

#y On peut démontrer le résultat d'une autre maniére si on est plus savant.
@ Munissons I'espace My 1 (IK) des matrices colonnes de la norme usuelle ||-|| . :

VX e Mn 1 (K), IX|lo = 1r<r1ka<xn|xk|.

On peut alors considérer la norme |-| sur My (K) qui est subordonnée a la norme ||-|| ., sur My 1 (K) :

Al = sup [|AX]. ()
X o=1

@ Par définition,

mn
||AX||Oo = 1<151<xn|yk\ o vi<k<n, yx= Z Ak, eX¢-
S =1

Par inégalité triangulaire,

n
Vi<k<n, [yl <)) lagel el < (Zlak,zl) Xlloo < TAIX][ oo
=1 =1

Le majorant ne dépend pas du parameétre k, donc on peut passer au maximum et en déduire que
YXeMa(K),  [AX] < [JAIIX]oo-
En particulier, |A]| < ||Al| d’apres (x).
@ Par ailleurs, il existe un rang 1 < ko < n tel que

n

1A= D" lai,¢l-

=1

Pour tout 1 < € < n, il existe un réel 0 tel que
10
Qk,,e = lai,,ele™ .

On pose alors

XO — (67191 . e*ien)—r
Il est clair que || Xol|,, = 1 et que

n n

D ak e =) lawgd =|A].

=1 (=1

Par conséquent,

deéf.
IAXol. Z max1 <k<n

n
D_aexe] = [|A].
t=1
D’apres (), |A] = ||A]l.

@ On a ainsi démontré (par double inégalité) que |A|| = |A| et on sait que la norme sur My (K) subordonnée a une norme
quelcongue sur N, 1 (IK) est toujours une norme sous-multiplicative.
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Solution 12 03-12

Puisque la borne inférieure est un minorant,
Vyn>1, L <un. (4)

a Considérons maintenant un réel A tel que { < A. Il s’agit de démontrer qu’il existe un rang ng > 1 tel que
vn > np, un <A
pour conclure.

# On présente le probleme de cette maniére pour ne pas avoir a discuter sur £ : la démonstration qui suit s’applique aussi bien au
cas £ € R qu’au cas { = —oo.
Ce n'est que dans le cas £ € IR qu’on peut remplacer A par £ + € avec un € > 0 choisi une fois pour toutes.

Comme ¢ < A et que { est la borne inférieure, le réel £ n’est pas un minorant. Il existe donc un entier m > 1 tel que

{<um <A ®)
# Cet indice m est définitivement fixé.

a Pour comprendre ce qui suit, il faut remarquer que le second membre de I'inégalité (x) est une combinaison convexe
de u, et de u,, c’est-a-dire un réel appartenant au segment iy, < un].
En prenant n = m dans (%), on obtient
1 1
Wm < sUp + sUm = Uy

2 2
On recommence alors avecn = 2m :

1
Usm € 3U2m + SUm < UM + UM = Un

3 3 3 3
et on devine alors qu’on peut démontrer par récurrence (sur k) que
Vke N wm < Un. (6)

# Pour le moment, on a démontré que
VA>SLAmMA) 2T, Vk>21, < um <Uum <A
On peut en déduire pour le moment qu'il existe une suite extraite de (un)n>1 qui tend vers € (exercice : le rédiger!).
11y a mieux a faire : passer des seuls entiers multiples de m a tous les entiers en pensant division euclidienne par m.
@ La famille {uq,...,um_1} est finie, donc elle est bornée : il existe un réel M tel que
VIi<r<m, [u,] < M. (7)
En appliquant (x) avec m «+— kmetn «r,

km
—Uu
km+r

En imposant 1 < v < m, on déduit de (6) et de (7) que

Ukmtr S K

m+ 7km—|— rur.

m M
_M™ M= >,
T m+0 Um +

Pour chaque valeur 1 < v < m, le majorant tend vers u,, lorsque k tend vers 400 et comme u,, < A par hypothese,
il existe un rang Ko , tel que

Vk>1,VIi<r<m, umir<T-un

Vk=> KO,T‘) Uemtr < A
II'n’y a qu'un nombre fini de valeurs de r a considérer, donc on peut poser
Ko =max{Ko -, T <r<m}eN
pour obtenir
Vi<r<m, Vk > K, Ukmar < A.

On a ainsi démontré que
vVn > Kom, Uy < Al

@ On a finalement démontré que, pour tout réel A > ¢, il existe un rang N € N tel que
Vn > Ny, {<u, <A
Autrement dit :

Iim u, =4
n—-+oo
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Solution 13 gt25S3-a

1. Soitf € E. Comme f est continue sur les deux segments [—1,0] et [0, 1], les deux intégrales sont bien définies et par
conséquent T est une application de E dans R.

La linéarité de l'intégrale prouve alors que T est une forme linéaire et il nous reste a étudier s’il existe une constante
K > 0 telle que

VfeE, IT(F)] < K|f]].

@ Toute fonction continue sur un segment est bornée et, par définition,

Ifllo = sup [f(1)]-
te[—1,1]

La borne supérieure est un majorant, donc

L’'intégration conservant les inégalités, on en déduit que
1 0
J [f(t)] dt < (1-0)- [f], et J [£(1)] dt < [0 — (=1)] - 1|
0 —1
D’apres 'inégalité triangulaire intégrale, pour toute fonction f € E,

1
IT(f)] < J f(t) dt‘+

0

J01 f(t) dt‘

1 0
gJ \f(t)|dt+J |f(t)| dt
0 -1
Cela prouve que la forme linéaire T est continue pour |||, et que, dans ce cas, |T| < 2.

# Nous allons maintenant prouver que |T| = 2.
Pour cela, la théorie nous indique deux possibilités :
— Ou bien il existe une fonction fo € E, distincte de Og, telle que

[ T(fo)| = 2[Ifoll

ce qui prouve que

def. T(f

IT| 5 sup 7| ( )| >2
f20e I1flloo
et permet de conclure (par double inégalité).
— Ou bien une telle fonction fo n'existe pas et il faut trouver une suite (fn )nen de fonctions de €, évidemment distinctes de
Ok, telles que
T(fn
lim | ( )’ =2,
n—too [l

ce qui prouve également que |T| > 2 et permet de conclure de la méme maniere.
a Commencons donc par chercher une fonction fy continue sur [—1, 1], telle que
Ifollo =1 et |T(f0)| =2.

D’apreés les calculs qui précedent, cela revient a supposer que

0 1
[folloo =T et J \fo(t)|dt:J [fo(t)] dt =1.

La continuité de fo permet d'invoquer le Théoréme de nullité de 1'intégrale qui nous dit que
Vte[-1,1], [fo(t)]| =1.
Mais la toute premiere majoration impose que
Vte[-1,0], fo(t)=—1 et Vte[0,1], fo(t)=+1

(cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire) : c’est impossible !
@ Pour tout n € N, on note f,,, la fonction continue et affine par morceaux qui vaut
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— —1 sur le segment [—1,-1/5n];
— +1 sur le segment [!/2~, 1]
— et 2™t sur le segment [~ /2, 1/5n].

& [l faut faire une figure pour comprendre qu’on choisit des fonctions continues qui s’approchent autant que possible de la fonction
fo qu’on cherchait précédemment.

Il est clair que les f,, appartiennent a E et que ||f ||, = 1 pour tout n € N. Par ailleurs, on vérifie sans peine que

VneN, T(f) :2(1 fzjﬁ)

# "Sans peine”... a condition d’avoir tracé le graphe de f, !

11 existe donc une suite (fn)nen de vecteurs non nuls de E tels que

lim ‘T(fn)’ =

noboo ([l

)

ce qui prouve que |T| = 2.
2. Nous considérons maintenant la norme définie par

1
VECE, |Ifll, = J [7(1)] d.
—1
Par inégalité triangulaire (dans R, puis pour les intégrales),

1
IT(f)] < J f(t) dt‘+

0

JO1 f(t) dt

1
<] Jrw)de= e,

ce qui prouve que la forme linéaire T est continue aussi pour la norme ||-||,, mais cette fois | T| < 1.
@ La connaissance des cas d’égalité nous disent la méme chose que plus haut :
— les intégrales sur [—1,0] et sur [0, 1] doivent étre de signes opposés (cas d’égalité pour l'inégalité triangulaire
dans R);
— la fonction fo doit étre de signe constant sur [—1,0] et de signe constant sur [0, 1] (cas d’égalité pour 1'inégalité
triangulaire des intégrales).
11 suffit de considérer la fonction fo = [t — t] pour que ces contraintes soient vérifiées!
On constate alors que

T(fo) = % - %] =1 etque [fol; = J']1|t| dt=1,
ce qui prouve que
1% sup I T(f)] > |T(fo)] iy
rzoe Il [ifolly
et donc que |T| = 1 par double inégalité.
Solution 14 gt2553-b

Tout d’abord, il est clair que T est une application linéaire de E dans E.
La borne supérieure étant un majorant,

vosk<n, Vtel0,1], |Le(t)] < |Lilly

et
vosk<n, [flan)] < [l

Par inégalité triangulaire,

vie 01, [THM] <Y [fao)] L] < 3 Il L.
k=0 k=0
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On a un majorant indépendant de t, ce qui nous permet de passer a la borne supérieure par rapportat € [0, 1] :

viek [T < (3 It Il
k=0

Cet encadrement prouve que l'application linéaire T est continue et que
n
ITH< ) Il
k=0

# On ne calculera la valeur exacte de |T| (je n’ai aucune idée de la maniere de faire!), mais on peut deviner sur cet encadrement
que, plus le nombre de points d’interpolation est élevé, plus la valeur de |T| est grande.
Autrement dit, 'interpolation au sens de Lagrange est une trés mauvaise méthode d’approximation — cf. l'article sur le
"phénomene de RUNGE" sur Wikipédia.

Solution 15 gt25S3-c

1. Soitu € E. Comme la borne supérieure est un majorant,

et, par inégalité triangulaire,
n

u .. u 1
vnzl, [ O ) <l
n nki]

a Cet encadrement prouve pour commencer que T(u) € E pour toute suite u € E, donc T est bien une application de
E dans E.

a [l est clair que T est une application linéaire.

a Dans 'encadrement qu’on vient de trouver, le majorant est indépendant de l'indice n. On peut donc passer a la
borne supérieure par rapport a n € IN* et obtenir

Vuek [T <y,

Cet encadrement prouve que l’application linéaire T est continue sur E et aussi que |T] < 1.
@ Siv est la suite constante égale a 1, alors T(v) =v et

T

=Ml =1,
ce qui prouve que |T| > 1.
On a prouvé par double inégalité que [T| = 1.
2. Si(Un)nz1 est une famille sommable, alors la série )} u,, est absolument convergente, donc la suite (un)n>1 est
bornée (elle est nécessairement convergente, de limite nulle). Cela pour justifier que I'espace F est bien un sous-espace
de E.
a En reprenant les calculs précédents, pour toute famille u € F,

U+ +uUp

1 & u
vnen, [WEitin <n;uk|<””‘.

n n

On en déduit que
vueh [T, <l

et donc que T est continue en tant qu’application linéaire de (F, ||-||;) dans (E, ||-|| . )-
@ Plus précisément, il est clair que la famille

v =(vi,v2,...)=(1,0,...)
est sommable (le terme général est nul a partir d’un certain rang), que
Vil =1

et que
T(V) = (L 1/2) 1/3a---)1/n»---)-
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On a donc trouvé un vecteur v € F tel que

My =1 et [TV, =1,

o0

ce qui prouve que |T| = 1 a nouveau.
@ ]l reste a vérifier que le sous-espace F n’est pas stable par T.
Pour cela, on consideére une famille sommable V non nulle de terme général positif, de telle sorte que la série } vy,

soit convergente et que
+oo
Z vn = [v|l; > 0.
n=1

On en déduit que
Wt tun |l

n n—-+oo n

Comme |[v[|; >0, la série } [Vl /; est divergente, ce qui prouve que T(v) ¢ F.

Solution 16 gt25S3-d

1. Pour toute fonction f € E et tout réel x € [0, 1], I'application

[t — (x + t)f(t)]

est continue sur le segment [0, 1], donc l'intégrale T(f)(x) est bien définie.

Par linéarité de l'intégrale,
1

1
T(f)(x) = L tf(t) dt + XJ;) f(t) dt,

ce qui prouve que T(f) est une fonction affine et en particulier une application continue de [0, 1] dans R :
Vf € E, T(f) € E.

1 est clair que T est linéaire (linéarité de l'intégrale), donc T est bien un endomorphisme de E.

a Comme T(f) est une fonction affine et que toute fonction continue sur [0, 1] n’est pas une fonction affine, il est clair
que T n’est pas surjectif.

a Comme E est un espace vectoriel de dimension infinie et que Im T est un espace de dimension finie (I'espace des
fonctions affines est un plan vectoriel et Im T est contenue dans ce plan), I'endomorphisme T ne peut pas étre injectif.

# On peut vérifier qu’il existe une fonction polynomiale de degré 2 :
Vtelo,1], f(t)=t>+at+b

telle que

et donc telle que T(f) = O.
Deux maniéres possibles :
— on détermine a et b en posant, puis en résolvant un systéme de deux équations linéaires;

— on considere le produit scalaire défini par
1

(hlg) = L g(UR(t) dt

et on applique 'algorithme de Gram-Schmidt a la famille libre

(t— td])ogdgz'

2. Soit f € E. Pour tout x € [0, 1], par inégalité triangulaire (pour les réels, puis pour les intégrales),

1 1
IT(f(x)] < J tf(t) dt’—i—lx J f(t) dt’
0

0

1 1
< L |tf(t)] dt + L ()| dt.
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Or la borne supérieure est un majorant, donc
Vie 0,1, [f(O)| < |Iflle et [tF)] <t |Ifll < [If]lo-
Ainsi
Vxe[0,T1], ]T(f)(x)‘ < 2)|f|| oo -

On a un majorant indépendant du parametre x € [0, 1], on peut donc passer au sup :
vieEk [T, <2lfls

ce qui prouve que l’application linéaire T est continue et que |T] < 2.

# La norme subordonnée de T est strictement inférieure a 2! On peut en effet reprendre le calcul précédent en majorant plus
finement : comme
Vieo,1], [|tf(t)] <t [Ifll.,

on obtient

1
3
J tdt + |x|> oo < 51Hlloos
0

Umung(

ce qui prouve que |T| < 3/2.
En considérant la fonction constante fo = [t — 1], on a bien stir ||fo||, = 1 et

Vxelo,1], T(fo)(x) :x—i—l >0

2
donc
IT(r0)], = (o)1) = .
Et c’est ainsi que |T| = 3/>.
Solution 17 pg23S2-a
1. L'intervalle A = [0, 1] est contenu dans l'intervalle B = [—1, 1] mais

infA=0>—1=infB.

L’'implication est donc fausse.

#v En revanche, l'implication
A CB = infB <infA

est vraie. En effet, comme A C B, tout élément x de A appartient aussi a B et comme la borne inférieure de B est un minorant de B,
VxeA, infB < x.
Le minorant est indépendant de x € A, donc on peut passer i la borne inférieure :
inf B <infA.

(C’est du cours!)

2. Par construction, pour tout x € A 4 B, il existe y € A et z € B tels que
x=Yy+z<supA-+supB

(puisqu’'une borne supérieure est un majorant). Ce majorant est indépendant de x € A + B, donc on peut passer a la
borne supérieure :
sup(A + B) <sup A +supB.

Réciproquement, quels que soienty € Z etz € B, leréel x = y+z appartient a A+ B et comme une borne supérieure
est un majorant,
v (y,z) € A x B, y+z <sup(A+B).

Pour y € A (fixé), on a donc
Yz € B, z < sup(A+B)—vy.
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Ce majorant est indépendant de z € B, donc on peut passer a la borne supérieure :
VycA, supB <sup(A+B)—y

c’est-a-dire
Yy €A, y < sup(A+ B) —supB.

A nouveau, on a trouvé un majorant indépendant du paramétre (cette fois, le paramétre esty € A), donc on peut passer
a la borne supérieure :
sup A < sup(A 4 B) —sup B.

On a ainsi démontré que
sup(A +B) =sup A +supB

par double inégalité.
3. Onpose
A={f(x),xeX} et B={g(x), xeX}.

Comme les applications f et g sont bornées, les parties A et B sont bornées et comme X # @, elles ne sont pas vides.
On s’intéresse ici a la borne supérieure de la partie

C={f(x)+g(x), x e X}
qui est évidemment contenue dans la partie
D = {f(x) + g(y), (x,y) € Xx X} =A+B.
Par conséquent, sup C < sup(A + B) = sup A + sup B, c’est-a-dire

sup f(x) + g(x) < sup f(x) + sup g(x).
xeX xeX xeX

Comme C ¢ D, on peut se douter que cette inégalité peut étre stricte...

# Nous allons chercher des fonctions f et g qui atteignent leurs maximums respectifs pour des valeurs différentes de la variable,
de maniére i obtenir :

max f(x) + g(x) = f(xo) + g(x0) < f(x1) + g(x2) = maxf(x) + maxg(x).
Considérons les fonctions f et g définies sur X = [0, 1] par:
Vxelo,1], f(x)=T1+x et gx)=1—x.
Il est clair (monotonie des deux fonctions!) que

sup f(x)=f(1)=2 etque sup g(x)=g(0)=1.

x€[0,1] x€[0,1]
Cependant,
Vx e [0,1], flx)+gx)=2
et donc
sup f(x)+g(x)=f(1)+g(1)=2<3= sup f(x)+ sup g(x).
x€(0,1] x€l0,1] x€(0,1]
Solution 18 pg23S2-b
1.

# Dans les deux cas, on considere une partie non vide de R qui est minorée (par 0), donc les bornes inférieures existent bien. Il
reste a savoir les calculer...

Il s’agit simplement d’étudier les variations de la fonction f : R¥ — R définie par

Vx>0, f(x):x—i—%.
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Il est clair que f est dérivable sur R et que

1 x? -1
VX>O, f/(X):‘I—szzxiz.

Par conséquent, la fonction f est d’abord décroissante sur ]0, 1], puis croissante sur [1, 4+oo[. Cette fonction atteint donc

son minimum pour x = 1 et finalement
infA=minA =f(1) = 2.

2.

# ['énoncé nous suggere de relier la seconde étude a la premiere...

Pour x > 0, on a démontré que
1
X+-—->=2
X
c’est-a-dire

(1_1) > (x—1).

X

Par croissance de [t — 2! = e' 2], on en déduit que
Vx>0, 25+42Vx=2.(20671 4 20/x71)
2. (20 2 e

1
. (x—1)
2 [z n 72@—11}'

WV

WV

L’étude précédente montre que

1
Y _
Vy>0, 245522

avec égalité pour y = 1. On prend iciy = 2~V > 0, qui est égal a 1 pour x = 1.
On a ainsi déduit de la question précédente que

Vx>0, 24+2*>4

avec égalité pour x = 1. Par conséquent,
infB=minB =4.

# On aurait pu étudier la fonction g définie par
vYx>0, g(x) = 2% 4 21/x

dont la dérivée est

zl/x).

Vx>0, g’(x):finz-(ZX— >

Bon courage pour I'étude des variations !

Solution 19

pg23S2-c

# Ca se voit, non?
Pardon ? C’est pas la bonne réponse ? OK, on s’y colle.
Inutile de penser a la dérivée : la fonction étudiée n’est pas dérivable sur R.

Soient x < y, deux réels.
Deux cas sont possibles :
— Ou bien il existe un entier n € Z tel que
n<x<y<n+1.

Dans ce cas, par définition de la partie entiére, on a
[x) =n=ly]

et en particulier x| < |y].
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— Ou bien il existe deux entiers n, p € Z tel que
n<x<n+1<p<<y<p+1.
Dans ce cas, on a |x] =net |y| = p avec cette fois
Ix) <Lyl

Dans les deux cas, on a démontré que
[x) < ),
donc la fonction partie entiére est croissante sur R.

#o Toute la difficulté réside ici dans le fait de justifier clairement qu’on a distingué tous les cas possibles. (On n’oserait pas
remplacer un argument du genre "¢a se voit clairement” par un argument du genre "il est bien évident que", noooon...)
La premiere clause se formule logiquement sous la forme :

dn € %, Mm<x) e (y<n+1).
La négation de cette clause s’obtient par la méthode habituelle :
Vn ez, m>x) ou (y=n+1). (*)
Par définition de la partie entiere, il existe deux entiersm € Z et p € 7Z tels que
n<x<n+1 e p<y<p+1.
En combinant I'encadrement de x avec la négation (%), on obtient que
y=>n+1.

Onadoncm+ 1<y <p+1etpar conséquent n < p.
Comme d’habitude, les choses qui se voient le mieux ne sont pas les plus simples a dire.

Solution 20 pg23S2-d
1.

# Meéme si la question n’est pas posée, il est de bon gofit d'y répondre : il y a un max dans la définition de la norme ||-|| . car
on considere ici des fonctions continues sur le segment [0, 1] et on sait que de telles fonctions sont bornées et atteignent leurs
bornes.

Comme f est continue sur [0, 1], elle est continue sur le segment [0, x] pour tout x € [0, 1], donc 'intégrale ¢ (f)(x)
est bien définie pour tout x € [0, 1].

D’apres le Théoréme fondamental, I'application ¢ (f) est une primitive de f, donc c’est en particulier une application
continue de [0, 1] dans R.

Par linéarité de l'intégrale, 'application ¢ est linéaire.

# Je vous laisse le soin de poser le calcul qui justifie la linéarité de .

On a ainsi démontré que @ était un endomorphisme de E.
@ Pour toutt € [0,1],
0] < Il

puisque la borne supérieure est un majorant.
Par inégalité triangulaire et positivité de I'intégrale,

vxe 1l Je)] < | [f]de <l < [fl.
0

On a trouvé un majorant indépendant du parametre x € [0, 1], nous pouvons passer a la borne supérieure :
VieE [lofle < IIfllo:

Cette inégalité prouve que I'endomorphisme ¢ est continu et que ] < 1.
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2. Considérons la fonction fo = [t — 1]. Il est clair que fo € E, que ||fo]|,, = 1 et que

Vxel0,1], @(fo)(x) :JX dt =«x.
0

Par conséquent, || @ (fo)|, = 1.
D’apreés le cours,
VieE  [lo(f)l, <lol-[f],

Avec f = fy, on vient de trouver que 1 < |o].
@ On a ainsi démontré par double inégalité que || = 1 et aussi que la borne supérieure

déf
lel = sup [lo(f)l
£ll=1

est atteinte :

lol = lle(fo)loo = max flo(f)o
puisque |[fo||, = 1.
3. L’ensemble Ej est le noyau de 'application
[f — £(0)]

qui est une forme linéaire sur E. Par conséquent, Eq est bien un sous-espace de E.

Quelle que soit f € E (et pas seulement dans E!), I'application ¢(f) est nulle en 0, donc ¢(f) € Eo. Le sous-espace
Eo est donc stable par ¢.
4. En tant que restriction d"une application linéaire continue (lipschitzienne), I’application @ est linéaire et continue
(lipschitzienne) et comme Ey C E,

ool = sup [|@o(f)|l < sup [o(f)], =lel=1.
fEEo fek
Il =1 1]l =1

@ Pour calculer |@ol, on ne peut pas utiliser la fonction fy, car elle n’appartient pas au sous-espace Ey. Mais comme
cette fonction était bien pratique, on va s’en inspirer...
@ Pour tout n > 2, on considere la fonction f,, définie par

Vte0,/nl, fult)=nt et Vte [V, fult)=1.

(Faites une figure! Tout de suite!)
Ces fonctions f,, appartiennent bien stir au sous-espace Eo, ce sont des vecteurs unitaires :

Vn>=2 |fnll, =f(1)=1

et

1
Y22, foolfn)le = eolfa)1) = | faltidt= 3o+ (1= 1) =1- -

(somme de l'aire d'un triangle et de 'aire d'un rectangle, ¢a se voit sur la figure que vous avez faite).
D’apres le cours,

Vieko,  [leolf)llo <ol [Ifll,
et en particulier pour les fonctions f, :
1
Vn>2, 1—— <lool.
2n

En passant a la borne supérieure, on en déduit que 1 < [@ol et donc, par double inégalité, que
lpol =1.

@ Si ol était un maximum, alors il existerait une fonction g € E, telle que

l9lle =1 et ll@o(g)lle =1

Par conséquent, la différence
[t—1—g(t)]



Topologie 33

est une fonction continue, positive et non identiquement nulle sur [0, 1] (puisque cette fonction prend la valeur 1 en
t = 0). On en déduit que
1
J 1—g(t)dt>0
0
c'est-a-dire

1
Polg)(1) = L o(t)dt < 1.

Comme g est positive, une majoration précédente nous a démontré que

leo(g)llo = @olg)(1),

ce qui contredit notre hypothese.
Conclusion : la norme || est une borne supérieure sur la sphere unité du sous-espace Eg qui n’est pas un maxi-

n__7s

mum (cette borne supérieure "n’est pas atteinte").

Solution 21 18-01

1. Supposons que la boule ouverte B, (xo, 1) soit contenue dans F:

VxeE, |x—xo<r = x€F
Considérons maintenant un vecteur y de la boule ouverte centrée a 1'origine B, (0g, 1) : comme |[y|| < r, alors
[[(xo +y) —xol| = [yl <
donc xp +y € By(xo,r) C F. Comme F est un sous-espace vectoriel, il est stable par combinaison linéaire et donc

y:(x0+y)— xo €F
NI AN

€F €F

Par conséquent, la boule ouverte B, (0g, ) est contenue dans F.
2. Soit F, un sous-espace vectoriel strict de E: ona donc F ¢ E.

Supposons que l'intérieur de F ne soit pas vide. Il existe alors un vecteur x¢ dans l'intérieur de F et, par définition
de l'intérieur, il existe un réel v > 0 tel que la boule ouverte B, (xo, ) soit contenue dans F.

D’apres la question précédente, la boule ouverte B, (0, 1) est contenue dans F.

Le vecteur nul O appartient a F (puisque F est un sous-espace vectoriel de E).

Six € E nest pas le vecteur nul, alors

oo 2 (5 -%)-
T 2]l

La norme du vecteur (7/2|x|) - x est égale a /> < 1, donc ce vecteur appartient a F et comme F est un sous-espace vectoriel,
x €k

2y Un sous-espace vectoriel est stable par combinaison linéaire. En particulier, siu € F, alors A - w € F pour tout scalaire A.
On a ainsi démontré que tout vecteur x € E, nul ou non nul, appartenait a F, donc F = E.

Solution 22 18-02
1.

# On sait qu’une application linéaire est continue si, et seulement si, elle est bornée sur la sphére unité.

Si f n’est pas continue, alors il existe une suite (un )Jnen de vecteurs unitaires telle que la suite (réelle) (f (un))
ne soit pas bornée.
On peut donc extraire une sous-suite (1q, (k) )ken telle que

neN

Jim [ £ )| = +oo.

Une suite réelle qui tend vers +oo est strictement positive a partir d'un certain rang. On peut donc poser

1

X = ————
« flugp(x))

“Ugp(k)-
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Par absolue homogénéité de la norme,

U (k) 1

[kl = = 0
[flupo)|  [flugn)] ke
et par linéarité de f,
flue o))
flxi) = ——= =1.
f(Up )

2. Sila forme linéaire f est continue, alors son noyau est fermé en tant qu’image réciproque du singleton {0} par une
application continue.

# Dans tout espace vectoriel normé, les singletons sont des parties fermées.
@ Réciproquement, si f n’est pas continue, on peut considérer une suite (xn )nen qui tend vers 0 alors que f(xn) = 1
pour toutn € IN.

Par linéarité de f,
VnelN, f(xqn—x%)=0

donc yn = xn — Xp appartient au noyau de f pour tout n € N. La suite (yn)nen converge vers —xo :
[yn — (=x0)|l = [[(xn —x0) + %ol = [[xn|| ——— 0
n—-+oo

mais —xo n’appartient pas au noyau de f :
f(=x0) = —f(x0) = =1 #0.

Le noyau de f n’est donc pas stable par passage a la limite, ce qui signifie qu’il n’est pas fermé.

#v Le noyau d'une forme linéaire non identiquement nulle est un hyperplan de E. Comme I'adhérence d"un sous-espace vectoriel
est encore un sous-espace vectoriel, on a donc ici :
Kerf C Kerf C E.

Comme Ker f est un hyperplan, il n’y a donc que deux possibilités, mutuellement exclusives :
— ou bien Ker f = Ker f ¢ E et, dans ce cas, Ker f est fermé, c’est le cas oii f est continue;
— ou bien Ker f & Ker f = E et, dans ce cas, Ker f est dense dans E, c’est le cas oii f n’est pas continue.
11 est difficile de se représenter géométriquement cette alternative, car en dimension finie, seul le premier cas a lieu.

Solution 23 18-03

1. D’apres la définition,

yeFt &= VxeF ylx

ce qui nous donne l'égalité

Fr=[R-x)*".

xeF

@ Or l'orthogonal d"un vecteur
(R-x)* = [(x]ly) =0]

est 'image réciproque du fermé {0} C R par I’application

y— (xly)] : E-R

et cette application linéaire est une fonction continue de y puisque

Vyek, | (xly)|< IxIl [yl
—~—
Cte

# Oui! C’est bel et bien I'inégalité de Schwarz!

@ Donc (R - x)* est une partie fermée de E pour tout x € F et F- est donc un fermé de E, en tant qu’intersection de
fermés.
2. SiE=FaF alors la projection orthogonale p sur F est bien définie, de méme que la projection orthogonale q sur
Fletp+q=1I.
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D’apres le Théoreme de Pythagore,

VxeE, [[pM)[+[lx =& = [[p()]| + [laG]| =[x,

ce qui prouve que
VxeE |lpx)] < xl etque  VxeE, |qx)| < x|
Comme p et g sont des applications linéaires, cela prouve que ce sont des applications continues.

# Cela prouve aussi que |p| < 1 et que |q] < 1.
Si F et F ne sont pas réduits au vecteur nul (ce qui est le cas la plupart du temps), alors |pl = 1 (puisque p(x) = x pour tout
x € F)et|ql =1 (puisque q(x) = x pour tout x € FL).

@ La projection orthogonale ¢ est la projection sur F* parallelement a F, donc F = Ker q. En tant qu’image réciproque
d’une partie fermée (le singleton {Og }) par une application continue (la projection q), le sous-espace F est donc fermé.

@ La projection orthogonale p est la projection sur F parallelement a F+, donc F+ = Ker p est également une partie fermée de E.
3. Dans un espace préhilbertien, tout sous-espace de dimension finie posseéde une base orthonormée et, de ce fait, la
projection orthogonale p sur F est bien définie. Par conséquent, E = F @ F et on déduit de la question précédente que le
sous-espace F est fermé.

4. Pour toute partie F de E, on sait que F C F et donc que (F)*+ C F+.
Réciproquement, soit x € F*. Par définition,

Yy eF (x|ly) =0.

Considérons maintenant un vecteur z € F. Il existe, par définition de I’adhérence, une suite (yn)nen de vecteurs de F
qui converge vers z. D’apres 'inégalité de Schwarz,

YneN, [(xlz) = (xlyn)|=](xIz=yn)| < Il 2= ynl] ——0.
Par conséquent,
(x|z) = tim (x|yn) =0

puisque les y,, sont, par hypothese, orthogonaux a x. On vient de prouver que x était orthogonal a F.
Par double inclusion,

Ft=(F)*

etdoncF@F+ =Fq (F). B
@ Comme F est un sous-espace de F, on en déduit que

Fe(F)* cFa (Pt CE.

#) Si E est un espace préhilbertien complet (c’est-a-dire un espace de Hilbert), on peut démontrer que F & F- = E pour tout
sous-espace fermé F.

Solution 24 18-04

# Commengons par rappeler les propriétés qu'il faut absolument connaitre sur les hyperplans.

Soit H, une partie d'un espace vectoriel E (de dimension quelconque).
@ Premiére caractérisation — La partie H est un hyperplan si, et seulement si, il existe une forme linéaire f € L(E,IK) non
identiquement nulle telle que H = Ker f.
En dimension finie, 'hyperplan H est alors représenté par une équation cartésienne :

H= [f(X],...,Xn) :0]

dans le cas dim E = n.
Une telle forme linéaire n’est pas unique mais presque : si H = Ker f = Ker g, alors il existe un scalaire « non nul tel que

Vx€eE f(x)=ag(x).

@ Deuxieme caractérisation — La partie H est un hyperplan si, et seulement si, il existe un vecteur a # Og tel que E =
He K- a
@ Choix d'un supplémentaire — Si H est un hyperplan, alors E = H & K - a quel que soit le vecteur a € E \ H.
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@ Lien entre supplémentaire et forme linéaire — Si I'hyperplan H C E est le noyau de la forme linéaire f, alors il existe un
vecteur a € E tel que f(a) =1 et, quel que soit x € E, il existe un vecteur xyy € H et un scalaire A € K tels que x = xy + A - a.
Par linéarité de f, on en déduit que

x =xp + f(x) - a.

1.a. Quelle que soit la partie H de E, on a toujours: H C HCE.

w ['adhérence H est, par définition, contenue dans I'espace vectoriel E. Le vecteur nul O appartient au sous-espace H
et par conséquent a H. Enfin, H est stable par combinaison linéaire (propriété dite "linéarité de la limite"). Par conséquent,
'adhérence H est encore un sous-espace de E.

#v L'adhérence de tout sous-espace de E est encore un sous-espace de E.
1.b. Soita € H\H (en admettant qu’un tel vecteur existe). Comme a ¢ H et que H est un hyperplan, alors E = HGK-a.
@ D’autre part, H C H (quelle que soit la partie H de E, sous-espace vectoriel ou non) et comme a € H, alors K-a C H.

#v Un sous-espace vectoriel est stable par combinaison linéaire !

Comme H est un sous-espace vectoriel de E qui contient H et K - q, il contient la somme H ® K - a.
# Un sous-espace vectoriel qui contient d la fois H et KK - a contient nécessairement la somme H + K - a.
2. On distingue alors deux cas.
@ SiH = H, alors H est fermé.

# L'adhérence d'une partie est toujours fermée !

@ Sinon H ¢ H, donc il existe un vecteur a € H\ H et E C H d’apres la question précédente.

Dans ce cas, H = E — autrement dit : H est dense dans E.

# [l n'y a donc que deux possibilités :
— ou bien un hyperplan est fermé (ce qui est toujours le cas si la dimension de E est finie);
— ou bien il est dense dans E.

3. Sila forme linéaire f est continue, alors son noyau est fermé.

# L'image réciproque Ker f = [f(x) = 0] du fermé {0} par une application continue f : £ — K est fermée.

@ Réciproquement, si la forme linéaire f n’est pas continue, alors elle n’est pas bornée au voisinage de O (Théoreme
de caractérisation des applications linéaires continues). Il existe donc une suite (un)nen qui converge vers le vecteur

nul et telle que
lim }f(un)‘ = +o00.
n—+oo
Par conséquent, pour tout entier n assez grand, le scalaire f(u,,) n’est pas nul :
Ing € N, Vn > ny, flun) # 0.

Pour tout n > no, on pose alors

Vn = tn et on remarque que f(vn) = Flun) =1.
fun) flun)
Par absolue homogénéité de la norme,
[[un |l
Vyn>n vl = .
o el =gy

Par hypothese, le numérateur tend vers 0 et le dénominateur vers +oco, donc la suite (v, )Jn>n, converge vers le vecteur
nul O¢.
Cela dit, par linéarité de f,
Yn>=ng, Vn—Vn, €Kerf

puisque f(vn —vn,) = f(vn) — f(vn,) =1 —1 =0 et comme v,, converge vers O, alors

lim vy —vn, = —vn, € Kerf
n—+oo

puisque f(—vn,) = —f(vn,) =—1.
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On a ainsi démontré que Ker f n’était pas fermé (ce sous-espace n’est pas stable par passage a la limite).

# Cette alternative démontre que le noyau d’une forme linéaire est fermé si, et seulement si, la forme linéaire est continue.

4.a. Silaforme linéaire f est continue, alors les trois parties
[f(x) > 0] = [f(x) €10,+0o0[], [f(x) < 0] = [f(x) €]—00,0[, [f(x)#0] = [f(x) € {0}

sont des ouverts de E.

# L'image réciproque d'un intervalle ouvert par une application continue est ouverte.
L’image réciproque d'un intervalle fermé par une application continue est fermée.
Le complémentaire d'un fermé est un ouvert.

@ La partie P, = [f(x) > 0] est convexe : si deux vecteurs x; et x, appartiennent a P, alors f(x;) > 0 et f(xz) > 0;
quel que soit t € [0, 1], on a donc

(1=t +tx2) = (1 = )f(x1) + tf(x2) >0

ce qui prouve que (1 —t)x; +tx, € P.

# Pour 0 <t < 1, 'expression (1 —t)f(x1) + tf(x2) est la somme de deux termes strictement positifs.
Pourt = 0, il reste f(x1) > O (par hypothese) ; pour t = 1, il reste f(x2) > 0 (par hypothése aussi).

Toute partie convexe est connexe par arcs, donc P est connexe par arcs.
Il est clair que la méme démonstration prouve que P_ = [f(x) < 0] est convexe et donc connexe par arcs.

# On n’a pas eu besoin de la continuité de f pour conclure.

a Comme f n'est pas identiquement nulle, il existe un vecteur xo € E tel que f(xo) # O et comme f est linéaire,
f(—xo0) = —f(xo).
Si f est continue sur E et s’il existe une fonction continue

(0) =xo
1

Y
Y(1) = —xo0
vtelo, 1], vy(t) € PLUP_H®

vy : [0,1] - E telle que

alors foy : [0,1] — R est une fonction continue, définie sur un intervalle et a valeurs dans R. On peut donc appliquer
le Théoréme des valeurs intermédiaires. Comme

(foy)(0) =f(xo) et (foy)(1)=—f(x0),

la fonction f oy change de signe et il existe donc un réel t; € [0, 1] tel que (f o y)(t1) = 0, ce qui signifie que y(t1) € H:
c’est impossible par hypothese.

Par conséquent, si la forme linéaire f € L(E, R) est continue sans étre identiquement nulle, alors [f(x) # 0] est ouvert
mais pas connexe par arcs.
4.b.

# Dans la suite, I'hyperplan H = Ker f est supposé fermé.
D’apres le cours,

d(x,H) =0 & xecH (cours!)
& xe€H (H est fermé)
— f(x) =0.

La propriété a établir est évidente dans ce cas (tres) particulier.
Nous supposerons par la suite que x ¢ Ker f et (donc!) que d(x,H) > 0.

@ Version euclidienne
On suppose ici que E est un espace euclidien. Par conséquent, il existe un vecteur unitaire a tel que

L
E=HaeR:a
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Comme x ¢ H, le vecteur x n’est pas le vecteur nul et il existe un vecteur xy € H et un scalaire t # 0 tels que x = x+t-a.
Comme a est orthogonal a H, on déduit du théoreme de Pythagore que

e
Iell = ¢4/ 1+ T

Par linéarité de f, on a f(x) =t - f(a) (puisque H = Ker f) et par conséquent, comme x # Og,

On a ainsi démontré que
Vx e E\H, [f(x)] <[f(a)]-[x].

11 est clair que cette propriété est encore vraie pour x € H = Ker f. Nous avons ainsi démontré que f € L(E,R) était une
application continue (ce qui n’est pas une surprise) et que

Il < [f(a)]-
Par ailleurs, comme a est un vecteur unitaire,
[f(a)] < [f(a)] - [la]

et ce cas d’égalité prouve que
Il = [f(a)].

D’autre part, comme x =xy +t-aolixy € Heta € H+, on déduit du cours que d(x,Kerf) = ||t - a|| = [t| (puisque
le vecteur a est unitaire). D’apres les calculs précédents,

d(x,Kerf) =|t| = ( =

# La propriété que nous venons de démontrer est vraie en dehors du cadre des espaces euclidiens.

a Version générale
Nous supposons toujours que x ¢ H = H et donc que f(x) # 0 et que d(x,H) > 0.
a Comme x ¢ H et que H est un hyperplan, on a E = H @ K - x. Pour tout vecteur y ¢ H non nul, il existe donc un
vecteur yy € Hetunscalairet € K tel quey =y +t-x.

#» On a choisi y en dehors du sous-espace vectoriel H. Comme O € H, on en déduit que y # Og.

Comme y # O, le scalaire t n’est pas nul! On en déduit comme plus haut que

1
[F9)| = 1t [0 etque [yl = yn +t-xl =t - |x+ 3y

Comme /i -y € H, on en déduit que
Iyl > 1t inf [lx+ ] = d(x, H).

#v Un espace vectoriel est stable par changement de signe, donc

inf ||x +u|| = inf [|[x —ul| = d(x,H).
ueH ueH

Ayant majoré le numérateur et minoré le dénominateur, on en déduit que

fW)l _ _ [f)]
lyl — dlx, Ker )’

vy e E\H,

Le membre de gauche est nul pour touty € H \ {O¢}, donc

)l _ )

A 0 < .
Y708 LTS di Ker)




Topologie 39

En passant a la borne supérieure par rapport au parametre y, on en déduit que

o)
Ifl< d(x,Kerf)’

@ Réciproquement, on rappelle que
d(x,Kerf) = in}ﬂ [Ix —yll-
ye

Pour touty € H = Kerf,
[f00] = [fx —y)| < Il [x —y
puisque l'application linéaire f est supposée continue. On a donc

()]
VyeH, |[x—yll=
Il
On peut donc passer a la borne inférieure par rapport au parametre y et obtenir enfin :
()]
tx Ker ) > L,
(x,Ker f) m
@ On a ainsi démontré par double inégalité que
f(x)]
d(x, Ker ) =
(x,Kerf) m
pour toute forme linéaire f continue sur E.
Solution 25 18-05

1.a. Pour tout entiern € NN,
1 pour n =0,

5 -I 27 3
(| fnl] :EJ'O cos“ntdt = 1, pourn > 1.

11 est donc clair que la suite (f,,)nen est bornée pour la norme ||-|| de convergence en moyenne quadratique.
#v Sion ne connait pas le résultat par ceeur, on le retrouve en linéarisant.

1+ cos 20

Vo eR, cos? 0 = 5

1.b. Onsuppose que T < n < p. On déduit de la question précédente que
2 2 2
[0 = fpll” = Ifnll® + Ifpll” = 2{fnlfp) =T=2(fn|fy).

On linéarise a nouveau :
1 27
(fnlfp) = = J cosntcospt dt
0
1 JZ” cos(n +p)t+cos(n —p)t

dt=0
0 2

et donc
Vi<n<p, [[fn —fpl =1.

a- S'il existe une suite extraite (fn, )ien qui convergeait, alors il existerait une limite £ € E telle que

Hm ||fn, — || = 0.

k—+o00

Par inégalité triangulaire, on aurait en particulier
VkeN, 0< ”fﬂk+1 _f‘ﬂkll < ||fnk+1 _€|| + Hﬂ—fnkH

et par encadrement

k1—1>1:r|—1<>o ||fﬂk+1 - fﬂk H =0.
Or 1 < ny < ng < ngqq pour tout k > 1 (par définition des suites extraites!), donc
Vk>]» ||f“k+1 _fﬂkH:]

ce qui contredit la limite précédente.
Par conséquent, de la suite bornée (f; )necn, On ne peut extraire aucune suite convergente.
2. Laboule unité fermée B de E est fermée (comme son nom l'indique) et bornée (par définition).
La suite (fn )Jnen est une suite d’éléments de B quin’a aucune valeur d’adhérence, donc la partie B n’est pas compacte.
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Solution 26 18-06
1.a.

# Ces résultats sont "physiquement” évidents lorsque le plan ou 'espace est muni de la norme euclidienne canonique. Il est
intéressant de constater qu’ils restent vrais indépendamment de la norme choisie!

Soit A, une sphere/une boule ouverte/une boule fermée de centre a et de rayon r.
@ Quels que soient x et y dans A,
Ix =yl <lx—af+a-yl<2r

donc A est bien une partie bornée et son diametre est inférieur a 2r.
@ Soit u, un vecteur unitaire de E. On pose alorsx =a+1-uety=a—1-u.Ona donc

Ix—aff=llr-uf =r-fuf=r
et de méme ||y — a|| = r, donc x et y sont des points de la sphere/de la boule fermée de centre a et de rayon r. Or
I =yl = lI12r - ulf = 2r - [Ju]| = 2r.

Donc le diametre de la sphere/de la boule fermée est égal a 2r.
@ Si A est la boule ouverte de centre a et de rayon r, alors on pose

—1 —1
vyn>1, xn:a+u~u et yn:a—u-u
n n

de telle sorte que

||Xn_a||:M<r
n

et donc que x, € A. De méme, y,, € A.

Or ||[xn —yn|l = 2(“7;1”, ce qui tend vers 2r lorsque n tend vers l'infini. Par conséquent,
sup [x—yl[ > Hm_|xn —ynl =2r
(,Y)EAXA noteo

et par double inégalité, on a démontré que le diametre de la boule ouverte A était égal a 2r.
1.b. Soit A, la boule ouverte de centre a et de rayon r > 0.
@ Quels que soient les points x et y dans A, on a donc

Ix—a]<r et |ly—al <.
Pour tout t € [0, 1], on en déduit que

0=t x+t-y—af=[0-t)-(x—a)+t-(y—al
SOt x—all+_t _-ly—al
>0 >0
<(T—tr+tr=r

cette derniére inégalité étant stricte comme somme de deux inégalités dont 1'une au moins est stricte (pour t = 0 et pour
t =1, une seule est stricte; pour 0 < t < 1, les deux sont strictes).
Cela prouve que [x,y] C A et donc que A est convexe.
@ Si A est une boule fermée, il suffit de remplacer les inégalités strictes par des inégalités larges.
2.a. Onsupposeque |[b—al <1 —s.
Considérons un point x de la boule ouverte de centre b et de rayon s. On a donc

[x =b| <7
et par inégalité triangulaire
Ix—al| <|[x=b|+|b—al| <s+(r—s)=7

donc x € By (a,r).
@ Réciproquement, on suppose que a # b et que B, (b,s) C By(a,r). Pour tout 0 < t < s, le vecteur
a—b

Xe=b—t —
' la—b|



Topologie

appartient a la boule ouverte B, (b, s) :

a—Db
||xt—b\|:t-H7H:t<s.
[a—"b]
On a alors
b—a
xt=a+(b—a)+t- —— € Bo(a,1)
[a—b]|
et donc
Vo<t<s, [xxe—all=|b—qa||+t<T.

Par passage au sup (par rapport a t), on en déduit que ||b —al| +s < 1.
2.b. Supposons qu’il existe un point x € B, (b, s) N B, (a,r). On a alors

o —afl <[l —x[|+[x—al <r+s.

Par contraposée, si |[b — a|| > r + s, alors les boules ouvertes B, (a, ) et B, (b, s) sont disjointes.
@ Réciproquement, on suppose que |[b —al| <r+s.

> Si||b—al| <, alors b appartient & B, (a, r), donc l'intersection des deux boules ouvertes contient au moins b!
> On suppose donc que que ||b — a|| > . On peut donc choisir un réel A tel que

O0<|b—al|—T<A<s.

On pose alors
a—>b
la =Dl

Onadonc ||[x —b|| =A < s,donc x € B, (b, s). Mais on a aussi

XxX=b+A-

b—a a—D>b a—>b
—a=lb—al —* A 2T A b—al) 22
x—a=lb—al p—gp A g = A lb—al) gy
et donc
x—all = A= Io— .

D’apres nos hypotheses,
—T<A—|b—al|<s—|b—a||<s—7<0

41

donc ||x — a|| < r,doncx € B, (a,r).On a ainsi trouvé un vecteur x appartenant aux deux boules ouvertes : 'intersection

de ces boules n’est donc pas vide.

Solution 28 18-08

On suppose que x € E est un point adhérent & A. Par définition, pour tout r > 0, I'intersection A N B¢(x,r) nest pas

vide, donc il existe au moins un élément y(r) qui appartienne a la fois a A et a la boule B¢(x, 1), ¢’est-a-dire un élément

y(r) € A tel que
[x =yl <.

@ On suppose que
Vr>0,3y(r) €A, Hx—y(r)ng.

Pour tout n € IN, on choisit r =27™ > 0. Il existe donc y,, € A tel que
[x—ynll <27™

Par encadrement, une telle suite (yn )nen d’éléments de A converge vers x.
@ On suppose qu'il existe une suite (Yn )nen d’éléments de A qui converge vers x. Par définition,

d(x,A) = inf ||x — 2]
ZEA
Comme la borne inférieure est un minorant, on en déduit que
VTLEN, 0< d(X)A)< HX_ynH

et, par encadrement, d(x,A) =0.
@ On suppose enfin que d(x,A) = 0.
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Sir >0, alors
> inf ||[x —
v > Inf |x—y]

donc il existe y(r) € A tel que
> [x —y(r)

c'est-a-direy € AN B, (x,7) C AN B¢(x,1). Par conséquent,

Vr>0, ANB¢(x,7)# 2.

#v En particulier, le point x appartient a I'adhérence de A si, et seulement si, il existe une suite (Yn)nen d éléments qui
converge vers X.

Solution 29 18-09
1.

# Une partie est fermée si, et seulement si, elle est stable par passage a la limite.

Soit (Xn )nen, une suite d’éléments de A qui converge vers un point { € E.

# [l s’agit maintenant de prouver que { € A et donc qu'il existe une suite (un )nen d'éléments de A qui converge vers L.

Pour tout n € N, le point x,, est adhérenta A. Or 2=™ > 0, donc il existe un point u, € A tel que
Xn —unf <27
Par inégalité triangulaire,
16— tnll = 11— xn 4 %n = ttnll < €= xXn ]l + [[Xn = tn | < 6= xa ]l +27™

Le majorant est la somme de deux quantités de limite nulle, donc [|¢{ — u, || tend vers 0 par encadrement.
On a ainsi démontré qu’il existait une suite (un )Jnen d’éléments de A qui convergeait vers £. Donc £ € A.
2.  Onvient de démontrer que I’adhérence de A est un fermé et on sait que I’adhérence de A contient A :

A CA.

Considérons maintenant une partie fermée F qui contienne A : A C F.

Pour tout y € A, il existe une suite (un )nen d’éléments de A qui converge vers y.

Comme A C F, la suite (un)nen est une suite d’éléments de F qui converge vers y. Or F est fermé, donc la limite y
est un élément de F.

Ainsi A C F.

# On vient donc de démontrer que I'adhérence de A était un fermé qui contenait A et que, de tous les fermés qui contiennent A,
I'adhérence de A est le plus petit. B
On a donc caractérisé 'adhérence A comme un "fermé extrémal”.

Solution 30 18-10

Soit x, un point intérieur a A. Par définition, A est un voisinage de x et en particulier x € A. Donc A° C A.

# Une partie est ouverte si, et seulement si, c’est un voisinage de chacun de ses points. Il s’agit donc maintenant de vérifier que
A° est un voisinage de x.

@ Plus précisément, il existe un rayon r > 0 tel que la boule ouverte B, (x,7) soit contenue dans A. Or cette boule
ouverte est une partie ouverte, donc B, (x, ) est un voisinage de chacun de ses points et comme B, (x,1) C A, la partie
A est un voisinage de chaque point de B, (x, ). De la sorte, la boule B, (x,T) est tout entiere contenue dans A°, ce qui
prouve que A° est un voisinage de x.

On a donc démontré que A° était un voisinage de chacun de ses points, c’est-a-dire une partie ouverte de A.

a Considérons maintenant une partie ouverte G contenue dans A : G C A.

Par définition, pour tout x € G, la partie G est un voisinage de x, donc A est un voisinage de x.

# Toute partie qui contient un voisinage de xo est elle-méme un voisinage de x (propriétés filtrantes des voisinages).
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Cela signifie que A est un voisinage de chaque point de G, c’est-a-dire (définition de l'intérieur d’une partie) que
chaque point de G est a l'intérieur de A :
GCA°CA.

@ On vient donc de démontrer que l'intérieur de A est une partie ouverte contenue dans A et que, de tous les ouverts
contenus dans A, l'intérieur de A est le plus grand de tous.

# On a ainsi caractérisé l'intérieur d’une partie A comme un "ouvert extrémal”.

Solution 31 18-11
On sait que A est une partie fermée qui contient A : -
A CA.
On en déduit que B
(A)C C AC.

En tant que complémentaire d'une partie fermée, (A)€ est une partie ouverte et elle est contenue dans A°€.

# L'intérieur d'une partie B est le plus grand ouvert contenu dans B.

Donc -
(A)¢ C (A°)°.

> Réciproquement, I'intérieur (A°)° est un ouvert contenu dans A°. Par passage au complémentaire,
A = (AS)C C I(AS)°]S.
Ainsi [(A€)°]€ est une partie fermée qui contient A.

# L'adhérence d'une partie B est le plus petit fermé qui contienne B.

Donc

A C [(AC)O]C

et donc _
(A%)° C (A)-.

> Par double inclusion, on a démontré que o
(A%)° = (A).

a La propriété précédente est vraie pour toute partie A C E, en particulier pour A€. On a donc démontré que
[(A®)]° = A® = (A<)°

et donc, par passage au complémentaire, que o
(A%)° = Ac.

Solution 32 18-12
1. Soitx € E (fixé). L'application

[y — d(x,y)]
est lipschitzienne et donc continue.

# En effet,
| d(x,y) — d(x,2)| = [ly = x|l = [Ix —z]|| < [[(y —x) = (x = 2)|| = ly — 2l

(inégalité triangulaire).

Sur une partie compacte, une fonction continue est bornée et atteint ses bornes. En particulier, elle atteint son
minimum, donc il existe un élément y, € K tel que

d(X»yo) = min d(X»U)
yekK

et, par définition d(x,K) = d(x,yo).
2.
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# Commengons par rappeler la définition :

d(K,K') =  inf d(x,y).
(x,y)EK XK’

Cette définition a un sens car
{d(xy), (xy) € KxK'}

est une partie non vide [car ni K, ni K’ n’est vide] et minorée [par 0] de R.
Par ailleurs, pour toute partie non vide A, I'application [x — d(x,A)] est lipschitzienne et admet 1 pour constante de Lip-
schitz. (Résultat du cours, peut-étre méconnu ?)

L’application
[x — d(x, K/)]

est continue et sur le compact K, elle atteint son minimum. Il existe donc x¢ € K tel que

d(x0,K") :mi]r(l d(x,K’) = d(K,K").
X€

D’apres la premiére question, il existe alors un élément yo € K’ tel que
d(x0,K’) = d(x0,Yo)
et d(xo,Yo) > 0 car xo # Yo (puisque xp € K, yo € K’ et KN K’ = 2).
» La distance qui sépare deux compacts disjoints est strictement positive.
& Si les compacts ne sont pas disjoints, alors la distance qui les sépare est nulle, car il existe xo € KN K’ et

0< d(K,K') < d( %0, x0 )=0.
=

€K €K’

3.  Onsuppose que R? est muni de la norme produit.
# Comme R? est un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes sur R? sont équivalentes. Par conséquent, la
distance entre deux parties A et B est nulle pour une norme quelconque N si, et seulement si, elle est nulle pour la norme produit.

w L'axe des abscisses A = [y = 0] est fermé en tant qu’image réciproque du fermé {0} par I’application continue

[(x,y) = yl.

Le graphe de la fonction exp :
G=[y—exp(x)=0]

est fermé en tant qu’image réciproque du fermé {0} par l’application continue

[(x,y) =y —exp(x)].

@ Ces deux parties fermées sont disjointes, car si M = (x,y) € G, alorsy =exp(x) > Oetsi M € A, alorsy = 0.
a Et pourtant la distance entre ces deux fermés est nulle (a cause de ’asymptote horizontale) :

X——00

0< d(A,G) < lim |[(x,e¥)—(x,0)[| = lim e*=0.
X—=00 e/ N~
€G €A

#v L'hypothese de compacité était donc essentielle pour conclure a la question précédente.



Topologie 45

Solution 33 18-13

1. On considere une suite (zn )nen d’éléments de A + B et on suppose que cette suite converge vers un point £ € E.

# Une partie est fermée si, et seulement si, elle est stable par passage a la limite.

Par définition de A + B, pour tout indice n € N, il existe x,, € A ety,, € B tels que zn = Xn, + Yn.-

Comme la partie A est compacte, il existe une suite extraite (x,, Jxen qui converge vers un élément u € A.
En tant que suite extraite d’une suite convergente de limite ¢, la suite (z,,, Jxen converge vers (.

En tant que différence de deux suites convergentes, la suite de terme général

Ynie = Zny — Xny

est convergente, de limite { — u.

Or tous les yn, appartiennent a B et B est une partie fermée, donc la limite ({ —u) appartient encore a B.

Ainsi

{= u +(f—u)e A+B.
N ~——
€A B

On a démontré que (A + B) était stable par passage a la limite et donc fermée.
2.

# Si B est compact, alors B est fermé, donc on étudie ici un cas particulier du résultat précédente, mais le plan de la démonstration
n’a plus rien a voir : on considere ici une suite (zn)nen d'éléments de (A + B) et on cherche a démontrer que cette suite posseéde
une valeur d’adhérence qui appartient bien a (A + B).

On considére une suite (zn )nen d’éléments de A + B. Pour tout indice n € N, il existe x, € A ety, € B tels que
Zn = Xn + Yn.

Puisque tous les x,, appartiennent au compact A, il existe une suite extraite (X n))nen qui converge vers u € A.

Puisque tous les Yy, (n) appartiennent au compact B, il existe une sous-suite extraite (Yyoy(n))nen qui converge
versv € B.

En tant que suite extraite d"une suite qui converge vers u, la sous-suite extraite (X(poﬂ)(n) JneN converge aussi vers
u.

Par conséquent, la suite extraite de terme général

Zgow(n) = Xgo(n) T Yo (n)
converge vers u+Vv € A + B, ce qui nous prouve bien que (A + B) est compacte.

#y Variante. Comme A et B sont des parties compactes de E, alors le produit cartésien A x B est une partie compacte de E x E et
A + B est une partie compacte de E en tant qu’image (directe) du compact A x B par I'application

[(x,y) = x+ Y]

qui est une application continue de E x E dans E.

Solution 34 18-14
1.

#y Remarque sur le vocabulaire : pour x € K fixé (non nul!), 'ensemble des points de E de la forme A - x avec A € R est la
demi-droite issue de I'origine et dirigée par le vecteur x. L'ensemble F est donc I'ensemble des demi-droites issues de O et dirigée
par un vecteur de K, c’est ce qu’on appelle un céne positif (figure de gauche).

Le cdne construit sur K est I'ensemble des droites vectorielles dirigées par un vecteur de K (figure de droite).
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Considérons une suite (un )nen de points de F en supposant que cette suite converge vers une limite £y € E.

#v Une partie est fermée si, et seulement si, elle est stable par passage a la limite.

Pour tout n € N, le vecteur u,, appartient a F, donc il existe un scalaire A,, € R, et un vecteur x,, € K tels que
Un = Ap - Xn.

Comme K est compact, il existe une suite (xn,, )xen extraite de la suite (xn)nen qui converge vers une limite ¢ € K.

En tant que suite extraite d"une suite de limite {y, la sous-suite (un, )xen converge elle aussi vers .

Comme le vecteur nul n’appartient pas a K et que les scalaires A, sont tous positifs,

YyneN, A,= ([ et en particulier VkeN, A, = [ |
[[xnl [xn |l
donc ol
0|l not.
— —— = xecRs,.
M koo |2l *

#y En effet, la norme vue comme une application de € dans R est une application continue (elle est lipschitzienne et admet 1 pour
constante de Lipschitz d’apres I'inégalité triangulaire).

On en déduit que
o= lim up= lim u,, = lim Ay Xpn, = « - { €F
° nodoo T k—too T kotoo K TR TN
cR, €K

On a démontré que F était stable par passage a la limite, donc F est fermé.
2. Lapartie K est la boule fermée de centre My = (1,0) et de rayon 1. C’est, par définition, une partie fermée et bornée
et comme IR? est un espace de dimension finie, la partie K est compacte.

# Contrairement au compact de la question précédente, cette fois, K contient I’origine.
Pour comprendre que 'ensemble F est ici encore le cone positif basé sur X, il faut bien regarder la figure suivante et connattre
un peu de trigonométrie (Théoreme de I'angle au centre).
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> L’origine O appartient clairement a F. Par conséquent, pour tout point M € K, le point 0 - M = 0 appartient a F.
> Considérons un point M = (x1,x,) de K distinct de O. Il existe donc un angle —m < t < 7 tel que
x1 =14 cost et X2 = sint.

Comme cost > 0, on a bien x; > 0 et par conséquent

YA>0, A-M=(Mj,M2)cF
—~—

>0

> Réciproquement, considérons un point N = (u,u;) € F distinct de O et posons
u
o = Arctan u—z € -7, 4l
1

Comme cos o > 0, il existe donc un réel r > 0 tel que

(x1,x2) = (rcos &, rsin ) = - (2 cos? &, 2 sin o cos &) = - (1 + cos 2x, sin 2x).

2cos o 2cos

Par conséquent, il existe un réel A = 5— > 0 et un point M = (1 + cos 2«, sin 2«) € K tels que N = AM.

#o Le point M est le point d’intersection d'une demi-droite [ON) issue de O avec le cercle K. L'angle « est la détermination
principale de I'arqument de N.

> Par double inclusion, on a donc démontré que
F= {(0,0)} U ([x 0Ny > O]).

@ Cet ensemble F n’est pas fermé pour la norme produit ||-|| .. En effet, pour tout indice n > 1, le point
My, = (] ) 1/71)

appartient a F. Lorsque n tend vers +oo, la suite (M, )nen converge vers le point L = (1,0) qui n’appartient plus a F.
Comme F n’est pas stable par passage a la limite, on en déduit que F n’est pas fermé.

# L'ensemble F n’est pas ouvert non plus, car (0,0) est un point de F mais F n’est pas un voisinage de (0, 0) (fiqure!).

Solution 35 18-15

On considére une application continue f : E — F et une partie compacte K C E. L'image (directe) de K par f est définie

par

f.(K) = {f(x), x € K}.

Pour démontrer que f.(K) est une partie compacte de F, on considére une suite (Yn)nen d’éléments de f x (K). Par
définition, pour tout n € N, il existe au moins un x,, € K tel que yn = f(xn).
Comme K est une partie compacte, il existe une suite extraite (xn, Jxen qui converge vers £ € K.
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Comme f est continue (sur E et en particulier au point £ € K),

Y = Flxn,) —— (0
(Théoreme de composition des limites).
Comme { € K, alors f(£) € f,(K). On a ainsi démontré qu'il existait une suite extraite (yn, Jxen qui convergeait vers
une limite f({) € f,(K).
Ainsi, toute suite d’éléments de f. (K) posséde une valeur d’adhérence dans f, (K), ce qui signifie que f,(K) est une
partie compacte de F.

Solution 36 18-16

#v La fonction f est uniformément continue sur X si, et seulement si,
Ve>0,3a>0,Vxyek [x—yle <a=|fl0)—fu)l; <e

Nous allons procéder par contraposée et pour cela, nous commengons par écrire la négation de cette expression formelle.

» Nous supposons que :

e = Yalle <

Jeo >0, Voa>0, Ixg,Yya €K, {
Hf(xoc) - f(ycx)”F > €0.
#y Conservons leréel eg > 0 qui nous est donné par I'hypothese de travail et puisque nous pouvons choisir librement , choisissons
o en imposant des contraintes de plus en plus fortes.

Pour tout n € N, prenons &, = 27" > 0. Pour chaque valeur de n € N, il existe alors deux éléments x, et y, de K
tels que
[xn —ynllg <277 et Hf(xn) - f(Un)HF > €o-

» Comme tous les x,, appartiennent a K et que K est compact, il existe une suite extraite (xn, Jxen qui converge vers
tekK.
Par inégalité triangulaire (et astuce taupinale),

Vke N» 0 < ||ynk _EHE < ||ynk _Xﬂk”E + ||Xnk - EHE

<1/2™k —0

donc la suite extraite (yn, )ken converge elle aussi vers {.
» Comme f est continue sur E, elle est en particulier continue au point { et, par composition de limites,

f(xn,) R f(e) et flyn,) I f(£)

ce qui prouve en particulier que

[0 ) — Flyn) | ¢ P 0.

Mais cela contredit la propriété établie plus haut :

VkEN> Hf(xnk)_ ynk HF €0 > 0.

» Notre hypotheése de travail est donc fausse et nous pouvons conclure : si f est continue sur E, alors la restriction de f
a un compact K C E est uniformément continue.

Solution 37 18-17

Comme la fonction f est bornée (sous entendu : sur E tout entier), les deux bornes supérieures ont bien un sens.

» Toute partie est contenue dans son adhérence, donc

VL) lgy x € A} € {IF()p, x € A}

et par conséquent
sup [|f(x)]ly < sup [[f(x)]].
XEA xEA
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» Réciproquement, soit xo € A. 1l existe une suite (Un)nen d’éléments de A qui converge vers xo (caractérisation
séquentielle de ’'adhérence) et, d’apres le Théoreme de composition des limites,

[ (un) ¢ P [If(xo0) |

puisque f est supposée continue.
Comme la borne supérieure est un majorant et que tous les u, appartiennenta A,

VneN, [|f(un)lly < sup lf(x)]l;
XEA

et comme les inégalités larges sont conservées par passage a la limite, on vient de démontrer que

Vxo €A, [f(xo)[[¢ < sup [[f(x) |-
XEA

Le majorant trouvé est indépendant de x,, on peut donc passer a la borne supérieure et en déduire que

sup [[f(xo)[| < sup [[f(x)][¢.
X()EX XEA

» L’égalité cherchée est donc démontrée par double inégalité.

Solution 38 18-18

1. On étudie ici une application linéaire f : E — F.

# Dans un espace vectoriel normé, tout singleton est fermé.
L’image réciproque d'une partie fermée de F par une application continue de E dans F est une partie fermée de E.
D’apres l'inégalité triangulaire, l'application ||-||; : F — R est lipschitzienne et donc continue.

Sif : E — Fest continue, alors ||f||; : E — R est continue et
A= {X €E: ||f(x)HF = 1}

est I'image réciproque du fermé {1} C R par une application continue (||f|; : E — R), donc A est une partie fermée de
E.
2.a.

# Une application linéaire est continue si, et seulement si, elle est bornée au voisinage de I'origine :
IM>0,3r>0,Vxek |x]g<r=|f(x)]f <M. (8)

Nous allons procéder par contraposée.

@ Sil'application linéaire f n’est pas continue, alors elle n’est pas bornée au voisinage de O, c’est-a-dire :
xfle <,
VM >0 ¥r>0, [xcE)] {||f(x)”F>M_ ©)

# La propriété (2) est ln négation formelle de la propriété (1).
On peut raisonner par analogie, comme s’il s’agissait d’événements d’une tribu : dire que I"événement B est une conséquence
de I'événement A se traduit en algebre booléenne par

A C B,
c’est-a-dire par
ANB® =0o.
(On vient d’exprimer la contraposée.)
La propriété contraire se traduit donc par
ANBC#0o

et donc par le fait qu'il existe au moins un x € € pour lequel I'intersection A N B€ est réalisée.

# Puisqu’on peut choisir librement M > 0 et v > 0, nous allons choisir ce qui est le plus contraignant : le minorant M de plus
en plus grand et le rayon r de plus en plus petit.
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Pour tout entier n > 1, il existe donc un vecteur x,, € E tel que

1
nlle < — et fif(xn)fr >n.

La suite (xn)n>1 converge vers Og et pourtant la suite (f(x,))n>1 n’est pas bornée, cqfd.

2.b. Puisqu’on suppose ici que 'application linéaire f n’est pas continue, nous reprenons la suite (xn)n>1 de la ques-
tion précédente et nous posons

Xn

vn>1 -
B L TR

# Le dénominateur est strictement supérieur a 1, on ne risque pas de diviser par zéro.
Par linéarité de f et absolue homogénéité de ||-||¢,

_ f(xn)
taole = g

=1
Xn)”F

F

donc (Yn)n>1 est une suite d’éléments de A.

# ]I faut voir la définition des yn, comme un moyen naturel de construire une suite d’éléments de A.
D’autre part, par construction de la suite (xn)n>1,

xnlle 1

£ Ifx)lly " n2

Vn=1, fyn —Oelle

e
||f(xn)HF

donc la suite (Yn)nen converge vers O.
Et comme f(Og ) = Or par linéarité de f, la limite de la suite (yn)n>1 n'appartient pas a A.
L’ensemble A n’est donc pas stable par passage a la limite, ce n’est donc pas un fermé de E.

Solution 39 18-19

La propriété

n+1 n+1

uov —v ou=(Mn+1o-v" (HRR»)

est vraie pour n = 0 par hypothese.
Si la propriété (HR,,) est vérifiée pour un certain rang n € NN, alors

M+ Na- v = (wov™T — vy T ou)ov (composition par v)
:uoanrZ _vn+1 o (LLO\))
=uov*2 v 1o (vou+ alg) (HRy)

(m+1)+1 _ |, (n+1)+1 +1

=uov v ou—o-vht
et donc

uov(n+1)+1 _v(n+1)+1 ou = [(n-i—])-i—ﬂ(X'Vn_H,

ce qui prouve que la propriété (HR;,) est bien fondée et héréditaire.
La propriété (HR,,) est donc vraie pour tout n € N.

# La suite de 'exercice était facile a traiter avec I'ancien programme, en utilisant la norme d’application linéaire continue. Je
donne dans un premier temps I'ancienne preuve et je montre ensuite comment I'adapter dans le cadre du nouveau programme. (Ce
sont les mémes idées, mais cela demande une maitrise technique bien supérieure : au lieu d’appliquer une recette vue en cours, il
faut inventer la recette et le cours qui va avec!)

a [’espace vectoriel L. (E) des endomorphismes continus de E est normé par

lul = sup Hu(x)H.
Ixl=1

La norme d’application linéaire continue ||, dite aussi norme subordonnée a la norme ||-|| sur E, est une norme d’al-
gebre :
Vu,v € Le(B), [wovl < ufvl.
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Par absolue homoggénéité et inégalité triangulaire, on déduit de (HR,) que
(n+1) fod bM< el WY+ D R < 20 ]V
Par conséquent : ou bien v est nilpotent, ou bien
VneN, (m+1)a<2huvl

et dans ce cas, o« = 0.

# Comme on suppose que les applications linéaires sont continues, on sous-entend que I'espace E n’est pas un espace de dimension
finie!
En effet, si E est un espace de dimension finie,
— tous les endomorphismes de E sont continus;
— on pourrait aussi raisonner sur le nombre fini de valeurs propres pour conclure.

Solution 40 18-20

1. Soit x € K. Comme K C U, I'élément x appartient aussi a U et comme U est ouvert, c’est un voisinage de x. Il existe
donc un réel o > 0 tel que la boule ouverte B, (x, «) soit contenue dans U.

# Le réel o dépend a priori du point x choisi.

2. Onsait que, pour toute partie non vide A de E, l'application
[x — d(x,A)]

est continue (et méme 1-lipschitzienne). Donc la fonction x — d(x, U°) est continue.
D’apreés la question précédente, pour tout x € K, il existe un réel o > 0 tel que B, (x, o) C U. Cela signifie que

Yy e us, y & Bo(x, ) C'est-a-dire o < |y —x].
On a un minorant indépendant de y € U€, on peut donc passer a la borne inférieure pour obtenir

d(x,U¢) > a > 0.

# On rappelle que, dans ce raisonnement, le réel o dépend du point x € K considéré.

@ Une fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes. Donc la fonction x +— d(x, U€) atteint en
particulier son minimum en un point de K : il existe xo € K tel que

VxeK, d(x,U¢) > d(xo,U)

et comme la fonction ne s’annule pas, son minimum est strictement positif.
On a ainsi justifié I'existence d’un réel
Xp = d(XQ,UC) >0

tel que
Vx €K, d(x,K) > ap > 0.

#y Et cette fois, griice a la compacité de X, on a trouvé un minorant indépendant de x € K.

Solution 41 18-21

1l.a. Comme b # —aq, la fonction affine

fap=ft— (1—-tla+tb=a+(b—a)-1]

ne s’annule pour aucune valeur de t € [0, 1].

# Comme a et b sont deux points du cercle et ne sont pas diamétralement opposés, la corde (ab) n'est pas un diametre : elle ne
passe pas par le centre du cercle.
Iy a un sens a raisonner géométriquement dans le plan (quelle que soit la dimension de E) : en effet, tout notre raisonnement
repose sur les trois points O, a et b — et trois points, ¢a tient dans un plan. Toujours.
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# En dimension finie, toute application linéaire est continue et par conséquent toute application affine est continue aussi.
En dimension infinie, il en va autrement... Mais "application affine que nous considérons ici est lipschitzienne quelle que soit
la dimension de E :
Vit |fap(t) —fout)]=[t=t)-(b—a)||=b—allt—t],

donc elle est bien continue.

L'application ||-|| est continue de (E, ||-||) dans R (elle est lipschitzienne), donc la composée ||fq, || est continue et ne
s’annule pas.
Par conséquent, le quotient
(1—ta+tb

t -
0 —ta o]

est une fonction continue sur [0, 1] et, par homogénéité de la norme, il prend ses valeurs dans la sphere unité S.

2. Soient a et b dans S.
@ Sib # —a, alors on a explicité une fonction continue f : [0,1] — S telle que f(0) = aet f(1) =b.
a [l reste donc a trouver une fonction continue f : [0,1] — S telle que f(0) = a et f(1) = —a.
Comme la dimension de E est au moins égale a 2, il existe un point b € S distinct de a et de —a.

# SidimE = 1, alors la sphere unité ne contient que deux points opposés : £1 ou le pole nord N et le pole sud S = —N. Dans
ce cas, la sphere unité n’est pas connexe par arcs!
(1l faut bien utiliser I’hypothese sur la dimension de E.)

Par hypothése, ona b # —a et aussi b # —(—a).
La question précédente nous donne alors deux fonctions continues f; : [0,1] — Setf, : [0,1] — S telles que
f1(0) = a, f1(1) = f2(0) = b et f;(1) = —a. En recollant ces deux fonctions :

Vtelo,1h], f(t)="f(2t), Vtel[lp 1], f(t)="Ff2t-1)

on obtient une fonction continue f : [0,1] — S telle que f(0) = a et f(1) = —a.

On a ainsi démontré que, en dimension supérieure a 2, la sphere unité d’un espace vectoriel normé est toujours
connexe par arcs.

# Toute sphere se déduit de la sphere unité par une homothétie et une translation, donc toute sphere de E est connexe par arcs
(quel que soit son centre, quel que soit son rayon).

3. Notons B, la boule unité fermée: x € B < ||x|| < 1.
@ Considérons deux points a et b dans le complémentaire B¢ (c’est-a-dire ||a|| > 1 et ||b]| > 1) et supposons que le
segment qui relie ces deux points ne rencontre pas la boule unité fermée :

vtel0o,1, [[(0—ta+tb|>T1.

Dans ces conditions, la fonction affine [t — (1 — t)a + tb] est une fonction continue de [0, 1] dans B¢ qui part de a (a
t=0)etarriveenb (at=1).
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@ Et si on considére deux points a et ¢ dans B¢ tels que le segment [a, c] rencontre la boule unité fermée B? Par
hypothese, ||a|| > 1 et ||c|| > 1, donc il existe un réel r tel que

1 <r<min{|al, ]}

On note S;, la sphere de centre O et de rayon 1.

"On voit bien" que le segment [a, c] coupe la sphere S, en deux points a’ et ¢’ tels que l'intervalle [a, a’[ soit hors de
la sphere S, ; que le segment [a’, ¢'] soit contenu dans la boule fermée de centre O et de rayon r et que l'intervalle ]c’, c]
soit hors de la sphére S..

Par connexité de la spheére S;, on peut aller continiment de a a c en restant en dehors de la boule unité fermée :

— d’un mouvement rectiligne uniforme de a & a’ (on reste hors de la sphere S,., donc hors de la boule unité fermée);

— de a’ a ¢’ enrestant sur la sphere S, (et donc hors de la boule unité fermée);

— d’un mouvement rectiligne uniforme de ¢’ a c.

# ]I s’agit cette fois de recoller trois fonctions continues — on a su en recoller deux, ce n’est pas tres différent.

@ Ce qui suit s’adresse a ceux qui ne croient pas ce qu’ils voient.
Nous avons distingué trois étapes dans le mouvement qui nous fait aller de a a c : avant de passer a l'intérieur de
la sphere S ; le transit a 'intérieur de cette spheére; la fin du parcours apres étre sorti de cette sphére. Autrement dit,

[fa,c ()] >71 puis |fac(t)]] <7 etenfin |[fq(t)]|>r.

Il est donc logique de s’intéresser a
I={tel0,1] : |[fa,c(t)] <7}

» On a supposé qu'il existait un point m du segment [a, c] qui appartenait a la boule unité fermée B. Il existe donc un
instant t,, € [0, 1] tel que ||fq,c(tm)]| < T < 1. Donc I'ensemble I n’est pas vide.

» Par définition de v, ||fq,c(0)|| = ||a]| > T et ||fa,c(1)]| = ||b]| > T, donc 'ensemble I ne contient ni 0, ni 1.

» Sit; < t; sont deux éléments de I, alors
{fayc(t), tet ,tz]}

est le segment qui relie les points fq ¢ (t1) et fo ¢ (t2). Par définition de I, ces deux points appartiennent a la boule fermée
B, de centre O et de rayon 1. Dans un espace vectoriel normé, toutes les boules sont convexes. Par conséquent, ce
segment est tout entier contenu dans B, ce qui signifie que [t1,12] C L

On a ainsi démontré que I était un intervalle.

» Comme f, . : [0,1] — E est une application continue, la composée ||fq | est continue et I'intervalle I est I'image
réciproque du fermé [<, 1[ par une application continue. Cet intervalle I est donc un fermé de [0, 1] et donc (puisque
[0, 1] est un fermé de R) un segment [«, 3].

» Par définition de I, on a donc
vVtelo,xlUIB, 1], Hfa‘c(t)H > T,

#y Ce n'est pas nécessaire, mais on peut aussi démontrer que x < f3.
@ Par définition de 1,
Vtel0,a[Ulp, 1] =1[0,1]\1, [fa,c (D) > .
Or la fonction
[t |[fac®]] : 0,11 =R

est continue et o« > 0, donc
[fac(a)|| = Lm |[fqc(t)| =7

t—a—
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alors que
Hfa,c((x)H <T

(puisque x € 1).
On adonc ||fo,c(o)]| =1 et de méme ||fq,c(B)|| =7 (puisque p < 1).
@ NB : Il est important de rappeler que 0 < ocet 3 < 1 pour qu’il y ait un sens a étudier la limite a gauche en « et la limite a
droite en !
On n'étudie pas la limite a gauche en 0, ni la limite a droite en 1 d’une fonction qui n’est définie que sur [0,1]!
@ Sionavait x = B, alors [0,1] = [0, «[ U{a} U1B, 1] et on aurait donc

vte o], [fa, ()] =7
alors qu’il existe un instant tn, € [0,1] tel que

Hfa,c(tm)H = ”mH <IT<r.

4. On considere un ensemble fini O = {My, 1 < k < n}. L'ensemble des distances qui séparent les points de Q) est
donc fini :
A={dM, M), 1 <k<l<n}

et contenu dans R, (on a pris soin de mesurer la distance entre des points distincts). Cet ensemble admet donc un plus
petit élément, strictement positif, et on pose

r:]gminA>0.

a Pour tout 1 < k < n, onnote By, la boule fermée de centre My et de rayon r. Ces boules sont deux a deux disjointes :
six € By ety € By, alors

[ =yl =[x = Mic + Mic = M + Mo —y|

2 M = M|l = [[x = My + M — y| (inégalité triangulaire)
> [Mic = Mel = (IIx = M| + [Me — ) (bis)
> minA—2r=r>0.

¢ Ftant donnés deux points a et b dans QF, on trace le segment [a, b].

A chaque fois que ce segment traverse une boule, on contourne cette boule (cf la construction précédente).

Si ce segment émerge d’une boule (= a se trouve dans une des boules By) ou termine dans une boule (= b se trouve
dans une des boules By) ou si segment est contenu dans une boule (= a et b se trouvent dans une méme boule By), il
suffit de construire un chemin continu reliant un point a l'intérieur de la boule a un point de la surface (on a démontré
pour commencer que la surface était connexe par arcs).

#v Tout cela serait bien fastidieux a rédiger mais cela se "voit” treés bien.
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Solution 42 18-22

Comme f est uniformément continue, il existe un réel o« > 0 tel que

Vy,z€eE, |y—zlg <o = [[fly)—fl2)||; <T. (x)
# On a choisi ¢ =1, c’est sans importance ici.

@ Pour tout vecteur x € E non nul, on pose

(I . _
= pour avoir na < ||x|| < (n+1)e.
o

On passe de O a x en faisant de petit pas :

= X X X
f(x) — f(0g) = g [f(kcx- W) — (k= Dax- HXH)] + [f(x) —f(nac- X”)]
et donc, par inégalité triangulaire,

) —fioe)]| < >

=1

Hk“"‘*k il ==
I * T

H H|n ) XH Il ot < o
X — I =]l = .
Il I <

(ke ”)f((kna.”z”)H+Hfm t(ne- WH'

Pourtout1 <k < n,

et

On peut donc appliquer l'estimation (x) a chacun des (n + 1) termes de la somme :

[f(x) = f0e)[| < (n+1) <1+ %{ - Xl

d’oty, par inégalité triangulaire :
1

[f(x)]| < . x|l + 1+ ||f(0e)||-

a [l est clair que cette majoration est aussi vraie pour x = Og !
a [’estimation qu’on vient de justifier :

VxeE  |fX)] <alx|+b

prouve que le quotient ||f(x)]|/||x|| reste borné lorsque [|x|| tend vers +o0, donc

169l =,,.. Ol

et

Solution 43 18-23
1. Pour tout x € [0, 1], 'application

y— (x,y) — f(x,y)

est continue sur [0, 1] (en tant que composée d’applications continues). Les segments de R sont des parties compactes,
donc cette application atteint un maximum et g(x) est donc bien défini.

2. Soient xo € [0,1] et ¢ > 0. L’application f est continue sur le compact [0, 1] x [0, 1], donc elle est uniformément
continue. Il existe donc un réel « > 0 tel que

Y (x1,u1), (x2,42) € 10,11 x [0,1],  [|(x2,42) — (x1,y1)|| L S &« = [f(x2,y2) — f(x1,u1)| < e.

Ainsi,
Yy elo,1], Vx € [xo—a,x0+ N[0, 1] ’f(x,y) —f(xo,y)| <e (*)

a En particulier

Vy €01, Vx € [xo—ayxo + ol N[0, 1], f(x,y) < f(xo,y) +& < glxo) +¢
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puisque le maximum est un majorant. On a un majorant indépendant de y, donc on peut passer au maximum :

Vx€lxo—oa,xo+alNI[0,1], g(x)= rerl[gﬁ]f(x,y) < g(xo) + €.
yelo,

a D’autre part, il existe yo € [0, 1] tel que
f(x0,Yo0) = g(xo)

et (x) nous donne alors
Vx € [xo—a,x0+ ol N[0, 1], glxo) — &= f(x0,Yo) — & < f(x,yYo) < g(x).
@ On obtient de cette maniére I’encadrement suivant
Vx € xo—o,xo+alNI0,1], g(xo) —e < g(x) < glxo) +¢,
ce qui prouve que g est bien une fonction continue sur [0, 1].

Solution 44 18-24
1. SiA € On(R),alorsAT.A=1,,doncA.AT.A=AetA € V.Donc O, (R) est contenu dans V et par conséquent

On(R) = On(R) N V. (10)

# Le groupe orthogonal Or (R) est aussi contenu dans GL,, (R) — mais n’anticipons pas trop.

2. SiA € Vestinversible, alors on peut multiplier (2 gauche ou a droite, c’est indifférent) par A~ I'égalité
AATA=A

et obtenir AT.A = I,,, ce qui signifie que A € O (RR).
Avec la question précédente, on vient en fait de démontrer que

On(R) =GLL(R)NV. (11)

3. Pour démontrer que O, (IR) est & la fois un ouvert relatif a V et un fermé relatif a V, il faut démontrer qu’il existe
un ouvert G de E et un fermé F de E tels que

On(R)=GNV=FNV.

# On rappelle avant d’aller plus loin que :
— toute application linéaire sur un espace de dimension finie est continue;
— en particulier les applications coordonnées (relatives a une base quelconque) sont continues;
— toute combinaison linéaire et tout produit d’applications continues sont encore des applications continues;
— en particulier toute fonction polynomiale des coordonnées (relatives a une base quelconque) est continue;
— tout singleton est fermé.

» Le groupe orthogonal
On(R) =MT.M =1,]

est un fermé de E = M, (R) en tant qu’image réciproque du fermé {I,,} par l'application
(M= MTM] : My (R) = Mo (R),
qui est continue en tant que produit des applications continues
M—=M et [M—M']

(applications linéaires sur 9, (R), espace de dimension finie).
On déduit alors de (1) que Oy, (R) est un fermé relatif a V (on prend F = O, (R)).

» L'ensemble
[detM = 0]

est un fermé de M1, (R) en tant qu'image réciproque du fermé {0} par 'application

M — detM] : MM, (R) — R,
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qui est continue en tant que fonction polynomiale des coordonnées relatives a la base canonique de 9t, (R).

# La formule

detM = Z e(0)My (1) M2,6(2) - Mn,o(n)
oeS,

n’a jamais servi a calculer le moindre déterminant, il faut bien qu’elle serve a quelque chose !
Le groupe linéaire
GL,(R) = [detM # 0] = [detM = 0]¢

est donc un ouvert de M, (R) en tant que complémentaire d'un fermé et par (2), le groupe O, (IR) est un ouvert relatif
aV (on prend G = GL,(R)).

# Variante
On peut aussi appliquer la caractérisation séquentielle des fermés. Pour cela, on considere une suite (Ay )xen d'éléments de V
qui converge vers une matrice L € My, (R) et il s’agit de vérifier que la limite L appartient encore a V. Mais comme Ay € V,

VkeN, AprAlA=A;
et comme "application
A= AATA]

est continue (en tant que produit de trois applications linéaires sur un espace de dimension finie), on déduit du Théoréme de
composition des limites que
LLTL=L

et donc que L € V. Mission accomplie!

# Pour la topologie relative a V, comme pour toutes les topologies, il y a au moins deux parties ouvertes et fermées : & et V.
Mais, au contraire de ce qu’on observe dans un espace vectoriel, ce ne sont pas les seules parties ouvertes et fermées : il y aussi
On(R) (et son complémentaire dans V, bien silr).

Solution 45 18-25

1. Nous allons bien évidemment procéder par double implication.
@ Supposons que f tende vers { au voisinage de (xo, Yo).

> Par définition de la limite, pour ¢ = 1 > 0, il existe un réel «; > 0 tel que
l(x,y) = (x0,yo)|| S o1 = ]f(x,y) —(’,‘ <.
En particulier, pour tout 0 < r < «; et pour tout 6 € IR, le couple
(x,y) = (xo + rCcos B, yo + rsin )
vérifie bien
16, 9) = (x0, Yol =7 < o1
et la fonction
(8 — f(xo0 +TCOsO, Yo+ rsinB) —{]

est bornée sur R (sa valeur absolue est inférieure a 1).

> On peut donc poser

VOo<r< o, (p(r):sup‘f(xo+rcose, yo—|—rsin9)—€‘ (%)
OcR
pour obtenir
Vo<r< o .
VOER, " |f(xo + T cos 6, yo +1sin6) — €| < @(r) (k)

(puisque le sup (x) calculé sur le cercle de centre (xo,yo) et de rayon r, est un majorant).

> Revenons a la définition de la limite.
Pour tout 0 < ¢ < 1,il existe 0 < a(e) < 7 tel que

106, y) = (x0,yo) | < xle) = [flx,y) — €] <ee.
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Le majorant étant indépendant de (x,y), on peut passer au sup en restant sur le cercle de centre (xo,yo) et de rayon
O<r<ale):

VO <r<ale), 0< @) e
On vient de démontrer que la fonction ¢ : ]0, 1] — R, définie par (x) et qui vérifie la propriété (%), tend vers 0 au
voisinage de 0.

w La réciproque est beaucoup plus simple. On suppose qu’il existe un réel o1 > 0 et une fonction ¢ définie sur ]0, ot]
et de limite nulle en O telle que

VO<r< o,

Vo eR ’f(xo + 1rcos 0, Yo —I—rsinG)—E’ < @(r).

Soit ¢ > 0. Par hypothese sur ¢, il existe un réel 0 < « < x; tel que
Vo<r<a O0<oe(r)<e..
Pour tout (x,y) tel que
H(Xay) — (XO>UO)H <«

le point (x,y) est dans le disque fermé de centre (xo,yo) et de rayon «, doncil existe 0 < v < ccet 6 € R tels que
(x,y) = (xo +1rCcos 0, yo + rsinb)

et par conséquent
[fx,y) — ¢ < o(r) <e.

On vient de démontrer que f tend vers { au voisinage de (xo,yo)! (Relire ce qui est écrit en rouge...)
2. Ontraite les quatre exemples au moyen des coordonnées polaires en mettant en évidence une fonction ¢ convenable
a chaque fois.

Premier exemple

x2y? 1% cos? 0sin’ 0 2

O<f(X»U)ZX2+y2 - T'Z

Deuxiéme exemple

3 (|cos? 0] + [sin> 0])
2

0 < |f(x,y)| < < 2r= (1)

Troisieme exemple

23+ P _ 3}

O<lfeul € SR <

=3r=¢(7)

Quatrieme exemple
La fonction [8 — V/cos* 0 + sin? 6} est continue et m-périodique sur R, donc elle est bornée et atteint ses bornes. En

particulier, elle atteint un minimum et comme la fonction ne s’annule jamais (puisque cos 0 et sin 6 ne peuvent s’annuler
en méme temps!), son minimum my est strictement positif.

r 2

0 < [f(x,y)] < <— =o(1)
t2\/cos*0 +sin*0 T

- Les quatre fonctions sont naturellement définies sur R? \ {O} et continues sur cet ouvert (soit comme fonctions

rationnelles, soit par opérations sur des fonctions continues).
On vient de démontrer qu’elles tendent vers 0 au voisinage de (0,0). On peut donc, si on y a intérét, les prolonger

en fonctions continues sur R?.
3. Pour démontrer qu'une fonction n’a pas de limite au voisinage du point O = (0, 0), on peut procéder par contrapo-
sée en utilisant le Théoréme de composition des limites.

# Sif tend vers L au voisinage de O et si g : R — R? tend vers O au voisinage de 0, alors la composée

(fog)(t) =Tf(gx(t), gy(t)

tend aussi vers € lorsque t tend vers 0.
@ Par contraposée, si on trouve une fonction continuey : ]—o, «[ — R2 telle que

y(t) = (x(t),y(t)) — (0,0)

t—0
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et que f(y(t)) ne tende pas vers € lorsque t tend vers 0, alors f n’est pas continue en (0,0).
a Variante : si on trouve deux fonctions gy et g, définies sur un voisinage de 0 dans R telles que

lim g1 (t) = lim g2(t) = (0,0)

t—0

et telles que
113(1) f(g1(t) # 11_1}(1) (g2(1)),

alors f n’est pas continue en (0, 0).

Premier exemple
Avec g1 (t) = (t,t) et g2(t) = (t,—t), on obtient

V40, f[gﬂt)]% ot f[gz(t)}Z%

ce qui prouve que f n’a pas de limite au voisinage de (0, 0).
# En coordonnées polaires, on aurait trouvé
f(rcos0,rsin®) =1+ cosOsind
et quel que soit { € R, il est impossible de majorer I'écart, qui ne dépend pas de ,
[f(x,y) — ¢

par une expression qui ne dépend que de v et qui tend vers 0 lorsque 1 tend vers 0.

Deuxiéme exemple
Avec g7 (t) = (t,0) et g2(t) = (0,t), on obtient

Vt£0, flg1(t)l=1 et flga(t)] =—1.

# En coordonnées polaires,
Vr>0, f(rcosd, rsin®) = cos?260.

Troisieme exemple
Avec g;(t) = (t,t) et g2(t) = (t,—t), on obtient
—1

Yi£0, f[g1(tﬂ=% et flga(t) = 5

# En coordonnées polaires,
VYr>0, f(rcos6, rsin®)=sinOcosO.

# Pour trouver les fonctions gy et g qui prouvent que la fonction f n’a pas de limite, il est utile de passer en coordonnées polaires
pour voir comment f dépend de .
Si f ne dépend pas de v (comme c’est le cas de ces trois exemples), la dépendance en © permet de trouver des chemins qui meénent
a des valeurs incompatibles.
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Solution 46 18-26

# Pour démontrer que F est continue sur U, il faut prouver que F est continue en chaque point de U. La démonstration commence
donc par :

a Soit Mg = (x0,Yo) € U. Comme U est un ouvert, il existe un rayon ro > 0 tel que
Kng[' [HMoMH < To] cu

et K, en tant que boule fermée dans un espace de dimension finie, est une partie compacte de E.

#v Dans la définition des voisinages, il est dit qu'il existe une boule ouverte de centre My et de rayon v > 0 contenue dans .
Pour tout 0 < ro < 1, la boule fermée de centre My et de rayon v est contenue dans la boule ouverte de centre My et de
rayon r. C’est une telle boule fermée que nous notons K.
L’'avantage de considérer une boule fermée est qu’une telle boule, dans un espace de dimension finie, est une partie compacte.
(On dit que les EVN de dimension finie sont localement compacts.)

@ Un produit de parties compactes est une partie compacte de 1’espace produit, donc
K x [a, b]

est une partie compacte de R? x R. Comme la fonction f est continue sur U x [a, b], sa restriction au compact K x [a, b]
est uniformément continue.
@ Soit e > 0. Comme b > q, le réel = est strictement positif et, par continuité uniforme, il existe un réel « > 0 tel que

Vtelabl, V((xy),s) € Kxla,bl,
||((X»y),$) - ((XanO))t)Hoo <
== mX»U»S) *f(XO)yO)t” <

b—a’
On en déduit que
VM= (x,y) €K, Vt € [a,b],
Ix —xo0| < 3
— [f(M, t) — f(Mo, 1)| <
{hTmss | = Iy 0) < g5

puisque [|(M, t) — (Mo, t)||,, = max{}x —xol, |y —yol, 0}
@ La conservation des inégalités par 1'intégrale nous donne alors :

b
IF(M) — F(Mo)| = j flxyyy t) — flxo, Yoy t) dt

a

b
< j 10y, 1) — F(xo0, Yo, )] dt

a
£

b—a

<(b—a)x =¢

pour tout M = (x,y) € U tel que |x —xol < ax ety —yol < o
On a bien démontré que F était continue au point My € U et comme cela vaut pour tout My € U, on a démontré

que F était continue sur U.

Solution 47 18-27

#v On considere ici une fonction définie par une intégrale qui dépend de trois parametres : les deux bornes et un troisieme parametre
sous le signe [. La régularité d'une telle expression ne fait pas partie des théoremes au programme, mais on peut I'étudier en restant
dans le cadre du programme...

@ Pour rassurer les inquiets, on précise que I et ] sont des intervalles ouverts de longueur strictement positive.

. Pour des raisons de commodité, nous munissons les espaces R? et R3 de leurs normes produit respectives (ce qui
n’est pas une restriction comme on sait), qu’on notera toutes les deux ||-|| .

@ Dans tout ce qui suit, on fixe un point My = (x0, Yo, z0) € Q.

@ Comme les intervalles I et | sont ouverts, il existe v > 0 tel que

[xo—Tyx0 + 7l X [yo—1,yo+ 1l X [20 —Tyzo+7] CIx I X ]=Q. (12)
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Comme I est un intervalle, il existe un segment [a, b] C I tel que
[xo —Tyx0 + 7] C [a,b] et [yo—r1,y0+ 1] C l[a,bl. (13)
En tant que produits de deux compacts (segments) de R, les rectangles
K1 = [xo,yol X [zo —Tyzo+1 CIx]=U
et
Kz =la,bl X [zo —Tyzo+1] C I X ]

sont des parties compactes de R?.
@ On fixe maintenant une tolérance ¢ > 0.

» Comme la fonction f est continue sur U, elle est en particulier bornée sur le compact K :
JA>0,V(tz) €Ky, [f(t,z)] <A (14)
et uniformément continue sur le compact Kj :
Ja>0,V(t,z2),(t1,z1) € Ky,
I(ti,z1) — (t,2)|| . S & = ‘f(t,z) —f(t1,z1)| <e¢
donc en particulier

Fo>0,Vte [xo,yol, Vz€ [zo—T,20+T1], 4)
z—zol <0 = |f(t,2) — f(t,20)| <e.
» Nous disposons de deux réels strictement positifs : r donné par (1) et « donné par (4). Nous noterons dans la suite

®o, le plus petit de ces deux réels :
oo = min{r, «} > 0.

De cette maniere,
[zo — ooy z0 + oto] C [zo — 7,20 + 7]

et
lz—zol S0 = lz— 2ol < .
D’apres (3),
V (t,2) € [a,b] x [zo — &0, 20 + 0] C K2, [f(t,2)] <A (16)

et d’apres (4),

Y (t,2) € [x0,Yol X [z0 — &0, 20 + o], ‘f(t,z) —f(t,zo)| <. 17)
» Nous appliquons maintenant I'astuce taupinale et 'inégalité triangulaire avec opiniatreté. Quel que soit (x,y,z) €
la, b] x [a,b] x [zo — &o,20 + o],

’F(X)g)Z) - F(XO)gO>ZO)|

X0 Yo Y Yo
_‘(J' f(t,z) dtJrJ f(t,z) dt+J f(t,z) dt)J f(t,zo)dt’
X X0 Yo Xo
X0 Yo Y
< J f(t,z)dt‘JrJ f(t,z)f(t,zo)dt‘Jr J f(t,z)dt’
X X0 Yo
Yo
< Alx = xol + J f(t,z)—f(t,zwdt’+A|y—yo| (par (5))
X0

car [x ¢ xo] C [a,b] et [y <> yo] C [a,b]. et d’apres (6),

Yo
J (¢, 2) — £(t, zo) dt‘ <lyo —xol € < (b— a)e.

X0
» Si on impose en outre [x — xo| < ¢/a et [y —yol < ¢/a, c’est-a-dire
max{|x —xol, [y —yol} < min{oxo, ¢/a} et |z—zo| < o,
—_———
>0

alors
‘F(X)y)Z) - F(XO)yO)ZO)’ < (b —a+ 2)8

Les réels a et b ayant été choisis avant ¢, ce sont bien des constantes et cela prouve que F est continue au point (xo, Yo, zo)-
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Solution 48 18-28

Cas d’une limite finie
S’il existe un réel Ry > 0 et une fonction
[ ]RO» +OO[ - R

de limite nulle au voisinage de +oo et telle que

VT‘ZR(),

¥0 R, (x,y) = (rcosH,rsinf) e A = ‘f(x,y)—€| < o(r)

alors la fonction f tend vers { au voisinage de 'infini.
Cas d’une limite infinie
S’il existe un réel Ry > 0 et une fonction
VP : ]JRg,+oo[ = R

qui tend vers 400 au voisinage de +oo et telle que

VT}R(),

VO ER, (x,y) = (rcosB,rsinf) e A = ’f(x,y)‘ > P(r)

alors la fonction f tend vers l'infini au voisinage de l'infini.

# On doit étre conscient que I'étude de f au voisinage de 'infini signifie que la norme de la variable tend vers 4+oco. Pour se
représenter géométriquement la situation, on peut imaginer que la variable peut évoluer n’importe oit dans I'ensemble de définition
A en restant en dehors d’un disque arbitrairement grand.

Nous avons choisi les coordonnées polaires a cause des expressions étudiées. On pourrait utiliser n’importe quelle autre norme
sur R? sans modifier les résultats obtenus. La seule régle est de choisir la norme en fonction de Iexpression f(x, y) étudiée.

1. Quel que soit (x,y) € R?,
[(x+y)e” | < (Il + lyl)e 7Y L 2are ™ = (1),

2. Quel que soit (x,y) € R?,

2

x* +y? =1 (r? cos? 0 + sin’ 0).

@ La fonction {6 + cos”? @ + sin? 9} est continue et m-périodique, donc elle est bornée et atteint ses bornes (c’est

comme si la fonction n’était définie que sur le compact [0, 71]). Comme cette fonction ne s’annule pas (puisque cos 6
et sin 0 ne peuvent pas s’annuler simultanément), son minimum « est strictement positif.
@ Pourr > 1,onadonc

vVoeR, 12 cos* 0 +sin0 >1-cos*0+sin?0 > a >0
N
>0

et donc
Vr>1,VeeR, x*+y?>ar?=1y(r.

» La fonction [9 + 2cos* 0 + sin’ 9] est continue et m-périodique, donc elle est bornée et atteint ses bornes. Comme
cette fonction ne s’annule pas, son minimum m; est strictement positif. (Air connu)
x? + yz 2 1

0 < < = =
V>0 VBER,  0< oo g < = s =6l

# Pour les deux exemples suivants, il est important de remarquer que si I'une des coordonnées x ou y tend vers l'infini, alors le
vecteur (x,y) tend aussi vers l'infini puisque

oY= et >l =Rl

3. Sion se déplace sur 1’axe des abscisses,

f(x,0) = 4x? tnjx| ——— +o0
x—+too

donc la fonction f n’est pas bornée au voisinage de 1'infini.
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Si on se déplace sur 1’axe des ordonnées,

vy #0, f(O,U):O
donc la fonction f ne tend pas vers 400 au voisinage de I'infini.

# Utilisation habituelle du Théoréme de composition des limites pour prouver qu’une fonction ne tend pas vers une valeur donnée.

4. Déplagons-nous sur la courbe d’équation x?y = 1, qui est clairement contenue dans I’ensemble de définition de f.
K'y=1TCcA=RxR:
Dans ce cas,
1 4
Vx#£0, f(x,y) :f(x,x—z) =1+ X—Zﬂnzx
expression qui tend vers 0 lorsque x tend vers +oo. Par conséquent, la fonction f ne tend pas vers +co au voisinage de
I'infini.
5.

& On rappelle qu'une forme quadratique sur R> est une fonction q définie par la relation
Yu=(x,y,z) € R?, qu) =u'.Hu

ot H est une matrice symétrique réelle. Cette forme quadratique est définie positive lorsque les valeurs propres de H sont toutes
strictement positives.

D’apres le Théoréme spectral, il existe une matrice orthogonale P et trois réels

0< A <A< A3

tels que
PT.H.P = Diag(A1,A2,A3) 2 A
et donc
VueR?, qu) =u".PAP T u= (P )" .A(PT ).
En notant

a A0 0 a
Plau=1|b], ona qu =(a b ¢)| 0 A 0 b
C 0 0 A3 c

et on en déduit que, pour tout u € R3,

.2 2 2 S 2,02 2
qu) =Ma +\7\/z/:t\),/+\7\3/\6///?\1(a +b“ 4 ¢c9)

>A 20 Ay 20
=MPTWTPTu)=Au’u
= M u* =v(w)

~—

>0

ce qui prouve que q tend vers +oo lorsque u tend vers l'infini (= lorsque ||u|| tend vers +o0).

Solution 49 18-29

La fonction est continue sur R? privé de 'origine en tant que fonction rationnelle dont I'unique pdle est O = (0, 0).
@ Pour tout x # 0,

x2 1

f(x,x) = 7 =
Lorsque la coordonnée x tend vers 0, le point M = (x, x) tend vers O (puisque ||OM||_, = Ix| tend vers 0) et f(x, x) tend
vers +o0o. Donc la fonction f n’est pas bornée au voisinage de O.
a Pour tout x # 0, on a aussi f(x,0) = 0. Lorsque la coordonnée x tend vers 0, le point N = (x,0) tend vers O
(puisque |[ON]|, = Ix| tend vers 0) et f(x, 0) reste bornée (et méme constante), donc la fonction f ne tend pas vers +oo
au voisinage de O.
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Solution 50 18-30

1. La fonction f est de classe ¥ sur 'ouvert U = R? \ {O} en tant que fonction rationnelle dont l'unique pole est
I'origine O.

# L'ensemble de définition U est un ouvert en tant que complémentaire du fermé {O} (tout singleton et, plus généralement, tout
ensemble fini est fermé).
Plus généralement encore, toute fonction rationnelle est définie sur un ouvert car 'ensemble de ses pdles est un fermé. En effet,
une fonction rationnelle s’exprime sous la forme

P(Xh-'-»XH)

Q(X1v~-~>xn)

f(X],...,Xn)Z

oit P et Q sont des fonctions polynomiales sur R™.
En tant que fonctions polynomiales, P et Q sont des applications continues sur R™ et I'ensemble des poles de f :

T[(f) = [Q(Xl)“')xn) = 0]

est une partie fermée de R™ en tant qu’image réciproque du fermé {0} C R par I'application continue Q.
L’ensemble de définition de f est donc ouvert en tant que complémentaire d'une partie fermée :

U = [r(f)]°
et f est continue sur U en tant que quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule en aucun point de U.

Pour h = (x,y) # O, en coordonnées polaires (c’est-a-dire en munissant R? de la norme euclidienne canonique),
[f(O +h)| = |f(x,y)| = lcos® @ —sin® O] < 2r = 2||h|.

Cela prouve bien que f(h) = O(h) au voisinage de O.
En particulier, cela implique que f(h) tend vers 0 lorsque h tend vers O et qu’on peut donc prolonger f en une
fonction continue sur R? en posant
f(O) =0.

2.  L’hypothese faite sur f signifie que f, une fois prolongée par continuité, serait différentiable au point O et que ¢
serait son application linéaire tangente.

df(0) = ¢
On sait alors que
¢(1,0) = %(0,0) et @(0,1) = 2—;(0,0).
Or, pour tout x # 0 et pour touty # 0,
f(x,0) — f(0,0) et f(0,y) — (0,0) g

x—0 y—20
donc f admet des dérivées partielles au point O avec

of of
_— = 1 _— :—1‘
ax(O) et ay(O)

Donc, @ f est différentiable au point O, alors
Dﬁatcan( df(O)) = (1 —1)

c’est-a-dire
V(X)H)E]RZ) (P(XJJ):X—U-

@ Pour (x,y) # O,
X2y — xy?

e =71-5in0cosO(cos® —sin0).

f(X>U) - (P(X)y) =

expression bornée

11 est donc clair que
f(O+h) =1(0) + ¢(h) + O(h)

lorsque h tend vers 0.
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Cependant, le quotient
[f(h) — @(h)|
l

est indépendant de r = ||h|| sans étre identiquement nul (on peut prendre 6 = /s ou 6 = —7/4 par exemple), donc ce
quotient ne tend pas vers 0 lorsque r tend vers 0.

Par conséquent, f(h) — @ (h) # o(h), ce qui prouve que f n’est pas différentiable au point O (bien que f soit continue
au point O et admette des dérivées partielles en ce point — ce sont les dérivées partielles de f qui ne sont pas continues
au point O).

Solution 51 18-31

1. Lanorme considérée par I'énoncé est bien une norme sur E = R, [X] : il s’agit de la norme produit associée a la base
canonique de E!

||PH = Hmatcan(P)Hoo

Dans le méme ordre d’idée, les trois applications coordonnées
szz[P:aX2+bX+c»—>a] e1 =[P — b €0 =[P c

sont linéaires et (donc) continues sur E, espace de dimension finie.
@ Le noyau de la premiere forme coordonnée :

[e2(P) =0] =[a=0]

est un fermé de E (en tant que noyau d’une forme linéaire continue).
L’ensemble U des polynémes de degré 2 (dont le degré est exactement égal a 2) est, par définition, le complémentaire
de [e2(P) =0]:
U = [e2(P) # 0] = [e2(P) = 0J

et U est donc un ouvert de E.

» Soit P = aX? + bX + ¢, un polynéme de E.
Sia##0,alors P € L.
Sia=0,alors P ¢ U et on pose alors

1
Vi1, R1:EXZ+bX+ceu.

On a ainsi défini une suite (Py,)n>1 d’éléments de U qui converge vers P :

1
\w—mu:Wxﬂ: 0.
n

1
n n—+oo

Donc l'ouvert U est bien dense dans E.

» Les polyndomes A = X? et B = —X? appartiennent tous les deux a U.
S'il existe une application continue f : [0,1] — E telle que

f(0)=A, f(1)=B et Vtel0,1], f(t)jelU
alors la fonction
(e20f) : [0,1] 5 R

est continue (en tant que composée d’applications continues) sur l'intervalle [0, 1], strictement positive en t = 0 (car
€2(A) = +1) et strictement négative en t = 1 (car €,(B) = —1). D’apres le Théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
donc un instant to € 10, 1{ tel que

(e20f)(to) =0

c’est-a-dire f(tg) € U : c’est absurde!
Donc l'ouvert U n’est pas connexe par arcs.

# L'ouvert U est 'union de deux composantes connexes par arcs :
U=[a>0U[a<O0].
Eneffet, si A = a1X? + b1X + ¢y et B = a;X? + b X + ¢ avec a; > 0 et az > 0, alors la fonction affine définie par

vtel0,1], f(t)=(1—t)A+1tB
=[(1—t)ar +taz]X? + [(1 — )by +tba] X + [(1 —t)ey + tca]



Topologie 66

est continue, elle vérifie f(0) = A et f(1) = B et
Vtel0,1], (e20f)(t)=(1—1t)as +taz € [a1 & a2] CRE.

On vient en fait de démontrer que les deux composantes connexes par arcs de U sont des parties convexes !
Idem si ay et a, sont strictement négatifs.

2.a. L’application
[P — b* —4ac]

est une fonction continue sur E en tant que fonction polynomiale des coordonnées.
Le discriminant A est donc une fonction continue en tant que restriction a I'ouvert U d"une application continue sur
E.

# Le discriminant n'est défini que sur U, pas sur E tout entier!
2.b. Par définition de A,
F™ [A(P) = 0] = [b? —4ac = 0] N U.

La partie [b2 — 4ac = 0] est un fermé de E en tant qu’image réciproque du fermé {0} par une application continue
(fonction polynomiale des coordonnées), donc F est un fermé relatif a L.

» Mais F n’est pas un fermé de E! Considérons les polynémes définis pour tout n € N par

P =2 X2,
Il est clair qu’il s’agit d’une suite d’éléments de F et que cette suite converge vers le polyndéme nul :

[Pa—0f =27 ———0
n—-+oo

alors que le polyndme nul n’appartient pas a F. La partie F n’est donc pas stable par passage a la limite.
2.c.  On considere un point Py € F et V, un voisinage relatif a U de ce point. Il existe donc un rayon ro > 0 tel que

[[[P—Pol| <To] NUC V.
Comme U est un ouvert, si le rayon 1o > 0 est choisi assez petit, on a
[HP— PoH < To} cu

et donc
[IP—Poll < 7o] C V.

Si on note Py = aé + boX + co, on sait que
ap #0 etque b(z) —4apco =0
(par définition de Py € F). Il est alors clair que
VYneN, bj—4ao(co+2 ™) =-2""q#0
et donc que

Qn=0a0X?>+boX+(co+2 ™) ¢F

alors que
Quel et [[Qu—Pof|=2""

ce qui signifie que Qr, € V pour tout n assez grand.

En clair : si Py € F, on a trouvé une suite de polyndmes (Q+) qui converge vers Py alors qu’aucun de ces polyndmes
n‘appartient a F.

En VO : tout voisinage relatif a U d’un polynéme Py € F rencontre F¢, c’est-a-dire : F est une partie d’intérieur vide
relativement a .

# ]I faut faire le parallele avec Q et R \ Q! L'ensemble Q) est dense dans R et d'intérieur vide, puisque tout voisinage d'un
nombre xo € Q contient des irrationnels.
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Solution 52 18-32

La fonction F est naturellement définie sur R2 privé de la diagonale A = [y = x] et comme f est continue sur R, la
fonction F est continue sur R? \ A en tant que quotient de la différence des fonctions continues

lin. cont,

(xy) — x—f(x) etde (x,y)r—y+— f(y)

par la fonction linéaire (ou polynomiale)
(oY) —x—y
qui ne s’annule pas sur la diagonale A.
» Le prolongement de F a R? défini par 1'énoncé est le plus naturel qui soit. En effet, quel que soit x € R fixé,

f(x) —fly)
X—Yy y—x

(x)

puisque f est dérivable sur IR, ce qui prouve que

vVxeR, lim F(x,y) = F(x,x), (18)
Yy—x
condition minimale pour que F soit continue sur R?.
Il reste a prouver que ce prolongement est bien continu sur R?, c’est-a-dire (compte tenu de ce qui précéde) continu
en chaque point (xo, Xo) de la diagonale A.

#y La propriété (1) n'indique qu'une "continuité partielle” de la fonction F, puisqu’une seule variable varie (y), I'autre variable
étant fixée (x est fixée par le quantificateur).
NB : La "continuité partielle” n’a pas de sens mathématique, c’est juste une fagon imagée de parler.

» Premiére méthode
Fixons xo € R, le point My = (xo, Xo) sur la diagonale et une tolérance ¢ > 0. Comme f est de classe ¢ 1, il existe
o > 0 tel que
Vx € [xo— &, x0 + &, [f/(x) — f'(x0)| < e. (19)

> Considérons maintenant un point M = (x,y), distinct de M, tel que

On doit distinguer deux cas : ou bien M est sur la diagonale (cas M), ou bien M n’est pas sur la diagonale (cas M,).

Yo + o -
yo
X0 — & )éo X0+ &

> Six =y, alors
[F(x,y) — F(xo,x0)| = [f'(x) = f'(xo)| < ¢

par (2), car [x — xo| < «.

> Six # vy, alors (Thm des accroissements finis) il existe

celx eyl Clxo—ax+af
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tel que F(x,y) = f’(c) et par conséquent, a nouveau par (2),
[F(x,y) — F(xo,x0)| = |f'(x) — f'(x0)| < &

car |c — xo| < .
> Dans les deux cas, on a bien
’F(X)U) - F(XO>UO)’ <€

> On a donc démontré qu’il existait un réel o« > 0 tel que
YMeR? [[MoM| <a = [F(M)—F(Mo)| <,

ce qui prouve que F est continue au point My = (x0,Yo), quel que soit xo € R, et donc que F est bien continue sur R?.
» Variante savante
Pourx =y,

1 1
J f'(x +t(y —x)) dt :J f'(x) dt = f'(x).
0

Pour x # y, on effectue le changement de variable affine

u=x+tly—x)=(1—-t)x+ty

et on trouve

X Yy—x
Dong, quel que soit (x,y) € R?,
1

F(x,y) = Jo f'(x + t(y —x)) dt.

# Evidemment, c’est un début assez siouxx ! L'avantage est de disposer maintenant d une expression unique pour F.

> Il nous reste a vérifier les hypothéses du théoréme de continuité des intégrales fonctions d’un parametre.
@ Quel que soit (x,y) € R?, la fonction
[t (x4 tly —x))]

est continue sur le segment [0, 1], donc intégrable sur [0, 1].
a Quel que soit t € [0, 1], la fonction
(%, y) = ' (x +tly —x))]
est continue sur R%, comme composée de fonctions continues.
R A R “, R
(xy) — x+tly—x) — f'(x+tly—x))

a Restreinte & un segment [—a, al, la fonction f’ est bornée (puisqu’elle est continue), donc il existe une constante
A > 0 telle que

Vtel0,1], V(xy) €l—a,d x [—a,al, [f'(x+tly—x))|<A.
—— ———
€l—a,a]

@ D’apres le Théoreme de convergence dominée (version "convergence bornée"), la fonction

1
F= [(x,y) »—>J' f'(x+ tly —x)) dt]

0

est continue sur tout compact de la forme [—a, a] x [—a, al.
> Comme la continuité est une propriété locale, la fonction F est continue sur

R? = U [—a,a] x [—a,da].

a>0
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Solution 53 18-33
On suppose que la matrice A possede r valeurs propres deux a deux distinctes :
Sp(A) ={w1,... 1}

w S5i0 ¢ Sp(A), alors A — 0.1, € GL,(K) : on peut donc choisir Ay = 0 pour tout k € N et la suite (constante!) de
matrices inversibles

(A =AM In)ken

converge vers A.
@ 5i0 € Sp(A), on pose

T

T= min >0 et VKeN, Ar= .
o220 U
p#0

Pour tout entier k € NN,
Ak € Sp(A), donc A —Ax.I, € GL,(K)

et comme
A= (A=A In)|| = Akl [Tn]| —— 0,
k— 400
la suite de matrices inversibles
(A — AT Jken
converge vers A.
@ On a ainsi démontré que GL,, (IK) était dense dans I, (IK) (quelle que soit la norme choisie, bien entendu).
Solution 54 18-34

1. Comme M, (K) est un espace de dimension finie, toutes les normes sur M., () sont équivalentes et en particulier
la norme N est équivalente a la norme produit ||-|| . Il existe donc deux réels 0 < a < b tels que

VA €M (K),  af|All < N(A) <DB[A[.

11 suffit donc de trouver une matrice diagonalisable T telle que
€
IT—Tolloo < ¢
pour conclure.

@ On sait qu'une matrice de M, (K) qui possede n valeurs propres distinctes est diagonalisable et que les valeurs
propres d'une matrice triangulaire sont ses coefficients diagonaux.

# Lidée consiste donc a perturber les coefficients diagonaux de Ty (= leur ajouter de petites quantités), et seulement les co-
efficients diagonaux de Ty, pour obtenir une matrice T triangulaire dont les coefficients diagonaux sont deux a deux distincts.

Hrox * Wy + o * *
To = ‘ \* T= ‘ \ R
0—0 Hn 0 0 Hn+ &n
Avec les notations ci-dessus,
IT—Toll,, =max{lxil,...,lonl}

@ ]l y a une maniére simple d’obtenir une matrice T comme on la souhaite :
— on entoure chaque valeur propre d"un cercle de rayon assez petit pour que les différents cercles soient deux a
deux distincts;
— on place sur le cercle des complexes régulierement espacés (& la maniére des racines de 1'unité) selon la multi-
plicité de chaque valeur propre.

# On peut obtenir un résultat analogue de maniere plus rock’n’roll : si wy est une valeur propre de multiplicité my, on peut
choisir my points au hasard dans le disque centré en . Statisquement, on est presque stir d’obtenir des valeurs propres deux a
deux distinctes.
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# Sur la figure de gauche, les valeurs propres sont régulierement espacées sur des cercles; sur la figure de droite, elles sont prises
au hasard dans des disques.

@‘@ “‘

Sur cet exemple, les multiplicités respectives sont
my =5 my=m3z=2, my=4, ms5=6
donc To € My9(C) (la taille de la matrice est la somme des multiplicités).

@ SiK =R, les valeurs propres sont sur la droite réelle et il suffit alors de remplacer les disques par des segments. Il
n’est pas compliqué de placer my points deux a deux distincts sur un segment donné, qu’ils soient placés aléatoirement
ou régulierement, quelle que soit la multiplicité my. Donc : ¢ca marche aussi.

2. Quelle que soit la matrice inversible P, ’application

[M = P~ TMP]

est linéaire et donc continue puisque M, (IK) est un espace de dimension finie.
Idem pour [M — PMP~'] pour les mémes raisons!
3. On choisit une suite (en )nen de réels strictement positifs et de limite nulle. Pour chaque indice n € N, on choisit
une matrice diagonalisable T, telle que N(T — T,,) < &q.
Donc toute matrice triangulaire est limite d"une suite de matrices diagonalisables.
@ Soit enfin une matrice A € 9, (C). Comme il s’agit d’'une matrice complexe, elle est semblable a une matrice
triangulaire : il existe une matrice inversible P et une matrice triangulaire T telles que

P'AP=T
Etant donnée une suite (Th)nen de matrices diagonalisables qui converge vers T, on pose

VneN, A,=PT,P "

» Comme les matrices A, et T,, sont semblables et que les T,, sont diagonalisables, alors les matrices A,, sont diagona-
lisables.

» Comme la suite (Ty )Jnen converge vers la matrice T et que la fonction f = [M — PMP’1] est continue, on déduit du
théoreme de composition des limites que la suite (An)nen = (f(Tn))nen converge vers la matrice A = f(T).

» Conclusion : toute matrice de M, (C) est limite d"une suite de matrices diagonalisables, donc les matrices diagonali-
sables sont denses dans M, (C).

# Ce résultat est faux pour les matrices réelles (parce qu’une matrice réelle n’est pas forcément triangularisable).

Solution 55 18-35

Comme E est un espace vectoriel de dimension finie, la sphere unité S' de E est compacte.

# Toutes les parties compactes sont fermées et bornées. Dans un espace vectoriel de dimension finie, la réciproque est vraie :
toute partie fermée et bornée est compacte.

» Comme l'application f : E — E est continue, 'application ||f|| : E — R est continue et atteint un minimum sur le
compact S' :
Jup €S, Vues!, |[fw] > ||fluo)].



Topologie 71

# On rappelle que, pour toute norme N sur E, 'application N est lipschitzienne de (E, N) dans (IR, |-|) (conséquence de I'inégalité
triangulaire).

» On pose & = ||f(u0)H eR,.
Pour tout x € E non nul, par linéarité de f et absolue homogénéité de |||,

Il _ Hf<><) H -
b [
N~——
es!
On en déduit que
[FO = edlx],
propriété qui est évidemment vraie pour x = Og aussi.
» Supposons que « > 0.
Si f(x) = Og, alors
0= [loe]l = [[f()]| > elix]| > 0

et comme o > 0, alors ||x|| = 0 et donc x = Og. Cela prouve que I'application linéaire f est injective.

> Réciproquement, supposons que f soit injective. Comme f(0g) = O et que la sphere unité S' ne contient pas le
vecteur nul, I'application f ne s’annule en aucun point de S'. En particulier, f(uo) # O et donc

0= Hf(uo)H > 0.
> Donc : l'application linéaire f est injective si, et seulement si, il existe un réel o« > 0 tel que
Vx € E, IF0|| = exllx]).

» Dans ce cas, le théoreme de comparaison nous dit que : si ||x|| tend vers +o0, alors ||f(x)|| tend aussi vers +oo.
Autrement dit, f(x) tend vers 'infini lorsque x tend vers l'infini.

Solution 56 18-36

1. La dérivation D est I'endomorphisme caractérisé par

D(1)=0 et V1<k<d, DX =kX"'

donc, pour tout P € Rq4q(X],

d
IDPYloe = || D_ kaiX*"!

k=1 o
= max{klax|, T <k < d}
< dmax{lax| T <k < d}
< d[|P[|

donc |D] < d.
@ Par ailleurs, |[D(X9)|| = d|/X4|,, donc en fait
ID]| = d.

# Comme E est un espace de dimension finie, sa sphere unité S' est compacte et D, en tant qu’application linéaire continue sur
E atteint un maximum sur S'. Il existe donc un polynome Py € E tel que

IPolloe =1 et [ID(Po)],, = IDI.

Ici, il a été facile de trouver que le mondme Py = X9 convenait — ce n'est pas toujours le cas!

2. Les deux applications [P — P] et [P — P’] sont linéaires sur E = RR4[X], espace vectoriel de dimension finie, donc
elles sont continues toutes les deux.

Par conséquent, I’application
f=[P— (P,P')]
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est continue de E dans E x E.
# L'application f est aussi linéaire de E dans E x E.
3. Pourtoutn € N,
IX? = Pu|l = [|=27"X|| = 27X
donc la suite (Py )nen converge bien vers X2.

» Comme P,, est scindé a racines simples,
f(Pn) =Pn AP, =1

cependant que
f(X?) = X* A (2X) = X.

» On a donc trouvé une suite (P )nen telle que

lim P, =X?> et lim f(Pn)=1#f(X?),

n—+oo n—-+oo
ce qui prouve que l'application f n’est pas continue (Théoreme de composition des limites).

# L'application f (faut-il le préciser ?) n’est pas linéaire !

Solution 57 18-37
Tout d’abord, pour tout x € [0, 1], I'application

0,11—[0,1] x [0,1] — R
X — (x%,y) — f(x,y)

est continue (composée de fonctions continues) sur le segment [0, 1] (compact), donc cette application est bornée et
atteint ses bornes. Par conséquent, le maximum g(x) est bien défini.
@ Fixons € > 0 et xp € [0, 1]. Il existe au moins un réel yo € [0, 1] tel que

g(xo0) = f(x0,y0) = max_f(xo,y). ()
yelo,1]

La fonction f est uniformément continue, car continue sur le compact [0, 1] x [0, 1] (Théoréme de Heine).
# Un segment, comme [0, 1], est une partie compacte de R et tout produit de parties compactes de R est une partie compacte de
I'espace produit R?.
11 existe donc un réel « > 0 tel que
V(xy), (x,y) €0, x 0,1, [ y) =), < = [fx,y) —flx,y)| <e.

En particulier,
Vx € [xo—oa,xo+al, Vy e [0, 1], ‘f(x,y) —f(xo,y)] <. (1)

@ On déduit en particulier de (}) et de () que
Vx€lxo—oxo+al, Vyel[0,1], f(x,y) < f(xo0,y)+¢e < glxo) +e.
Le majorant étant indépendant de y € [0, 1], on peut passer a la borne supérieure, ce qui nous donne :

Vxexo—a,xo+al, g(x)= sup f(x,y) < glxo) +e. (%)
ye(0,1]

@ On déduit également de () et de () que
Vx€lxo—oa,xo+al, Vyelo,1], f(xo,y)—e < f(x,y).
La borne supérieure est un majorant, donc

Vxe€ [XO — X, X0 +Od» Vy € [Oaﬂ) f(Xo»U) — €< sup f(X,t) = g(X)
tel0,1]

et comme le majorant est indépendant de y € [0, 1], on en déduit en passant a la borne supérieure que

Vxexo—a,xo+al, g(xo)—e= sup f(xo,y)—e < g(x). ()
yel(0,1]

@ On a ainsi démontré avec (x) et (%) que
Vx € [xo— X0 + a, ]g(x)—g(xo)| <.

L’application g est donc bien continue sur [0, 1].
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Solution 58 18-38

Supposons que que A C E soit a la fois ouverte et fermée et que A # @.

# Pour démontrer une alternative, on suppose qu’une des deux conclusions est fausse et on démontre que I'autre conclusion est
nécessairement vraie.

@ Nous allons démontrer que l'indicatrice de A est une fonction continue de E dans R. Cette indicatrice sera notée f :

1 six€eA,

VxcE, f(x) =1a(x) = 0 six¢A.

# Par définition, une application f : E — F est continue sur E si, et seulement si, elle est continue en chaque point x de E.

Soient xo € Eete > 0.
» Sixg € A, alors A est un voisinage de x¢ (puisque A est une partie ouverte) et

Vx €A, ‘f(x) ff(xo)‘ =[1—-1<e.

» Sixp ¢ A, alors A€ est un voisinage de xo (puisque A€ est le complémentaire d’une partie fermée et que A contient
Xp) et
VxeAS, ‘f(x) — f(xo)‘ =]0—-0/<e.

@ On a ainsi démontré que, pour tout xo € E, il existait un voisinage V de x, tel que
Vx eV, ‘f(x)—f(xo)‘ <e
et donc que f était bien continue en chaque point x, de E.
a Comme E est connexe par arcs, on déduit du Théoreme des valeurs intermédiaires que f.(E) est un intervalle de R.

# Tout espace vectoriel est convexe et en particulier connexe par arcs.
La version générale du Théoreme des valeurs intermédiaires affirme que l'image d’une partie connexe par arcs de E par une
application continue f : E — F est une partie connexe par arcs de F. On doit savoir que les parties connexes par arcs de IR sont
exactement les intervalles (de quelque type que ce soit).

Comme A # &, alors l'indicatrice de A prend au moins une fois la valeur 1.
Et comme 'image de l'indicatrice est, par construction, contenue dans {0; 1}, on en déduit que f, (E) est un intervalle
I tel que
{1} c 1 c{0;1}.

Par conséquent, I = {1}, ce qui signifie que A = E.

Solution 59 18-39

1. Toute suite convergente est bornée : il existe r > 0 tel que

VnelN, flunf<r

et par passage a la limite,
el < r-

Par conséquent, la partie K est contenue dans la boule de centre O¢ et de rayon r.

# Dans un espace vectoriel, une partie est bornée si, et seulement si, elle est contenue dans une boule centrée a I'origine.

2. Sile cardinal de K est fini, alors K est compact.

#v Toute partie finie d'un espace vectoriel normé est compacte. En effet, en supposant que
KZ{C11,...,C1T}

(oi1 les a, sont des vecteurs deux a deux distincts de E) et que (v )nen est une suite d’éléments de K, alors il existe une suite
extraite (v, JxeN constante et cette constante est une valeur d’adhérence de la suite (Vi )nen-

@ On suppose dorénavant que K est une partie infinie.



Topologie 74

On peut alors définir une énumération injective des valeurs de la suite u :
{un, n € N} = {ay, ke N} U{}
en posant ap = ug et, pour tout k > 1,

ax =Upk) ot (k) =min{neN : u, ¢{ao,...,ax_1}}.

# Autrement dit, si x € E est la valeur d'un terme de la suite (un )nen, alors

@(k) =minfn € N : u, =x}.

On considére maintenant une suite (v, )nen constituée d’éléments de K :
VneN, vn € {ak, k e}U{L}.

@ §'i] existe une infinité d’indices n € N tels que v, = ¢, alors il existe une suite extraite de (vn)nen qui est constam-
ment égale a {. La suite (v )nen possede donc une suite extraite qui converge vers un élément de K.
@ On suppose dorénavant qu’il n’existe qu'un nombre fini d’indices n € N tels que v, = {.

# Comme { est la limite de la suite (vn )nen, il est possible que tous les termes de cette suite soient distincts de {, mais ce n’est
pas nécessaire !

Quitte a considérer une suite extraite, on peut méme supposer que
vVneN, vn # L.

@ 5i la suite (vi)nen Ne compte qu'un nombre fini de termes distincts, alors il existe (au moins) une suite extraite
constante (cf. plus haut).
On suppose dorénavant que 1'ensemble {v,,, n € N} est une partie infinie de E qui ne contient pas le vecteur {.
a ['énumération ¢ définie plus haut est une application injective (strictement croissante) de N dans N.
Pour tout n € N, le terme v,, appartient a 'ensemble

V={vy, n € N} C {un, n € N} ={ay, k € N},

donc il existe un entier k € IN tel que v;, = u, (i) et cet entier k est unique (injectivité de ¢). Il existe donc une application
0 : N — N telle que
vVneN, Vn = Ugpod(n)-

a Comme il existe une infinité de termes vy, distincts, la fonction 8 prend une infinité de valeurs distinctes (dans N'!)
et on peut donc considérer une suite extraite

V) nen = (Ugo(oow) (n)) nen

telle que la suite d’indices

((00W)(M) e

soit strictement croissante.
Dans ces conditions, la suite extraite (vy,(n))neN est aussi une suite extraite de (un Jnen (puisque @ o (6 01p) est une
composée d’applications strictement croissantes) et converge donc vers {.
On a démontré que, dans ce dernier cas également, il existait une suite extraite de (v )nen qui convergeait vers un
vecteur de K.
@ On a ainsi démontré que K était une partie compacte de E.

# ]l n’est pas beaucoup plus simple de démontrer que K est une partie fermée (= stable par passage a la limite) et comme on n'a
pas fait d’hypothese sur la dimension de E, cela ne permet pas de conclure a la compacité de K.
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Solution 60 18-40

1.a. Les parties K,, sont compactes, donc ce sont des parties fermées.
Une intersection (quelconque) de parties fermées est une partie fermée, donc K, est une partie fermée de E.
Par monotonie décroissante,

VnelN, KeCKpir €Ky <K

Toute partie fermée contenue dans une partie compacte est compacte. Comme K, est une partie fermée contenue dans
Ko qui est une partie compacte, la partie K, est bien compacte.
1.b. Supposons qu’aucun des compacts K;, ne soit vide. Alors, pour tout n € N, il existe au moins un élément x,, dans
Kp.
. Par monotonie décroissante,
VneN, Xn € Kn C Kp

et comme K est compact, on peut extraire une suite (x(p(k) Jken qui converge vers un élément £ de K.
a Fixons ng € IN. A nouveau par monotonie décroissante,

Vn = np, Xn € Kn C Ky

On sait que (propriété des extractrices)
VkeN, (k) > k.

Par conséquent,
Vk}no, X (k) CKkCKnO.

Comme la sous-suite (X (k))k>n, converge vers £ (en tant que suite extraite d"une suite de limite {) et que K,,, est fermé
(c’est une partie compacte), on en déduit que { € K.
On a ainsi démontré que
Vno e N, f£e€Ky,.

Autrement dit, la limite ¢ de la suite extraite appartient a K., ce qui contredit I'hypothese K, = @.
@ On a démontré par 'absurde que : si l'intersection Ko, d’une suite décroissante de parties compactes (Kn )nen était
vide, alors seul un nombre fini de parties K, n’étaient pas vides.
2. Pour toutn € N, l'intervalle A, = [n,+oo[ est une partie fermée non vide de R et la suite (A )nen est décroissante
pour l'inclusion :
vVneN, Ant1 C Aq.

I Clestclair : six € Ay, alorsx >2n+12>=n,doncx € Ay,

Cependant, l'intersection

As = ﬂ N, +oo[
neN

est vide.
S'il existait un réel xo € Ao, alors (définition de l'intersection)

VHE]N, Xo € An

c’est-a-dire
vVneNN, Xo = M.

On sait bien que c’est impossible (en vertu de I'axiome qui énonce que le corps R des nombres réels est archimédien).

On a donc établi une propriété des parties compactes qui n’est pas vraie pour les parties fermées.

Solution 61 18-41

Soit B, le complémentaire de I’adhérence A.

& ]l s’agit de vérifier que B est un voisinage de chacun de ses points.

Soit xo € B. Ce point xo n’est donc pas un point adhérent a A. En écrivant la négation de la définition des points
adhérents, on voit qu’il existe un réel r > 0 tel que

B(xo,T) NA = &, c’est-a-dire B(xo,T) C AS. (%)

# Une figure nous permet de deviner que la boule ouverte B, (xo, 1) (qui est, comme son nom l'indique, une partie ouverte) est
disjointe de I'adhérence de A. C'est ce que nous allons maintenant démontrer.
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Soity € B, (xo, ). Comme la boule ouverte B, (xo, ) est une partie ouverte qui contient y, c’est un voisinage de y,
donc il existe un réel o« > 0 tel que
(%)
Bo(y) (X) C Bo(Xo,T) C A,
Autrement dit, pour un certain réel & > 0,
Bo(y)(x) NA = g,
ce qui signifie que y n’est pas un point adhérenta A : y ¢ A, c’est-a-dire y € B.
Nous avons donc démontré que
Bo(xo0,1) C (A)" =B

et donc que B était un voisinage de xo.
La partie B, qui est un voisinage de chacun de ses points, est une partie ouverte de E. Le complémentaire de B,
c’est-a-dire I'adhérence A, est une partie fermée de E.

Solution 62 18-42

1. Notons F, I'adhérence de B, (xo, 1).
a Laboule fermée B¢(xo,T) est une partie fermée qui contient la boule ouverte B, (xo, 1), donc F C B¢(xo, 1).

#v L'adhérence d'une partie A est le plus petit fermé qui contienne A.

a Réciproquement, si x € B¢(xg, 1), alors on pose
1
VneN, un:XoJr(]fz—n)%xfxo).

Chaque terme u,, appartient a la boule ouverte B, (xo, 1) car

1
lun =xoll = (1= 5 ) - [Ix=xol| < v
<r
<1
et la suite (i )nen converge vers x car
1 . 1
Uy — X = {(1 — 27“) 71] “(x—=x0) dou |up—x]| = o [Ix —xo]] mo.

Par conséquent, le point x appartient a I’adhérence de la boule ouverte B, (xo, T).
#v ]l faut faire une figure pour comprendre comme la suite (Un )nen a été définie.
@ Par double inclusion, I'adhérence de la boule ouverte B, (xo, ) est la boule fermée B¢(x, ).

2.  Notons Q, l'intérieur de la boule fermée B¢ (xo, ).
@ La boule ouverte B, (xo, 1) est une partie ouverte contenue dans B¢(xo, 1), donc elle est contenue dans Q.

& L'intérieur d'une partie A est le plus grand ouvert contenu dans A.

@ Réciproquement, soit x € Q. Par définition de I'intérieur, il existe un réel « > 0 tel que
B(X» CX) C Bf(XO)r)-

11 existe un vecteur unitaire u tel que
X —%xo =[x — X0l - u.

# Six—xo # Og, alors ce vecteur unitaire est unique. Sinon, le facteur ||x — xo|| est nul et tous les vecteurs unitaires conviennent,
c’est sans importance.

On considere alors le vecteur

X+ % -u € Bo(x, ) C Be(xp,T1).

Or o o o
(x+§-u)fxo:(xfxo)+z-u: (||x7on+—) ‘u

2
"<X+%'u) _XOH = <||X_XOH+%) <.

Comme %/, > 0, on en déduit que ||x — xo|| < r et donc que

et donc

x € By (x0,71).

On a ainsi démontré que Q C B, (xo, 1) et finalement, par double inclusion, que Q = B, (xo, 7).
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Solution 63 18-Limsup

1. Soitn € N.
L’ensemble Q,, est, par construction, une partie de R. Comme I’ensemble des indices n’est pas vide, 'ensemble Q,,
contient au moins un réel et comme la suite (uy )nen est bornée, I’ensemble Q,, est borné :

VkeN, |Jul<M = VxeQ,, xI<M.

En tant que partie non vide et bornée de R, 'ensemble OO, admet une borne supérieure et une borne inférieure réelles.
Les deux suites réelles (v )nen et (Wn)nen sont donc bien définies.
@ Pourtoutn € N,sik >n+1,alors k > n, donc

VneN, Qni1 CQn
et par conséquent,
Vni1 =inf Q) <InfQy =v,, et wy =supQn <supQnip1 =wngr.

Cela démontre que la suite (vn )nen est croissante et que la suite (wn )nen est décroissante.
@ Comme Q, n'est pas vide, v, < wy, et par conséquent

VneN, Vo < Vn < Wn < Wo

ce qui prouve que la suite (v )Jnen est majorée par wy et que la suite (Wn Jnen est minorée par vo.

Donc la suite (v )nen (croissante et majorée) et la suite (Wn )nen (décroissante et minorée) sont convergentes.
2. Par définition, il existe une suite extraite (¢ mn))nen qui converge vers {. Comme ¢ : N — N est strictement
croissante, on sait que @(n) > n pour tout n € N et donc

VneN, Up(n) € Qn.
Par définition de vy, et de wy,, on en déduit que
VneN, Vn < Upn) < Wn.
Les trois suites sont convergentes, on peut donc passer a la limite dans cet encadrement et en déduire que
VLESW
3. Soit ¢ > 0. Comme la suite (Wy, Jnen est décroissante et converge vers W, il existe un rang No € N tel que
V1 = No, W wn, <WHel

Or w,, = sup Q,,, donc w;,, est un majorant de Q,, et comme ¢ > 0, alors w, — € n’est pas un minorant de Q,,. Par
conséquent, il existe k > n tel que
Wh —€ < U < Wn.

On a ainsi démontré que

Ve>0,

VnelN, 3k >n, W—e<uy <WHe.

# 1l y a deux maniere d’interpréter I'expression encadrée :
— il existe une infinité d’indices k tels que...
— il existe une suite extraite (W, (n))nen telle que...

Ce qui précede démontre qu’il existe une suite extraite de (un)nen qui converge vers W, donc W est bien une
valeur d’adhérence de (U, )nen.
@ Une démonstration analogue prouve qu’il existe une suite extraite de (un)nen qui converge vers V, donc V est
aussi une valeur d’adhérence de (1, )nen-

# La question précédente permet de conclure que la limite inférieure V est la plus petite valeur d’adhérence de (un )nen et que la
limite supérieure W est la plus grande valeur d’adhérence de (un )nen.

4. D’apresl’étude de leurs variations, les deux suites (v )Jnen et (Wn )nen sont adjacentes si, et seulement si, V = W.
@ S5iV # W, alors en fait V < W et on déduit de la question précédente que V et W sont deux valeurs d’adhérence
distinctes de la suite (un )nen. Par conséquent, la suite (i )Jnen est divergente.
@ SiV =W,alors
VneN, v, <u, <wy
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(la borne inférieure est un minorant, la borne supérieure est un majorant) et comme les deux suites (v )nen et (Wn)nen
convergent vers la méme limite, on conclut par encadrement que la suite (1, )Jnen est convergente et que sa limite est la
valeur commune a Vet W.

# Variante — On a démontré que toute valeur d’adhérence £ était compris entre Vet W. Avec V.= W, la suite (un)nen n'a
qu’une seule valeur d’adhérence.
D’apres le cours de Topologie, toute suite bornée qui n’admet qu’une seule valeur d’adhérence est convergente, donc la suite
(Un)nen est convergente.

Solution 64 rms130-685

Comme f et ¢ sont de classe €', les fonctions |f'| et f - ¢ sont continues sur le segment [0, 1]. Les deux intégrales sont
donc bien définies, donc N et N, sont deux applications de E dans R..
Il est clair que ces deux applications sont positivement homogenes et vérifient I'inégalité triangulaire.
# SiN(f) =0, alors f(0) =0et

1
J [f(t)| dt = 0.
0

Comme |f'| est une fonction continue et positive dont l'intégrale sur [0, 1] est nulle, cette fonction est identiquement
nulle. Par conséquent, la fonction f est constante sur l'intervalle [0, 1]. Comme f(0) = 0, la fonction f est identiquement
nulle.

a Si Ny, (f) =0, alors f est constante sur [0, 1] (selon le raisonnement précédent) et

1 1
0= J @(t)f(t) dt = f(0) J e(t)dt
0

donc f(0) = 0 et la fonction constante f est donc identiquement nulle.
Bref : N et N, sont bien deux normes sur E.
. D’apres le Théoreme fondamental (puisque f est de classe €''),

Vxelo,1, f(x)=f(0) +J £/(t) dt.

Par inégalité triangulaire,

Par passage au sup, il NG
fll o < N(f).

Par inégalité triangulaire,
1

1
[ oo < | [0 oo a
0 0

et comme
vtelo 1, [ o) < flle - o),
on déduit de la positivité de 'intégrale que

1

1
J f(t)p(t) dt‘ <J lo(t)| dt- [Ifll,
0 0

puis que
1 1
VfeE, N(p(f)gj \cp(t)\dt-uf||oo+J [f/(1)| dt
0 0

1
< (J ()] dt+1> - N(f).
0

La norme N, est donc dominée par la norme N.
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# Cest seulement dans la réciproque qui suit qu’on va vraiment utiliser les propriétés des densités de probabilité : jusqu’ici,
on a seulement utilisé que @ était continue par morceaux sur [0, 1].

a Comme f est continue sur le segment [0, 1], elle atteint un minimum f(m) et un maximum f(M) et donc
Ytel0,1], f(m)<f(t) < f(M).
Comme ¢ est positive, on en déduit que
vtelo, 1], flm)e(t) < f(t)e(t) < f(M)o(t)

et en intégrant cet encadrement sur [0, 1] :

On a donc prouvé que

Or I'image de l'intervalle [0, 1] par I'application continue f est un intervalle et 'image d'un compact (ici, le segment
[0, 1]) est un compact, donc
£.((0,1]) = [f(m), fF(M)].

Par conséquent, il existe xo € [0, 1] tel que

1
L f(t)(t) dt = F(xo).

@ Un coup d’astuce taupinale, un coup d’inégalité triangulaire :

[£(0)] < [£(0) — f(xo0)| + |f(x0)].

D’apres le Théoreme fondamental et 'inégalité triangulaire pour les intégrales,

X0 X0 1
£(0) — f(xo0)| = L /(1) dt’ < L [f(t)] dt < L /(1) dt.

On en déduit enfin que
1 1
[f(0)] gJ [f/(t)| dt + H f(t)p(t) dt‘ =Ny (f).
0 0

Par conséquent,
VfeE, N(f)<2Ng(f)

et les deux normes sont équivalentes.

Solution 65 rms130-686
1. Sif(x) =f(y), alors ||f(x)|| = [|f(y)]|. Or I'application
o]
t— —
1+t
est injective, donc ||x|| = ||y|| et finalement on a bien x = y. Donc l'application f est injective.
# Les homographies
[ at + b}
t—
ct+d

sont constantes pour ad — bc = 0 et injectives pour ad — bc # 0.
Plus précisément, si ad — be # 0, alors la fonction réalise une bijection de R \ {=9/.} sur R \ {¢/c} et la bijection réciproque
est elle aussi une homographie. 1l y a évidemment un lien avec le groupe GL, (R)...

2. Pourtoutx € E,

IO =

donc I'image de f est contenue dans la boule unité ouverte de E.

b
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@ Réciproquement, si |u|| < 1, alors on peut poser

u
X = €k
T—[Juf]

et on vérifie sans peine que f(x) = u.

# 1l n’y a pas de magie ici : on a choisi w et on a ensuite résolu I'équation f(x) = w. Cette résolution, trés simple (en s’inspirant
de I'étude de l'injectivité : il s’agit d’inverser une homographie), n’apporte rien a la compréhension de la réponse, on peut donc se
contenter de parachuter la "bonne valeur” de x.

On a ainsi démontré (par double inclusion) que 1'image de f était la boule unité ouverte de E.
3. Soient x ety dans E. On vérifie facilement que

el x—y
=) = G+ bt Tl

et on en déduit que

lyll = lIxl] Ix —y]|
f(x) —fly)|| < | x|+
| vl (T + XD+ [lyl) Il T+ |yl
1
< T+ [yl (1 + 1 J”rx||||x|> Ay —=x (inégalité triangulaire)
<2y —x]I.

La fonction f est donc 2-lipschitzienne.

# On sait que le produit de deux applications lipschitziennes et bornées est encore une application lipschitzienne et bornée, mais
ce théoreme ne peut pas s’appliquer ici : on considere le produit d’une application lipschitzienne non bornée par une application
lipschitzienne qui tend vers 0 a l'infini.

Solution 66 rms130-687

1. Considérons x ¢ A et fixons xo € A (arbitrairement). Comme f est k-lipschitzienne,
[f(x0) — f(y)| < KlIxo —yl|
et donc, pour touty € A,

Kl =yl +F(y) > klx —yll + [f(xo) — klxo —yll]

>
> k(lx =yl = lIxo — yll) +f(xo)
2 k[x —xol| + f(xo). (inég. triang.)

Comme le minorant est indépendant dey € A, on en déduit que I'ensemble

{klx =yl +f(y), y € A}

est non vide (puisque A # @) et minoré. Cet ensemble posseéde donc une borne inférieure et 1’application g est donc
bien définie sur A°.

@ Considérons maintenant x € A. En reprenant le calcul précédent avec xo = x (possible car x € A et xo € A avait été
choisi arbitrairement), on obtient

VyeE klx—yll+fly) = klx — x|+ f(x) = f(x).

Par conséquent,
VxeA, gx)= {Jrg/rg{kIIX—yII +f(y), y e A} =f(x)

ce qui signifie que g est bien un prolongement de f & E tout entier.
2. Soient x1, x> dans E.
Par inégalité triangulaire,

VyeA, klxi—yll+fy) <klxi —x2fl +klx2 —yll + f(y).
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La borne inférieure étant un minorant, on en déduit que
VYyeA, gxi) <klxi—xzf +k[x2 —yll +fly)

c’est-a-dire
VyeA, g(x)—k|x1 —xa| <Kklx2 =yl +fly).

Le minorant est indépendant de y € A, on peut donc passer a la borne inférieure :
glx1) = Klx —xal| < inf {Kx2 = || +(y)} = glxa).

On a ainsi démontré que
Vxi,x2 €E,  g(x1)—gl(x2) < Kk[x1 —x2].

Par symétrie, on en déduit que
Vxi,x2 €, glx2) —g(x1) < kllxz — x| = [Jx1 —x2]|
et donc que g est k-lipschitzienne :

Vxi,x2 €, [g(x2) —g(x1)| < Kllx1 —x2l|.

#o En cours, cette démonstration a servi a prouver que I'application [x — d(x, A)] est 1-lipschitzienne pour toute partie non vide
de E.

Solution 67 rms130-963
1. Cf03-01.
2
3.
4.
5
6
7
Solution 68 rms130-1000
1. Par hypothese, il existe une matrice inversible Q telle que
Q 'MQ=N.

On en déduit par récurrence que
VkeN, Q 'MFQ=Nk

et par combinaison linéaire que
VPeKKX], Q 'P(M)Q=P(N).
# L'application [A — Q~'AQ] est un morphisme d'algebres de M4 (IK) dans elle-méme : tout est 1a !

2. Comme A est diagonalisable, le polynome minimal p de A est un polynéome annulateur de A scindé a racines
simples. Comme les matrices B;, sont semblables a A, elles ont méme polynéme minimal que A, donc

¥YneN, w(Bn) = 0g4.

L'application [M — p(M)] est continue sur M4 (K).

# Sur une algeébre associative unitaire, l'identité [M — M)] est continue; un produit de fonctions continues est une fonction
continue et une combinaison linéaire de fonctions continues est continues, donc toute application polynomiale [M — P(M)] est
continue.

Cette propriété est indépendante de la dimension de I'algebre, puisque I'identité est continue en toute dimension.

Donc I'hypothese
lim B, =B

n—-+4oo
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entraine (par composition de limites) que
lim p(Bn) = wu(B)

n—-+oo

et donc que p est un polyndéme annulateur de B.
Comme p est scindé a racines simples, on en déduit que B est diagonalisable.

# On a prouvé que W était un polyndme annulateur unitaire de B, on n’a pas encore prouvé que c’était le polynéme minimal de
B!/
@ Considérons l'application qui, & une matrice M € 914 (IK), associe son polyndme caractéristique x(M) € K4[X].
# SiM = (mi,j), alors XId —M= (Tli‘j) avec nyj = —Myj sii 75 ] et nii = X — my i et
X(M) = det(XIq — M) = Z e(o)Ing o(1) - N4, 0(d)-
[QSIGPN
Seule cette formule permet de comprendre ce qui suit !

L'espace d’arrivée KK 4[X] est un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sur cet espace sont donc
équivalentes. On peut ainsi le rapporter & sa base canonique :

d
VM eM(K),  x(M)=) xk(M)X*
k=0

et en déduire que 'application x est continue de Mi4(K) dans K4([X] si, et seulement si, les (d + 1) composantes xi
(0 < k < d) sont continues de M4 (IK) dans K.

Or chaque composante xx (M) est une fonction polynomiale des coefficients de la matrice M. Donc I’application x
est continue sur N4 (K).

Comme A et les matrices B, sont toutes semblables, elles ont méme polynéme caractéristique. Par continuité de x,

Xx(B) = lLim x(Bn) =x(A).

n—-+oo

Comme A et B ont méme polynéme caractéristique, elles ont mémes valeurs propres avec les mémes multiplicités. Ces
matrices sont diagonalisables, donc leurs sous-espaces propres respectifs ont mémes dimensions, ce qui prouve que A

et B sont semblables.
_ (0 Tk
(0 %)

3. Pour tout entier n > 1, les matrices
sont semblables entre elles. Cependant, leur limite est la matrice nulle qui n’est semblable qu’a elle-méme et donc pas
semblable & B;.

Solution 69 rms130-1147

Pour tout n € N, la fonction [t — f(t)t™] est continue sur le segment [0, 1], donc l'intégrale

J’1 f(t)t™ dt

0

est bien définie.
Comme f est continue sur le segment [0, 1], elle y reste bornée et

VneN, vtelol], [fOt]<|f]..

Par positivité de I'intégrale, on en déduit que

1 1
VnelN, 0< Jf(t)t"dt‘gj [F(Ot" | dt < [|f]| -
0

(o afnes)

est donc une partie non vide et majorée de R : elle admet bien une borne supérieure et cette borne supérieure est un
réel positif.

L’ensemble

1
J' f(t)t™ dt
0
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Ainsi, N est bien une application de E = ¢°([0, 1], R) dans R .

#v Faut-il prendre la peine de justifier pourquoi I'ensemble considéré n’est pas vide ?
On a justifié 'existence de chaque intégrale, donc cet ensemble contient tous les termes d’une suite réelle (pas nécessairement
distincts deux a deux, mais c’est sans importance).
Je ne pense pas qu'il faille en dire plus.
En revanche, il est crucial de justifier I'existence de chaque intégrale, de justifier clairement que I'ensemble est borné et de
mentionner (juste mentionner, en passant) qu’il n’est pas vide.

» Soit f € E. Pour tout n € N, il est clair que

1
J (AF) ()" dt‘ = Al
0 ~~~
>0

J] fle)th dt'

0

et par conséquent

r f(t)t™ dt

N(Af) =|A| sup{
0

ne ]N} — AIN(f).

#y La encore, inutile d’entrer dans les détails (4 mon avis).
Mais un jour d’oral, on doit se tenir prét a fournir les détails nécessaires pour justifier que, pour toute partie non vide et majorée
ACR,
Vt>0, sup(t.A)=t.sup(A).

(Rien de compliqué, mais ¢a prend pas mal de temps de bien le rédiger.)

» Quelle que soient les fonctions f et g dans E, quel que soitn € N,

1

J1 ft)t™ dt + J

1
J (f + g) ()" dt’ -
0 0

0

gt dt‘

<

X

0
< N(f) + N(g)

1
J f(H)t" dt‘ +
0

F g(t)t" dt‘

(en invoquant successivement la linéarité de I'intégrale, I'inégalité triangulaire dans IR et le fait que la borne sup est un
majorant).
On a trouvé un majorant indépendant de n, on peut donc passer au sup :

sup

1
J (F+ g (D" dt‘ < N(f) + N(g)
neN

0

ce qui signifie précisément que N vérifie aussi l'inégalité triangulaire :

Vf,geE, N(f+g)<N(f)+N(g).

# Je tiens a ce style de démonstration avec les bornes sup (ou inf) : on commence par trouver un majorant et on conclut en
rappelant que, par définition, la borne sup est le plus petit de tous les majorants possibles. — C’est peut-étre une manie personnelle ?

» Il reste a vérifier que N sépare les points. Pour cela, nous considérons f € E telle que N(f) = 0, c’est-a-dire

1
VneN, J f(H)t™ dt = 0.
0

Par combinaison linéaire, on en déduit que
1
J f(t)P(t)dt =0
0
pour toute application polynomiale P € E.
a La fonction f est CONTINUE sur le SEGMENT [0, 1]. D’apres le Théoreme de Weierstrass, il existe une suite (Pn)nen
d’applications polynomiales qui converge uniformément sur le segment [0, 1] vers f :
lim ||f —Pnl/, =0.

n—-+oo
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@ Or, pour tout n € N, comme f est bornée sur [0, 1],
vtel0,1], [f(t)—ft)Pu(t)] = [f(B)] [f(t) = Pn(O)] < [Iflloo If — Prlloo-
Par linéarité, par inégalité triangulaire et enfin par positivité de 'intégrale,

1
J 2(t) — f(t)Pn(t) dt

1 1
J 2(t) dt—J £(t)Pn(t) dt‘ =
0

0 0

1
<J [f2(t) — f(t)Pn(t)] dt
0

@ On en déduit que

Or on a constaté en commengcant que
1

VneN, Jf(t)Pn(t)dt:O.
0

Donc

1
J f2(t)dt =0
0

et comme 2 est une fonction continue et positive sur [0, 1], on en déduit que f est la fonction nulle.

# On peut vérifier facilement que I'application

1
[(f,g) Hj f(t)g(t) dt]

0

définit un produit scalaire sur €. Le raisonnement qui précéde démontre que I’orthogonal du sous-espace F des applications polyno-
miales est réduit a {0} et donc que
FL =E+ ={0} bien que FCE.
On en déduit en particulier que (F-)- =E #F.
Cela n’est possible que parce que E est un espace de dimension infinie et que F est dense dans E.
Rappel : en dimension finie, tout sous-espace vectoriel est fermé (donc F = F) et (F£)+ =F.

Solution 70 rms130-1148

Par définition de F, pour toute fonction f € F, il existe un NOMBRE FINI de scalaires complexes

a1,...,an,)\1,...,?\n

(ot1les A, sont DEUX A DEUX DISTINCTS) tels que
n
VxeR, f(x)= Z apexp".
p=1

Il est alors clair que

n
VkeN, fM(0)=) apA}.
p=1

Toute famille FINIE de nombres réels positifs admet un plus grand élément : en posant

n

ao =) lapl et Ao =max{Ai],...,Anl},
p=1

on obtient
VkeN, [f*(0)] < aor§
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et on en déduit que la série

1910)
2w
est bien convergente (comparaison a une série de Poisson).
Par conséquent, N est bien une application de F dans R, .

» L’homogénéité est évidente (linéarité de la somme pour les séries convergentes).
» L'inégalité triangulaire est facile a établir. Quelles que soient les applications f et g dans F,

VKEN, |[(f+9)™(0)] <[ (0)]+][g"™(0)]
(inégalité triangulaire dans R) et par positivité de la somme (pour les séries convergentes)

N(f+ g) < N(f) + N(g).

» Il reste a vérifier que N sépare les points.
Supposons donc que N(f) = 0 pour une certaine application f € F. On en déduit que

VkeN, f®0)=0

(une somme de termes positifs est nulle si, et seulement si, chaque terme est nul) et donc que (en conservant les notations
précédentes) :
n
k _
VKeEN, 3 apAs=0.
p=1
Comme les A, sont deux a deux distincts, la matrice de Vandermonde

V= (Ag)ogl«n
1<psn

est inversible, donc les a,, vérifient le systéme de Cramer homogeéne

n
vo<k<mn, > apAk=0
p=1

ce qui prouve que les a,, sont tous nuls et donc que f est le vecteur nul.

# La matrice de Vandermonde et son déterminant sont au programme.

VARIANTE.— Pour tout A, la fonction e, est développable en série entiere sur R :

+o00 AT
_ RS 1 8
VxeR, ex(x)—Z o x™.

n=0
Par combinaison linéaire, toute fonction f € F est donc développable en série entiere sur R et en particulier (Formule de
Taylor) :
+

2 f(n) 0) o

VxeR, f(x)= -

n=0
Comme on I'a vu, si N(f) = 0, alors f(™)(0) = 0 pour tout n € N et par conséquent la fonction f est la fonction nulle.

# Cette variante est plus élégante que la méthode précédente... En fait, cette variante ne prouve que ce qu’il faut prouver (la
fonction f est la fonction nulle) et rien de plus!
La méthode précédente au contraire démontrait que f était nulle en démontrant que tous les scalaires ay étaient nuls au moyen
d’un argument (systéme de Cramer associé a une matrice de Vandermonde) qui permet de démontrer que la famille (ex)acc est une
famille libre — ce dont on n’a nul besoin ici.
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Solution 71 rms132-522

1. Comme le produit PQ peut étre considéré comme une application continue sur le compact [—1, 1], il est clair que
l'application N q est bien définie sur E; qu’elle prend des valeurs positives; qu’elle est positivement homogene et qu’elle
vérifie I'inégalité triangulaire (propriétés de la norme ||-|| ).

Enfin, si No(P) = 0, alors PQ = 0 (puisque [|-||,, est une norme) et comme C[X] est un anneau sans diviseur de
zéro, on en déduit que P = 0 : 'application N sépare les points et c’est donc bien une norme sur E.
2. Comme la fonction (associée a) Q est continue sur le compact [—1, 1], elle est bornée et par conséquent

VPEeE  No(P)=[PQlls < Qe - IPlloo = lQllc - N1 (P).

La norme N; domine donc la norme Ng.
a Réciproquement, si Q n’a pas de racines sur le segment [—1, 1], alors il existe « > 0 tel que

vte 1,1, |QM)| >«

# Une fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes : on peut donc prendre pour « le minimum de |Q(t)| —
minimum qui n’est pas nul.

On en déduit alors que
VPeE Vte[-1,1], [PHQ(H)] = «fP(t)].

Comme |P(t)| atteint son maximum sur [—1, 1], il existe to € [—1, 1] tel que
[P(t0)Q(to)| = «|P(to)| = &[|P| .-
Comme le sup est un majorant, on en déduit que
[Pl < [IPQlloe = Nq(P).

Le facteur «x est strictement positif et indépendant de P (il ne dépend que de Q), donc on a bien démontré que la norme
Nq dominait dans ce cas la norme Nj.
Ainsi, si Q n’a pas de racine dans [—1, 1], les normes N; et Ng sont équivalentes.
@ Supposons maintenant que Q admette au moins une racine w € [—1,1]. Nous allons démontrer que, dans ce cas,
les normes N7 et Ng ne sont pas équivalentes en établissant qu’il existe une suite (Pn)nen de polyndmes telle que

et lim Ng(Pn)=0.

1
VneEN, Ni(Py)> 5 lim

» Fixons ¢ > 0.
> Par continuité de Q, il existe « > 0 tel que

lw—tl<ax = [Q(t)] <e.
> Il existe une fonction f. continue sur [—1, 1] telle que f. (w) = 1 et vérifiant aussi
vtel-1,1], 0<f(t) <1 et t—w|>a = f.(t)=0.
#o Faites une figure! On peut choisir une fonction f. affine par morceaux...
La fonction f. est continue sur le segment [—1, 1]. D’apres le Théoreme de Weierstrass, il existe donc P, € E tel que
[Pe —felloo <e.

> On en déduit d’abord que

ensuite que
IPelloe < MIPe = Fellog + lIfelloo < T+e¢
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par inégalité triangulaire (le coté classique) et enfin que

[Pe(w)] = |Pe(w) — fe(w) + fe(w)|
> [fe(w)| — [Pe(w) — fe(w)]
>1—c¢

par inégalité triangulaire (le c6té méconnuy).
Cette derniere inégalité montre que ||P|| ., > 1 —e.
> Pour|t—w| > «

Q)P ()] < [QlloolPelloe < Q1o

D’autre part, pour [t — w| < «

[QEIP ()] < e+ Pl
En prenant une constante K supérieure a ||Q|| etal+¢ > ||P¢|, onadonc
NQ(Pe) = [|QPello

» Pour tout entier n > 2, on pose ¢ = 1/n, si bien que 0 < ¢ < 1/2. On a justifié 1'existence d'une suite (U, )n>, de
polynomes (avec U, = Py ;) telle que

V=2, Ny(Up) =|[Unf. >1-

Sl=
N —

et que
Vn 22, NQ _HQunH

(ottonachoisi K > [|Q|, et K >2 > ||[Un] )

» Ces encadrements prouvent que la norme Ny n’est pas dominée par Nq et donc que ces normes ne sont pas équiva-
lentes.

@ En conclusion, la norme N7 et la norme Nq sont équivalentes si, et seulement si, le polyndme Q n’a pas de racine
sur [—1,1].

Solution 72 rms132-523

Si la norme N vérifie I'identité

VA,Bec M (K), N(A.B)=N(A)N(B),

alors en particulier
VA eMm, (K), N(A?) = N(A)2.

a- Considérons la matrice A = E; . Comme A # 0y, alors N(A) # 0. Mais A% =0,, donc N(A2) = 0. La contradiction
est établie!

Solution 73 rms132-527

1. Ilestclair que N est bien définie sur E (norme infinie d"une fonction continue sur un segment); qu’elle est positive;
qu’elle est positivement homogeéne et qu’elle vérifie I'inégalité triangulaire (linéarité de la dérivation).
Enfin, si N(f) = 0, alors f est une solution de 1’équation différentielle linéaire homogene

x4+ 2x"+x=0

qui vérifie en outre x(0) = x’(0) = 0, donc f est la fonction nulle (soit par un calcul explicite sachant que f(t) =
(at +b)e ", soit en appliquant le théoreme de Cauchy-Lipschitz).
Donc N est bien une norme sur E.

#v Bien entendu, N n’est pas une norme sur €2 ([0,1]).
2. Lafonction f € E considérée est Ia solution du probléeme de Cauchy :
Vtelo, 1], x"(t)+2x'(t) +x(t) = g(t), x(0) = x'(0) = 0.

Les solutions de 1’équation homogene sont de la forme x4 (t) = (at + b)e " et la méthode de variation des constantes
nous donne une solution particuliere :
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et en méme temps (puisqu’on raisonne sur le couple (x,x’) en faisant varier les constantes)

xh(t) =e " L e*(1+s—t)g(s) ds.

# On pourrait dériver et simplifier I'expression de x (t) : ce n’est pas compliqué, mais c’est un peu long. L'avantage de la méthode
de variation des constantes est de nous donner directement une expression simple de la dérivée — et de ne la donner que si nous en
avons réellement besoin.

Il apparait que x0(0) = x4(0) =0, donc f =xo!
3. On déduit de l'inégalité triangulaire que :

t
vtelo T, |f(t)] <J et (t —s) gl ds
0%/—/

(Les bornes de l'intégrale sont rangées dans 1'ordre croissant.)
Or, pour tout t € [0,1],
0<e'<1 et VO<s<t, 0<e’(t—s)<e-1

donc
t

Vtelo,1], Oge*tJ eS(t—s)ds <e.
0

On a trouvé un majorant indépendant de t € [0, 1], donc on peut passer au sup :

VIEE  [fll, <eN(.

# On vient de démontrer que la norme ||-|| . est dominée par la norme N.
Mais la norme N prend en compte les variations de f (présence de ' et de £), alors que la norme ||-|| ., ne tient compte que de
U'amplitude de f et pas de ses variations. Pour démontrer que les deux normes ne sont pas équivalentes, on va chercher des fonctions
dont I'amplitude est limitée et dont les variations sont de plus en plus rapides.

4. Pour toutn € N, on pose
vtelo,1], fn(t)=tsinnt.

Il est clair que f,, est de classe €2 sur [0,1], que f(0) = (0) =0 et que ||fn], < T.
Mais
Vtel0,1], ful(t)+2fL(t)+F/(t) =12+ (1 —n?)tlsinnt +n(2+t)cosnt

et en particulier f,, (0) + 2f, (0) + f//(0) = 2n, donc
vVneN, N(f,)>2n.

Le quotient N(fy,)/||fn||, tend vers +oo, donc la norme N n’est pas dominée par la norme ||-|| . Ces deux normes
ne sont donc pas équivalentes.

Solution 74 rms132-800

Si les normes Ny et N, sont égales, il est clair que les boules By et B, sont égales.
@ Réciproquement, supposons que B; = B,. Pour tout vecteur x € E non nul,

X
N](X) € B = Bz,
d
onc o < _NZ(X)
o 2(N1(X))_N1(X)'

Par conséquent,
VxeE, Nj(x)=Nzx).

# On a démontré cette égalité pour x # Ok et elle est par ailleurs évidente pour x = Og.

On a ainsi démontré que N7 = Nj.
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Solution 75 rms132-801

S’il existe un rang ng tel que &, < 0, alors I'application N prend au moins une valeur strictement négative : c’est
impossible.

# ]I suffit de considérer la suite w = e, dont tous les termes sont nuls sauf le terme de rang no qui est égal a 1.
Dans ces conditions, N(en,) = &n, < 0.
@ §’il existe un rang ny tel que an,, = 0, alors I'application N ne sépare pas les points : c’est impossible.

#y Méme chose : N(en, ) = 0 alors que ey, # Of.

@ Gila suite (otn )Jnen est strictement positive sans étre bornée, alors il existe une suite extraite (a («))ken telle que
VkeN, Ko (k) = 2k,

# D’une maniere générale, une suite réelle n’est pas bornée si, et seulement si, on peut en extraire une suite qui tend vers +oo.
On peut reprendre le principe de la démonstration pour obtenir le résultat plus précis que nous venons d’énoncer.
Supposons connus des entiers

0<o(0) <)< - <ok
tels que oty (5) = 2 pour tout 0 < j < k. L'ensemble des valeurs
{an, 0<n< (P(k)}
est fini, donc borné. Comme la suite (on )nen 1'est pas bornée, on en déduit que I'ensemble
{on, 1> (k) }

n’est pas borné : il contient donc au moins un élément supérieur i 25+,

Considérons alors la suite (1, )nen définie par
1
2K
etu, =0sin ¢ @.(N). Il est clair que cette famille est sommable (de somme 1) et que

VkeN, Up (k) =

N(u) = Z Xep (k) Uep (k) = F00.
keN

a ]I faut donc que la famille (ot )nen soit une famille bornée de réels strictement positifs pour que 1’application N
soit une norme sur 'espace vectoriel des suites sommables.
a Réciproquement, supposons que la famille (&, )nen soit une famille bornée de réels strictement positifs.
Tout d’abord,

Vne JN, 0 < Xn ‘un| = |(Xnun| < ||O(Hoo |un|

et comme la suite (un )nen est sommable, on en déduit que la suite (onun)nen est sommable (par comparaison). Ainsi,
N est bien une application de E dans R ;.
@ Par linéarité de la somme, I'application N est homogeéne.

VAER, VueE, N(Au)=[AIN(u)
@ L'application N sépare les points : si N(u) = 0, alors

VneN, on [un| = 0.
# Une somme de réels positifs est nulle si, et seulement si, chaque terme est nul.

Et comme les «,, sont tous strictement positifs,
vVneN, u, =0.
a Enfin, 'application N vérifie 'inégalité triangulaire. On sait que
VneN, un + vnl < unl + val.
Comme les ,, sont des réels positifs, on en déduit que
vVneN, On [Un +Vnl < ot un| 4+ otn v
et en sommant (puisque les trois familles sont sommables)
N(u+v) < N(u) + N(v).

@ [’application N est donc une norme sur E si, et seulement si, la famille (ot )nen est une suite sommable de réels
strictement positifs.
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Solution 76 rms132-940

1. Comme la suite u € E est (par hypothese) bornée,

U 1
= o)
2K k—too 2
et comme la série géométrique ) /2~ est absolument convergente, la série ) vxl/2x est convergente et sa somme est

évidemment un réel positif. Par conséquent, N est bien une application définie sur E et a valeurs dans R ;.
@ L['application N est homogene par linéarité de la somme :

+oo +oo
A u
N = '2kk| =Y Al %' = AIN(uw).
k=0 k=0

@ L'application N sépare les points : si N(u) = 0, alors

[uy|
donc u est la suite nulle.
@ D’apres 'inégalité triangulaire,
lug +viel el vl

donc l'application N vérifie I'inégalité triangulaire :

+o00
huk + vl
Nu+v) =) —oe SN +N).

k=0
@ Donc N est bien une norme sur E.
# Voir le cours pour ||-|| .
@ La borne supérieure est un majorant, donc

el fJu]
VkeN, Sk < 2k°°

et en sommant ces inégalités, on obtient
+oo 1
Vuel, N < uly, ) 5 =2l
k=0

Cette inégalité montre que la norme ||-|| . domine la norme N.
@ Pour démontrer que les normes N et ||-|| , ne sont pas équivalentes, il suffit de trouver une suite (¢, )nen de vecteurs

de E telle que
lim N(en)=0 et

lim |
n—+oo n—-+4oo

lenlloe 7# 0.

A cette fin, on consideére la suite
En = (0)---30) 1a0») = (ék,n)kE]N-

11 est clair que
VneN, [leall, =1

et que
1

2" notoo

vVneN, N(en) = 0.

Par conséquent, la norme N ne domine pas la norme ||-|| ..
2. Soit (un)nen, une suite de vecteurs de C qui converge (pour la norme ||-|| ) vers le vecteur { € E :

lim |ju, —¢|| =0. (20)

n—+oo

Chaque vecteur u,, appartient a C, donc il existe un réel A,, tel que

Im un(K) = An. (21)

k—+o00
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# La suite (Un )nen est en fait une "suite de suites” puisque les vecteurs de E sont des suites. Ca facilite les confusions, méfiance !
1l faut en particulier bien distinguer la convergence de la suite (un)nen € CN (pour la norme |-|| . sur E) de la convergence
de chaque suite u,, € C (pour la norme usuelle sur R, ¢’est-a-dire pour |-|).

Fixons ¢ > 0. Il existe donc un rang N, € N tel que
VYn>=Ng VkeN, lun (k) — (k)| < e. (22)
Par inégalité triangulaire,
¥n,p >N, VkeN, [un (k) — up (k)| < 2e. (23)
On peut faire tendre k vers +oo dans (23) et déduire de (21) que

vn)p>Ns> |)\n_)\'p’ <2£> (24)

ce qui prouve que la suite (réelle) (An)nen est convergente.

#v La relation (24) montre que la suite (Ay )nen vérifie le critére de Cauchy et il est bon de savoir (méme si ce n’est pas au
programme) que, dans tout espace vectoriel de dimension finie, le critere de Cauchy est une condition suffisante de convergence.
@ Sion veut rester prudemment dans le cadre du programme, on peut déduire du critére de Cauchy (24) qu’il existe une suite
extraite (A (m))men telle que
vmeN, ‘)\w(m+1)_7\cp[m)| < Vo

Cet encadrement prouve que la série (télescopique) ) (Ap(m+1) — Ap(m)) est absolument convergente et donc que la suite extraite
(Ap(m))men est convergente. On déduit facilement du critere de Cauchy (24) que la suite (An)nen admet au plus une valeur
d’adhérence, donc on a démontré que cette suite était convergente.
@ Par définition, un espace vectoriel normé E est dit complet, ou espace de Banach, si, et seulement si, toute suite qui vérifie le
critére de Cauchy converge vers un vecteur de E.
On peut démontrer qu’un espace vectoriel E est un espace de Banach si, et seulement si, toute série absolument convergente est
en fait une série convergente.

a Notons donc A € N, la limite de la suite (A )nen. En combinant 1’astuce taupinale et 1'inégalité triangulaire, on
obtient
VkneN, [€(k) — Al < (k) —un (k)| + [un (k) = Anl + [An — AL (25)

D’apres (24) (en faisant tendre p vers +o0),
Vn > N, An —Al < e. (26)

En prenant n = N, dans (22), on a
vk eN, |€(k) —un, (k)| <. (27)

Toujours en prenant n = N, dans (21), il existe un entier K, € N tel que

Vk=Ke,  Jun, (k) —An,

< €. (28)
En combinant (26) [avec n = N.], (27) et (28), on déduit de (25) que
vk > K, le(k) — Al < 3e.

On a ainsi démontré que le vecteur £ € E (= la limite de la suite (un )nen) était bien une suite convergente et donc que le
sous-espace C des suites convergentes était une partie fermée de E.

# Cette démonstration est une adaptation du Théoréme d’interversion des limites (ou Théoreme de la double limite) : au lieu
d’étudier des fonctions qui ont une limite finie au voisinage de +oo et qui convergent uniformément au voisinage de +oo, on étudie
des suites convergentes (= des fonctions définies sur N qui ont une limite finie au voisinage de +oo) et qui convergent uniformément
au voisinage de +oo (uniformément sur IN en fait).

3. Notons F, 'ensemble des suites nulles a partir d"un certain rang.

# Rappels
Un point wg est a l'intérieur d'une partie F si, et seulement si,

deg >O, B(uo,io) cF
Par conséquent, une partie F d'un espace vectoriel E est d'intérieur vide si, et seulement si,

YVueFR Ve>0, B(u,e)NF #£a.
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(Les boules considérées ici peuvent étre ouvertes ou fermées, c’est sans importance.)

@ Soit u € E, une suite nulle a partir d’un certain rang :
vk > Ko, u, = 0.

Pour tout ¢ > 0, la suite v, définie par
VkeN, ve(k) =w + ¢

vérifie [[u — v ||, = ¢eet
vk = Ko, ve(k) =¢ > 0.

L’ensemble T des suites nulles a partir d"un certain rang est donc une partie d’intérieur vide.

# Variante savante.
On peut aussi vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E et se rappeler qu'un sous-espace vectoriel strict de E est toujours
une partie d’intérieur vide.

@ Toute suite u € F tend vers 0 (suite stationnaire), donc F C C et comme C est fermé, I’adhérence de F est contenue
dans C.

# L'adhérence de F est le plus petit fermé qui contienne F et C est une partie fermée qui contient F.

@ [’application [u — limu], définie sur le sous-espace C des suites convergentes et cette application est linéaire et
continue :
VueC Im w| < |Jufl.
] dim ] <l

Le sous-espace Cy des suites convergentes de limite nulle est donc une partie fermée de C (image réciproque du sin-
gleton {0} par une application définie et continue sur C). Comme C est une partie fermée de E, on en déduit que Co est
aussi une partie fermée de E et que, par conséquent, I’adhérence de F est contenue dans Co.

@ Réciproquement, soit u € Cp, une suite convergente de limite nulle. Pour tout indice n € IN, on considére la suite
v, définie en tronquant la suite u apres 'indice n :

Vn = (WoyenvyUn, 0y...).
Il est clair que v, € F pour tout n € N et que
VneN, |lu—vnl, = suplul.
k>n

Fixons ¢ > 0. Comme la suite u converge vers 0, alors il existe un rang N, € IN tel que
Vk > Ne, luk| < e

et par conséquent
Vn >N, [u—vn| <.

Cela prouve que la suite (v, )nen est une suite de vecteurs de F qui converge (pour ||-|| ) vers le vecteur u € Cy.

@ On a ainsi démontré que tout vecteur u € Cy était adhérent a F et donc que I'adhérence du sous-espace des suites
nulles a partir d"un certain rang était le sous-espace des suites convergentes de limite nulle.
4. Notons G, 'ensemble des suites réelles bornées et strictement positives.

a Considérons une suite (un)nen de vecteurs de G qui converge vers le vecteur £ € E. Pour tout k € N,

vVneN, [un (k) — &l < flun — ]|,
et en faisant tendre n vers 400, on en déduit que

VkeN, = lim u,(k).

n—-+oo

Comme les uy, (k) sont tous (strictement) positifs, on en déduit que

VkeN, & =>0.

#v [ci encore, nous retrouvons un énoncé classique du cours : la convergence uniforme implique la convergence simple.
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Réciproquement, considérons une suite bornée { € E dont tous les termes sont positifs (au sens large). Pour tout
entier n € IN, on définit alors le vecteur u,, € E en posant

VkelN Un(k)=4€(k)+27™.
Il est clair que le vecteur u,, est une suite réelle bornée (somme de la suite bornée { et d"une suite constante) et que

vVneN, €—un|l,=2""——0.
n—-+oo

Par conséquent, toute suite réelle bornée et positive est limite (pour ||-|| ) d"une suite de suites réelles bornées et stric-
tement positives.

@ On a donc démontré (par double inclusion) que 'adhérence du sous-ensemble G des suites réelles strictement
positives était le sous-ensemble des suites réelles positives.

# Ni G, ni son adhérence ne sont des sous-espaces vectoriels de €, mais ce sont tous les deux des parties convexes de E.

#» Variante savante.
Pour démontrer que I'ensemble G des suites réelles positives est un fermé, on pouvait aussi remarquer que, pour tout k € N,
Uapplication @\ = [u+— u(k)] est une application linéaire de E dans R et que cette application linéaire est continue :

Vuek, |erw)| = (k) < lul.
L’image d’une partie fermée de R par une application continue de E dans R est une partie fermée de €, donc

est une partie fermée de E pour tout k € N et par conséquent

Go = ﬂ @ ([0, +-ool)

keN

est une partie fermée de £ (en tant qu’intersection d’'une famille de parties fermées).

a Considérons un vecteur u appartenant a l'intérieur de la partie G.

# Comme les inégalités larges sont conservées par passage a la limite, toutes les valeurs d’adhérence de w (s'il en existe...) sont
des réels positifs (au sens large).

Par définition, il existe donc un réel € > 0 tel que la boule B(u, €) soit tout entiere contenue dans G. En particulier,
la suite u — ¢ est dans G, donc
VkeN, u(k)—e>0.

On en déduit que
VkeN, u(k)>ce

ce qui prouve que O n’est pas une valeur d’adhérence de la suite w.
a Réciproquement, considérons une suite u € G bornée et strictement positive et supposons qu’elle admette 0 pour
valeur d’adhérence. Il existe donc une suite extraite (u[(p(m)]) men qui converge vers 0.
Pour tout € > 0, le réel ¢/; est strictement positif et il existe donc un rang M, € NN tel que

Vm>M,,  Jule(m)]—0| <

Dans ces conditions,
ulp(M¢)] —e <0

et cette inégalité prouve que la boule (fermée) de centre u et de rayon € n’est pas contenue dans le sous-ensemble G des
suites strictement positives. Autrement dit, le vecteur u n’est pas un point intérieur a G.

@ Nous avons démontré (par double inclusion) que l'intérieur du sous-ensemble des suites réelles bornées et stricte-
ment positives était I'ensemble des suites réelles bornées strictement positives qui n’admettait pas O pour valeur d’adhé-
rence.
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Solution 77 rms132-1154

1. On peut considérer P comme une application de classe ¢ sur R. Par conséquent, I’application |P’| est une fonction
continue sur le segment [0, 1] et I'intégrale est bien définie.
Ainsi, 'application N, est bien définie sur R[X] et (évidemment) a valeurs dans R, .
@ Par linéarité de la dérivation, de l'intégrale et de 1’évaluation, I'application N, est homogene.

1
Na(AP) = [(AP)(a)| +JO [AP’(t)] dt

1
=\l [P(a)] +J ALP/(1)| dt
0
= Al Na(P)-
@ D’apres 'inégalité triangulaire dans IR,
|(P+Q)(a)] < [P(a)]+|Q(a)] et Vtelo,1], [(P+Q)(1)]<I|P'(D)]+]Q' (1)

Les inégalités sont conservées par intégration bornes croissantes, donc

1 1
Na(P+Q) < [P(@)] +]Qa)] + | [P'(6)] de+ | [Q'()] dt=Na(P) +NalQ)
0 0
et 'application N, vérifie I'inégalité triangulaire.
@ SiNg(P)=0,alors P(a) =0et
1
J [P’(t)|dt =0.
0
(Une somme de réels positifs est nulle si, et seulement si, chaque terme est nul.)
La fonction |P’| est continue et positive sur [0, 1], donc elle est en fait identiquement nulle sur [0, 1] et comme P’ est
un polynome, elle est en fait identiquement nulle sur IR.

Ainsi, le polyndme P est constant et comme P(a) = 0, on en déduit que P est le polynéme nul.
2. D’apres l'inégalité triangulaire,

vVneN, |Na(xn)*Na(X)‘ < Na(xn —x). (%)

Cet encadrement montre que : sila suite (xn Jnen converge vers le vecteur x, alors la suite réelle de terme général N (xn )
converge vers le réel N(x).

# L'encadrement (x) signifie en fait que I'application N est une application lipschitzienne de (E,N4) dans (R, |-|) — avec une
constante de Lipschitz égale a 1.

3. Pour toutentier n > 1 et pour tout a € R,

Par conséquent,
— silal < 2, alors N4 (Py) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo;
— sia =2, alors Nq(Py,) tend vers 1 lorsque n tend vers +oo;
— sinon, N4 (Pr ) diverge (bornée pour a = —2, non bornée pour |a| > 2).
a Silal < 2, on a en fait démontré que
lim Ng(P,—0) =0,

n—+oo

ce qui signifie que la suite (P, )nen converge vers le polyndme nul.
a Sia € ]—o0,—2]U]2, +oo[, on déduit de la question précédente que la suite (P, )nen est divergente.
@ Enfin, si a = 2, en posant Q, =P, —1,0na

1 1
, 1
N2(Qn —0) = |Qn(2)] +J |QL ()] dt =|Pn(2) 1|+ L [P/ (t)] dt = >
0
ce qui prouve que la suite (Pn)nen converge vers le polynéome 1.

# On ne doit pas étre surpris de constater des comportements différents : I'espace R[X] est un espace de dimension infinie, il est
naturel que des normes sur cet espace ne soit pas équivalentes.
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Solution 78 rms132-1155

1. & Onsait que |||, est une norme sur l'espace des fonctions bornées.

Soitf € E.

» Comme f et f’ sont continues sur le segment [0, 1], les trois fonctions f, f’ et (f + f’) sont bornées, donc N(f) et N’(f)
sont bien définies et évidemment positives.

» Par linéarité de la dérivation et par homogénéité de ||-|| ., les deux applications N et N’ sont positivement homogenes
et vérifient I'inégalité triangulaire.
» Comme 0 < [[f||, < N(f), si N(f) =0, alors f = O (puisque ||-||, sépare les points).

De méme, si N’(f) = 0, alors f + f' = Og, donc il existe K € R tel que f(x) = Ke* pour tout x € [0,1]. Comme
f(0) = 0, on en déduit que f = O¢.

Donc N et N’ séparent les points.

@ Donc N et N’ sont deux normes sur E.
2. Comme f est de classe €', la fonction
[t e (f(t) +f'(1)]

est continue sur l'intervalle [0, 1], donc (Théoréeme fondamental) le second membre est de classe %' et sa dérivée est
égale a

eX(f(x) + f'(x)) = % [eXf(x)]

pour tout x € [0, 1]. Par ailleurs, les deux expressions sont nulles pour x = 0.
Les deux expressions sont égales en un point et leurs dérivées sont égales sur l'intervalle [0, 1], donc les deux
expressions sont égales sur tout I'intervalle :

X
Wxeo ], e%(x)= J eL(F(D) + /(1) dt.
0
3. Parinégalité triangulaire, N’(f) < N(f), donc a = 1 convient.
Réciproquement, d’apres la question précédente, pour tout x € [0, 1],

1

e r e (f(t) + /(1)) dt’ < e*"J e'[f(t) + f'(t)] dt < (e = 1)||f + ']
0 0

00 =

oo

Comme le majorant est indépendant de x, on en déduit que
(]l < (e—T)N'(f).

Par inégalité triangulaire,
1/ loo = 1E" + ) + (=)l oo <+ Fll oo + [Ifll oo < eN'(F)

et finalement
VEEE, N(f) =[]l + . < (2e—1IN'(F).



