Familles sommables [26-001]

Soit (an)nen, une famille sommable. On considére une bijection
M= ]
de N sur Q N[0, 1[ et les "intervalles rationnels” 1,, définis par
Vo<p<l, I, =Qnlp,1[.
Etudier la limite de

S(P)Z Z an
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lorsque p tend vers 1.

Si les vecteurs a, appartiennent a un espace vectoriel E de dimension finie normé par ||-||, alors la
famille de terme général
on = [[an]

est une famille sommable de réels positifs.

#v  La notion de familles sommables a un sens pour des familles de nombres réels ou complexes, des familles
de vecteurs dans un espace vectoriel de dimension finie et plus généralement des familles de vecteurs dans un
espace vectoriel normé complet.

Dans un espace qui n’est pas complet (= lorsque la convergence absolue d’une série n’entraine pas la
convergence la série), il n’est pas possible de définir la somme d’une famille sommable.

@ Toute sous-famille d’une famille sommable est elle-méme sommable, donc la somme s(p) est
bien définie, quel que soit 0 < p < 1.
@ L'ensemble I = Q N[0, 1] est dénombrable, donc il existe bien une énumération (r, )nen de cet
ensemble.
Puisqu’une énumération de Iy est une bijection de IN sur Iy, pour tout rationnel q € Iy, il existe
un, et un seul, entier n € N tel que r,, = q. Posons alors

v q € I, Bq:ocn.

La famille ($4)qe1, est donc une famille sommable de réels positifs et, on 'a déja rappelé, toute
sous-famille d"une famille sommable est elle aussi sommable.
Pour tout 0 < p < 1, nous noterons

o(p) =) Bq-

qel,
Par inégalité triangulaire,
vo<p<1, s < Y lanl= ) Bq=o0lp). (%)
nEEHI\I qel,

@ Quels que soient 0 < p < p’ < 1, l'intervalle rationnel I, est contenu dans I, et comme les 34
sont positifs, on en déduit que la fonction o est décroissante et positive :

Vo<p<p'<l, 0<olp)= ) Bg< ) Bq=o0(p).

qel p! qel,
Par conséquent, la fonction o tend vers une limite positive (finie).
# A ce stade, il faut avoir compris que la somme o(p) est une sorte de "reste” et on doit se souvenir qu’'un

reste tend vers 0 (qu'il s’agisse du reste d'une série convergente ou du reste d'une intégrale convergente).

@ Soit ¢ > 0. Comme (f34)qe1, est une famille sommable de réels positifs, il existe un sous-index
fini J. C I tel que

0< Z quf-

qelo\J.



Comme |, est un ensemble fini de réels, il a un plus grand élément et comme 1 ¢ I, ce plus grand
élément est strictement inférieur a 1. Par conséquent, pour 0 < p < 1 assez grand, on a

Je € [0,p]
et donc
I, =QnIlp, 1 CIo\]Je.

Comme les 34 sont positifs, on en déduit que

0<o(p)=) Bg< ) Bg<e

qEIV qGIO\]z

Nous venons de démontrer que la fonction o tend vers 0 au voisinage gauche de 1.
@ On déduit alors de (x) que
lim s(p) = O¢
p—1
par encadrement.

& Le résultat est valable indépendamment de I'énumération choisie pour l'index Io.

#  Variante. Si on remplace 'intervalle rationnel 1, = Q N]p, 1[ par F, = Q N1p, 1], alors

S(P) = zz: an
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est remplacé par

Z an = s(p) + an,

nelN
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ol 1y est l'unique entier tel gue r,, = 1. Dans ces conditions,
1

llm Z an:OE+an1 :aﬂ.1

—1
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et, cette fois, la limite dépend de I'énumeération choisie.



