5
Calcul matriciel par blocs

1. Si E et F sont deux espaces vectoriels de dimensions res-
pectives p et n, le choix d'une base # = (ej)1<j<, de I'espace
de départ E et d'une base ¢ = (f;)1<i<, de 'espace d’arrivée F
permet de définir la matrice

A= (fi*(ej))lgign,lgjgp € gnn,p(]K)

qui représente u dans les bases % et €. Cette matrice est aussi
notée Mat gz 4 (1t).

Toutes les propriétés algébriques de u (rang, noyau, image, inver-
sibilité, trace, déterminant...) peuvent se déduire de cette matrice
A.

2. Inversement, étant donnée une matrice A € M, ,(K), on
peut choisir deux espaces vectoriels E et F, de dimensions respec-
tives p et n, munir ces deux espaces de bases, notées respective-
ment % et ¢; il existe alors une, et une seule, application linéaire
u € L(E, F) telle que

A= Emutgg,%(u)

et on peut alors interpréter les propriétés de A a I’aide de I’appli-
cation linéaire u.

Noyau et image d’'une matrice

3. Bases canoniques

On note traditionnellement (Ey,...,Ey), la base canonique de
'espace M, 1 (IK) des matrices colonnes.

3.1 On identifie couramment les espaces vectoriels K" et
9, 1(IK), au sens ot1 la méme notation x est utilisée pour le vec-
teur

x=(x1,...,x) € K"

et pour la matrice colonne
x=x1E; +---+x4E; € Smn,l(]K)

qui représente ce vecteur dans la base canonique de K".
3.2 On note (E; j)1<i<n 1<j<p, la base canonique de 90, , (IK),
de telle sorte que la matrice

A = (a;)1<isni<i<p € Min,p(K)
peut étre décomposée en
n P
A=Y Yaky
i=1j=1
33 =>SiE;et E]- ont méme taille, alors
El Ej=6jcK.
34 = SiE €My (K)et Ej € My 1(K), alors
Ei.E) = Ejj € Myy(K).
3.5 =>SiE;;j € My,y(K)et Exp € Myq(K), alors

EijExe = 6jxkEip € Myq(K).

4. Soit A € My ,(K).
4.1 Pour tout 1 < j < p, la j-iéme colonne de A est égale a

n
C]' = AE]' = Zai,]-E,- € f)ﬁn,l (]K)
i=1

4.2 Pour tout 1 < i < n, lai-ieme ligne de A est égale a
T : T
L; = Ei A= Z Eli,]'Ej S 9)?1,;,(]1().
j=1

5. % On suppose que les espaces IKP et IK" sont rapportés a leurs
bases canoniques respectives.

L’application linéaire canoniquement associée 4 une matrice A
de My, p(K) est Uapplication linéaire de IKP dans K" représentée par
la matrice A.

6. Si A € My,p(K), alors I'application
(X = AX] 9y 1 (K) — My, 1 (K)

est une application linéaire et sa matrice relative aux bases cano-
niques de 90, 1 (KK) et 9, 1 (K) est la matrice A.

7. @ L'imagede A € My ,(IK) est le sous-espace de My, 1 (IK) en-
gendré par la famille des colonnes de A.

Im A = Vect(AEy, ..., AEy) = {AX, X € M, 1 (K)}

8. Le rang de la matrice A est donc le rang de la famille de
ses colonnes :

rg A=1g(Cy,...,Cp).
On le calcule aisément par des opérations de pivot (aussi bien sur
les lignes que sur les colonnes).
9. Soit A € My, p(IK).
9.1 # Lenoyau de A est le sous-espace de M, 1 (IK) défini par

XeKerA < AX=0.

9.2 Trouver un vecteur non nul du noyau de A revient a trou-
ver un hyperplan contenant I'image de A .

AXg=0 < X,.A' =0

9.3 Le noyau de A est réduit au vecteur nul si, et seulement
si, 'application linéaire canoniquement associée a A est injective.
9.4 = Une matrice carrée est inversible si, et seulement si, son noyau
est réduit au vecteur nul.

10. Méthode

Les vecteurs du noyau de A sont en bijection avec les relations de
liaison entre les colonnes de A au sens o1 la matrice colonne

X =wmE1 +apEy + - +apEy

appartient a Ker A si, et seulement si, les colonnes (C;);<j<, de
A sont liées par la relation [4]

AX=a1C1 + G+ +apCp =0.

La connaissance des relations de liaison entre les colonnes de A
permet également d’extraire une base de Im A de la famille géné-
ratrice (Cj)1<j<p- —[33]
11. Lemme d’"Hadamard

Si A = (ai))1<ij<n € Mu(C) est une matrice a diagonale forte-
ment dominante :

Vlgl’gl’l, Z |Lli,]'

1<j<n

J#i

<lajil,

alors [9.4] elle est inversible.
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II

Calculs algébriques par blocs

12. Etant donnés un endomorphisme u de E et une décom-
position de E en somme directe

n
E=PE,
k=1

la donnée d'une base % = ®]!_; % de E adaptée a cette décom-
position conduit a lire la matrice Mat (1) par blocs.
12.1 # Une matrice A € M, (K) est écrite par blocs lorsque

A1n Agp At
Ax1 Az Aoy
An,l An,2 An,n

ol les blocs diagonaux sont des matrices carrées :

V1i<i<n, A€My (K).

122 Quels que soient 1 < i,j < n, le bloc A;; appartient a
I'espace My, 4. (KK) et

d1+d2+---+dn:d.

13. = Trace
Avec les notations [12.1],

n
trA= Z tr Ai,i-

i=1
14. Combinaison linéaire et produit par blocs
Soient A et B, deux matrices de M, (IK), décomposées en blocs :

A= (Aijh<ij<n B = (B )1<i,j<n-

On suppose que, quels que soient les indices i et j, les blocs A; ;
et B; ; ont mémes nombres de lignes et de colonnes.
141

VAeK, AA+B= (AAi,j + Bi,j)léi,jén'

142 Quels que soient les indices i et j, les produits A; B k,j sont
bien définis pour tout 1 < k < n et leur taille ne dépend pas de k.
14.3
n
AB = () AiBy,)
k; k] ) 1< j<n
15. Transposition

Si la matrice A est décomposée en blocs :

A1 Al Aty

Axg Azp -0 Agy
A= . . . ,

An,l An,Z An,n

alors sa transposée est décomposée en blocs de mémes tailles :

T T T

Alrrl A%l R Allrrl

AT = A1,2 Az,z T An,Z
T T T

Al,n A2,n An,n

Extension aux matrices quelconques

16. L'écriture d’une matrice par blocs ne se limite pas aux
matrices carrées : toute matrice peut étre écrite par blocs. De
méme, il n’est pas nécessaire que le nombre de lignes de blocs
et le nombre de colonnes de blocs soient égaux.

161 Si A € My p(K), on peut considérer que A représente
une application linéaire de E (espace de dimension P) dans F (es-
pace de dimension N) relativement a deux bases % et ¢ adaptées
a deux décompositions en somme directe.

p n
E=PE; F=PF
j=1 i=1
16.2  La forme générale d’une matrice écrite par blocs est donc

A Ap o Ay
Ay Agp o Agy

A= . . .
An,l An,z An,p

Les blocs A;. ont tous le méme nombre de lignes (par ex. d;) et
les blocs A. ; ont tous les méme nombre de colonnes (par ex. 6;).
16.3  Le nombre de lignes de la matrice A est égal a

N=di+dy+---+du
et le nombre de colonnes est égal a

P:51+(52+~~~+(5p.

17. Quelles que soient la taille de la matrice, carrée ou non, et
la maniere de l'écrire par blocs, les regles de calcul pour les com-
binaisons linéaires et les multiplications sont toujours les mémes.
I ne s’agit en fait que d"une maniere de simplifier 1’écriture des
calculs matriciels — rien de nouveau!

Entrainement
18. Soient A et B dans 91, (K). Pour A € K, on pose

(AL, A (I O
u_(B 1n> et V_<—B /\In>'
Calculer UV et VU. —[81]
19. Soit A € M, (K). La dimension du noyau de la matrice

(0, A
B*(A 0n>

est égale a 2 dim Ker A. Calculer B2.

. (1 —CT
20. Soient C € M, 1(R) et M = c L) Alors
n
.. (1+C'.C 0
M ‘M’< 0 IH+C.CT)'

21. Soient A € M, (K) et B = A4 . Alors
0, A

k k
VkeN*, Bk:<A kA)

0, Ak

22. Soient A € M, (K) et

1. Calculer B¥ pour tout k € N.
2. Onsuppose qu'un polynéme P € K[X] vérifie P(A) = 0.
Expliciter un polynéme Q € K[X] tel que Q(B) = 0.
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23. Soient A et B, deux matrices de 9, (K) qui commutent.
Calculer les puissances de la matrice
A B
M= (On A) :

En déduire que

VPeK[X], P(M)=

P(A) P'(A).B
0, P(A) )
24. Soient A € M, (K) et B = ?
n

AZ
")
1.  Donner une base du noyau de B. La matrice B est-elle

inversible? —[59]
2. Pour toutentierk € N,

BRHL _ ((ZA)k-A

(2A)k. A2
(2A)k.1I, ) '

(2A)k.A

. I
25. Soient | = (cSl-,,,H,]-)Ki,j@ etA = (]n I]n) .

1. Pourtoutk € N,ona Akl =2k. A,
2. PourY € 9,1 (K), le noyau de A contient la colonne

—JY
vy |-
Le rang de A est égal a n.
26. Soient A € M, (K) et

A 24
M= (on 3A)‘

1. Expliciter une base de Ker M en fonction d’une base de
Ker A. Procéder de méme avec les images. En déduire que

rgM =2rg A.

2. Soit Q € GL,(K), une matrice inversible. Démontrer que

les matrices
09 wa-(2 Y

sont inversibles et que
-1 (A O
QO MQy = Ql (On 32) Q1.

27. Soient A € GL,(K) et

A A?
B— (Afl In) € My (K).

1. Pourtoutk € N,

A+ L)k 0
BE! = <( " g > x B.
On (A+In)*

2. Pour tout Y € M, (K), la colonne (_éy) appartient

au noyau de B. Le rang de B est inférieur a n.
3. S'il existe une matrice colonne Xy # 0 dans Ker(A + I;),

alors la colonne
Xo
0

appartient a Ker B2 mais pas a Ker B.

III

Opérations de pivot

28. Les opérations élémentaires de 1’algorithme du pivot sont
au nombre de trois :

28.1 # Les transvections, codées L; < L; + aL;j ou C; < C; +aC;,
oil w est un scalaire quelconque et j # i.

28.2 # Les transpositions, codées L; <> Ljou C; <> Cj, ot j # i.
28.3 # Les dilatations, codées L; <— aL; ou C; <— aC;, ot & est un
scalaire inversible.

29. # Une opération de pivot est la composée d’un nombre fini
d’opérations élémentaires.

30. Regles pratiques fondamentales

Les opérations de pivot ne sont utiles que si on a vraiment com-
pris I'algorithme de Gauss.

30.1  Un algorithme est une succession d’opérations effectuées
les unes apres les autres pour parvenir a un but précis. Il faut
toujours savoir ol on veut aller pour y arriver!

30.2  Toute opération de pivot est inversible et son inverse est
encore une opération de pivot.

30.3  On ne peut effectuer plusieurs opérations de pivot lors
d’une méme étape de l'algorithme que si ces opérations com-
mutent :

1. Siune ligne (resp. une colonne) est modifiée par une opé-
ration, elle ne peut pas servir a modifier une autre ligne (resp.
une autre colonne) lors de la méme étape;

2. On ne peut pas effectuer des opérations sur les lignes et
sur les colonnes lors de la méme étape.

III.1 Traduction matricielle

31. Toute opération de pivot sur une matrice A € 9, ,(K)
revient a multiplier A par une matrice convenable.
31.1 = Une opération de pivot sur les lignes de A € My, ,(IK) revient
a multiplier la matrice A a gauche par une matrice de GL, (IK).
3Q eGLy(K), A<+ QA
31.2 = Une opération de pivot sur les colonnes de A € My, (IK) re-
vient a multiplier la matrice A a droite par une matrice de GL, (IK).
JPcGL,(K), A<« AP.

31.3 => La matrice B et la matrice A sont équivalentes si, et seulement
si, on peut transformer A en B par des opérations de pivot.

32. Une astuce de calcul permet de déterminer sans peine la
matrice inversible qui traduit une opération de pivot quelconque
(élémentaire ou non).

32.1  Siune opération de pivot sur les colonnes fait passer de
la matrice A € My, »(KK) a la matrice A" = AP, alors cette méme
opération de pivot sur les colonnes transforme la matrice

(B)ema = ().

ce qui donne la matrice P par simple lecture.

322 Deméme, si une opération de pivot sur les lignes fait pas-
ser de la matrice A € My, p(IK) a la matrice A" = QA, alors cette
méme opération de pivot sur les lignes transforme la matrice

QA Q).

Cette fois encore, on trouve la matrice Q par simple lecture.

323  Deux matrices (de méme taille) ont méme rang si, et
seulement si, elles sont équivalentes : si le rang de la matrice
A € My, p(K) est égal ar, alors il existe deux matrices inversibles
Q € GLy(K) et P € GLy(KK) telles que

QAP = ;.

(A In)eimnlzp(]K) en

5.3
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324  En pratique, on passe de la matrice A a la matrice J, par
des opérations de pivot sur les lignes (matrice Q) et des opéra-
tions de pivot sur les colonnes (matrice P) :

I A Q Jr=QaP
(" 5= ()

33. Image et noyau d’une matrice
Le rang de la matrice A € M, ,(KK) est égal & 7 si, et seulement si,
des opérations de pivot sur les colonnes permettent de passer de

A R Y, - Y, 0 o0
(Ip>eimn+rbp(]K) a (Xl oo Xp Xpyr - Xp>

ot la famille (Yj)1<k<, est échelonnée.
331 Ilexiste une matrice P € GL,(KK) telle que

A\ p_(AP\_ (Y1 - Y, 0 - 0

I, P\ X X o X))o
En particulier, Y = AXj pour tout1 <k <.
332 Lafamille (Yy); <<, est une base de Im A.
333  La famille (Xy),<k<y est une base de Ker A et la famille
(Xk)1<k<r est une base d’un supplémentaire de Ker A.
34. Suite de [33] -
341  De méme, le rang de la matrice A € M, ,(IK) est égal a r

si, et seulement si, des opérations de pivot sur les lignes permet-
tente de passer de

LA I
. LA L

(A L) eMuup(®) a (@4 Q= |15t b
0 L,

ott la matrice Q € GL,(K) (écrite en lignes) est inversible et les
lignes L1 A, ..., Ly A sont échelonnées.

34.2 Comme la matrice Q est inversible,
AX=0 <= V1<k<r, LAX=0
et d’autre part
VXe Smp,l(]K), Vr<k<n, LAX=0.

On en déduit une représentation cartésienne du noyau au moyen
de r formes linéaires linéairement indépendantes :

KerA= [ KerLiA
1<k<r

ainsi qu’une représentation cartésienne de I'image :

ImA= ﬂ Ker L.

r<k<n
35. Exemple
Pour la matrice
1 -1 1
A=12 3 7],
3 -1 5
on a
2
KerA=R-| 1 et ImA=[11x+2y—5z=0],
-1

ce qui prouve que Ker A & Im A = R3.

54

36. Inversibilité et calcul de I'inverse

36.1  Lamatrice A € M, (KK) est inversible et son inverse est la
matrice B € M, (K) si, et seulement si, des opérations de pivot
sur les colonnes peuvent faire passer de

(1) emannt) 2 () € Danu(x)

36.2  On peut aussi effectuer des opérations de pivot sur les
lignes pour passer de

(A L) €Myo(K) a (I, B).

36.3 Décomposition LU
Si la matrice A € M, (K) est inversible, alors une suite de trans-
vections sur les colonnes permet de faire passer de

(ﬁ)eﬁﬁzm(ﬂ() a (é)

ot L € GL,(K) est une matrice triangulaire inférieure inversible
et U € GL,(IK) est une matrice triangulaire supérieure inversible
dont les coefficients diagonaux sont tous égaux a 1.

On en déduit une factorisation A = LU~ comme produit d'une
matrice triangulaire supérieure et d’une matrice triangulaire su-
périeure et avec det A = det L.

III.2 Résolution de I'équation de Bézout

37. Dans ce paragraphe, le symbole A désigne aussi bien1’an-
neau Z des entiers relatifs que 1'anneau KK[X| des polyndmes a
coefficients dans le corps K.

38. Opérations de pivot a coefficients dans A

38.1  Les matrices de M, (A) qui codent les transvections et les
transpositions sont inversibles dans 90, (A).

382  Les matrices de M, (A) qui codent les dilatations dont le
rapport & € A est un élément inversible de A sont des matrices
inversibles dans 91, (A).

38.3  * Une matrice M € M, (A) admet un inverse dans 9, (A) si,
et seulement si, son déterminant admet un inverse dans A.

39. L’algorithme d"Euclide permet de calculer un pged d € A
de deux éléments a et b de A et, par définition du pged, I’équation
de Bézout

(1) au+bv=d

admet des solutions (u,v) € A x A. Comment calculer ces solu-
tions?
40. Réduction du probleme
En supposant que d # 0, il existe a et S tels que a = da et b = dp
et:

au+bv=d <= au-+pov=1

11 suffit donc de savoir trouver les solutions (u,v) € A x A de
I’équation de Bézout lorsque a et b sont premiers entre eux :

) au +bv = 1.

41. Solution générale

Le principe de superposition s’applique a I’équation de Bézout :
Si (ug, vp) est une solution particuliere de (2), alors (u,v) est une
solution de (2) si, et seulement si,

Jke A, (u,0)=(up,v9)+k(—b,a).
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Solution minimale

42, On cherche une solution de (2) qui soit, en un certain sens,
aussi petite que possible.

43. Cas de K[X]
Soient a et b, deux polynémes de K[X] tels que dega > 1 et que
degb > 1.

1.  Sigq estle quotient de la division euclidienne de u( par b,
alors (u1,v1) = (g — qb, vy + qa) est une solution de (2) telle que

dega — degv; = degb —degu; > 0.

et —g est le quotient de la division euclidienne de v par a.
2. Pour toute autre solution (u,v) de (2),

degu > degu; et degv > degu;.

44. Cas de Z
Soient a et b, deux entiers naturels supérieurs a 2, qu’on suppose
premiers entre eux.

1. Ilexiste deux solutions (11, v1) et (up, vp) de (2) telles que
“b<up<0<u;<bet—a<v; <0< <a

2. Il existe une solution (u,vg) € Z? de 'équation (2) telle
que

|ul + [v] = [uo| + |vo|

pour toute autre solution (u,v) de (2).

Algorithme de Blankinship

45. L’algorithme d’Euclide classique permet de calculer un
pged de deux éléments, puis d’en déduire un ppem et (plus labo-
rieusement) une solution particuliere de I’équation de Bézout.
Nous allons exposer un algorithme qui permet de calculer simul-
tanément un pgcd et un ppcm de deux éléments a et b de A ainsi
qu’une solution particuliere de ’équation de Bézout. (W.A. Blan-
kinship, A new version of the euclidean algorithm, American Mathe-
matical Monthly, 1963, pp.742-745)

45.1  Pour tout entier n compris entre 0 et un rang N a déter-
miner, nous allons définir une matrice

_ [ @&n ,Bn n
" Tn  On by
a coefficients dans I'anneau A.

45.2  Initialisation
Soient a et b dans A. On pose

a
Xo = b et M():((lJ (1) Z)
—1

de telle sorte que la matrice colonne MXj est nulle.

45.3 Itération

Si la matrice M,, est connue, alors :
1. Oubien b, = 0, et la procédure est achevée (N = n);
2. Oubien b, # 0 et dans ce cas,
2.a on effectue la division euclidienne de a, par by, :

an = ann + 7

2.b on effectue sur M, les opérations L1 < L; — q,L, puis
L1 <> L, c'est-a-dire

0 1 1
MnJrl = <1 O> <O

En particulier, a,, 11 = by et b, = 4.
454  Conclusion
Ala fin de la procédure, la matrice My est de la forme

an BN an
N v O

_1‘7”) M.

ot ay est un pged de a et b; ot (ay, Bn) est une solution de
I’équation de Bézout :

ana+ BNb = ay

etottayy = —bdy estun ppcm de a et b.

46. Terminaison de 1’algorithme
La famille de terme général |b,| (pour A = Z) ou degb, (pour
A = K[X]) est une famille strictement décroissante d’entiers na-
turels.
47. Preuve de l’algorithme

1. Pourtout0<n <N,

apt1 A bl’l+1 =ay N\ bn
et en particulier
any =an ANby =aygNbg=aAb.

2.a PourtoutO<n <N,

_ [ %n

’g:) My et ayéy— Buyn = (—1)"
et la matrice colonne M, X est nulle.

2.b  La premiere ligne de la relation MyXy = 0 donne une
solution particuliere de I’équation de Bézout.

2.c Ladeuxiéme ligne de la relation MyXy = 0 donne

(ayn)d = (=bdn)d = —ab(anon — BNTYN),

donc m = ayy = —bdy est un ppcm de a et b.
Généralisation
48. On considére p éléments a4, ..., ap de 'anneau A et on

cherche le pged d de la famille (a)1<x<p ainsi qu'une solution
particuliere de I'équation de Bézout :

aruq + agup + -+ +apup = d.

48.1  Initialisation
On consideére les matrices
ap
Xo = S Emp,l(A) et My= (Ip X()) € mp,p+1 (A)
ap
48.2  Itération
On suppose connue une matrice

Mn = (Pn Xn) € Qﬁp,%q (A)

ouP, € My(A) et

[L37H ]

&y 2
Xy = S Dﬁp,l(A)~
“Tl,p

On suppose de plus que P, Xy = X, et que a, 1 est un coefficient
non nul minimal de la colonne X, (c’est-a-dire minimal en valeur
absolue dans le cas olt A = Z et minimal en degré dans le cas o1
A = K[X]).

483 Comme a,7 # 0, on peut effectuer les divisions eucli-
diennes :

V2<i<yp, Qi = Gn,i%n1 + Tn,is

puis les opérations de pivot sur les lignes :
V2<z<p, LieLifqn,iLl-

Si nécessaire, on effectue ensuite une permutation de deux lignes
pour que le coefficient a,, 1 1 soit un élément non nul minimal de
la derniere colonne.

5.5
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48.4  L’itération du calcul revient a multiplier (a gauche) la ma-
trice M, par une matrice inversible Q; pour obtenir

Mys1 = QuMy = (QuPr QuXa) = (Pt Xut1),
si bien que
Py Xo = Qn(PnXO) = QnXn = Xp41-

48,5 Comme P, € M, (A) est une matrice inversible, on dé-
duit de la relation P, Xy = X, que

pged(ay, ..., ap) = pged(an1,. .., tnp)

et la "décroissance stricte" des a;, 1 (propriété d'unicité de la divi-
sion euclidienne) nous assure que

IXN,QZH-:IXN,F,:O
pour un rang N assez grand (mais fini) et donc que
pged(ay, ..., ap) = an1.
La relation Py Xy = Xy nous donne alors en particulier
4

Z my gy = pged(ay, ..
k=1

S ap).

49. Exemples
49.1  Lesentiers a; = 15, ap = 10 et a3 = 6 sont premiers dans
leur ensemble et

6+10—-15=1.

49.2  Lesentiersa; =16 x 17,a, = 15 x 17 etazg = 15 x 16 sont
premiers dans leur ensemble et

—7a1 + 15a; — 8a3 = 1.
On en déduit que I'entier x défini par
x=4-(—7a1) +5-(15a;) + 6 - (—8az)

vérifiex =6 (mod 17), x =5 (mod 16) et x =4 (mod 15).

III.3 Opérations de pivot par blocs

50. Quand une matrice est écrite par blocs, il est naturel d’ef-
fectuer les opérations sur les lignes de blocs ou sur les colonnes
de blocs (plutdt que sur les lignes ou les colonnes de la matrice).

51. Toute opération de pivot par blocs revient a multiplier la
matrice étudiée par une matrice inversible :

— une opération de pivot sur les colonnes revient a remplacer
Apar AQ;

— une opération de pivot sur les lignes revient a remplacer A
par QA.

52. = Lerang d'une matrice est conservé par toute opération de pivot
par blocs.

53. Les transvections sont les opérations les plus fréquentes.
53.1  Comme les transvections par blocs sont en fait des trans-
vections simultanées sur les lignes ou sur les colonnes, lors-
qu’elles portent sur une matrice carrée, les transvections par blocs
conservent le déterminant de cette matrice carrée.

53.2  Transvections sur les lignes

Tous les blocs de la i-éme ligne de blocs ont d; lignes et ceux de
la j-eme ligne en ont d i [16.2]. Par conséquent, quelle que soit la

matrice M € DJTdI,dj(JK), I'opération
L;i+ L;+ ML]'

est valide.
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53.3  Transvections sur les colonnes
Tous les blocs de la i-eme colonne de blocs ont J; colonnes et ceux
de la j-eme colonne en ont §; [16.2]. Par conséquent, quelle que

soit la matrice M € My 5, (K), I'opération
Ci«+Ci+ C]'M

est valide.
53.4 Soient A € mdl (IK) et Ay € mdz (]K)
1. Enappliquant 'opération Ly <— L1 — BLy, on passe de

Ay B\ ., (A —BC 0
a .
C 1 c I

2. Enappliquant I'opération C; <— C; — C; B, on passe de
I, BY 4 (I 0
Cc A C A,—-CB)-

54. Les autres opérations de pivot sont moins utiles et plus
délicates a mettre en ceuvre. On a intérét a toujours les interpré-
ter comme des multiplications par des matrices inversibles bien
choisies.

On utilise toujours la décomposition en blocs vue au [16.2].

55. Dilatations
On peut multiplier la i-eme ligne ou la j-eme colonne de blocs de
A € My p(K) par des matrices inversibles bien choisies.

L; + MLI' Cl' — CiM

L'opération sur les lignes revient a passer de A a QA avec

Q = Diag(lg,...,M,..., 13 ) € GLy(K) ou M € GLy (K)
tandis que l'opération sur les colonnes revient a passer de A a
AQ avec

Q = Diag(ls,,...,M,...,I5)) € GLp(K) ot M € GLy,(K).
Dans les deux cas, le déterminant de la matrice est multiplié par

det M.
Les opérations L; <— L;M et C; <— MC; n’ont a priori aucun sens!

56. Permutations

Permuter certaines lignes (resp. certaines colonnes) de A revient
a multiplier la matrice A a gauche (resp. a droite) par une matrice
de permutation Q.

Le déterminant de A est alors multiplié par le déterminant de
la matrice Q (qui est aussi la signature de la permutation sous-
jacente).
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Entrainement

57. On suppose que

Maty (1) = (g g) € My, (K)

ol les sous-matrices A et B sont des matrices carrées de méme
taille.

1. Quelle est la matrice de u??

2. Lamatrice de u est équivalente a Diag(A, B), donc

rgu =rgA+rgB.

58.  Soitu € L(E). On suppose que la matrice de u relative a
une base % bien choisie est la matrice M suivante.

A B
u=(5 ¢)
ot les blocs A et C sont des matrices inversibles.

1.  Le bloc B est-il une matrice carrée?
2. Trouver une matrice D telle que la matrice

A"l D
r_
M *< 0 C*1>

59. Suite de [24] - Au moyen d’une transvection, démontrer
que la matrice B est équivalente a la matrice
A 0,
I 0n
et retrouver le rang de B.
60. Soit A € GL, (K).

60.1 Sidet A = 1, alors il existe des matrices de transvections
(Pe)1<k<n telles que

soit I'inverse de M.

A=PP, - Py.

60.2  Dans le cas général, il existe des matrices de transvections
(Pe)1<k<n et une matrice de dilatation D telles que

A=PP,-PyD.

61. Matrices semblables et opérations de pivot
Soit A € M, (K).
61.1  Permutations

Sil'échange C; <+ C; se traduit par A <~ AP, alors la matrice P
est une matrice de symétrie.

61.2  Dilatations

Sil'opération C; <— aC; se traduit par A <— AP, alors l'opération
A + P~!Ase traduit par L; < a~1L;.

61.3  Transvections [32]

Sil'opération C; - C; +aC;j se traduit par A <— AP, alors

P=1I,+ DéE]‘,I'

et'opération A < P~! A se traduit par
L] — L] — DéLl'.

61.4  Par quelles opérations de pivot passe-t-on de la matrice
A a la matrice P~1AP lorsque la matrice P € GL,(IK) est une
matrice de permutation? de dilatation? de transvection?

615  Peut-on justifier qu'une matrice B € 91,(K) est sem-
blable a la matrice A en utilisant des opérations de pivot?

v

Sous-espaces stables

62. L'image par u € L(E) d'un sous-espace F de E est un
sous-espace vectoriel de E, qu’on note u,(F).

62.1 % Un sous-espace F est stable par I'endomorphisme u € L(E)
lorsqu’il contient son image par u :

u«(F) C F.

On dit aussi que I"endomorphisme u stabilise le sous-espace F.

62.2  Le sous-espace F = Vect(x;, i € I) est stable par u si, et
seulement si, u(x;) € F pour touti € I.

62.3  Si F et G sont deux sous-espaces stables par u, alors les
sous-espaces F + G et F N G sont stables par .

62.4  SiF eststable par u, alors F est stable par Q(u) pour tout
polynome Q € K[X].

62.5 Siuowv=vou,alors Kerv et Imv sont stables par u.

62.6 = Quel que soit le polyndme P € K[X], les sous-espaces Ker u et
Im u sont stables par I'endomorphisme P(u).

IV.1 Endomorphisme induit par restriction

63. # Soient u € L(E) et F, un sous-espace stable par u. L’endo-

morphisme induit par restriction de u au sous-espace F est I'appli-

cation ur : F — F définie par
VxeF, up(x)=u(x).

64. Sous-espaces stables et polyndmes en u

Soient F, un sous-espace vectoriel stable par u et up, I'endomor-
phisme de F induit par restriction de u. Alors

VPeK[X], VxeF, Pup)(x)=P(u)(x).

64.1 = Pour tout P € K[X], un sous-espace F stable par u est aussi
stable par P(u) et I'endomorphisme induit par restriction de P(u) a F
est P(up).

64.2 = Soit u € GL(E). Si F est un sous-espace de dimension finie de
E qui est stable par u, alors up € GL(F). De plus, le sous-espace F est

stable par u=! et
() = (up) ™"
64.3 Il existe un automorphisme u de E = K[X] qui stabilise

le sous-espace F = K[X?] tel que 'endomorphisme de F induit
par restriction de u ne soit pas un automorphisme de F.

65. Traduction matricielle

On suppose que E est un espace vectoriel de dimension finie.
65.1 = Il existe un sous-espace F stable par u € L(E) si, et seulement
si, il existe une base % de E telle que

Maty (1) = (6‘ g)

oit les blocs A et C sont des matrices carrées.

Dans ce cas, le bloc diagonal A représente I'endomorphisme ur induit

par restriction de u a F.

65.2 Il existe un sous-espace supplémentaire G de F tel que le

bloc diagonal C représente I'endomorphisme induit par restric-

tionde pou a G, ol p est la projection sur G parallelement a F.
—[91]

65.3 Il existe une base # de E et deux matrices carrées A et B

telles que
A 0
Qﬁutgg(u) = (O B)

si, et seulement si, I'espace E est somme directe de deux sous-
espaces F et G stables par u.

Dans ce cas, le bloc A (resp. le bloc B) représente I'endomor-
phisme de F (resp. de G) induit par restriction de u.

5.7



CALCUL MATRICIEL PAR BLOCS

66. Soit u, I'endomorphisme de E = RS représenté dans la
base canonique par la matrice

1 3 -3
A=(0 2 -1
0 0 1

66.1  Le sous-espace G = [x — 3y + 2z = 0] est stable par u. La
droite F = R - (0,1,1) est stable par u. Les sous-espaces F et G
sont supplémentaires dans E.

66.2  Soit (ep,e3), une base de G. Il existe un vecteur e; € E tel
que € = (e1, ez, e3) soit une base de E pour laquelle
1 0 0
Maty(u) = |0 * =
0 * =

On peut choisir les vecteurs e et e3 de telle sorte que la matrice
Mat (1) soit triangulaire.

IV.2 Matrices diagonales par blocs

67. Les matrices diagonales par blocs sont les matrices les
plus simples qui existent. Cette simplicité découle d'une pro-
priété géométrique importante [68], qui permet en outre de don-
ner un sens aux blocs diagonaux.

67.1 # Une matrice carrée écrite par blocs

A= (Ajji<ijen € M (K)

est diagonale par blocs lorsque les blocs A; j sont nuls quels que soient
les indices i # .

67.2  Les blocs diagonaux, qui sont toujours des matrices car-
rées, sont alors notés A; au lieude A; ;.

A 0——0
A= ‘ \\ = Diag(Ay,..., An)

0—0 A,

68. On considere une décomposition en somme directe de E
et une base # adaptée a cette décomposition de E.

n
E=PE
k=1

n
2 =P %
k=1

68.1 = Si chaque sous-espace Ey est stable par u € L(E), alors la ma-
trice de u relative a A est diagonale par blocs :

Matyz(u) = Diag(Aq,..., An)

et, pour tout 1 < k < n, le k-iéme bloc diagonal représente Iendomor-
phisme uy induit par restriction de u a Ey :

Ap = S)ﬁutggk(uk).

68.2 = Réciproquement, si la matrice Mateg (1) est diagonale par
blocs, alors la base 8 est adaptée a une décomposition de E en somme

directe ;
E=PE
k=1

ott chaque sous-espace Ey est stable par u.

69. 11 est aussi simple de calculer avec des matrices diago-
nales par blocs qu’avec des matrices diagonales.
69.1  Produit

Diag(Ay, ..., Ay) x Diag(By, ..

.,By) = Diag(A1By,. .., AnBy)
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69.2 = Pour tout polynome P € K[X],

P(Diag(Ay,...,An)) = Diag(P(A1),...,P(Ap)).

69.3  Une matrice diagonale par blocs A = Diag(A;,..., Ay)
est inversible si, et seulement si, ses blocs diagonaux sont tous
inversibles et, dans ce cas,

A~ =Diag(A; Y, ..., ALY.

69.4  Changement de base adaptée

Soient A = Diag(Ay,...,An) et Q = Diag(Qq,...,Qn), deux
matrices diagonales par blocs. Si Q est inversible, alors Q"' AQ
est diagonale par blocs :

Q 'AQ = Diag(Q; '41Q1, ..., Q; ' AnQy).

Un tel changement de base dans E revient a changer de base dans
chacun des sous-espaces Ey.

70. Calcul du déterminant

On considere une matrice diagonale par blocs :

A = Diag(Ay, ..., An).

70.1  Lamatrice A est un produit de matrices de la forme
Diag(Iy, B, 1),

dont le déterminant est égal a det B.
70.2 = Le déterminant d'une matrice diagonale par blocs est égal au
produit des déterminants des différents blocs diagonaux.

n
det(Diag(Ay, ..., An)) = [ | det(Ay)
k=1

IV.3 Matrices triangulaires par blocs

71. % La matrice carrée A = (A;j)1<ij<n est triangulaire par
blocs lorsque les blocs A j sont nuls quels que soient les indices i > j.

Alg Agg e A1y
A— (‘J Azp A:Z,n
0 0 Aun
721  Le produit de deux matrices triangulaires par blocs (su-
périeures)
Al,l Sk e * BL1 K e *
0 0
RN
Tk %
0——O0 An,n 0—0 B,,,n

est encore une matrice triangulaire par blocs (supérieures), dont
les blocs diagonaux sont connus :

’ ’

’ ’
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72.2

Pour tout entier k € N,

pour tout polyndéme P € K[X].

72.3  Une matrice triangulaire par blocs
................. *
A=
T
0 Ann

est inversible si, et seulement si, chaque bloc diagonal est inver-
sible.
Dans ce cas,

73. Interprétation géométrique

La matrice de u € L(E) relative a la base & est triangulaire par
blocs si, et seulement si, la base # est adaptée a une décomposi-
tion de E en somme directe :

n
E=PE
k=1
telle que, pour tout 1 < k < n, le sous-espace

FF=E1&---®E

soit stable par u.

74. Changement de base adaptée
Appliqué a une matrice triangulaire par blocs

7

le changement de base [69.4] donne une nouvelle matrice trian-
gulaire par blocs, dont seuls les blocs diagonaux sont faciles a
calculer.

QflAl,lQl O °
0 QElAz,sz"'-._....
QflAQ _
0 0 Q;lAn,nQn
75. Calculs de déterminants
751  Quel que soit le bloc B, la transvection Ly < L; — BL,

conserve le déterminant.

Vg € N¥, ‘

A C\_ (I, 0\ (L C A 0

0 D) \0 DJ\O Inp)\O Inyp
75.3 => Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le pro-
duit des déterminants de ses blocs diagonaux.

A B A 0
0 Iq‘:‘o Iq‘:det(A)

75.2

Entrainement

76. Questions pour réfléchir
1. Si F est un sous-espace de dimension finie, alors 1. (F) est
un sous-espace de dimension finie et

dim[u,(F)] < dimF.

Dans quel cas u,(F) et F ont-ils méme dimension?

2. Un endomorphisme f € L(E) commute a un projecteur p
si, et seulement si, les sous-espaces Im p et Ker p sont stables par
f.

3. Si le sous-espace F est stable par u et par v, alors F est
stable par le crochet de Lie [1,v] = uov—vou.

4. Soitu € L(E).

4.a  Condition pour qu'il existe une application v :
que

F — T telle

VxeF, ou(x)=u(x).

4.b  Si une telle application v est définie, alors c'est un endo-
morphisme de F.

5. Comparer u, sa restriction up a F et I'endomorphisme up
induit par restriction a F.

6.  Un sous-espace stable par 12 est-il stable par u ? (Considérer
une rotation ou une symétrie.)

7. Soit B = (ex)1<k<n. une base de E et M, la matrice de
u relative a la base %. Condition sur M pour que le sous-espace
F = Vect(ey, ..., e;) soit stable par u.

8. On suppose que E = Imu @ Ker u. Quelle est la forme de
la matrice de u dans une base adaptée & cette décomposition de
E?

9.  Condition pour qu’une matrice diagonale par blocs soit dia-
gonale.

10. La matrice de passage d'une base % a une base %, est
diagonale par blocs si, et seulement si, ces deux bases sont adaptées
a une méme décomposition en somme directe.

11.  Les projections, les symétries, les affinités et les rotations
peuvent &tre représentées par des matrices diagonales par blocs.

12.  Décrire le noyau et I'image de Diag (A1, ..., Ax) en fonction
des noyaux et des images des blocs A1, ..., Aj. —[83]

13.  Condition pour qu'une matrice triangulaire par blocs soit
triangulaire?
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77. Soient 4, b et ¢, trois scalaires. On pose
A 0 O
M=1|0 B 0
0 0 C
ou
c 0 0
A= (a), B:(g 11)) c={1 ¢ o
01 ¢

Calculer (M — alg)(M — blg)*(M — clg)3.
78. 132-1137
Soient A € M, (K) eta, B, 1, trois scalaires. Le déterminant de la

matrice
B— xA  BA
“\7A 04

est égal a (—By)"(det A)2.
79. Si le noyau et I'image de A € 9, (K) sont en somme
directe, alors A est semblable a une matrice de la forme

A0
0 0/’
olt A’ est une matrice inversible.
80. Soient A, B, C, D dans 91, (K). On suppose que D est

inversible et que les matrices C et D commutent.
1. Les matrices

(A B A—-BD”IC B
u-(&p) « (V0 D)

sont équivalentes.
2. Le déterminant de M est égal a det(AD — BC).

81. Suite de [18] —

81.1  Déduire de [18] que det(AB — AL,) = det(BA — Aly)
pour tout scalaire A non nul.

81.2  On suppose que la matrice A est inversible.

On applique d’'une part la transvection C; <— C; — C3B et d’autre
part les opérations de pivot suivantes a la matrice U :

L1 < AilLl, L1+ Ly — Ly, Cl — ClA
Alors
Al,— AB A| |\, —BA 0,
VAEK, ‘ 0, 1,1*’ BA I

82. Soient A € Mj,(K) et B € My 3(K), telles que

1 0 0
AB=(0 1 0].
0 0 0

1. Lerangde A etlerang de B sont égaux a 2.
2. Onécrit A et B par blocs :

A= (fg) B=(By C3)

ot A et By appartiennent a 9t (R).
2.a  Quelles sont les tailles des blocs L3 et C3?
2.b Les matrices Ay et By sont inversibles.
2.c Le produit BA est égal a .

83. On suppose que E admet une décomposition en somme

directe

.
E=PE
k=1

ot les sous-espaces Ej sont tous stables par 1. Pour 1 < k <7, on

note 1y, 'endomorphisme de Ej induit par restriction de u.

5.10

1. Les sous-espaces Im 1 sont-ils en somme directe? Leur
somme est-elle égale a E?

2. Le noyau de u admet une décomposition en somme di-
recte :

r
Keru = @ Ker uy.
k=1

Condition pour que l'application u soit injective?

84.  Soit A € M, (K).
1. SiP € K[X] est un polynéme annulateur de

(I, o,
s= (5 %)
alors P(1) = 0et P(A) = 0.

2. Les matrices B — I, et (8” ?”) ont méme rang. En dé-
n n

duire une base de I'image de (B — Ip,).
85. Soient A, B, C, D dans 9, (K) et

/A C (I, D
MO—(O,, B) et Q‘(on In)'

La matrice Q est inversible et

_ A AD-DB+C
Q 1M0Q=(0 5 )
n

Si l'application [M — AM — MB] est injective, alors la matrice
M) est semblable a Diag(A, B).

86. On suppose que A € M, (R) est une matrice diagonale
dont les coefficients diagonaux sont tous strictement positifs et

que B = My, (R).
A B
=" o)

1. Lamatrice
est symétrique et
detM = det A.det(—B".A"LB).

2. Silerang du bloc B est égal a m, alors le noyau de la ma-
trice BT.A1.B est réduit a la colonne nulle et la matrice M est
inversible.

871  On suppose que les matrices Qy, ..
Alors la matrice diagonale par blocs

Q = Diag(Qy, ..

., Q4 sont inversibles.

-/Qd)

est inversible et

Q! =Diag(Q;%,...,Q;").

87.2  On considére une matrice triangulaire par blocs :
Al *. .............. *
0 Ap
0 0 Ay

ot1 chaque bloc diagonal est semblable a une matrice triangulaire.
Alors la matrice A est elle aussi semblable & une matrice triangu-
laire.
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Questions, exercices & problémes

88. Soit E, un espace vectoriel réel de dimension d. On consi-
dere un endomorphisme f de E tel que f2 = —1Ig.
1. Pour tout vecteur a # O, le sous-espace

F(a) = Vect(a, f(a))

est un plan stable par f.
2. Lamatrice relative 8 %, = (a, f(a)) de 'endomorphisme
fa € L(F(a)) induit par restriction de f au sous-espace F(a) est

la matrice
0 -1
A= (1 . )

3. Pour tout vecteur x # O dans F(a), ona F(x) = F(a).
4. Onsuppose connus k vecteurs ay, ..., ax de E tels que

k
def.
Ex = @ F(a;)
o1

soit strictement contenu dans E. Alors, pour tout x € E \ Ey,
F (x ) @ Ex CE.

5. Endéduire que la dimension de E est paire puis que, dans
une base de E bien choisie, la matrice de f est de la forme

Diag(A, A,..., A),

ol la matrice A a été définie en [2].
89. Endomorphismes de trace nulle et crochet de Lie

1. Quelles que soient les matrices A et B de 91, (K), la trace
de [A,B] = AB — BA estnulle.

2. Soitu € L(E), un endomorphisme de trace nulle.

2.a  Que dire d’'une homothétie de trace nulle?

2b Siun’est pas une homothétie, alors [9.66] il existe un vec-
teur x1 € E tel que le couple (x1,u(x7)) soit une famille libre et
une base de E dans laquelle la matrice de u est égale a

ol N7 € M,,_1(R) est une matrice de trace nulle.

3. Toute matrice de trace nulle est semblable a une matrice
dont tous les coefficients diagonaux sont nuls.

4. Soient D, = Diag(1,2,3,...,n) et ®, 'endomorphisme
de 91, (C) défini par

vMeMm(C), oM)=MD,—D,M.

Le noyau de & est le sous-espace des matrices diagonales et son
image est le sous-espace des matrices dont tous les coefficients
diagonaux sont nuls.

5. Soitu € L(E). La trace de u est nulle si, et seulement si, il
existe deux endomorphismes v et w de E tels que

U=700W—wWoun.

90. Soient f1, ..., fu, des fonctions de I C R dans RR.
1. Onsuppose qu'il existe xq, ..., x,, dans I tels que

det(fi(xj))lgi,jgn ;é 0.

Alors la famille (fi)1<j<y est libre dans <7 (I, R).

2. Pour tout entier 1 < k < 7, on pose
Wk(xl,. . .,xk) = (fi(xi))lgi,jgk € imk(]R)

2.a S’ilexiste xq, ..., x;_1 dans I tels que la matrice

Wi (21, .00, x1)

soit inversible et que

Vel det(fi(xj))lgi,jgk =0,

alors, pour tout x € I, la k-iéeme ligne de la matrice
Wi(x1, ..., Xk—1,%)

est une combinaison linéaire des (k — 1) premiéres lignes de cette
matrice et la famille (fy, ..., f;) est liée dans &7 (I, R).

2b Par récurrence, si (fy,..., fu) est une famille libre dans
&/ (I,R), alors il existe x1, ..., x, dans I tels que

., xn) £ 0.

3. Condition pour que </ (I,R) soit un espace de dimension
finie? Dimension de </ (I, R) dans ce cas?

det Wn(xl, ..

91. Espace vectoriel quotient
Soient E, un espace vectoriel sur K et F, un sous-espace vectoriel
de E. Pour tout x € E, on note

n(x) =x+F={x+tteF}.

L'ensemble 7t(x) est un sous-espace affine de E.
91.1 # On note
E/p = {n(x), x € E},
le quotient de E par F.
91.2  Quels que soient x et y dans E,

n(x)=n(y) <= x—yecF.
La relation binaire définie par
xRy = mn(x)=n(y)

est une relation d’équivalence et 1’ensemble quotient £/F est ’en-
semble des classes d’équivalence de cette relation.

91.3 # Soient u et v dans E/p. Il existe deux vecteurs x et y dans E tels
que u = 1t(x) et v = 7 (y). On pose alors

udv=rmn(x+y)
et, pour tout scalaire o € IK,
a@u=rm(a-x).

91.4  Les opérations

©:E/pxEr—Efr et ©:KxEFr—Ep

sont bien définies.

91.5 = Muni des opérations @ et ©, I'ensemble E/F est un espace vec-
toriel sur IK, dit espace quotient de E par F.

91.6 = L'application v : E — E/F est une application linéaire surjec-
tive et son noyau est égal au sous-espace F.

91.7  Soit %, une base de E adaptée a F : une telle base est obte-
nue par concaténation d’une base Zr = (ex)1<k<r de F et d'une
base B¢ = (ex)r<k<q d'un supplémentaire G de F dans E.
L'image par 7r de la famille % :

¢ ={n(er+1),...,m(eq) }

est une base de E/F.
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91.8  On suppose que le sous-espace F est stable par un endo-
morphisme f de E.
1. La matrice de f relative a la base # est triangulaire par

blocs.
Matgp(f) = (61 g)

2. Il existe une, et une seule, application
¢ E/F— E/F

telle que
Vx€E, porm(x)=rof(x)

et cette application est linéaire.
3. Lebloc diagonal C est la matrice de ¢ relative a la base %
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