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Calcul matriciel par blocs

1. Si E et F sont deux espaces vectoriels de dimensions res-
pectives p et n, le choix d’une base B = (ej)16j6p de l’espace
de départ E et d’une base C = ( fi)16i6n de l’espace d’arrivée F
permet de définir la matrice

A =
(

f ∗i (ej)
)

16i6n,16j6p
∈Mn,p(K)

qui représente u dans les bases B et C . Cette matrice est aussi
notée MatB,C (u).
Toutes les propriétés algébriques de u (rang, noyau, image, inver-
sibilité, trace, déterminant...) peuvent se déduire de cette matrice
A.
2. Inversement, étant donnée une matrice A ∈Mn,p(K), on
peut choisir deux espaces vectoriels E et F, de dimensions respec-
tives p et n, munir ces deux espaces de bases, notées respective-
ment B et C ; il existe alors une, et une seule, application linéaire
u ∈ L(E, F) telle que

A = MatB,C (u)

et on peut alors interpréter les propriétés de A à l’aide de l’appli-
cation linéaire u.

I

Noyau et image d’une matrice

3. Bases canoniques
On note traditionnellement (E1, . . . , En), la base canonique de
l’espace Mn,1(K) des matrices colonnes.
3.1 On identifie couramment les espaces vectoriels Kn et
Mn,1(K), au sens où la même notation x est utilisée pour le vec-
teur

x = (x1, . . . , xn) ∈ K
n

et pour la matrice colonne

x = x1E1 + · · ·+ xnEn ∈Mn,1(K)

qui représente ce vecteur dans la base canonique deKn.
3.2 On note (Ei,j)16i6n,16j6p, la base canonique de Mn,p(K),
de telle sorte que la matrice

A = (ai,j)16i6n,16j6p ∈Mn,p(K)

peut être décomposée en

A =
n

∑
i=1

p

∑
j=1

ai,jEi,j.

3.3 ➙ Si Ei et Ej ont même taille, alors

E⊤i .Ej = δi,j ∈ K.

3.4 ➙ Si Ei ∈Mn,1(K) et Ej ∈Mp,1(K), alors

Ei.E
⊤
j = Ei,j ∈Mn,p(K).

3.5 ➙ Si Ei,j ∈Mn,p(K) et Ek,ℓ ∈Mp,q(K), alors

Ei,jEk,ℓ = δj,kEi,ℓ ∈Mn,q(K).

4. Soit A ∈Mn,p(K).
4.1 Pour tout 1 6 j 6 p, la j-ième colonne de A est égale à

Cj = AEj =
n

∑
i=1

ai,jEi ∈Mn,1(K).

4.2 Pour tout 1 6 i 6 n, la i-ième ligne de A est égale à

Li = E⊤i .A =
p

∑
j=1

ai,jE
⊤
j ∈M1,p(K).

5. ✍ On suppose que les espaces Kp et Kn sont rapportés à leurs
bases canoniques respectives.
L’application linéaire canoniquement associée à une matrice A
de Mn,p(K) est l’application linéaire de Kp dans Kn représentée par
la matrice A.

6. Si A ∈Mn,p(K), alors l’application

[X 7→ AX] : Mp,1(K) →Mn,1(K)

est une application linéaire et sa matrice relative aux bases cano-
niques de Mp,1(K) et Mn,1(K) est la matrice A.

7. ✍ L’image de A ∈ Mn,p(K) est le sous-espace de Mn,1(K) en-
gendré par la famille des colonnes de A.

Im A = Vect(AE1, . . . , AEp) =
{

AX, X ∈Mp,1(K)
}

8. Le rang de la matrice A est donc le rang de la famille de
ses colonnes :

rg A = rg
(

C1, . . . , Cp).

On le calcule aisément par des opérations de pivot (aussi bien sur
les lignes que sur les colonnes).
9. Soit A ∈Mn,p(K).
9.1 ✍ Le noyau de A est le sous-espace de Mp,1(K) défini par

X ∈ Ker A ⇐⇒ AX = 0.

9.2 Trouver un vecteur non nul du noyau de A revient à trou-
ver un hyperplan contenant l’image de A⊤.

A.X0 = 0 ⇐⇒ X⊤0 .A⊤ = 0

9.3 Le noyau de A est réduit au vecteur nul si, et seulement
si, l’application linéaire canoniquement associée à A est injective.
9.4 ➙ Une matrice carrée est inversible si, et seulement si, son noyau
est réduit au vecteur nul.

10. Méthode
Les vecteurs du noyau de A sont en bijection avec les relations de
liaison entre les colonnes de A au sens où la matrice colonne

X = α1E1 + α2E2 + · · ·+ αpEp

appartient à Ker A si, et seulement si, les colonnes (Cj)16j6p de
A sont liées par la relation [4]

AX = α1C1 + α2C2 + · · ·+ αpCp = 0.

La connaissance des relations de liaison entre les colonnes de A
permet également d’extraire une base de Im A de la famille géné-
ratrice (Cj)16j6p. →[33]

11. Lemme d’Hadamard
Si A = (ai,j)16i,j6n ∈ Mn(C) est une matrice à diagonale forte-
ment dominante :

∀ 1 6 i 6 n, ∑
16j6n

j 6=i

|ai,j| < |ai,i|,

alors [9.4] elle est inversible.
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II

Calculs algébriques par blocs

12. Étant donnés un endomorphisme u de E et une décom-
position de E en somme directe

E =
n

⊕

k=1

Ek,

la donnée d’une base B = ⊕n
k=1Bk de E adaptée à cette décom-

position conduit à lire la matrice MatB(u) par blocs.
12.1 ✍ Une matrice A ∈Md(K) est écrite par blocs lorsque

A =











A1,1 A1,2 · · · A1,n
A2,1 A2,2 · · · A2,n

...
...

...
An,1 An,2 · · · An,n











où les blocs diagonaux sont des matrices carrées :

∀ 1 6 i 6 n, Ai,i ∈Mdi
(K).

12.2 Quels que soient 1 6 i, j 6 n, le bloc Ai,j appartient à
l’espace Mdi ,dj

(K) et

d1 + d2 + · · ·+ dn = d.

13. ➙ Trace
Avec les notations [12.1],

tr A =
n

∑
i=1

tr Ai,i.

14. Combinaison linéaire et produit par blocs
Soient A et B, deux matrices de Md(K), décomposées en blocs :

A =
(

Ai,j)16i,j6n, B =
(

Bi,j)16i,j6n.

On suppose que, quels que soient les indices i et j, les blocs Ai,j
et Bi,j ont mêmes nombres de lignes et de colonnes.
14.1

∀λ ∈ K, λA + B =
(

λAi,j + Bi,j)16i,j6n.

14.2 Quels que soient les indices i et j, les produits Ai,kBk,j sont
bien définis pour tout 1 6 k 6 n et leur taille ne dépend pas de k.
14.3

AB =
( n

∑
k=1

Ai,kBk,j

)

16i,j6n

15. Transposition
Si la matrice A est décomposée en blocs :

A =











A1,1 A1,2 · · · A1,n
A2,1 A2,2 · · · A2,n

...
...

...
An,1 An,2 · · · An,n











,

alors sa transposée est décomposée en blocs de mêmes tailles :

A⊤ =













A⊤1,1 A⊤2,1 · · · A⊤n,1
A⊤1,2 A⊤2,2 · · · A⊤n,2

...
...

...
A⊤1,n A⊤2,n · · · A⊤n,n













.

Extension aux matrices quelconques

16. L’écriture d’une matrice par blocs ne se limite pas aux
matrices carrées : toute matrice peut être écrite par blocs. De
même, il n’est pas nécessaire que le nombre de lignes de blocs
et le nombre de colonnes de blocs soient égaux.
16.1 Si A ∈ MN,P(K), on peut considérer que A représente
une application linéaire de E (espace de dimension P) dans F (es-
pace de dimension N) relativement à deux bases B et C adaptées
à deux décompositions en somme directe.

E =
p

⊕

j=1

Ej F =
n

⊕

i=1

Fi

16.2 La forme générale d’une matrice écrite par blocs est donc

A =











A1,1 A1,2 · · · A1,p
A2,1 A2,2 · · · A2,p

...
...

...
An,1 An,2 · · · An,p











.

Les blocs Ai,· ont tous le même nombre de lignes (par ex. di) et
les blocs A·,j ont tous les même nombre de colonnes (par ex. δj).
16.3 Le nombre de lignes de la matrice A est égal à

N = d1 + d2 + · · ·+ dn

et le nombre de colonnes est égal à

P = δ1 + δ2 + · · ·+ δp .

17. Quelles que soient la taille de la matrice, carrée ou non, et
la manière de l’écrire par blocs, les règles de calcul pour les com-
binaisons linéaires et les multiplications sont toujours les mêmes.
Il ne s’agit en fait que d’une manière de simplifier l’écriture des
calculs matriciels — rien de nouveau!

Entraînement

18. Soient A et B dans Mn(K). Pour λ ∈ K, on pose

U =

(

λIn A
B In

)

et V =

(

In 0n
−B λIn

)

.

Calculer UV et VU. →[81]
19. Soit A ∈Mn(K). La dimension du noyau de la matrice

B =

(

0n A
A 0n

)

est égale à 2 dim Ker A. Calculer B2.

20. Soient C ∈Mn,1(R) et M =

(

1 −C⊤

C In

)

. Alors

M⊤.M =

(

1 + C⊤.C 0
0 In + C.C⊤

)

.

21. Soient A ∈Mn(K) et B =

(

A A
0n A

)

. Alors

∀ k ∈ N∗, Bk =

(

Ak kAk

0n Ak

)

.

22. Soient A ∈Mn(K) et

B =

(

A A
A A

)

.

1. Calculer Bk pour tout k ∈ N.
2. On suppose qu’un polynôme P ∈ K[X] vérifie P(A) = 0.

Expliciter un polynôme Q ∈ K[X] tel que Q(B) = 0.

5.2
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23. Soient A et B, deux matrices de Mn(K) qui commutent.
Calculer les puissances de la matrice

M =

(

A B
0n A

)

.

En déduire que

∀ P ∈ K[X], P(M) =

(

P(A) P′(A).B
0n P(A)

)

.

24. Soient A ∈Mn(K) et B =

(

A A2

In A

)

.

1. Donner une base du noyau de B. La matrice B est-elle
inversible? →[59]

2. Pour tout entier k ∈ N,

Bk+1 =

(

(2A)k.A (2A)k.A2

(2A)k.In (2A)k.A

)

.

25. Soient J = (δi,n+1−j)16i,j6n et A =

(

In J
J In

)

.

1. Pour tout k ∈ N, on a Ak+1 = 2k · A.
2. Pour Y ∈Mn,1(K), le noyau de A contient la colonne

(

−JY
Y

)

.

Le rang de A est égal à n.
26. Soient A ∈Mn(K) et

M =

(

A 2A
0n 3A

)

.

1. Expliciter une base de Ker M en fonction d’une base de
Ker A. Procéder de même avec les images. En déduire que

rg M = 2 rg A.

2. Soit Q ∈ GLn(K), une matrice inversible. Démontrer que
les matrices

Q0 =

(

Q Q
0n Q

)

et Q1 =

(

Q 0n
0n Q

)

sont inversibles et que

Q−1
0 MQ0 = Q−1

1

(

A 0n
0n 3A

)

Q1.

27. Soient A ∈ GLn(K) et

B =

(

A A2

A−1 In

)

∈M2n(K).

1. Pour tout k ∈ N,

Bk+1 =

(

(A + In)k 0n

0n (A + In)k

)

× B.

2. Pour tout Y ∈ Mn,1(K), la colonne
(

−AY
Y

)

appartient

au noyau de B. Le rang de B est inférieur à n.
3. S’il existe une matrice colonne X0 6= 0 dans Ker(A + In),

alors la colonne
(

X0
0

)

appartient à Ker B2 mais pas à Ker B.

III

Opérations de pivot

28. Les opérations élémentaires de l’algorithme du pivot sont
au nombre de trois :
28.1 ✍ Les transvections, codées Li ← Li + αLj ou Ci ← Ci + αCj,
où α est un scalaire quelconque et j 6= i.
28.2 ✍ Les transpositions, codées Li ↔ Lj ou Ci ↔ Cj, où j 6= i.
28.3 ✍ Les dilatations, codées Li ← αLi ou Ci ← αCi, où α est un
scalaire inversible.

29. ✍ Une opération de pivot est la composée d’un nombre fini
d’opérations élémentaires.

30. Règles pratiques fondamentales
Les opérations de pivot ne sont utiles que si on a vraiment com-
pris l’algorithme de Gauss.
30.1 Un algorithme est une succession d’opérations effectuées
les unes après les autres pour parvenir à un but précis. Il faut
toujours savoir où on veut aller pour y arriver !
30.2 Toute opération de pivot est inversible et son inverse est
encore une opération de pivot.
30.3 On ne peut effectuer plusieurs opérations de pivot lors
d’une même étape de l’algorithme que si ces opérations com-
mutent :

1. Si une ligne (resp. une colonne) est modifiée par une opé-
ration, elle ne peut pas servir à modifier une autre ligne (resp.
une autre colonne) lors de la même étape ;

2. On ne peut pas effectuer des opérations sur les lignes et
sur les colonnes lors de la même étape.

III.1 Traduction matricielle

31. Toute opération de pivot sur une matrice A ∈ Mn,p(K)
revient à multiplier A par une matrice convenable.
31.1 ➙ Une opération de pivot sur les lignes de A ∈Mn,p(K) revient
à multiplier la matrice A à gauche par une matrice de GLn(K).

∃ Q ∈ GLn(K), A← QA.

31.2 ➙ Une opération de pivot sur les colonnes de A ∈ Mn,p(K) re-
vient à multiplier la matrice A à droite par une matrice de GLp(K).

∃ P ∈ GLp(K), A← AP.

31.3 ➙ La matrice B et la matrice A sont équivalentes si, et seulement
si, on peut transformer A en B par des opérations de pivot.

32. Une astuce de calcul permet de déterminer sans peine la
matrice inversible qui traduit une opération de pivot quelconque
(élémentaire ou non).
32.1 Si une opération de pivot sur les colonnes fait passer de
la matrice A ∈ Mn,p(K) à la matrice A′ = AP, alors cette même
opération de pivot sur les colonnes transforme la matrice

(

A
Ip

)

∈M2n,p(K) en
(

AP
P

)

,

ce qui donne la matrice P par simple lecture.
32.2 De même, si une opération de pivot sur les lignes fait pas-
ser de la matrice A ∈ Mn,p(K) à la matrice A′ = QA, alors cette
même opération de pivot sur les lignes transforme la matrice

(A In) ∈Mn,2p(K) en (QA Q) .

Cette fois encore, on trouve la matrice Q par simple lecture.
32.3 Deux matrices (de même taille) ont même rang si, et
seulement si, elles sont équivalentes : si le rang de la matrice
A ∈Mn,p(K) est égal à r, alors il existe deux matrices inversibles
Q ∈ GLn(K) et P ∈ GLp(K) telles que

QAP = Jr .

5.3
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32.4 En pratique, on passe de la matrice A à la matrice Jr par
des opérations de pivot sur les lignes (matrice Q) et des opéra-
tions de pivot sur les colonnes (matrice P) :

(

In A
Ip

)

−→

(

Q Jr = QAP
P

)

.

33. Image et noyau d’une matrice
Le rang de la matrice A ∈Mn,p(K) est égal à r si, et seulement si,
des opérations de pivot sur les colonnes permettent de passer de
(

A
Ip

)

∈Mn+p,p(K) à
(

Y1 · · · Yr 0 · · · 0
X1 · · · Xr Xr+1 · · · Xp

)

où la famille (Yk)16k6r est échelonnée.
33.1 Il existe une matrice P ∈ GLp(K) telle que

(

A
Ip

)

× P =

(

AP
P

)

=

(

Y1 · · · Yr 0 · · · 0
X1 · · · Xr Xr+1 · · · Xp

)

.

En particulier, Yk = AXk pour tout 1 6 k 6 r.
33.2 La famille (Yk)16k6r est une base de Im A.
33.3 La famille (Xk)r<k6n est une base de Ker A et la famille
(Xk)16k6r est une base d’un supplémentaire de Ker A.
34. Suite de [33] –
34.1 De même, le rang de la matrice A ∈Mn,p(K) est égal à r
si, et seulement si, des opérations de pivot sur les lignes permet-
tente de passer de

(A In) ∈Mn,n+p(K) à (QA Q) =





















L1 A L1
...

...
Lr A Lr

0 Lr+1
...

...
0 Ln





















où la matrice Q ∈ GLn(K) (écrite en lignes) est inversible et les
lignes L1 A, . . ., Lr A sont échelonnées.
34.2 Comme la matrice Q est inversible,

AX = 0 ⇐⇒ ∀ 1 6 k 6 r, Lk AX = 0

et d’autre part

∀ X ∈Mp,1(K), ∀ r < k 6 n, Lk AX = 0.

On en déduit une représentation cartésienne du noyau au moyen
de r formes linéaires linéairement indépendantes :

Ker A =
⋂

16k6r

Ker Lk A

ainsi qu’une représentation cartésienne de l’image :

Im A =
⋂

r<k6n

Ker Lk.

35. Exemple
Pour la matrice

A =





1 −1 1
2 3 7
3 −1 5



 ,

on a

Ker A = R ·





2
1
−1



 et Im A = [11x + 2y− 5z = 0],

ce qui prouve que Ker A⊕ Im A = R3.

36. Inversibilité et calcul de l’inverse
36.1 La matrice A ∈Mn(K) est inversible et son inverse est la
matrice B ∈ Mn(K) si, et seulement si, des opérations de pivot
sur les colonnes peuvent faire passer de

(

A
In

)

∈M2n,n(K) à
(

In
B

)

∈M2n,n(K).

36.2 On peut aussi effectuer des opérations de pivot sur les
lignes pour passer de

(A In) ∈Mn,2n(K) à (In B) .

36.3 Décomposition LU
Si la matrice A ∈ Mn(K) est inversible, alors une suite de trans-
vections sur les colonnes permet de faire passer de

(

A
In

)

∈M2n,n(K) à
(

L
U

)

où L ∈ GLn(K) est une matrice triangulaire inférieure inversible
et U ∈ GLn(K) est une matrice triangulaire supérieure inversible
dont les coefficients diagonaux sont tous égaux à 1.
On en déduit une factorisation A = LU−1 comme produit d’une
matrice triangulaire supérieure et d’une matrice triangulaire su-
périeure et avec det A = det L.

III.2 Résolution de l’équation de Bézout

37. Dans ce paragraphe, le symbole A désigne aussi bien l’an-
neau Z des entiers relatifs que l’anneau K[X] des polynômes à
coefficients dans le corpsK.
38. Opérations de pivot à coefficients dans A
38.1 Les matrices de Mn(A) qui codent les transvections et les
transpositions sont inversibles dans Mn(A).
38.2 Les matrices de Mn(A) qui codent les dilatations dont le
rapport α ∈ A est un élément inversible de A sont des matrices
inversibles dans Mn(A).
38.3 * Une matrice M ∈ Mn(A) admet un inverse dans Mn(A) si,
et seulement si, son déterminant admet un inverse dans A.

39. L’algorithme d’Euclide permet de calculer un pgcd d ∈ A
de deux éléments a et b de A et, par définition du pgcd, l’équation
de Bézout

(1) au + bv = d

admet des solutions (u, v) ∈ A× A. Comment calculer ces solu-
tions?
40. Réduction du problème
En supposant que d 6= 0, il existe α et β tels que a = dα et b = dβ
et :

au + bv = d ⇐⇒ αu + βv = 1.

Il suffit donc de savoir trouver les solutions (u, v) ∈ A × A de
l’équation de Bézout lorsque a et b sont premiers entre eux :

(2) au + bv = 1.

41. Solution générale
Le principe de superposition s’applique à l’équation de Bézout :
Si (u0, v0) est une solution particulière de (2), alors (u, v) est une
solution de (2) si, et seulement si,

∃ k ∈ A, (u, v) = (u0, v0) + k(−b, a).

5.4
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Solution minimale

42. On cherche une solution de (2) qui soit, en un certain sens,
aussi petite que possible.
43. Cas deK[X]
Soient a et b, deux polynômes de K[X] tels que deg a > 1 et que
deg b > 1.

1. Si q est le quotient de la division euclidienne de u0 par b,
alors (u1, v1) = (u0− qb, v0 + qa) est une solution de (2) telle que

deg a− deg v1 = deg b− deg u1 > 0.

et −q est le quotient de la division euclidienne de v0 par a.
2. Pour toute autre solution (u, v) de (2),

deg u > deg u1 et deg v > deg v1.

44. Cas de Z
Soient a et b, deux entiers naturels supérieurs à 2, qu’on suppose
premiers entre eux.

1. Il existe deux solutions (u1, v1) et (u2, v2) de (2) telles que
−b < u2 < 0 < u1 < b et −a < v1 < 0 < v2 < a.

2. Il existe une solution (u0, v0) ∈ Z
2 de l’équation (2) telle

que
|u|+ |v| > |u0|+ |v0|

pour toute autre solution (u, v) de (2).

Algorithme de Blankinship

45. L’algorithme d’Euclide classique permet de calculer un
pgcd de deux éléments, puis d’en déduire un ppcm et (plus labo-
rieusement) une solution particulière de l’équation de Bézout.
Nous allons exposer un algorithme qui permet de calculer simul-
tanément un pgcd et un ppcm de deux éléments a et b de A ainsi
qu’une solution particulière de l’équation de Bézout. (W.A. Blan-
kinship, A new version of the euclidean algorithm, American Mathe-
matical Monthly, 1963, pp.742–745)
45.1 Pour tout entier n compris entre 0 et un rang N à déter-
miner, nous allons définir une matrice

Mn =

(

αn βn an
γn δn bn

)

à coefficients dans l’anneau A.
45.2 Initialisation
Soient a et b dans A. On pose

X0 =





a
b
−1



 et M0 =

(

1 0 a
0 1 b

)

de telle sorte que la matrice colonne M0X0 est nulle.
45.3 Itération
Si la matrice Mn est connue, alors :

1. Ou bien bn = 0, et la procédure est achevée (N = n) ;
2. Ou bien bn 6= 0 et dans ce cas,
2.a on effectue la division euclidienne de an par bn :

an = qnbn + rn

2.b on effectue sur Mn les opérations L1 ← L1 − qnL2 puis
L1 ↔ L2, c’est-à-dire

Mn+1 =

(

0 1
1 0

)(

1 −qn
0 1

)

Mn.

En particulier, an+1 = bn et bn+1 = rn.
45.4 Conclusion
À la fin de la procédure, la matrice MN est de la forme

(

αN βN aN
γN δN 0

)

où aN est un pgcd de a et b ; où (αN , βN) est une solution de
l’équation de Bézout :

αN a + βN b = aN

et où aγN = −bδN est un ppcm de a et b.
46. Terminaison de l’algorithme
La famille de terme général |bn| (pour A = Z) ou deg bn (pour
A = K[X]) est une famille strictement décroissante d’entiers na-
turels.
47. Preuve de l’algorithme

1. Pour tout 0 6 n < N,

an+1 ∧ bn+1 = an ∧ bn

et en particulier

aN = aN ∧ bN = a0 ∧ b0 = a ∧ b.

2.a Pour tout 0 6 n 6 N,

Mn =

(

αn βn
γn δn

)

M0 et αnδn − βnγn = (−1)n

et la matrice colonne MnX0 est nulle.
2.b La première ligne de la relation MNX0 = 0 donne une

solution particulière de l’équation de Bézout.
2.c La deuxième ligne de la relation MNX0 = 0 donne

(aγN)d = (−bδN)d = −ab(αNδN − βNγN),

donc m = aγN = −bδN est un ppcm de a et b.

Généralisation

48. On considère p éléments a1, . . ., ap de l’anneau A et on
cherche le pgcd d de la famille (ak)16k6p ainsi qu’une solution
particulière de l’équation de Bézout :

a1u1 + a2u2 + · · ·+ apup = d.

48.1 Initialisation
On considère les matrices

X0 =







a1
...

ap






∈Mp,1(A) et M0 = (Ip X0) ∈Mp,p+1(A).

48.2 Itération
On suppose connue une matrice

Mn = (Pn Xn) ∈Mp,p+1(A)

où Pn ∈Mp(A) et

Xn =











αn,1
αn,2

...
αn,p











∈Mp,1(A).

On suppose de plus que PnX0 = Xn et que αn,1 est un coefficient
non nul minimal de la colonne Xn (c’est-à-dire minimal en valeur
absolue dans le cas où A = Z et minimal en degré dans le cas où
A = K[X]).
48.3 Comme αn,1 6= 0, on peut effectuer les divisions eucli-
diennes :

∀ 2 6 i 6 p, αn,i = qn,iαn,1 + rn,i,

puis les opérations de pivot sur les lignes :

∀ 2 6 i 6 p, Li ← Li − qn,iL1.

Si nécessaire, on effectue ensuite une permutation de deux lignes
pour que le coefficient αn+1,1 soit un élément non nul minimal de
la dernière colonne.
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48.4 L’itération du calcul revient à multiplier (à gauche) la ma-
trice Mn par une matrice inversible Qn pour obtenir

Mn+1 = Qn Mn = (QnPn QnXn) = (Pn+1 Xn+1) ,

si bien que

Pn+1X0 = Qn(PnX0) = QnXn = Xn+1.

48.5 Comme Pn ∈ Mn(A) est une matrice inversible, on dé-
duit de la relation PnX0 = Xn que

pgcd(a1, . . . , ap) = pgcd(αn,1, . . . , αn,p)

et la "décroissance stricte" des αn,1 (propriété d’unicité de la divi-
sion euclidienne) nous assure que

αN,2 = · · · = αN,p = 0

pour un rang N assez grand (mais fini) et donc que

pgcd(a1, . . . , ap) = αN,1.

La relation PN X0 = XN nous donne alors en particulier

p

∑
k=1

mN,kak = pgcd(a1, . . . , ap).

49. Exemples
49.1 Les entiers a1 = 15, a2 = 10 et a3 = 6 sont premiers dans
leur ensemble et

6 + 10− 15 = 1.

49.2 Les entiers a1 = 16× 17, a2 = 15× 17 et a3 = 15× 16 sont
premiers dans leur ensemble et

−7a1 + 15a2 − 8a3 = 1.

On en déduit que l’entier x défini par

x = 4 · (−7a1) + 5 · (15a2) + 6 · (−8a3)

vérifie x ≡ 6 (mod 17), x ≡ 5 (mod 16) et x ≡ 4 (mod 15).

III.3 Opérations de pivot par blocs

50. Quand une matrice est écrite par blocs, il est naturel d’ef-
fectuer les opérations sur les lignes de blocs ou sur les colonnes
de blocs (plutôt que sur les lignes ou les colonnes de la matrice).
51. Toute opération de pivot par blocs revient à multiplier la
matrice étudiée par une matrice inversible :

— une opération de pivot sur les colonnes revient à remplacer
A par AQ ;

— une opération de pivot sur les lignes revient à remplacer A
par QA.

52. ➙ Le rang d’une matrice est conservé par toute opération de pivot
par blocs.

53. Les transvections sont les opérations les plus fréquentes.
53.1 Comme les transvections par blocs sont en fait des trans-
vections simultanées sur les lignes ou sur les colonnes, lors-
qu’elles portent sur une matrice carrée, les transvections par blocs
conservent le déterminant de cette matrice carrée.
53.2 Transvections sur les lignes
Tous les blocs de la i-ème ligne de blocs ont di lignes et ceux de
la j-ème ligne en ont dj [16.2]. Par conséquent, quelle que soit la
matrice M ∈Mdi,dj

(K), l’opération

Li ← Li + MLj

est valide.

53.3 Transvections sur les colonnes
Tous les blocs de la i-ème colonne de blocs ont δi colonnes et ceux
de la j-ème colonne en ont δj [16.2]. Par conséquent, quelle que
soit la matrice M ∈Mδj,δi

(K), l’opération

Ci ← Ci + Cj M

est valide.
53.4 Soient A1 ∈Md1

(K) et A2 ∈Md2
(K).

1. En appliquant l’opération L1 ← L1 − BL2, on passe de
(

A1 B
C Id2

)

à
(

A1 − BC 0
C Id2

)

.

2. En appliquant l’opération C2 ← C2 − C1B, on passe de
(

Id1
B

C A2

)

à
(

Id1
0

C A2 − CB

)

.

54. Les autres opérations de pivot sont moins utiles et plus
délicates à mettre en œuvre. On a intérêt à toujours les interpré-
ter comme des multiplications par des matrices inversibles bien
choisies.
On utilise toujours la décomposition en blocs vue au [16.2].
55. Dilatations
On peut multiplier la i-ème ligne ou la j-ème colonne de blocs de
A ∈MN,P(K) par des matrices inversibles bien choisies.

Li ← MLi Ci ← CiM

L’opération sur les lignes revient à passer de A à QA avec

Q = Diag(Id1
, . . . , M, . . . , Idn

) ∈ GLN(K) où M ∈ GLdi
(K)

tandis que l’opération sur les colonnes revient à passer de A à
AQ avec

Q = Diag(Iδ1 , . . . , M, . . . , Iδp
) ∈ GLP(K) où M ∈ GLδi

(K).

Dans les deux cas, le déterminant de la matrice est multiplié par
det M.
Les opérations Li ← LiM et Ci ← MCi n’ont a priori aucun sens !
56. Permutations
Permuter certaines lignes (resp. certaines colonnes) de A revient
à multiplier la matrice A à gauche (resp. à droite) par une matrice
de permutation Q.
Le déterminant de A est alors multiplié par le déterminant de
la matrice Q (qui est aussi la signature de la permutation sous-
jacente).
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Entraînement

57. On suppose que

MatB(u) =

(

0 B
A 0

)

∈M2n(K)

où les sous-matrices A et B sont des matrices carrées de même
taille.

1. Quelle est la matrice de u2 ?
2. La matrice de u est équivalente à Diag(A, B), donc

rg u = rg A + rg B.

58. Soit u ∈ L(E). On suppose que la matrice de u relative à
une base B bien choisie est la matrice M suivante.

M =

(

A B
0 C

)

où les blocs A et C sont des matrices inversibles.
1. Le bloc B est-il une matrice carrée?
2. Trouver une matrice D telle que la matrice

M′ =

(

A−1 D
0 C−1

)

soit l’inverse de M.
59. Suite de [24] – Au moyen d’une transvection, démontrer
que la matrice B est équivalente à la matrice

(

A 0n
In 0n

)

et retrouver le rang de B.
60. Soit A ∈ GLn(K).
60.1 Si det A = 1, alors il existe des matrices de transvections
(Pk)16k6N telles que

A = P1P2 · · · PN .

60.2 Dans le cas général, il existe des matrices de transvections
(Pk)16k6N et une matrice de dilatation D telles que

A = P1P2 · · · PN D.

61. Matrices semblables et opérations de pivot
Soit A ∈Mn(K).
61.1 Permutations
Si l’échange Ci ↔ Cj se traduit par A ← AP, alors la matrice P
est une matrice de symétrie.
61.2 Dilatations
Si l’opération Ci ← αCi se traduit par A ← AP, alors l’opération
A← P−1 A se traduit par Li ← α−1Li.
61.3 Transvections [32]
Si l’opération Ci ← Ci + αCj se traduit par A← AP, alors

P = In + αEj,i

et l’opération A← P−1 A se traduit par

Lj ← Lj − αLi.

61.4 Par quelles opérations de pivot passe-t-on de la matrice
A à la matrice P−1 AP lorsque la matrice P ∈ GLn(K) est une
matrice de permutation? de dilatation? de transvection?
61.5 Peut-on justifier qu’une matrice B ∈ Mn(K) est sem-
blable à la matrice A en utilisant des opérations de pivot?

IV

Sous-espaces stables

62. L’image par u ∈ L(E) d’un sous-espace F de E est un
sous-espace vectoriel de E, qu’on note u∗(F).
62.1 ✍ Un sous-espace F est stable par l’endomorphisme u ∈ L(E)
lorsqu’il contient son image par u :

u∗(F) ⊂ F.

On dit aussi que l’endomorphisme u stabilise le sous-espace F.
62.2 Le sous-espace F = Vect(xi , i ∈ I) est stable par u si, et
seulement si, u(xi) ∈ F pour tout i ∈ I.
62.3 Si F et G sont deux sous-espaces stables par u, alors les
sous-espaces F + G et F ∩ G sont stables par u.
62.4 Si F est stable par u, alors F est stable par Q(u) pour tout
polynôme Q ∈ K[X].
62.5 Si u ◦ v = v ◦ u, alors Ker v et Im v sont stables par u.
62.6 ➙ Quel que soit le polynôme P ∈ K[X], les sous-espaces Ker u et
Im u sont stables par l’endomorphisme P(u).

IV.1 Endomorphisme induit par restriction

63. ✍ Soient u ∈ L(E) et F, un sous-espace stable par u. L’endo-
morphisme induit par restriction de u au sous-espace F est l’appli-
cation uF : F → F définie par

∀ x ∈ F, uF(x) = u(x).

64. Sous-espaces stables et polynômes en u
Soient F, un sous-espace vectoriel stable par u et uF, l’endomor-
phisme de F induit par restriction de u. Alors

∀ P ∈ K[X], ∀ x ∈ F, P(uF)(x) = P(u)(x).

64.1 ➙ Pour tout P ∈ K[X], un sous-espace F stable par u est aussi
stable par P(u) et l’endomorphisme induit par restriction de P(u) à F
est P(uF).
64.2 ➙ Soit u ∈ GL(E). Si F est un sous-espace de dimension finie de
E qui est stable par u, alors uF ∈ GL(F). De plus, le sous-espace F est

stable par u−1 et

(u−1)F = (uF)
−1.

64.3 Il existe un automorphisme u de E = K[X] qui stabilise
le sous-espace F = K[X2] tel que l’endomorphisme de F induit
par restriction de u ne soit pas un automorphisme de F.
65. Traduction matricielle
On suppose que E est un espace vectoriel de dimension finie.
65.1 ➙ Il existe un sous-espace F stable par u ∈ L(E) si, et seulement
si, il existe une base B de E telle que

MatB(u) =

(

A B
0 C

)

où les blocs A et C sont des matrices carrées.
Dans ce cas, le bloc diagonal A représente l’endomorphisme uF induit
par restriction de u à F.
65.2 Il existe un sous-espace supplémentaire G de F tel que le
bloc diagonal C représente l’endomorphisme induit par restric-
tion de p ◦ u à G, où p est la projection sur G parallèlement à F.

→[91]
65.3 Il existe une base B de E et deux matrices carrées A et B
telles que

MatB(u) =

(

A 0
0 B

)

si, et seulement si, l’espace E est somme directe de deux sous-
espaces F et G stables par u.
Dans ce cas, le bloc A (resp. le bloc B) représente l’endomor-
phisme de F (resp. de G) induit par restriction de u.
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66. Soit u, l’endomorphisme de E = R

3 représenté dans la
base canonique par la matrice

A =





1 3 −3
0 2 −1
0 0 1



 .

66.1 Le sous-espace G = [x− 3y + 2z = 0] est stable par u. La
droite F = R · (0, 1, 1) est stable par u. Les sous-espaces F et G
sont supplémentaires dans E.
66.2 Soit (e2, e3), une base de G. Il existe un vecteur e1 ∈ E tel
que C = (e1, e2, e3) soit une base de E pour laquelle

MatC (u) =





1 0 0
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗



 .

On peut choisir les vecteurs e2 et e3 de telle sorte que la matrice
MatC (u) soit triangulaire.

IV.2 Matrices diagonales par blocs

67. Les matrices diagonales par blocs sont les matrices les
plus simples qui existent. Cette simplicité découle d’une pro-
priété géométrique importante [68], qui permet en outre de don-
ner un sens aux blocs diagonaux.
67.1 ✍ Une matrice carrée écrite par blocs

A =
(

Ai,j)16i,j6n ∈Md(K)

est diagonale par blocs lorsque les blocs Ai,j sont nuls quels que soient
les indices i 6= j.
67.2 Les blocs diagonaux, qui sont toujours des matrices car-
rées, sont alors notés Ai au lieu de Ai,i.

A =















A1 0

❃

❃

❃

❃

❃

❃

❃

0

0

❃

❃

❃

❃

❃

❃

❃

0

0 0 An















= Diag(A1, . . . , An)

68. On considère une décomposition en somme directe de E
et une base B adaptée à cette décomposition de E.

E =
n

⊕

k=1

Ek B =
n

⊕

k=1

Bk

68.1 ➙ Si chaque sous-espace Ek est stable par u ∈ L(E), alors la ma-
trice de u relative à B est diagonale par blocs :

MatB(u) = Diag(A1, . . . , An)

et, pour tout 1 6 k 6 n, le k-ième bloc diagonal représente l’endomor-
phisme uk induit par restriction de u à Ek :

Ak = MatBk
(uk).

68.2 ➙ Réciproquement, si la matrice MatB(u) est diagonale par
blocs, alors la base B est adaptée à une décomposition de E en somme
directe

E =
n

⊕

k=1

Ek

où chaque sous-espace Ek est stable par u.

69. Il est aussi simple de calculer avec des matrices diago-
nales par blocs qu’avec des matrices diagonales.
69.1 Produit

Diag(A1, . . . , An)×Diag(B1, . . . , Bn) = Diag(A1B1, . . . , AnBn)

69.2 ➙ Pour tout polynôme P ∈ K[X],

P
(

Diag(A1, . . . , An)
)

= Diag
(

P(A1), . . . , P(An)
)

.

69.3 Une matrice diagonale par blocs A = Diag(A1, . . . , An)
est inversible si, et seulement si, ses blocs diagonaux sont tous
inversibles et, dans ce cas,

A−1 = Diag(A−1
1 , . . . , A−1

n ).

69.4 Changement de base adaptée
Soient A = Diag(A1, . . . , An) et Q = Diag(Q1, . . . , Qn), deux
matrices diagonales par blocs. Si Q est inversible, alors Q−1 AQ
est diagonale par blocs :

Q−1AQ = Diag(Q−1
1 A1Q1, . . . , Q−1

n AnQn).

Un tel changement de base dans E revient à changer de base dans
chacun des sous-espaces Ek.
70. Calcul du déterminant
On considère une matrice diagonale par blocs :

A = Diag(A1, . . . , An).

70.1 La matrice A est un produit de matrices de la forme

Diag(Ip, B, Iq),

dont le déterminant est égal à det B.
70.2 ➙ Le déterminant d’une matrice diagonale par blocs est égal au
produit des déterminants des différents blocs diagonaux.

det
(

Diag(A1, . . . , An)
)

=
n

∏
k=1

det(Ak)

IV.3 Matrices triangulaires par blocs

71. ✍ La matrice carrée A = (Ai,j)16i,j6n est triangulaire par

blocs lorsque les blocs Ai,j sont nuls quels que soient les indices i > j.

A =















A1,1 A1,2 A1,n

0

❑

❑

❑

❑

❑

❑

❑

❑

❑

A2,2 A2,n

0 0 An,n















72.1 Le produit de deux matrices triangulaires par blocs (su-
périeures)





















A1,1 ⋆ ⋆

0

❆

❆

❆

❆

❆

❆

❆

❆

❆

❆

A2,2

⋆

0 0 An,n





















×





















B1,1 ⋆ ⋆

0

❅

❅

❅

❅

❅

❅

❅

❅

❅

❅

B2,2

⋆

0 0 Bn,n





















est encore une matrice triangulaire par blocs (supérieures), dont
les blocs diagonaux sont connus :





















A1,1B1,1 ⋆ ⋆

0

❑

❑

❑

❑

❑

❑

❑

❑

❑

❑

❑

❑

❑

❑

A2,2B2,2

⋆

0 0 An,nBn,n





















.
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72.2 Pour tout entier k ∈ N,

Ak =

























Ak
1,1 ⋆ ⋆

0

❄

❄

❄

❄

❄

❄

❄

❄

❄

❄

❄

Ak
2,2

⋆

0 0 Ak
n,n

























et par combinaison linéaire,

P(A) =





















P(A1,1) ⋆ ⋆

0

❏

❏

❏

❏

❏

❏

❏

❏

❏

❏

❏

❏

❏

❏

P(A2,2)

⋆

0 0 P(An,n)





















pour tout polynôme P ∈ K[X].
72.3 Une matrice triangulaire par blocs

A =





















A1,1 ⋆ ⋆

0

❆

❆

❆

❆

❆

❆

❆

❆

❆

❆

A2,2

⋆

0 0 An,n





















est inversible si, et seulement si, chaque bloc diagonal est inver-
sible.
Dans ce cas,

A−1 =

























A−1
1,1 ⋆ ⋆

0

❅

❅

❅

❅

❅

❅

❅

❅

❅

❅

❅

A−1
2,2

⋆

0 0 A−1
n,n

























73. Interprétation géométrique
La matrice de u ∈ L(E) relative à la base B est triangulaire par
blocs si, et seulement si, la base B est adaptée à une décomposi-
tion de E en somme directe :

E =
n

⊕

k=1

Ek

telle que, pour tout 1 6 k 6 n, le sous-espace

Fk = E1 ⊕ · · · ⊕ Ek

soit stable par u.
74. Changement de base adaptée
Appliqué à une matrice triangulaire par blocs

A =





















A1,1 ⋆ ⋆

0

❆

❆

❆

❆

❆

❆

❆

❆

❆

❆

A2,2

⋆

0 0 An,n





















,

le changement de base [69.4] donne une nouvelle matrice trian-
gulaire par blocs, dont seuls les blocs diagonaux sont faciles à
calculer.

Q−1AQ =























Q−1
1 A1,1Q1 • •

0

❖

❖

❖

❖

❖

❖

❖

❖

❖

❖

❖

❖

❖

❖

❖

❖

❖

❖
Q−1

2 A2,2Q2

•

0 0 Q−1
n An,nQn























.

75. Calculs de déterminants
75.1 Quel que soit le bloc B, la transvection L1 ← L1 − BL2
conserve le déterminant.

∀ q ∈ N∗,
∣

∣

∣

∣

A B
0 Iq

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

A 0
0 Iq

∣

∣

∣

∣

= det(A)

75.2
(

A C
0 D

)

=

(

Ip 0
0 D

)(

Ip C
0 In−p

)(

A 0
0 In−p

)

75.3 ➙ Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le pro-
duit des déterminants de ses blocs diagonaux.

Entraînement

76. Questions pour réfléchir
1. Si F est un sous-espace de dimension finie, alors u∗(F) est

un sous-espace de dimension finie et

dim
[

u∗(F)
]

6 dim F.

Dans quel cas u∗(F) et F ont-ils même dimension ?
2. Un endomorphisme f ∈ L(E) commute à un projecteur p

si, et seulement si, les sous-espaces Im p et Ker p sont stables par
f .

3. Si le sous-espace F est stable par u et par v, alors F est
stable par le crochet de Lie [u, v] = u ◦ v− v ◦ u.

4. Soit u ∈ L(E).
4.a Condition pour qu’il existe une application v : F → F telle

que
∀ x ∈ F, v(x) = u(x).

4.b Si une telle application v est définie, alors c’est un endo-
morphisme de F.

5. Comparer u, sa restriction u|F à F et l’endomorphisme uF

induit par restriction à F.
6. Un sous-espace stable par u2 est-il stable par u ? (Considérer

une rotation ou une symétrie.)
7. Soit B = (ek)16k6n, une base de E et M, la matrice de

u relative à la base B. Condition sur M pour que le sous-espace
F = Vect(e1, . . . , er) soit stable par u.

8. On suppose que E = Im u⊕Ker u. Quelle est la forme de
la matrice de u dans une base adaptée à cette décomposition de
E ?

9. Condition pour qu’une matrice diagonale par blocs soit dia-
gonale.

10. La matrice de passage d’une base B1 à une base B2 est
diagonale par blocs si, et seulement si, ces deux bases sont adaptées
à une même décomposition en somme directe.

11. Les projections, les symétries, les affinités et les rotations
peuvent être représentées par des matrices diagonales par blocs.

12. Décrire le noyau et l’image de Diag(A1, . . . , An) en fonction
des noyaux et des images des blocs A1, . . ., An. →[83]

13. Condition pour qu’une matrice triangulaire par blocs soit
triangulaire ?
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77. Soient a, b et c, trois scalaires. On pose

M =





A 0 0
0 B 0
0 0 C





où

A = (a) , B =

(

b 1
0 b

)

, C =





c 0 0
1 c 0
0 1 c



 .

Calculer (M− aI6)(M− bI6)
2(M− cI6)

3.
78. 132-1137
Soient A ∈Mn(K) et α, β, γ, trois scalaires. Le déterminant de la
matrice

B =

(

αA βA
γA 0n

)

est égal à (−βγ)n(det A)2.
79. Si le noyau et l’image de A ∈ Mn(K) sont en somme
directe, alors A est semblable à une matrice de la forme

(

A′ 0
0 0

)

,

où A′ est une matrice inversible.
80. Soient A, B, C, D dans Mn(K). On suppose que D est
inversible et que les matrices C et D commutent.

1. Les matrices

M =

(

A B
C D

)

et
(

A− BD−1C B
0n D

)

sont équivalentes.
2. Le déterminant de M est égal à det(AD− BC).

81. Suite de [18] –
81.1 Déduire de [18] que det(AB − λIn) = det(BA − λIn)
pour tout scalaire λ non nul.
81.2 On suppose que la matrice A est inversible.
On applique d’une part la transvection C1 ← C1−C2B et d’autre
part les opérations de pivot suivantes à la matrice U :

L1 ← A−1L1, L1 ← L1 − L2, C1 ← C1 A.

Alors

∀ λ ∈ K,
∣

∣

∣

∣

λIn − AB A
0n In

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

λIn − BA 0n
BA In

∣

∣

∣

∣

.

82. Soient A ∈M3,2(K) et B ∈M2,3(K), telles que

AB =





1 0 0
0 1 0
0 0 0



 .

1. Le rang de A et le rang de B sont égaux à 2.
2. On écrit A et B par blocs :

A =

(

A0
L3

)

, B = (B0 C3)

où A0 et B0 appartiennent à M2(R).
2.a Quelles sont les tailles des blocs L3 et C3 ?
2.b Les matrices A0 et B0 sont inversibles.
2.c Le produit BA est égal à I2.

83. On suppose que E admet une décomposition en somme
directe

E =
r

⊕

k=1

Ek

où les sous-espaces Ek sont tous stables par u. Pour 1 6 k 6 r, on
note uk, l’endomorphisme de Ek induit par restriction de u.

1. Les sous-espaces Im uk sont-ils en somme directe? Leur
somme est-elle égale à E ?

2. Le noyau de u admet une décomposition en somme di-
recte :

Ker u =
r

⊕

k=1

Ker uk.

Condition pour que l’application u soit injective?
84. Soit A ∈Mn(K).

1. Si P ∈ K[X] est un polynôme annulateur de

B =

(

In 0n
A A

)

,

alors P(1) = 0 et P(A) = 0n .

2. Les matrices B− I2n et
(

0n 0n
0n In

)

ont même rang. En dé-

duire une base de l’image de (B− I2n).
85. Soient A, B, C, D dans Mn(K) et

M0 =

(

A C
0n B

)

et Q =

(

In D
0n In

)

.

La matrice Q est inversible et

Q−1M0Q =

(

A AD− DB + C
0n B

)

.

Si l’application [M 7→ AM−MB] est injective, alors la matrice
M0 est semblable à Diag(A, B).
86. On suppose que A ∈ Mn(R) est une matrice diagonale
dont les coefficients diagonaux sont tous strictement positifs et
que B = Mn,m(R).

1. La matrice

M =

(

A B
B⊤ 0

)

est symétrique et

det M = det A. det(−B⊤.A−1.B).

2. Si le rang du bloc B est égal à m, alors le noyau de la ma-
trice B⊤.A−1.B est réduit à la colonne nulle et la matrice M est
inversible.
87.1 On suppose que les matrices Q1, . . ., Qd sont inversibles.
Alors la matrice diagonale par blocs

Q = Diag(Q1, . . . , Qd)

est inversible et

Q−1 = Diag(Q−1
1 , . . . , Q−1

d ).

87.2 On considère une matrice triangulaire par blocs :

A =



















A1 ⋆ ⋆

0

❂

❂

❂

❂

❂

❂

❂

❂

❂

A2

⋆

0 0 An



















où chaque bloc diagonal est semblable à une matrice triangulaire.
Alors la matrice A est elle aussi semblable à une matrice triangu-
laire.
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QUESTIONS, EXERCICES & PROBLÈMES

Questions, exercices & problèmes

88. Soit E, un espace vectoriel réel de dimension d. On consi-
dère un endomorphisme f de E tel que f 2 = − IE.

1. Pour tout vecteur a 6= 0E, le sous-espace

F(a) = Vect(a, f (a))

est un plan stable par f .
2. La matrice relative à Ba =

(

a, f (a)
)

de l’endomorphisme
fa ∈ L

(

F(a)
)

induit par restriction de f au sous-espace F(a) est
la matrice

A =

(

0 −1
1 0

)

.

3. Pour tout vecteur x 6= 0E dans F(a), on a F(x) = F(a).
4. On suppose connus k vecteurs a1, . . ., ak de E tels que

Ek
déf.
=

k
⊕

i=1

F(ai)

soit strictement contenu dans E. Alors, pour tout x ∈ E \ Ek,

F(x)⊕ Ek ⊂ E.

5. En déduire que la dimension de E est paire puis que, dans
une base de E bien choisie, la matrice de f est de la forme

Diag(A, A, . . . , A),

où la matrice A a été définie en [2].
89. Endomorphismes de trace nulle et crochet de Lie

1. Quelles que soient les matrices A et B de Mn(K), la trace
de [A, B] = AB− BA est nulle.

2. Soit u ∈ L(E), un endomorphisme de trace nulle.
2.a Que dire d’une homothétie de trace nulle?
2.b Si u n’est pas une homothétie, alors [9.66] il existe un vec-

teur x1 ∈ E tel que le couple
(

x1, u(x1)
)

soit une famille libre et
une base de E dans laquelle la matrice de u est égale à















0 ⋆ ⋆

1

0 N1

0















où N1 ∈Mn−1(R) est une matrice de trace nulle.
3. Toute matrice de trace nulle est semblable à une matrice

dont tous les coefficients diagonaux sont nuls.
4. Soient Dn = Diag(1, 2, 3, . . . , n) et Φ, l’endomorphisme

de Mn(C) défini par

∀ M ∈Mn(C), Φ(M) = MDn − Dn M.

Le noyau de Φ est le sous-espace des matrices diagonales et son
image est le sous-espace des matrices dont tous les coefficients
diagonaux sont nuls.

5. Soit u ∈ L(E). La trace de u est nulle si, et seulement si, il
existe deux endomorphismes v et w de E tels que

u = v ◦w− w ◦ v.

90. Soient f1, . . ., fn, des fonctions de I ⊂ R dans R.
1. On suppose qu’il existe x1, . . ., xn dans I tels que

det
(

fi(xj)
)

16i,j6n
6= 0.

Alors la famille ( fi)16i6n est libre dans A (I,R).

2. Pour tout entier 1 6 k 6 n, on pose

Wk(x1, . . . , xk) =
(

fi(xj)
)

16i,j6k
∈Mk(R).

2.a S’il existe x1, . . ., xk−1 dans I tels que la matrice

Wk−1(x1, . . . , xk−1)

soit inversible et que

∀ xk ∈ I, det
(

fi(xj)
)

16i,j6k
= 0,

alors, pour tout x ∈ I, la k-ième ligne de la matrice

Wk(x1, . . . , xk−1, x)

est une combinaison linéaire des (k− 1) premières lignes de cette
matrice et la famille ( f1, . . . , fk) est liée dans A (I,R).

2.b Par récurrence, si ( f1, . . . , fn) est une famille libre dans
A (I,R), alors il existe x1, . . ., xn dans I tels que

det Wn(x1, . . . , xn) 6= 0.

3. Condition pour que A (I,R) soit un espace de dimension
finie? Dimension de A (I,R) dans ce cas?
91. Espace vectoriel quotient
Soient E, un espace vectoriel surK et F, un sous-espace vectoriel
de E. Pour tout x ∈ E, on note

π(x) = x + F =
{

x + t, t ∈ F
}

.

L’ensemble π(x) est un sous-espace affine de E.
91.1 ✍ On note

E/F =
{

π(x), x ∈ E
}

,

le quotient de E par F.
91.2 Quels que soient x et y dans E,

π(x) = π(y) ⇐⇒ x− y ∈ F.

La relation binaire définie par

x R y ⇐⇒ π(x) = π(y)

est une relation d’équivalence et l’ensemble quotient E/F est l’en-
semble des classes d’équivalence de cette relation.
91.3 ✍ Soient u et v dans E/F. Il existe deux vecteurs x et y dans E tels
que u = π(x) et v = π(y). On pose alors

u⊕ v = π(x + y)

et, pour tout scalaire α ∈ K,

α⊙ u = π(α · x).

91.4 Les opérations

⊕ : E/F× E/F → E/F et ⊙ : K× E/F→ E/F

sont bien définies.
91.5 ➙ Muni des opérations ⊕ et ⊙, l’ensemble E/F est un espace vec-
toriel surK, dit espace quotient de E par F.
91.6 ➙ L’application π : E→ E/F est une application linéaire surjec-
tive et son noyau est égal au sous-espace F.
91.7 Soit B, une base de E adaptée à F : une telle base est obte-
nue par concaténation d’une base BF = (ek)16k6r de F et d’une
base BG = (ek)r<k6d d’un supplémentaire G de F dans E.
L’image par π de la famille BG :

C =
{

π(er+1), . . . , π(ed)
}

est une base de E/F.
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91.8 On suppose que le sous-espace F est stable par un endo-
morphisme f de E.

1. La matrice de f relative à la base B est triangulaire par
blocs.

MatB( f ) =

(

A B
0 C

)

2. Il existe une, et une seule, application

ϕ : E/F → E/F

telle que
∀ x ∈ E, ϕ ◦ π(x) = π ◦ f (x)

et cette application est linéaire.
3. Le bloc diagonal C est la matrice de ϕ relative à la base C .
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