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Algebre linéaire

Exercice 1 01-01

Exercice 5 01-05

1. Une combinaison linéaire de fonctions continues est
une fonction continue, donc la famille (1(q, oof) est
libre.

2.  Une combinaison linéaire de fonctions dérivables est
dérivable, donc la famille ([t — |t —al]) c, est libre.

3. Il arrive qu’on puisse, par dérivation ou par compa-
raison des ordres de grandeur, déduire d’'une relation de
liaison non triviale une autre relation de liaison sur un
plus petit nombre de vecteurs.

3.a. Lafamille ([t — exp(at)]) e estlibre.

3.b. La famille ([t — cos(at)])(1
3.c.

acR

R, est libre.

La famille ([n — q™]) qer oSt libre.

01-02

1. Le sous-espace des polynomes qui admettent O et 1
pour racines est un sous-espace de codimension 2 dans
K[X].

2. Lespace K[X?] des polyndmes pairs n’est pas un
sous-espace de codimension finie dans IK[X].

3. L'espace co(IR) des suites de limite nulle est un sous-
espace de codimension finie de 1’espace c(IR) des suites
réelles convergentes.

4. L’espace c(R) des suites réelles convergentes n’est pas
un sous-espace de codimension finie dans 1'espace ©°(R)
des suites réelles.

Exercice 2

01-03

On suppose connue une décomposition en somme di-

rectede E :
E=PE:

iel

Exercice 3

ot1 ’ensemble d’indices I est fini.
Pour tout i € I, la projection p; sur E; parallelement

au sous-espace
Fi=EPE,
j#t
est bien définie. Cet endomorphisme de E vérifie :

Imp; =Ey, Kerp; = F;.

Exercice 4 01-04

Les sous-espaces vectoriels
£y :VeCt(“»O)1>O))“»0)71)0)))
E, =R-(0,1,0,3) et E;=TR-(1,2,1,1)

définissent une décomposition de E = R* en somme di-
recte.
Pour tout x = (x1,%2,%3,X4) € R*,

(X) X2 + 2x4 3x2 — x4
P2 =g 5

et la matrice de p; relative a la base canonique est

'(0)1)0)3)) P3(X): (1)2>1)”

5 -3 0 1
1lo o o0 o0
Pr=slo0 3 5 1
0 0 0 0

Soient E, un espace vectoriel et f, un endomorphisme
de E. On suppose qu’il existe un vecteur xo € E tel que la
famille

(XO» f(XO)y ceey fn_1 (XO))

soit une base de E et on note %, I'ensemble des endomor-
phismes g de E qui commutent a f :

geEE & fog=gof.

1. La dimension de E est égale a nn et le rang de f est
supérieur a (n — 1).
2. Si g € ¥, alors il existe une famille de scalaires
(o) ogk<n telle que

n—1
glxo) = Z ot - F5(x0)
k=0

et, pour tout vecteur x de E,
n—1
glx) = Z o - F4(x).
k=0

Le commutant ¢ de f est égal a Vectyk (Ig,f,...,f* 1),
c’est-a-dire au sous-espace K[f] des polynomes en f.

3. Donner un exemple d'un tel endomorphisme f dont
le rang soit égal a (n — 1).

01-06

Soient H; et H, deux hyperplans d"un espace vecto-
riel E.
1. SiH;j C Hy, alors les deux hyperplans H; et H; sont
égaux.
2. Soient ¢ et 1, deux formes linéaires (non identique-
ment nulles) qui ne sont pas proportionnelles. Alors il
existe deux vecteurs u et v de E tels que

Exercice 6

e(u)=nv)=1 et

3. Soient ¢ et 1, deux formes linéaires sur E. L'applica-
tion
¢ =[x,y) = elx)nly)]

est une forme bilinéaire sur E. Elle est symétrique :
Y (x,y) € ExE,

si, et seulement si, les formes linéaires ¢ et 1 sont propor-
tionnelles.

01-07

Soient (@i )1<k<r, une famille de formes linéaires sur
Eetu e L(E,K"), I'application définie par

Exercice 7

Vx€E, U(X):((D1(X),...,(PT(X)).

1. Si la famille (@y)1<k<r est libre, alors il existe une
base (e1,...,en) de E telle que

Keru = Vect(e;11,...,€n)



Algebre linéaire

et u est surjective.
2. Sila famille (@y)i<kgr est liée, alors il existe une
forme linéaire non nulle

Y=1[(y1y...,yr) = a1ys + -+ + ary,]

telle que Imu C KerV¥. Que peut-on en déduire si u est
surjective?

Exercice 8 01-07b

Soient ¢, ..., £n,, des formes linéaires sur E.
1. La famille (ex)1<kgn est libre si, et seulement si, ’ap-
plication

o =[x (e1(x),...,en(x))] : E K"

est surjective.

2. La famille (ex)1<kgn est libre si, et seulement si, il

existe une famille (xy )1 <k<n de vecteurs de E telle que
V1 <i,j<n, Si(Xj):éi‘j.

01-08

., fn, des formes linéaires sur E, espace de

Exercice 9

Soient fq, ..
dimension n.

Si l'espace vectoriel V des solutions du systeme li-
néaire homogene

{fx(x)=0, T<k<n}

n'est pas réduit au vecteur nul, alors la famille % =
(f1,...,Tn) estliée dans E*.
01-09

Onsupposeque E=F; &F, =G1 ¢ G, queF; C G,
etque Gy C Fo. AlorsE=F; @ G1 & (F2 N G2).

Exercice 10

01-10

Soit E, un espace vectoriel (de dimension quelconque)
admetttant deux décompositions en somme directe :

Exercice 11

E=E1@ - ©Ba=F @ - ®Fa.
On peut identifier les sous-espaces deux a deux :
V1<igd,
si, et seulement si, E; C F; pour tout 1 <1i < d.

01-11

1. Soient u et v, deux vecteurs linéairement indépen-
dants de E, espace vectoriel réel de dimension finie.
1.a. I existe deux formes linéaires @ et \ sur E telles

que
eu) =1 Pu) =0
{ o) 0 et { 1

Exercice 12

1.b. Il existe une forme linéaire 6 sur E qui telle que

B(v) <0< 0(u).

On dit que I'hyperplan Ker 0 sépare les vecteurs u et v.

2. Soient f et g, deux applications continues de [a, b]
dans R, non proportionnelles. On considere les formes li-
néaires sur E = ¢°([a, b], R) définies par

b b

Vh e, (pf(h):J f(t)h(t)dt et (pg(h):J

a a

2.a. Les formes linéaires ¢ et ¢4 ne sont pas propor-
tionnelles.
2.b. Il existe une forme linéaire 0 sur E telle que

0(g) <0< 0(f).

Exercice 13 jb25S1-a

Soient E, un espace de dimension finie, égale a d €
IN*, et (pi)1<k<r, une famille d’'endomorphismes de E. On

suppose que
.
Z Pr =1l
k=1

et que

T
Z rgpx =d =dimE.
k=1
1. Vérifier que les sous-espaces Impy, 1 < k < 1, sont en
somme directe.
2. En déduire que les endomorphismes px, 1 < k <,
sont des projecteurs.

vt25S1-a

Soient E, un espace vectoriel de dimension finie; F et
G, deux sous-espaces vectoriels de E. Condition nécessaire
et suffisante pour qu'il existe un endomorphisme u € L(E)
tel que Imu =FetKeru=G?

Exercice 14

vt2551-b

Soient E et F, deux espaces vectoriels de dimension fi-
nie. Démontrer que toute application linéaire u € L(E,F)
de rang r peut se décomposer en une somme de r applica-
tions linéaires de rang 1.

Exercice 15

vt25S1-c

Soit E, un espace vectoriel de dimension finie.
1. Soient aetb, deux vecteurs de E. On suppose que a #
Og. Démontrer qu'il existe un endomorphisme u € L(E) tel
que u(a) =b.
2. Soient f et g, deux endomorphismes de E. On suppose
que

Exercice 16

YueL(E), fouog=we.

Démontrer que f = we ou g = we.

g(th(t)dt.
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Exercice 17 02-01

Soit u, 'endomorphisme de E = R3 représenté dans
la base canonique par la matrice

1 3 -3
A=10 2 -1
0 0 1

1. Lesous-espace G = [x — 3y + 2z = (] est stable par u.
La droite F =R - (0, 1, 1) est stable par u. Les sous-espaces
F et G sont supplémentaires dans E.

2. Soit (ez, e3), une base de G. Il existe un vecteur e; € E
tel que € = (e, ey, e3) soit une base de E pour laquelle

100
Maty(w) = [0 * x
0 * =

On peut choisir les vecteurs e; et e3 de telle sorte que la
matrice Maty (u) soit triangulaire.

02-02

1. Soit u € GL(E). Si F est un sous-espace de dimension
finie de E qui est stable par u, alors ur € GL(F). De plus,
le sous-espace F est stable par u ™' et

Exercice 18

(W )r = (up) .
2. Il existe un automorphisme u de £ = K[X] qui stabi-
lise le sous-espace F = K[X?] tel que 'endomorphisme de

F induit par restriction de u ne soit pas un automorphisme
deF.

02-05

SiA = (aij)icijen € Mn(C) est une matrice a dia-
gonale fortement dominante :

Z lai;l <laigil,

1<<n
AL

Exercice 19

vi<ign,

alors elle est inversible.

Exercice 20 02-06

Soit A € GLy, (KK).

Sidet A = 1, alors il existe des matrices de transvec-
tions (Px)1<kgn telles que

A =PiPy---Py.

Dans le cas général, il existe des matrices de transvections
(Px)1<k<n et une matrice de dilatation D telles que

A =PP;---PND.

Exercice 21 02-07

Soient A € M, (K) et
A A
s (A A):
Calculer B* pour tout k € N.

1.
2. Onsuppose qu'un polyndme P € K[X] vérifie P(A) =
0. Expliciter un polynéme Q € KI[X] tel que Q(B) = 0.

Exercice 22 pg23Sl-a

Soit A € M, (R). Démontrer que les deux proposi-
tions suivantes sont équivalentes.
— La matrice A n’est pas inversible.
— 11 existe une matrice B € 9, (IR) non nulle telle
que AB = BA =0,.

Exercice 23 pg23S1-b

Soient n, un entier supérieur a 2, et a, b, deux réels
distincts. Démontrer qu’il existe une, et une seule, forme
linéaire @ sur E = R, [X] telle que ¢(1) =1, ¢(X) =0
et que @(P) = 0 pour tout polynéme P € E tel que
P(a) =P(b) =0.

(On considérera une base de E échelonnée en degré adaptée
al'énoncé.)

Exercice 24 pg23S1-c

Soient p et ¢, deux projecteurs d'un espace vectoriel
E. On suppose que p et ¢ commutent:poq=qop.
1. Démontrer que r = p o ¢ est un projecteur.
2. Déterminer le noyau et 'image de r en fonction de p
et q.
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Exercice 25 rms130-768

Soient E, un espace vectoriel sur K et f, un endomorphisme de E.
1. Pour tout endomorphisme g € L(E) tel que fo g = g o f, les sous-espaces vectoriels Ker f et Im f sont stables par g.
2. Soitp € L(E), un projecteur. Démontrer que p et f commutent si, et seulement si, Im p et Ker p sont stables par f.

Exercice 26 rms132-1142

Soit A € M, (K). La dimension du noyau de la matrice

0n A
= (% )
est égale a 2 dim Ker A. Calculer B2

Exercice 27 rms132-1145

Soient A et B, deux matrices de M, (C) qui commutent : AB = BA. On considere la matrice

M= @ E) € My (C).

1. Pour P € C[X], exprimer P(M) en fonction de P(A), P'(A) et B.
2. Démontrer que M est diagonalisable si, et seulement si, A est diagonalisable et B = 0.

Exercice 28 rms132-1152

Soient C € My, 1 (R) et
1 —CT
M = € Mu1(R).

c I

1. Calculer MT.M. En déduire que M est inversible.
2. Démontrer que la matrice M~'M T est orthogonale.



ALGEBRE LINEAIRE (SOLUTIONS)

Solution 1 01-01

1. DPour tout a € IR, on note f, la fonction 114 . (fonction de Heavyside).
@ On travaille donc dans I’espace vectoriel &7 (IR, R) des applications de R dans RR.

#y D’apres le cours, la famille (fo) aer est libre si, et seulement si, pour tout entier n € IN*, toute sous-famille de n fonctions
(fay;yfayye-vyfa,)
est libre.
a Fixons un entier n € IN* et choisissons n réels quelconques :
a;<ay<---<dan.

Partons d’une relation de liaison entre les fonctions fq, : supposons qu’il existe n scalaires A1, ..., Ay, tels que

n

Mo, = O0w/(R,R)-
1

k=
On a donc
Vi<k<n, Afo, = Y (“Afa,. (%)
1<i<n
£k

Chaque fonction f, est continue sur R \ {a;} et discontinue au point a; (la limite a gauche en a; est nulle alors que
la limite a droite en a; est égale a 1).

Le second membre de I'égalité (x) est donc une fonction continue au point ay, en tant que combinaison linéaire de
fonctions qui sont toutes continues en ay (la fonction f,, est discontinue en a,, donc elle est continue en ay # ay).

Le premier membre de (x) est donc une fonction continue au point ay également. Comme f,, n’est pas continue en
ay, la seule possibilité est donc que A = 0.

On a ainsi démontré que la sous-famille (fq, )1<k<n était libre.

Cela vaut pour toute sous-famille finie de (fq)acr (quel que soit le nombre d’éléments de cette famille), donc la
famille (fq)acr est libre.
2. On utilise la méme méthode en considérant cette fois les fonctions définies par

VaeR,VteR, fq(t)=t—al|

Comme précédemment, on arrive a la relation (x).

Cette fois, chaque fonction f,, est dérivable en tout point de R sauf en t = a;. Le second membre de (x) est donc
dérivable au point t = ay (en tant que combinaison linéaire de fonctions dérivables en ce point). Par conséquent, le
premier membre de (x) est lui aussi dérivable en t = ay et comme la fonction f,, n’est pas dérivable en ce point, il faut
que A = 0.

On conclut comme plus haut.

3.a. On commence toujours de la méme maniere, en considérant les fonctions définies par

VaeC,VteR, fq(t)=exp(at)

et on arrive une nouvelle fois a la relation

VteR, ) Afa,(t)=0. (1)
k=1

Comme les fonctions fq, sont indéfiniment dérivables, on peut dériver cette relation :

n n
VpeN* VteR, Z Akffﬁ{)(t) = Z Akal exp(axt) =0
k=1 k=1
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et comme ces relations sont établies pour tout t € R, on peut par exemple choisir t =0:

n
VpeN, > afAc=0.
k=1

(L"équation pour p = 0 découle de (t) avect =0.)
On reconnait ici un systeme homogene de Vandermonde associé aux scalaires ay, ..., a, qui sont deux a deux distincts.
Il s’agit donc d’un systéeme de Cramer et son unique solution est donc connue :

Al = =Ap =0.

On conclut une nouvelle fois de la méme maniere.
3.b. On commence toujours de la méme maniere, en considérant les fonctions définies par

VaeC,VteR, fq(t)=cosat

et on arrive une nouvelle fois a la relation () ot les ax sont des réels positifs deux a deux distincts.
Les fonctions f, sont encore indéfiniment dérivables mais il faut dériver un nombre pair de fois pour obtenir une
relation exploitable :

n n
VpeN*", VteR, 0= Z )\kfgzkp](t) = Z )\k(—1)paip cos ait
k=1 k=1
et on conclut comme plus haut en évaluantent =0
n
VpeN, Z(fai)p?\k =0.
k=1

1l s’agit a nouveau d’un systéme homogene de Vandermonde, associé aux scalaires —a#, ..., —aZ qui sont deux a deux

distincts (puisque les ay sont des réels positifs deux a deux distincts).
3.c.

# On considere cette fois des fonctions dont la variable est notée n — autrement dit, nos vecteurs sont ici des suites : nous allons
travailler dans I'espace E = RN des suites réelles et, pour tout q € R, nous noterons gq, la suite géométrique de raison q € R.
Bien entendu, la méthode est toujours la méme : on considere une famille finie de parametres qy deux a deux distincts. On
choisit donc un entier N € IN* et des réels q1, q2, ..., qn deux a deux distincts et tels que

Igil < lqaf < - < gnl.

@ Comme les qy sont deux a deux distincts, si |qi| = |qw+1l, alors il faut que qx = —qx41-
Dans cette succession d’inégalités larges, il ne peut pas y avoir deux égalités consécutives.
Si on se restreignait aux parametres q € Ry (au lieu de q € R), on pourrait supposer que 0 < q1 < q2 < --- < qn-

On suppose comme d’habitude qu’il existe des scalaires (réels) Ay, ..., AN tels que

N
Z Mc9qi = O
k=1

(ot1 le second membre désigne la suite nulle), c’est-a-dire

N
VneN, Y Mgy =0 1)

k=1

et, comme toujours, nous cherchons a démontrer que tous les réels Ay sont nuls.
Premiére méthode - par récurrence
Initialisation. Si N = 1, la relation (I) se réduit a

YneN, Aql=0.

En particulier, pour n =0, il reste A; = 0.
HR. On suppose qu’il existe un entier N > 1 pour lequel la propriété () implique que les scalaires A1, ..., Ay soient
tous nuls.

Hérédité. On suppose que
N1

VneN, ) Agqp=0. ()
k=1

On sait que 0 < [q1| < -+ < |qn+1] et que les qi sont deux & deux distincts. Comme N > 1,ona N > 2, donc :
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— siqr =0,alors qn1 # O0etlqni1l > 0;
— siqi #0,alors [qn1| = [g1] > 0.
On peut donc diviser la somme par un terme prépondérant :

N
VneN, [Zxk( L ) ]+>\N+1=o. #)
k=1

qN+1

— Premier cas. — Si [qn| < |qn-1], alors

‘qk

V1<k<N,
dN+1

| <1

et par conséquent

mn
V1<k<N, nlirfmxk(q:‘;1) —o.

On déduit alors de (#) que An1 = 0 (en faisant tendre n vers +o0), puis de (&) que

N

VneN, ) Agp=0,
k=1

ce qui permet de conclure en invoquant I'Hypothese de récurrence.
— Deuxiéme cas. — Si |qn| = [qn+1], alors qn+1 = —qgn et

V1I<k<N, |qkl <Ilqnl.

# On ne peut plus passer a la limite dans (#) puis qu’on vient de faire apparaitre la suite de terme général (—1)™, qui est
divergente.
Qu’a cela ne tienne, nous allons recourir aux ordres de grandeur !

Lorsque n tend vers 400, on déduit de (M) que

ANt + (=1)"AN +0o(1) = 0.

n—-+4oo

On en déduit que
AN+T FAN =Ans1 — AN =0

et donc que An41 = AN

#y On fait tendre n vers 400 en se restreignant d’abord aux valeurs paires de n, puis aux valeurs impaires de n.
On ne peut pas passer a la limite quand une suite diverge. Mais sil existe des suites extraites convergentes, on peut passer a la
limite sur ces suites extraites.

Comme dans le premier cas, on déduit alors de (&) que

N
VneN, ) Mgy =0,
k=1

ce qui permet encore de conclure en invoquant I'Hypotheése de récurrence.
# Attention a ne pas rater la dernieére marche! Le raisonnement sur les ordres de grandeur pourrait nous inciter a écrire que

N—1

VneN, Y Aqp=0
k=1

(puisque AN et AN41 sont nuls), mais nous ne pourrions pas appliquer notre hypothese de récurrence...
On pourrait s’en tirer au moyen d'une hypothese de récurrence forte — mais j'ai préféré “oublier” 'information ANy = 0.

Autre méthode
Nous allons raisonner par ’absurde, ce qui nous évitera de raisonner par récurrence.

Nous repartons de (}) :
N

VneN, )Y Mgy =0
k=1
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toujours en supposant que

lq1] < fqzl < -+ < lanl

<
et en supposant en outre qu’il existe au moins un indice 1 < k < N tel que Ax # 0.

# On suppose donc que la famille (gq, )1<k<N est une famille liée et nous cherchons a en déduire une contradiction.

D’apres notre hypothese, I’ensemble
O={1<k<N: A #0}

est une partie finie non vide de N, donc 'ensemble () admet un plus grand élément que nous noterons m.
Par définition du plus grand élément, m € Q et k ¢ Q pour tout m < k < N, donc

An#0 et Appi=--=An=0
ce qui permet de simplifier la relation (1) :

m
VneN, ) Mgy =0.
k=1
Premier cas. Si qm = 0, alors m = 1 et pour n = 0, il reste A} = A, = 0, ce qui contredit la définition de l'indice m.
Deuxiéme cas. Si |qm| > |qm—1l, alors on peut diviser par qq, :

VneN, mzlxk(qk)nmm ~0
k=1 qm

et comme |9x/q,.| < 1 pour tout 1 < k < m, on peut faire tendre n vers +oo : il reste A,, = 0, ce qui contredit la définition
de l'indice m.
Troisieme cas. Si |qm| = |qm—1l, alors on peut diviser par qn, :

m—2
n
vneN, Y Ak(%) F A1 (1) 4 A = O.
k=1 qm
On en déduit que
Am—1 (=1 —— —An
n—-+oo

(puisque tous les quotients sont strictement inférieurs a 1 en module). Comme la suite de terme général (—1)™ est di-
vergente, on en déduit que A,,_; = 0 et donc que A,;, = 0. Dans ce dernier cas aussi, la définition de I'indice m est
contredite.

Conclusion. En supposant que 'ensemble Q n’était pas vide, nous sommes arrivés a une contradiction. On en
déduit que Q = &, donc que

VIKKkSN, Ac=0

et donc que toute sous-famille finie de la famille (g4)qer des suites géométriques est libre.

Solution 2 01-02

1. Un polynéme P € K[X] admet 0 et 1 pour racine si, et seulement si, il est divisible par X(X — 1). L'ensemble de ces
polynomes est donc le sous-espace vectoriel

F={X(X=1)Q, Q e KIX]}.

Comme le polyndme X(X — 1) n’est pas le polyndme nul, on peut diviser n'importe quel polynéme P € K[X] par
X(X —1) : il existe donc un unique couple (Q, R) de polynémes tels que

P=X(X—1)Q+R

avec degR < 2, c’est-a-dire R € R [X].
On a ainsi démontré que
KXl =Fp K;[X]

et en particulier que la codimension de F est égale a dim K [X] = 2.
2. Comme la base canonique (X*)ycn est une base de K[X] (1), le cours nous dit que

K[X] = Vect(X??, p € N) @ Vect(X*P*! p € N).
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On connait donc un supplémentaire de K[X?] = Vect(X?P, p € N) et ce supplémentaire est un sous-espace de dimension
infinie.

Donc le sous-espace IK[X?] des polyndmes pairs n’est pas un sous-espace de codimension finie.
3. Toute suite réelle convergente possede une, et une seule, limite réelle (par définition!). Il existe donc une application
L : ¢(R) — R définie par

Vu=(un)nen € c(R), Llu)= lim u,.
n—-+4oo

Par linéarité de la limite, cette application L est une forme linéaire sur c(IR) et le sous-espace co(R) des suites réelles de
limite nulle est le noyau de cette forme linéaire L.

La forme linéaire L n’est pas identiquement nulle (la limite de la suite constante égale a 1 n’est pas nulle), donc
co(R) est un hyperplan, c’est-a-dire un sous-espace de codimension 1.

# L' Astuce taupinale nous donne une décomposition simple d'une suite convergente comme somme d'une suite constante et
d’une suite de limite nulle.
VneN, up=Lu+ (un—L(u)

La droite vectorielle des suites constantes est donc un supplémentaire de I'hyperplan des suites de limite nulle dans 'espace des
suites convergentes.

Bien évidemment, ce n’est pas le seul supplémentaire possible, mais il est clair que c’est le plus simple de tous les supplémen-
taires possibles !

4. Pour tout entier k > 2, on note gy, la suite géométrique (k™ )nen (qui diverge vers +o0).

Supposons que le sous-espace c(R) des suites réelles convergentes admette un supplémentaire G et notons p (resp.
q), la projection sur c(RR) parallelement a G (resp. sur G parallelement a c(IR)).

Comme les suites gx sont d’ordres de grandeur différents et que toute suite convergente est bornée, la famille
(4(gx)) o est libre.

@ A rédiger! C'est déja un exercice un peu compliqué!
Attention! Comme toutes les projections distinctes de I'ldentité, I'application q n’est pas injective. La famille des suites
géométriques (g )vew est libre, mais cela ne suffit pas pour en déduire que son image (q (gk)) en o5t libre elle aussi.
Le sous-espace G contient donc une famille libre de cardinal infini, donc c’est un espace de dimension infinie.
Par conséquent, I’espace des suites convergentes n’est pas un sous-espace de codimension finie dans 1'espace (°(RR)
des suites réelles.

Solution 3 01-03
L'indice i € I est fixé.
@ Soit x € E. Par hypothese, il existe une famille (x;);c1 de vecteurs tels que

Viel, x;€k et x:Zx]—.
jel

En isolant le terme d’indice i, on en déduit que

X= X{ + X;
242
GE,‘ ]?'él

€F;

par définition du sous-espace F;.
On a ainsi démontré que E C E; + F; et en fait que E = E; + F; (puisque l'inclusion réciproque est évidente).
a Pour démontrer que la somme E; + F; est directe, considérons deux vecteurs x; € E; et y; € F; tels que

Xi +Yi = Og.
Par définition de F;, il existe une famille (x;);.; de vecteurs tels que
Vi#i, x €L et yi= ij'
jAi

On obtient ainsi

ZX]' ZOE

jel
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o1 x; € Ej pour tout j € I (que I'indice j soit différent de i ou égal a 1).
Comme les sous-espaces vectoriels (Ej)jer sont en somme directe, on en déduit que

vj el Xj:OE

et en particulier que x; = y; = Og. CQFD
@ On a ainsi démontré que
vViel, E=E ®F.

Solution 4 01-04

Les sous-espaces Eq, E; et E3 définissent une décomposition en somme directe de E si, et seulement si, pour tout vecteur
x € E, il existe un unique triplet
(u, wo,w) € E; x E5 x E3
tel que
X=Uu+v+w.

Or, par construction, on connait un vecteur directeur de E, (et donc une base de E;), un vecteur directeur de E3 (méme
remarque) et une famille génératrice de E;. Comme les deux vecteurs qui engendrent E; ne sont pas proportionnels,
ils sont linéairement indépendants et forment donc une base de E;. Par conséquent, les trois sous-espaces vectoriels

définissent une décomposition de E en somme directe si, et seulement si, pour tout vecteur x € E, il existe un unique
quadruplet («, B,v,8) € R* tel que

X:(X'(1)0»]»0)+B'(1)0)_1)0)+Y' (O>])0)3)+6(])2)]>”

=u =V =W

Cela revient a dire que les quatre vecteurs
(1,0,1,0), (1,0,=1,0), (0,1,0,3), (1,2,1,1)

forment une base de R* ou encore que la matrice

11 01
o 0 1 2
P=11 1 0
0 0 31
est inversible.
Comme les opérations de pivot conservent le rang,
120 0 020 O
001 0 001 o0
BP=T811 0 0 o |T®|1 00 o1
00 3 -5 00 0 =5

en effectuant d’abord C; «+— C, + Cy et C4 «— C4 — Cy —2C3, puis Ly « Ly — Lz et L4 « L4 —3L,.
On a ainsi démontré que les trois sous-espaces vectoriels définissaient bien une décomposition de E en somme
directe.
@ En particulier, il existe trois projections p1, p, et p3 associées a cette décomposition au sens ot
VX EE, x=pi(x)+pax) +pslx).
~—— —— ——

(S €k, €Es

Comme les sous-espaces sont en somme directe, la décomposition du vecteur x est unique, donc

P](X) :u:“'(])0a1»0)+ﬁ'(])0)_150))
pZ(X) =vV=y- (O>]>Oa3)>
p3(x)=w=25-(1,2,1,1).

Pour exprimer les projections p1, p2 et p3, il faut donc résoudre le systeme

«x+ p + 6 =x
Y+ 26 =x2
0(—[3 + 5:X3
3’Y+ 0 =x4
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d’inconnues «, 3, v et §, c’est-a-dire inverser la matrice P.

# ]l n'était pas nécessaire d’inverser P pour prouver que les trois sous-espaces vectoriels définissaient une décomposition de E en
somme directe. Il ne suffit pas de justifier que P est inversible quand on cherche a exprimer les projections associées a la décomposition
en somme directe. 1l est donc important de bien formuler le probleme a résoudre avant de se lancer dans les calculs...

On arrive apres quelques efforts a

5 —6 5 2
pi_1]5 0 5 0
wlo =2 o 4
0 6 0 -2
donc a
_ 5%1 — 6% + 5x3 + 2x4 B — 5x7 —5x3
*= 10 L
X2+ 2x4 5 3x2 — X4
B 5 75
etenfin a
5x7 — 6X3 + 5%3 + 2 5%; —5
pifx) = ZLTR IO T 1,0,1,0) + LT (1,0,-1,0)
:5X1_35X2+X4~(],0,0,O)—|—3X2+55X3+X4~(O,O,1,0)
—X2 + 2x
p2(x) = — 5 (0,1,0,3)
3x7 —x
p3x) = = (1,2,1,1).

La matrice de p; relative a la base canonique de R* est donc bien la matrice P;.

#o (Spécial paresseux) Du fait que E = E1 @ B, @ E3, on pouwait se contenter de calculer

5x1 — 3x2 + x4

1 0
PiX = g 3x2 +5%x3 + x4
0
(calcul matriciel sans difficulté) ; de vérifier ensuite que
5% —3 3 5
%’M-(LO,O,O)JrWIO,OJ,O)eE1 (facile)
— 2
% .(0,1,0,3) € E» (évident)
3"257_"4.(1,2,1,1) € E; (évident)
et de vérifier enfin que
X1 5%1 — 3x2 + x4 0 1
x2 | l 0 —x2+2x4 | 1 3 —x4 |2
x3 |~ 5| 3% +5%x3+x4 5 0 5 1
X4 0 3 1

(pas drole a cause des fractions, mais sans vraie difficulté) pour conclure que les expressions de I'énoncé donnait une décomposition
de x dans la somme directe E1 @ B2 @ E3. Comme cette décomposition est unique (somme directe!), on peut en déduire que cette
décomposition est la décomposition cherchée et qu’il s’agit donc des trois projections cherchées.

(C’est toujours plus facile quand la réponse est donnée dans I'énoncé!)

Solution 5 01-05

1. Comme la famille

By = (XO»f(XO)) .. wfni] (XO))

de cardinal n est une base de E, la dimension de E est égale a n.
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Comme la famille
(f(x0), ..., " ' (x0))

est une famille libre (en tant que sous-famille d’une famille libre) de cardinal (n — 1) de vecteurs de Im f, alors le rang
de f est au moins égal a (n — 1). (On verra plus loin qu’il peut étre égala (n —1).)
2. Onsait que tout polyndme en f commute a f, donc

Vecty (Ig, f,...,f" 1) c K[f] C %. (1)

Réciproquement, soit g € €. Comme g(xo) est un vecteur de E, il existe des scalaires (o )ogk<n tels que

n—1
g(xo) =) auc - f¥(xo).
k=0

On en déduit que, pour tout 1 <i<n,

n—1
g(f'(x0)) =f*(g(x0)) = Z o - T (xo)
k=0

n—1
= (Z Q- fk) (f*(x0))-
k=0
Par conséquent, g et
n—1
P(f)=) oy -f*
k=0

sont deux endomorphismes de E qui coincident sur la base % : ils sont donc égaux sur E, ce qui signifie que

n—1
g= Z xy - 5 € Vectk (Ig, fy ..., 1)
k=0
et donc que
¢ c Vectk (Ig, f, ..., f* 1) c K[f]. ()
De (1) et (2) on déduit que
€ = Vecty (Ig, f, ..., " 1) = K[f]. (3)

D’apres (3), dim ¢ = dim K[f] = n.

# Dans le cas f = g, le sous-espace K[f] est aussi petit que possible (de dimension 1) tandis que € est aussi grand que possible
(¢ =L(E)).
Dans le cas d’un endomorphisme cyclique, on est en quelque sorte aux antipodes puisque I'égalité KK[f] = € signifie que € est
aussi petit que possible : seuls les polyndmes en f commutent a !

3. Sif estnilpotent d’indice n, alors f*~! # w, donc il existe un vecteur x, tel que f™~ ' (xo) # O¢.
Si la famille
%O = (XO» f(XO)) ceey fni] (XO))

est liée, alors il existe une famille (xy)ogk<n de scalaires non tous nuls tels que

n—1

Zock-fk(xo) :OE. (4)

k=0

Onnote 0 < ko < 1, le plus petit indice k tel que o # 0 : un tel indice existe puisque la famille ()0 < k < nn’est pas
identiquement nulle. Alors
no=n—ky—1>0

et on peut appliquer f™° a (4) :

> AMOMR(xo) o - FMOTR (ko) + Y o FOTR(x) = Ok
0<k=ko ko<k<n

par linéarité de f™°. Or, dans la derniére somme,

no+k>nog+ko=n—1,
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donc frotk = w et frotk(xy) = O, et il ne reste donc que
Oy - TR (xo) = O,
~ —
#0  =fn—T1(x0)#A0E

ce qui établit la contradiction cherchée.
Ainsi, la famille %, est une famille libre de cardinal n dans un espace vectoriel de dimension n : c’est une base.
@ Lerang d'un endomorphisme nilpotent d’indice n est égal a (n—1), ce qui prouve que le rang d"un endomorphisme
cyclique peut étre égala (n —1).

# Les endomorphismes nilpotents d’'indice n. ne sont pas les seuls endomorphismes cycliques. Si un endomorphisme posséde n
valeurs propres deux a deux distinctes et non nulles, alors c’est un endomorphisme cyclique dont le rang est égal a n.

Solution 6 01-06
1. Comme Hj est un hyperplan de E, alors il existe un vecteur ug # O tel que
E=H; K- up.

Supposons qu’il existe un vecteur u € H \ Hj. Il existe un vecteur v € H; et un scalaire o € K tels que

u=v+u«o-up
et comme u ¢ Hj, le scalaire « n’est pas nul. Par conséquent,

1 1
u=—(—v)+—-ueH
o o

(puisquev € H; C H, et u € H). On en déduit que
E=H oK -uy C Hy

et donc que H; = E, ce qui est absurde.
On a ainsi démontré que H, C H; et donc que Hy = Hj.

# On a ainsi (re)démontré que : si H est un hyperplan, alors
VvueE\H, E=HoK- u

(On aurait pu se contenter d’appliquer ce théoréme pour établir le résultat voulu.)

2. Comme les formes linéaires ¢ et 1 ne sont pas identiquement nulles, alors leurs noyaux
H; =Kere et H; =Kern
sont des hyperplans de E.
# On rappelle que : deux formes linéaires non identiquement nulles sont proportionnelles si, et seulement si, leurs noyaux sont

égaux.

Comme elles ne sont pas proportionnelles, les hyperplans H; et H, sont distincts. D’aprés la question précédente,
H; n’est pas contenu dans H; et, symétriquement, H, n’est pas contenu dans Hj. Ainsi, il existe deux vecteurs g et vo
tels que
e(vo) =n(uo) =0, efuo) #0 et mlvo) #0.
En posant
Uy et v= # - Vo,

n(vo)

on obtient deux vecteurs tels que
eu) =mv)=1 et g(v)=n(u)=0.

3. Il estclair que ¢ est une forme bilinéaire sur E.
@ 5iles formes ¢ et 1 (non identiquement nulles) sont proportionnelles, alors il existe un scalaire « tel que

Vx€eE, mnx)=oao-e(x)
et par conséquent, quels que soient x ety dans E,
e(xn(y) = o e(x)e(y)

et il est alors clair que la forme bilinéaire @ est symétrique.
@ Réciproquement, si ¢ et 1 ne sont pas proportionnelles, on déduit de la question précédente que

e(u,v) =efun(v) =1 #0=e(vn(u) = o(v,u).

La forme bilinéaire ¢ n’est donc pas symétrique.
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Solution 7 01-07

1. Onsait que I’'espace dual E* = L(E,K) a méme dimension que E.
@ 5ila famille (@i )1<k<r estlibre, alors (Théoréme de la base incomplete) il existe une base de E* de la forme

B = (@1, ey Qry @rilyenny On).
Considérons alors la base antéduale
B = (€1y...y€ry€r41y...,€n)
de #* :il s’agit de la base de E telle que
n
Vx €E, X:Z(Pk(x)'ek (%)
k=1
ou, c’est équivalent, telle que
n
VEEER, f=) fle) o (1)
k=1

a Si le vecteur x appartient au noyau de u, alors
Vi<k<r, o(x)=0
et donc N
X = Z @i (x) - ex € Vect(ex, T+1 <k <n).
k=r+1

Réciproquement, si x € Vect(ex, r+ 1 < k < n), alors il existe des scalaires A, 1, ..., Ay tels que

n
X = Z Ac-ex=0-e1+---4+0-e-+Ary1-€ 41+ -+An-€n.
k=r+1

Comme le vecteur x admet une seule décomposition dans la base %, on peut identifier terme a terme avec (%) et en
déduire que
VI<k<r, ox)=0 et Vr<k<n o@k(x)=Ak.
En particulier, u(x) = Ok-.
@ D’autre part, pour tout 1 <k <,
uer) = (01,ky -+ Okyky+ vy Ork)
donc I'image par u de la famille (ex)1<k<r est 1a base canonique de K", ce qui prouve que u est surjective.

2. Supposons que la famille (@x)1<k<r soit liée. Il existe donc une famille (ay)i<k<r de scalaires, différente de la
famille (0,...,0), telle que

T

Z Ak - Px = We.

k=1
Par conséquent,

N
VxEE ) aw-grlx) =0,
k=1

ce qui signifie que, pour tout x € E, le vecteur u(x) appartient au noyau de la forme linéaire

Y=1[(y1y...,yr) — a1y + -+ + ary,]

et donc que
Imu C Ker V.

Comme les scalaires ax ne sont pas tous nuls, il existe au moins un indice 1 < ko < r tel que ay, # 0 et par
conséquent,
v(o,...,0,1,0,...,0) = ax, #O0.

La forme linéaire ¥ n’est donc pas la forme linéaire identiquement nulle.
a Géométriquement parlant, on a démontré que : si la famille des formes linéaires (@i )1<k<r est liée, alors 'image
de l'application linéaire u est contenue dans un hyperplan (le noyau de V).
Si l’application u est surjective, son image est égale a E et ne peut donc pas étre contenue dans un hyperplan de E
(= un sous-espace strict de E). Par contraposée, la famille (¢ )1<k<r est donc libre.
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Solution 8 01-07b

1. Il est clair que l'application ¢ est une application linéaire de E dans K™.
@ Supposons que la famille (e )1<k<n soit liée. Il existe donc des scalaires aj, ..., an non tous nuls tels que

n
E Ax€x = OE*
k=1

c’est-a-dire

n
VXx€E, ) are(x) =0.
k=1
Cette identité signifie que, pour tout x € E, le vecteur

o(x) = (€1(x),...,en(x)) € K"

est contenu dans I'hyperplan d’équation
[a1y1 + -+ anyn =0]

et donc que I'image de ¢ est un sous-espace strict de E : 'application linéaire ¢ n’est donc pas surjective.

@ Réciproquement, sil’application ¢ n’est pas surjective, alors son image est un sous-espace strict de K™ et tout sous-
espace strict de K™ est contenu dans un hyperplan H convenablement choisi (Théoréme de la base incompléte). Il existe
alors une forme linéaire 1 non identiquement nulle sur K™ telle que

Ime C H=Kern.

Il existe des scalaires a, ..., an tels que

Y (yry-eyn) €KY n(yn,.yn) = ) @y
k=1

et par conséquent
Vx€E, Ozﬂ((P(X)) :n(£1(x)a---)5n(x)) :Zakek(x)
k=1

C’est-a-dire
n
Z Axé€x = OE* .
k=1

Comme n n’est pas identiquement nulle, les scalaires ay ne sont pas tous nuls et on vient de prouver que la famille
(Sk)lgkgn est liée.

@ On a ainsi prouvé I'équivalence voulue (par contraposée et inverse).
2. Supposons que la famille (ex)1<k<n soit libre. D’apres la question précédente, I'application ¢ est surjective. En
particulier, chaque vecteur de la base canonique de K™ (= 1'espace d’arrivée) admet au moins un antécédent par ¢ dans
E. Il existe donc une famille (xy)1<k<n de vecteurs de E telle que

V1 <igm, (P(Xi) = (51(Xi)»---)£i(xi)a---)5n(xi)) :(0331»)0)

. Considérons alors une relation de liaison entre les vecteurs xy :

n
Z kak = OE.
k=1

Par linéarité de ¢, on en déduit que

Oxcn = @(]; b ) = 3 bxolsu) = (01, o)

Comme tous les by sont nuls, cela signifie que la famille (x)1<k<n est libre.
@ Réciproquement, supposons qu’il existe une famille de vecteurs (xx)1<k<n telle que

V1 <i,j§n, Ei(Xj):éi,j
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et considérons une relation de liaison entre les formes linéaires ¢y :

n
Z Cxé€x = OE*'
k=1

On en déduit que

n
Vx €E, Z crer(x) =0
k=1

et en particulier que

n
vi<ign, OZZCkﬁk(Xi):Ci.
k=1

Comme tous les scalaires ¢ sont nuls, la famille (ex)1<k<n est libre.

#v Si E est un espace de dimension finie, on peut proposer une démonstration plus simple (mais pas moins savante). En effet, on
sait alors que I'espace dual E* = L(E, K) est aussi un espace vectoriel de dimension finie et dim E* = dim E.
Connaissant une famille libre (e )1<x<n de vecteurs de E*, on peut la compléter pour obtenir une base (ex)1<x<a de E
(Théoreme de la base incomplete). On sait alors qu’il existe une (et une seule) base (ux)1<r<a de E telle que

V1 <1,J§d, ai(u]-):éi,j,
il s’agit de la base antéduale (ou préduale) de (ex)1<w<a, qui est 'antécédent de la base duale de Kd par l'isomorphisme

[x = (e1(x),...,ea(x))] : E— K%L

Solution 9 01-08

On procéde par contraposée.
@ Sila famille .# = (fy,...,fn) est libre dans 1'espace dual E* = L(E, K), alors c’est une base de E*. (En effet, comme
E est un espace vectoriel de dimension n, son dual E* est également un espace vectoriel de dimension n.)
1l existe donc une base & = (¢1,..., ¢, ) de E dont .# est la base duale (base antéduale de F) et

n
VxeE x= ka(x) - Ek.
k=1

Dans ces conditions, si tous les scalaires i (x) sont nuls, alors le vecteur x est le vecteur nul de E.
a En interprétant matriciellement 1'énoncé, on peut en donner une démonstration qui paraitra beaucoup plus fami-
liere.
On consideére ici un systéme homogene de n équations linéaires :

vVi<k<gn, fx(x)=0.

Une base de E étant choisie, 'inconnue x est représentée par la liste de ses n coordonnées.

On a donc un systeme homogene de n équations en n inconnues, représenté par une matrice carrée A € M, (K).

Si ce systeme homogene admet au moins une solution non nulle, alors ses colonnes forment une famille liée et le
rang de la famille (C;)1<j<n des colonnes de A est strictement inférieur a n.

Comme le rang de A est égal au rang de sa transposée AT, on en déduit que le rang de la famille (L;)1<i<n des
lignes de A est strictement inférieur a n et donc que la famille (Li)1<ign est liée.

# La propriété rg A = rg AT nous dit aussi qu'il existe un isomorphisme entre le noyau de A (= le sous-espace des solutions
de I'équation homogene, c'est-a-dire 'ensemble des relations de liaison entre les colonnes de A) et le noyau de AT (c’est-a-dire
U'ensemble des relations de liaison entre les lignes de A).

Mais il n’y a pas de moyen simple d’expliciter un tel endomorphisme : il faut prendre la peine de poser les calculs !
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Solution 10 01-09

Soit x € E.
Comme F; et F, sont supplémentaires dans E, il existe un couple (u,v) tel que

X=u-+v avec uekF; et vekF,.
Comme G et G, sont supplémentaires dans F, il existe un couple (v1,v;) tel que
V=v]+Vvy avec vie Gy et vye G
De plus,
V) =V —Vy

ouveFetvy € Gy CFp,doncv;, € Fsp.
On a donc
= u v v
X v—i—\/]/-i- 2
€Fy €Gy cF,NGy
eton a démontré que E =F; + Gy + (F2 N Gy).

# On n'a pas démontré 'inclusion D, car elle est évidente.

a Considérons trois vecteurs u € Fi,v € Gy etw € F, N G, tels que
u—+v+w=0.
Comme G C F, et que F; est un sous-espace vectoriel, on a en fait

\/u/+ (v+w) =0¢.
SU S5
Comme les sous-espaces vectoriels F; et F, sont en somme directe, alors u =v +w = Og.
De plus, v € G1 et w € G,. Comme les sous-espaces vectoriels G et G, sont en somme directe, alors v =w = O¢.
Donc u =v =w = O et les trois sous-espaces vectoriels Fi, Gy et (F2 N G2) sont en somme directe.
@ On a démontré que
E=F® Gy ®(F2NGy).

Solution 11 01-10

Il est évident que : si E; = F;, alors E; C F;.
@ Réciproquement, supposons que E; C F; pour tout 1 <i < netque

E:E] @"'@Ed:Fl @"'@Fd-
Pour démontrer que E; = F;, on consideére un vecteur x; € F;.
Ce vecteur admet une décomposition :
n
xi:Zuj ol vi<j<n, ujck;.
j=1

Comme E; C F; pour tout T < i< n,onadonc

Xi= Uy +---+ Ui +---+ un
—~— ~— ~—
cF, €F; cF,
mais aussi, de facon évidente,
xi= O0g +---+ %y +---+ O .
~— ~— ~—~—
€k, €F; cF,

Or la décomposition d'un vecteur de E dans les sous-espaces vectoriels Fy, T < k < n, est unique (par hypothese), donc
on peut identifier terme a terme :
Uy = X4 et Vi #A, uj = O.

On en déduit que
Xi:0E+"'+ui+"'+0E :uiEEi,

cqfd.
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Solution 12 01-11

1.a. Comme (u,Vv) est une famille libre dans un espace vectoriel de dimension finie, il existe une base
B = (u)V)eS)---)ed)

de E (Théoréme de la base incomplete).
On peut alors considérer les formes linéaires ¢ et 1 suivantes définies par leurs matrices relatives a la base 4.

Matz(@)=(1 0 0 --- 0) et  Matg(p)=0 1 0 --- 0).

#v En considérant la base duale de A :
B = (u*, v es,...,e5)

on a en fait choisi @ = u* et p =v*.

1.b. La forme linéaire © = ¢ — 1 convient.
2.a. S'il existe unréel « tel que 4 = x@y, alors

b
0= (g — apr)(g — acf) = J [g(t) — af(t)]? dt,

a
ce qui est impossible (Théoreme de nullité de l'intégrale).
# Sion est plus savant, on connait le produit scalaire "naturel” sur € défini par

b

(xIy) =J x(Dy(t) dt

a

et on sait (unicité dans le Théoréme de Riesz) que l'application
[x — @y = <X|>]

est une application linéaire injective de E dans L(E, R).
Par conséquent, I'image (¢, @ ) de la famille libre (f, g) est encore une famille libre.

2.b. Comme les fonctions f et g ne sont pas proportionnelles, elles constituent une base % du sous-espace F =
Vect(f, g) de E et 'espace dual L(F,R) est un plan.
L’application
LFR)—  R?
¢ —(of),elg)
est une application linéaire injective.

#v Siune forme linéaire est nulle sur une base de F, alors elle est nulle sur 'espace F tout entier.
D’apres le Théoreme du rang, cette application est donc un isomorphisme et en particulier, il existe une forme

linéaire 6 € L(F, IR) telle que
(6(),6(g)) = (1,—1).

# On peut appliquer le Théoreme du rang car I'espace de départ et I'espace d’arrivée ont méme dimension et que cette dimension
est finie.
@ On a reproduit la démonstration qui établit I'existence d’une base duale pour tout espace vectoriel de dimension finie.

@ On a démontré que (@y, @g) était une famille libre de L(E, R). En relisant la démonstration qu’on a donnée, on peut
se rendre compte que les restrictions ¢ et @ de ces deux formes linéaires au sous-espace F sont aussi linéairement
indépendantes.

Comme dimL(F,R) = 2 et que (@32, (p‘;) est une famille libre de L(F,R), ce couple est en fait une base de L(F,R).
Par conséquent, il existe deux scalaires o et 3 tels que

0 = xof + Boy.
On peut prolonger la forme linéaire 0 € L(F,R) en une forme linéaire sur E en posant :

Vx € E, 0(x) = ox@(x) + Bpg(x).

% Autrement dit, en posant H = of 4+ g € E, on a trouvé une forme linéaire, o € L(E,IR), qui sépare les vecteurs f et g.
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Solution 13 jb25S1-a
1.

# On rappelle que : des sous-espaces vectoriels €y, ..., B, de dimension finie sont en somme directe dans E si, et seulement si,

T T
dim()_ Ex) =) dimEx.
k=1 k=1
On rappelle aussi qu’on peut reformuler cette équivalence : des sous-espaces vectoriels Eq, ..., E, de dimension finie sont en somme

directe dans E si, et seulement si,
T T
dim(Z Ek) > Y dimE,.
k=1 k=1

Pour tout x € E,

x=Ie(x) =) pelx).
k=1

Pour tout 1 < k < 1, le vecteur py (x) appartient évidemment a Im py, donc on a démontré que

T
EC Z Impy
k=1

et comme l'inclusion réciproque est évidente, on en déduit que

E= i Im py.
k=1

En particulier,
N
dim(Z Impk) =dimE
k=1
et par hypothese

T

dimE > Z dim Im py.
k=1

On a donc démontré que
T T
dim(Z Impk) > Z dim Impy
k=1 k=1
et cela prouve (cf rappel de cours) que les sous-espaces vectoriels Impy, T < k < 1, sont en somme directe.

# On a en fait démontré une propriété plus forte, puisque la somme de ces sous-espaces est égale a E. On connait donc une
décomposition de E en somme directe :
N
E= @ Im py.
k=1

2. Soient 1 < k < retx € E. D’apres les hypotheses de 1’énoncé,

pi(x) =Ie(pr(x)) = ) _(pj o prc)(x).

j=1

Dans un éclair de lucidité, on se rend compte qu’on a décomposé un méme vecteur de deux maniéres dans une somme
directe!
px) = pulx) + > O
jAk
pr(pe(x)) + Z p; (Pr(x))
—_——— ik —_—

€ Impy € Imp;
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Or (c’est le principe d’une somme directe) un vecteur admet au plus une décomposition dans une somme directe, ce qui
permet d’identifier terme a terme :

Pk(Pk(X)) = px(x)
Vj#k,  pj(pk(x)) = Oe.

Nous avons ainsi démontré que les py étaient des projecteurs :

VI<k<r VxeE px(x)=(pxopr)(x).

# On a aussi démontré que
Vij#K, Pprxopj= we.

Solution 14 vt25S1-a

#o Cet exercice est simple quand on comprend qu’il illustre le théoreme [90], généralisation du céleébre théoreme de caractérisation
par une base [11].
Mais puisque nous sommes ici en dimension finie, nous allons utiliser le théoréme de caractérisation [11]. Travailler en dimen-
sion finie sans utiliser de bases, ce n'est pas plus simple !

@ S'il existe un endomorphisme u € L(E) tel que Imu = F et Keru = G, alors le Théoréme du rang nous assure que
dimF +dim G = rgu + dim Keru = dim E.

Nous tenons donc une condition nécessaire pour qu'un tel endomorphisme u existe.
Nous allons démontrer que cette condition est en fait suffisante.

# Le raisonnement qui suit va montrer qu'il existe nombre d’endomorphismes u vérifiant les deux conditions imposées. Comme
il n'y a pas unicité, l'analyse du probleme posé ne peut nous conduire a expliciter le seul endomorphisme possible !
Nous nous retrouvons donc dans une situation oit I'analyse n’a pas vraiment résolu le probleme, oit la synthese ne se résume
pas a une simple vérification...

@ Notons d, la dimension de E (espace de dimension finie par hypothese); r, la dimension de F et supposons que
dimG=d—r.
1l existe donc une base ¢ = (¢1,..., &) de F et une base

93:(61)-")er)e‘r+1)'-')ed)

de E adaptée a G au sens ot la sous-famille
33(; = (erﬂ,...,ed)

est une base de G.
Comme Z est une base de E et que
¢ = (51»---)£r)OE)---)OE)

est une famille de vecteurs de E de méme cardinal que %, il existe un, et un seul, endomorphisme u € L(E) tel que
Vi<k<r, ulex)=¢e et Vr<k<d, ulex)=0¢.
11 est clair sur cette définition que
VI<k<r, e €elmu et Vr<k<d, exe€Keru.
Comme Im u et Ker u sont des sous-espaces vectoriels, on en déduit que
F=Vect(ey, 1 <k<r)CImu et G = Vect(ex, r<k<n)cCKeru.
Comme les familles (ex)1<k<r et (ex)r<k<a sont libres, on en déduit que
dimImu>r et dimKeru>d-—r
et comme le Théoréme du rang nous assure que

dimImu + dimKeru = d,
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on en déduit que
dimImu=r et dimKeru=d-r.

Ayant prouvé une inclusion et I'égalité des dimensions (dans chacun des deux cas), on a en fait démontré que

Imu=Vect(ex, T<k<r)=F et Keru=Vect(ex, r<k<n)=0G.

# 1l y a a peu prés autant d’endomorphismes \ possibles que de bases de F et de G...
En revanche, dés que les bases sont choisies, il n’y a plus qu’un seul endomorphisme possible !

Solution 15 vt25S1-b

# Puisque nous sommes en dimension finie, nous allons commencer par proposer une solution purement matricielle. Une solution
vectorielle suivra, ce sera un peu plus abstrait...

Version matricielle
OnposedimE =petdimF =n.
@ Comme le rang de u est égal a 1, il existe une base # de E et une base ¢ de F telles que

Matiel) = (o7 (Orrr )y,

n—r,r Onfr,pf'r

# Ce théoreme figure dans le cours de MPSI — peut-étre sous une autre forme.
Quelles que soient les bases By de E et €o de F, la matrice A = Matg, 4, (W) est une matrice de rang r et toute matrice de
rang v est équivalente a la matrice ], ci-dessus : il existe donc deux matrices inversibles Q € GL,,(K) et P € GL,, (K) telles que

Q 'AP=1],.

La matrice P est la matrice de passage de %o a % (changement de base dans I'espace de départ); la matrice Q est la matrice de
passage de 6o a € (changement de base dans I'espace d’arrivée).

La matrice J, peut se décomposer en somme de r matrices de rang 1 a ’aide de la base canonique de M, ,, (K) :

T
Jr =) Exx
k=1

et, pour tout 1 < k < r, il existe une, et une seule, application linéaire uy € L(E, F) telle que
Matz < (Ur) = Ex k.
Le rang de uy est bien entendu égal a 1 (c’est le rang de Ey ) et comme
T
D Mty () = Matg,e (W),
k=1

on a bien

r
E U = UuU.
k=1

# Cerise sur le gdteau : ces v endomorphismes wy sont linéairement indépendants dans L(E, F) (puisque leurs matrices relatives
aux bases 7 et € forment une sous-famille de la base canonique).

# 1l n’y a pas unicité de la décomposition !
D’une part, on ne voit pas bien pourquoi il n’y aurait qu’un seul couple (%, €) de bases qui conviendrait.
D’autre part, une fois le couple (%,%€) fixé, on a choisi la décomposition la plus simple de ], mais ce n'est pas la seule
décomposition possible en somme de v matrices de rang 1 — je vous laisse faire travailler votre imagination.

Version vectorielle
Comme Im u est un espace vectoriel de dimension finie, égale a , il existe une base %,, = (ex)1<k<r de Imu.
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Comme dans le cours, on note (&} )1<k<r, la base duale de 4,,. Par construction, on a donc
k ~ ~

.
Vyelmu, y=) eily)- e
k=1

On en déduit que

VxeE, ux)= Z ex (u(x)) - ex.
k=1

Pour tout T < k < 1, la composée @y = ¢ o u est une forme linéaire sur E. Comme ¢ € Imu, il existe un vecteur
ey € E tel que e = u(ex) et donc tel que
orlex) = exlex) = 1.

La forme linéaire ¢y n’est donc pas identiquement nulle!
L’application uy : E — F définie par

Vx e, ux(x)=orlx)- ek

est linéaire (puisque @y est linéaire); son image est évidemment contenue dans la droite vectorielle R - ex et comme la
forme linéaire @y n’est pas identiquement nulle, I'image de uy est égale a la droite R - €, donc le rang de uy est égal a
1.

11 est clair, par construction, que

Vx€eE ulx) = Z uk(x),
k=1

donc on a bien décomposé u en somme de 1 applications linéaires de rang 1.

# A retenir absolument sur les matrices de rang 1!
Le rang d’une matrice A € My, , (IK) est égal a 1 si, et seulement si, il existe deux colonnes U € My 1(K) et V € M, 1(K)
non nulles telles que
A=UV".

(Les colonnes de A sont toutes proportionnelles a U et les lignes de A sont toutes proportionnelles a V')
L'image de A est la droite dirigée par U et le noyau de A est caractérisé par I'équation V' .X = 0.
Cette factorisation n’est pas unique : quel que soit «x € K*,

1
A= (o). (V7).
o
Néanmoins, cette factorisation est presque unique...

#v La méme chose d’un point de vue vectoriel :
Le rang d’une application linéaire w € L(E, F) est égal a 1 si, et seulement si, il existe un vecteur yo € F, non nul, et une forme
linéaire @ € E*, non identiquement nulle, tels que

Vx ek, ulx)=e(x) - yo.

L'image de  est la droite dirigée par Yo ; le noyau de w est I'hyperplan Ker .

Solution 16 vt25S1-c

#v Nouwvelle illustration d'un grand principe : en dimension finie, on a trés souvent intérét i raisonner sur des bases !

On pose d = dim E.
1. Comme le vecteur a n’est pas nul, il est a lui seul une famille libre et, d’apres le Théoreme de la base incomplete, il
existe une base de E de la forme
B =(a,ez,...,eq).

On choisit ensuite une famille de d vecteurs de E de la forme
€ = (b,eay...,€q)

o1 les vecteurs ¢y sont absolument quelconques (c’est sans aucune importance).
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D’apres le Théoreme de caractérisation des applications linéaires [11], il existe alors un, et un seul, endomorphisme
u € L(E) tel que
ula)=b et vV2<k<d, u(ex)=¢ex.

Il y a donc pléthore d’endomorphismes u € L(E) tels que u(a) = b (sauf si dim E = 1, bien entendu).
2.  Onraisonne par contraposée en supposant que f # we et que g # we. Il existe donc un vecteur x, € E tel que

a=g(xo) # O

et un vecteur b € E tel que
f(b) # Ok.

D’apres la question précédente, il existe au moins un endomorphisme 1y € L(E) tel que
b =up(a).
11 existe donc un endomorphisme ug et un vecteur x tels que
fluo(g(xo0))] # Ok,

ce qui exprime le contraire de ’hypothese initiale (f o u o g = wg pour tout u € L(E)).

Solution 17 02-01

1. Comme

0 0
All1]=C+C=(1],
1 1

le vecteur ey = (0,1, 1) qui dirige F est un vecteur propre de u, donc la droite F est bien stable par u.

a Les vecteurs f1 = (3,1,0) et f, = (—2,0, 1) ne sont pas proportionnels, donc le couple (7, f,) est une famille libre.
Ces deux vecteurs vérifient I'équation du plan G, donc le couple (f1, f;) est une base de G (famille libre de deux vecteurs
dans un espace de dimension deux).

On calcule dans la base canonique :

3 6 -2 -5
All|l =12 Al 0 | =1-1
0 0 1 1

et on constate que les deux vecteurs u(f;) et u(f,) vérifient 'équation de G. Par conséquent, I'image par u d’une base
de G est contenue dans G, ce qui prouve que G est stable par u.

# On a suivi une méthode élémentaire pour vérifier que G était stable par u. Comme G est un hyperplan, on peut étre plus
intelligent.
Remarquons pour commencer que la colonne
X
X=1v
z

représente un vecteur x de G dans la base canonique si, et seulement si,

x—3y+2z=(1 -3 2)-X=0.
L

Prenons alors x € G et posons y = u(x). Dans la base canonique, ces vecteurs x et y sont représentés par les colonnes X et
AX. On sait par hypothese que LoX = 0 et on constate alors que

Lo(AX) = (LbA)X = (1 =3 2)X=LoX=0

ce qui signifie que y € G et donc que G est stable par u.
Si on prend un peu de recul en essayant de voir ce que le calcul précédent a de général, on constate que : si la colonne *L est
un vecteur propre de la transposée *A, alors il existe A tel que LoA = ALy et, dans ces conditions,

LoX =0 = Lo(AX) =0

ou, autrement dit, I'hyperplan d’équation LoX = 0 est stable par A.
Ca mérite qu’on s’en souvienne !



Algebre linéaire 25

a ]l est clair que dim F = 1 (sous-espace engendré par un vecteur non nul, c’est donc une droite) et que dim G = 2
(noyau d’une forme linéaire non nulle, c’est donc un hyperplan de R3, c’est-a-dire un plan) et donc que

dimF + dim G = dim R3.

Le vecteur (0,1, 1), qui dirige F, ne vérifie pas I'équation qui caractérise G (0 —3 +2 = —1 # 0), donc FN G = {Og}. Par
conséquent, F et G sont bien supplémentaires dans E :

E=F®G.

2. On aremarqué que le vecteur e; = (0,1,1) qui dirige F était un vecteur propre de u associé a la valeur propre 1.
Comme F et G sont supplémentaires dans E, en concaténant (e; ), base de F, avec (e, e3), base de G, on obtient une base
¢ de E.

Comme les sous-espaces vectoriels F et G sont stables par u, la matrice de u relative a ¢ est de la forme

* 0 0
0 * =«
0 *

Plus précisément, comme le vecteur e; est un vecteur propre associé a 1,

100
Maty(w) = |0 *
0 x =x

On a choisi plus haut des vecteurs f; et f, un peu au hasard. On a peut-étre remarqué que u(f;) = 2 - f;. Par
conséquent, en prenant e, = f; et e3 = f,, la matrice de u relative a ¢ :

100
0 2
00

*
*
est bien triangulaire.

# Une fois de plus, le hasard a bien fait les choses. Voyons maintenant comment organiser les choses sans laisser de place pour le
hasard !
Pour que Mate (u) soit triangulaire supérieure :

1 0 0
Maty(w) =0 a x|,
0 0 =%

il faut que le vecteur e, soit un vecteur propre de w associé a a.
De maniere analogue, pour que Maty (u) soit triangulaire inférieure :

10 0
mu’&g(u): 0 x = y
0 0 b

il faut que le vecteur e3 soit un vecteur propre de \ associé a b.

De quelque maniere qu’on prenne le probleme, il faut donc trouver un vecteur propre de u dans le plan G.

Or la matrice A est triangulaire! Ses valeurs propres sont donc ses coefficients diagonaux : 1 et 2. Cherchons ses sous-espaces
propres.

Sous-espace propre associé a 1 : la matrice

0 3 -3
A—Iz=10 1 -1
0 0 0

est une matrice de rang 1 et comme
Ci =0 Cr+C3=0

le noyau de cette matrice est le plan engendré par les vecteurs (1,0,0) et (0,1, 1). Le vecteur propre

& - “»0)0)_"[5(0)]»]) = ((X)B)f’)
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appartient a G si, et seulement si, o« — 3 + 23 = 0, soit x = f3.
Sous-espace propre associé a 2 : la matrice

-1 3 -3
A-2;=[0 0 —1
0 0 —1

est une matrice de rang 2 et comme 3Cy1 + C, = 0, le noyau de cette matrice est la droite dirigée par le vecteur (3,1,0) € G.
C’est encore mieux que ce qu’on attendait | On a trouvé deux vecteurs propres

62:(],1,]) et 63:(3)1)0)

dans G, respectivement associés aux valeurs propres 1 et 2. Avec ce choix de vecteurs, la matrice de u relative a € est diagonale :

100
Mate(w) =10 1 0
0 0 2

Solution 18 02-02
1. Par définition, ur € L(F) et

xeF
ug(x) = O

x €F
A {u(x):OE

x € Kerur & {

donc
Kerur = FN Keru.

@ Siu € GL(E), alors Keru = {0g}, donc 'endomorphisme induit ur € L(F) est injectif. Comme dim F est finie, on
déduit du Théoreme du rang que ur est en fait un automorphisme de F.
@ Plus précisément, considérons y € F. Le vecteur x € F défini par x = (up)~'(y) est donc un vecteur x € F tel que

Yy = ug(x).

Par définition de 'endomorphisme induit, on a donc aussi

Yy =u(x)

et comme u € GL(E), alors x = u~' (y).
On a donc démontré que
Vyekr uw'(y)=xeF

c’est-a-dire que le sous-espace F est stable par u~' et donc que 'endomorphisme induit par restriction (u=")r € L(F) est
bien défini.
Mais on a également démontré que

Vyek Wy =u Ty =x=ur"(y)
c’est-a-dire

(w e = (up) .

#v Si F était un sous-espace de dimension infinie, I'endomorphisme induit ur par w € GL(E) serait nécessairement injectif (pour
les raisons données plus haut) mais pas nécessairement surjectif (puisque le Théoréme du rang ne serait plus applicable).

2. Labase canonique (X*)xen est, comme son nom I'indique, une base de E = K[X]. Les familles obtenues en conca-
ténant d'une part les familles
(X*™nen, X" nen et (X)) en

et d’autre part les familles
(X4n)n€]Na (inJr] Jnen et (X4n+2)ne]N

sont également des bases de E.



Algebre linéaire 27

# L'image d’une base de E par une permutation est encore une base de E.
Par conséquent, il existe un, et un seul, endomorphisme u € L(E) tel que
vVne ]N, ‘LL(in) _ X4n) u(X4n+1) _ X2n+1) ‘LL(X4n+3) _ X4n+2.

Comme I'image par u d’une base donnée de E est une base de E, alors u est en fait un automorphisme de E.
. Comme u(X?") = X" pour tout n € N, on en déduit d"une part que le sous-espace F = K[X?] = Vect(X*™,n € N)
est stable par u et d’autre part que I'endomorphisme ur induit par restriction de u a F n’est pas surjectif :

Imur = Vect(X*™,n e N) = K[X*] ¢ F
Par conséquent, 'endomorphisme induit ur n’est pas un automorphisme de F, bien que u soit un automorphisme de E.

Solution 19 02-05

Comme A est une matrice carrée, elle est inversible si, et seulement si, son noyau est réduit a la colonne nulle.
@ Considérons donc X € M, 1(C) et supposons que X # 0

X1
X = avec (Xh---,xn)?é(oy-")o)'

Xn
Une famille finie de réels admet un plus grand élément, donc il existe un indice 1 < ip < n tel que

Xi,| = max |xi| > 0.
hxio] = max i

a S5i AX =0, alors (formule du produit matriciel)

n
V]élgn, Zai,jxj:O.
j=1

En particulier, pour i = i,

Aip,i0Xip = — Z Ai,,5%j
1<jsn
j#to
et par inégalité triangulaire
laio il Ixio | < Z |aio il sl

1<<n
j#to

Divisons par [x;,| > 0:

_ s

|aio,io| < Z ‘aio,j‘m-
1<j<n o
i#lo
#o 1l faut préciser d’une part qu’on ne divise pas par zéro (parce que diviser par zéro, c’est mal) et d’autre part que le sens de

I'inégalité est conservé (il ne suffit pas de ne pas diviser par zévo, il faut ici diviser par un réel strictement positif.

Par définition de 1o,

Vi<j<n, 0< sl

~
\Xio\

et comme les |a;, ;| sont tous positifs, on en déduit que

|ais,i0] < Z |aig,ily

I<jsn
j#io
ce qui contredit I'hypothese initiale sur les coefficients de la matrice A.

@ Par contraposée : si A est une matrice carrée a diagonale fortement dominante, alors son noyau est réduit a la
colonne nulle et elle est donc inversible.
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Solution 20 02-06

Pour n = 1, le résultat est évident.
@ Supposons le résultat établi pour un entier n > 1 et considérons une matrice inversible A, ;1 € GLn+1(K) dont le
déterminant est égal a 1.
Comme la matrice A, est inversible, il est impossible que tous les coefficients de la premiére ligne soient nuls.
Si seul le coefficient A,,41(1,1] n'est pas nul, alors A, 1[1,2] = 0 et en effectuant 'opération C, > C, + C;, on
obtient un coefficient non nul en position [1, 2] :

An—H[])z] 2 O+An+1“)” :An—b—][])” 7&0

Comme cette opération de pivot est codée par une transvection, on peut supposer que la premiére ligne de la matrice
An+1 contient un coefficient non nul en dehors de la diagonale.
@ On suppose que An1[1,jo] # 0 pour un certain entier 2 < jo < n + 1. On effectue alors 'opération

C1HC1+(1—M) i

An—H “ ) ]0]

qui nous donne
An+1 []) 1]

An+1[])” — An+1[])1] + <] - m
n+ )

)JAnialljol = 1.

Apres cette transvection, la matrice est de la forme

On effectue les opérations
V2<jisn+1, GG —Ana,ilG

qui nous amenent a

puis les opérations
V2<i<n+1, LiHLi—AnJr][i,]]L]

qui aboutissent a

a Toutes les opérations de pivot effectuées (sur les lignes et sur les colonnes) reviennent a multiplier la matrice A1
initiale par des matrices de transvection. Comme le déterminant d’une matrice de transvection est égal a 1, le détermi-
nant de la matrice finale est égal au déterminant de la matrice initiale.

Par conséquent, le déterminant du bloc inférieur droit A, est aussi égal au déterminant de A, 1.
Comme la matrice A, est une matrice inversible de taille n, on peut appliquer I’hypothése de récurrence.

# Ce qui précéde n’est pas seulement une démonstration, c’est un algorithme explicite pour décomposer une matrice inversible
en un produit de matrices de transvections.

# Si on souhaite factoriser de maniére analogue une matrice non inversible, il peut étre nécessaire d’utiliser des matrices de
permutation puisque I'algorithme qu’on vient d’exposer requiert que la premiére ligne de la matrice ne soit pas identiquement nulle.
On peut alors démontrer que toute matrice A € My, , (IK) peut se factoriser sous la forme

A=0Qn, - Qi]:P1---Py,

ot les matrices Py (resp. Qi) sont des matrices de transvection, de dilatation ou de permutation de GL,, (KK) (resp. de GLy, (K)) qui
représentent les opérations de pivot sur les colonnes de A (resp. sur les lignes de A).
L'entier r est bien entendu le rang de la matrice A et ], € My, (K).
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Solution 21 02-07

1. On vérifie par récurrence que

vk > ]) Bk _ 2k—1 <Ak Ak) .

Ak Ak

0 __ _ In on
B =ln= (on Iy

donc la formule précédente n’est pas vraie pour k = 0!
2. Puisque l'expression de B® se distingue de 1’expression générale de B*, on commence par supposer que le terme
constant du polyndéme P est nul.

@ SiP=a;X+aX?+ -+ agX4,alors

1.\ (%) Nk o [AK Ak 1 (P(A) P(A)
P(EB) =2 “k(i) 2 (Ak Ak> ~2 (P(A) P(A)) = Oon

k=1

Attention!

puisque P(A) = 0, par hypotheése.
Donc le polyndéme Q = P(X/2) vérifie Q(B) = O2n.
@ 5i le coefficient constant ap de P n’est pas nul, alors

1\ 1 (Po(A) Po(A)
P(3B) = aolon+ 3 (PE(A) Pﬁm)

oilPp =P —ap=a1 X+ -+ agX? Comme P(A) = 0,,, alors Po(A) = —apl,, et donc

1 _ ap (I, I.
P(EB) = aolzn — 7 (In In 75 Ozn.
La solution est en fait toute simple! Si P(A) = 0y, alors Py = XP vérifie
P1(A) = AP(A) =0,

et, bien évidemment, le coefficient constant de Py = apX + a1 X% + - -+ + agX4*! est nul. On peut donc appliquer ce qui
précede a P : si le coefficient constant de P n’est pas nul, alors le polynome

P1(X/2) = (X/2)P(¥/2)
convient. Plus simplement, on peut donc choisir
0= ()
car le facteur 2 n’apporte rien.

Solution 22 pg23Sl-a

Si la matrice A est inversible et si AB = 0,,, alors

On=A"'10,=A""AB)=(A""A)B=1,.B=B.

Par contraposée, s’il existe une matrice B € 9, (R) non nulle telle que AB = BA = 0,, alors la matrice A n’est pas
inversible.
@ Réciproquement, supposons que la matrice A ne soit pas inversible.

» Analysons les deux relations indiquées par 1’énoncé.
Si AB = 0y, alors I'image de B est contenue dans le noyau de A.
Si BA = 0y, alors I'image de A est contenue dans le noyau de B.
» Sila matrice A est la matrice nulle, on peut choisir B = I,, (ou n'importe quelle autre matrice non nulle) pour avoir
AB =BA = 0.
On suppose dans la suite que A # 0,, et donc que le rang de A est au moins égal a 1.
» Il existe un (et un seul) endomorphisme u de E = R™ dont la matrice relative a la base canonique de R™ soit la

matrice A.
9'natcem(u) =A

Comme E = IR™ est un espace vectoriel de dimension finie et que u est un endomorphisme de E, si A n’est pas
inversible, alors u n’est ni surjective, ni injective (Théoréme du rang).
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Ennotantr,lerangde A,ona 1l < r <n,c’est-a-dire 1 <r <n—1, et d’apres le Théoréeme de la base incompleéte, il
existe une base de Im u de la forme
€ = (f1,...,1),

une base du noyau de u de la forme
B = (€r11y---yEn)

et on peut compléter la famille 4" en une base de E :
¢o = (f1,. s fry frgryoey .

D’apres le Théoréme de caractérisation, comme % est une base de E et que (O, ...,0¢, €r4+1,..., €n) est une famille de
n = dim E vecteurs de E, il existe un, et un seul, endomorphisme v de E tel que

VI<k<T, v(fi)=0g etque Vr<k<mn, v(fy)=ex.

11 est clair que, par construction,
Imu = Vect(fy,...,f;) C Kerv

et que

Imv = Vect(v(fx), T < k < n) = Vect(v(f), r<k<n)
= Vect(ex, T<k<n)
= Keru.
Par conséquent, u o v est 'endomorphisme nul (puisque Imv = Ker u) et v o u est aussi I'endomorphisme nul (puisque
Imu C Kerv).

En posant B = Maten(v), on a donc AB = BA = 0,, et la matrice B n’est pas la matrice puisque rgB = rgv =
dim Keru > 0.

# D’apres le Théoreme du rang, Kerv = Imu (on a justifié une inclusion et le Théoreme du rang prouve I'égalité des dimensions).

Solution 23 pg23S1-b

Comme a # b, un polynéme P vérifie P(a) = P(b) = 0 si, et seulement si, il est divisible par (X — a)(X — b). Comme la
famille

(1,X, (X —a)(X=b), (X— a)(X=Db)X,..., (X—a)(X=b)X5,..., (X — a) (X — b)X"2)

est une famille libre (échelonnée en degré) de (n + 1) polyndémes de R, [X] (espace vectoriel de dimension (n + 1)), il
s’agit d'une base de R, [X].

Comme (1,0,...,0) est une famille de (n+1) réels, d’apres le Théoréeme de caractérisation des applications linéaires,
il existe une, et une seule, application linéaire f de E = R,,[X] dans R (c’est-a-dire une forme linéaire sur E) telle que

f(1)=1, f(X)=0, VO<k<n-—2, f((X—a)(X—b)X¥)=0.

Solution 24 pg23Sl-c

1. Toutd’abord, r est un endomorphisme de E comme composée de deux endomorphismes de E. Par ailleurs, comme
p et ¢ commutentetquepop =p,qoq=q;

(pogq)o(poq)=(pop)ol(gog)=poq,

donc T = p o q est bien un projecteur.
2. Pour déterminer le noyau et I'image de 1, on va procéder a chaque fois par analyse et synthese (autrement dit, on
va trouver le résultat cherché sans que cela reléve de la magie).
- Avant tout, il faut se rappeler deux propriétés des projecteurs :
— un vecteur x € E appartient a I'image d"un projecteur f € L(E) si, et seulement si, f(x) = x;
— si f est un projecteur de E, alors il existe une décomposition de E en somme directe : E = Im f & Ker f et, pour
tout vecteur x € E, la décomposition de x dans cette décomposition est donnée par

x = f(x) + [x — f(x)] .
~ Y

€lm f cKer f
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@ Siy € Imr, alors il existe x € E tel que

y=r1(x) =p(q(x)) =q(px))

puisque r = p o q = q o p. La premieére relation nous assure que y € Imp et la seconde, que y € Im q. Par conséquent,
Imr CImpNImgq.
Réciproquement, siy € ImpNIm g, alorsy = p(y) ety = q(y) (puisque p et q sont des projecteurs). Par conséquent,

ce qui prouve quey € Imr.
On a ainsi prouvé que Imr =Imp NImq.
@ Six € Kerr, alors r(x) = p(q(x)) = Og, donc q(x) € Ker p. Par conséquent,

x = q(x) + [x — q(x)] € Kerp + Kerq.
~

cKer p €Ker q

Réciproquement, si x € Kerp + Ker q, alors il existe x; € Kerp et x, € Ker q tels que x = x; + x, et, comme p et q
commutent,

T(x) =7(x1) +r(x2) = q(p(x1)) +p(a(x2)) = q(0e) +p(Oe) = O,
donc x € Kerr.
On a donc prouvé par double inclusion que Ker r = Kerp + Ker q.
Solution 25 rms130-768

1. Onsuppose que f et g commutent.
a Soity € Imf. Il existe donc x € E tel quey = f(x) et

g(y) = (gof)(x) = (fog)(x) =f(g(x)) € Imf,

donc Im f est stable par g.
@ Soit x € Kerf: on a donc f(x) = 0 et par linéarité de g, on a g(f(x)) = 0. Comme f et g commutent, on a aussi
f(g(x)) =0, c’est-a-dire g(x) € Ker f, donc Ker f est stable par g.

# Cest du cours!
2. Sifetp commutent, alors Imp et Kerp sont stables par f (d’apres la question précédente).

@ Réciproquement, supposons que Im p et Ker p soient stables par f.
On sait que E = Imp @ Kerp et que

Vx€eE x=pkx) +(x—pK). (*)
N ———
€lmp €Ker p

En appliquant (x) a f(x) au lieu de x, on obtient que
f(x) = (p o 1)(x) + [f(x) — (p o ) (x)].
Par linéarité de f et du fait que Im p et Ker p sont stables par f, on en déduit que

f(x) = (fop)(x) + [f(x) — (fop)(x)] .
——

€lmp €Ker p

Or E =Imp @ Kerp, donc la décomposition du vecteur f(x) est unique : par identification, on a donc
VxeE, (pof)(x)=(fop)(x)

donc p et f commutent.

# [ ne suffit pas de savoir que Imp et Ker p sont supplémentaires dans E, il faut aussi connaitre et utiliser la décomposition (x).
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Solution 26 rms132-1142
Puisque la matrice B est écrite par blocs, il faut penser a écrire les vecteurs de son noyau par blocs également.
Le vecteur

X = (?) € Mo, 1(K)
2

appartient au noyau de B si, et seulement si,

v (On AN (X)) _ (AX:
e =o= (3 0) ()= (%)

Autrement dit, la colonne X appartient au noyau de B si, et seulement si, les deux sous-colonnes X; et X, appartiennent
aunoyau de A.
@ Avec une base de Ker A
Notons d, la dimension du noyau de A et considérons alors une base

HBo = (Uy,...,Uq)

du noyau de A.
Considérons maintenant la famille

() (8)-) - (2]

D’apreés les calculs qui précedent, les vecteurs de # appartiennent tous au noyau de la matrice B.

» La famille % est libre : il existe des scalaires oy, T < k < 2d, tels que

Lo (9)+ 2 (8)- 0

k=1 k=d+1

alors
d d
E o Uy = E agkUx =0
k=1 k=1

et comme la famille %, est une base de Ker A (par hypotheése), c’est en particulier une famille libre. On en déduit que
VI<k<2d, o=0

et donc que la famille 4 est libre.

» Enfin, si X appartient au noyau de B, alors il existe deux colonnes X; et X; appartenant au noyau de A telles que

X = @)

Comme %, engendre le noyau de A, il existe donc deux familles de scalaires (xx)1<k<a et (xx)a+1<k<24 telles que

d d
X; = Z o U et Xy = Z gk Ug.
k=1 k=1
Par conséquent,
u = 0
_ k
X= Z ool ( 0 ) + Z fo oy (Uk> € Vect(4).
k=1 k=d+1

La famille % engendre donc le noyau de B.

» Comme Z est une base de Ker B et que #(#) = 2d, la dimension de Ker B est égale a 2d = 2dim Ker A.
@ Avec un isomorphisme
D’apres les calculs préliminaires, 'application

Ker A x KerA — KerB

(X1,X2) (2)
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est une bijection de Ker A x Ker A sur Ker B. Il est par ailleurs clair que cette application est linéaire, donc c’est un
isomorphisme de I'espace produit Ker A x Ker A sur Ker B et en particulier,

dim Ker B = dim(Ker A x Ker A) = 2dim Ker A.

@ Avec le théoreme du rang
Quelles que soient les matrices P, Q € 9, (K),

(@) a)=(an 8 (xa)le %)-( )

Sile rang de A est égal a v, alors il existe deux matrices P, Q € GL,, (K) telles que
L Onnr
QAP = (om,r Ons ) '

_(Q 0, (P 0On
Qo = (on Q) ¢ Po=lo, P
de M, (IK) sont inversibles (en tant que matrices diagonales par blocs dont les blocs diagonaux sont tous inversibles)

et
(0. QAP
QoBPo = <QAP 0n ) '

En permutant convenablement les lignes et les colonnes (ce qui conserve le rang), on en déduit que Q¢BPy est équiva-
lente a
< IZr 02r,2n2r>
02n72r‘2r 02n72r

rgB =2r=2rgA.

Les matrices

et donc que

On déduit alors du théoréme du rang que

dimKerB =2n —2rgA =2(n—rgA) = 2dimKer A.

Solution 27 rms132-1145
1. Par définition,
Al 1.A°B
1 _

w-0 )

et il est clair que
A® 0.B
0 _ _
M —Izn—<on AO>

On vérifie par récurrence que
k k—1
VkeN, Mkz(A kA B).

On A¥k
#v Sans I’hypothése AB = BA, la démonstration par récurrence ne serait pas possible!

On en déduit par combinaison linéaire que

¥PeCXl, PM)= (P(A) P’(A).B)‘

On  P(A)

2. D’apres la question précédente, P est un polyndme annulateur de M si, et seulement si, P(A) = P’(A).B = 0,,.
@ 5i M est diagonalisable, alors elle admet un polynéme annulateur P qui est scindé a racines simples.

Si P et P’ admettaient un facteur irréductible commun, ce serait un facteur de la forme (X — «) (irréductible dans
CI[X]!) et dans ce cas, « serait une racine (au moins) double de P : c’est impossible. Par conséquent, P et P’ sont premiers
entre eux.

On déduit alors de la relation de Bézout que la matrice P/(A) est inversible et donc que B = 0,,.

@ Réciproquement, si A est diagonalisable et si B = 0,,, alors A admet un polynéme annulateur P scindé a racines
simples et
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donc P est aussi un polynéme annulateur de M, ce qui prouve que M est diagonalisable.
# Variante : si Q7 'AQ = A, alors
Q 0 '3 (Q On)_ (A On
0n Q Oon Q) \0n AJ°

Solution 28 rms132-1152

1. D’apres les regles du produit matriciel par blocs,

T o 1+C'.C O])n
M 'M_( On,1 I.,+CC" /"

De plus, CT.C = IC|I* =0 (pour le produit scalaire canonique sur les matrices colonnes), donc 1+ CT.C > 0.
Par ailleurs, si la colonne X appartient au noyau de (I,, + C.C"), alors

0=X".(In+C.CHX=XTX+(CT.X)2 > |X|* =0

donc X = 0. La matrice carré (I, + C.C") est donc injective et par conséquent inversible.

Comme M ".M est diagonale par blocs et que les blocs diagonaux sont inversibles, la matrice M .M est inversible.
2. On vérifie que M.MT = MT.M (ca n’a rien d’évident a priori, il est nécessaire de poser le calcul). Par conséquent,
enposant Q = M~ '.MT,

QQT=M"'"MNH. MM HT]=M"MM' . M " =1,

puisque (M~1)T = (M)~ (pour toute matrice inversible).
Ce calcul prouve que la matrice Q est orthogonale.



