Lycée Pierre CORNEILLE
ANNEE SCOLAIRE 2025/2026

MP/MPI =

Composition de Mathématiques
Le ler octobre 2025 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliguant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans l'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

2 R

< Probleme o

Dans ce probleme, on note I, le segment [0, 1] et on
considere deux fonctions continues

f:I1—-RR, p:I—R
avec
Vx el p(x) = 0.
Il s’agit d’étudier les solutions
u e ¢*(L,R)
de I'équation différentielle
Vxel, —u"(x)+pulx)=1f(x) (®)

qui vérifient en outre les conditions aux limites suivantes :

u(0) =0, u(1) =0. (@)

Nous dirons qu'une fonction u € ¢*(I,R) qui vérifie a
la fois 1’équation différentielle (E) et les conditions (C) est
une solution du probléme (P).

De maniere analogue, une fonction u € €*(I,R) qui
vérifie a la fois I'équation différentielle homogene (Eo) as-
sociée a (E) :

vVxel,

—u”(x) +p(xJu(x) =0 (Eo)

et les conditions (C) est une solution du probleme (P).

Dans un premier temps, aprés deux exemples
concrets, on démontre que le probléme (P) admet en gé-
néral une, et une seule, solution. On cherchera ensuite a
calculer une approximation de cette solution et a estimer
la qualité de cette approximation.

Partie A.
1. Déterminer les solutions du probléeme (P) dans les
deux cas suivants.

1l.a. Pourtoutx€l,

Exemples

ol « est un réel donné.

Partie B.

2. Démontrer que I’ensemble des solutions de I'équation
différentielle (Eo) est un sous-espace vectoriel de € (I, R).
3.a.  Soit u, une solution du probleme (Py). Démontrer
que la fonction u vérifie la relation

Résultats généraux

2

1
J [u’(x)]z +p(x)[u(x)]” dx =o0.

0
En déduire que la seule solution du probleme (Py) est la
fonction nulle.
3.b. Démontrer que, pour chaque couple (p, f) donné, le
probleme (P) admet au plus une solution.

On admet que la dimension du sous-espace vectoriel des so-
lutions de (Eo) est égale a 2.

4. On considére deux solutions u; et u, de I'équation
différentielle (Eo) et la fonction g définie par

Vx el g(x) = w (0)uz(x) —uz(0)uq (x).
4.a. Démontrer que : si g(1) = 0, alors g est identique-
ment nulle sur le segment 1.
4.b. En déduire que g(1) # O si, et seulement si, le
couple (w1, uy) est une base de 1’espace des solutions de
I'équation (Eo).
5. Soient (u7,u;), une base de I'espace des solutions de
(Eo); v, une solution de I'équation différentielle (E) et A, y,
deux nombres réels. On considere le vecteur colonne

()

etla fonction u : I — IR définie par

Vx el u(x) = Aug (x) + puz(x) + v(x).

5.a. Démontrer que cette fonction u est une solution du
probleme (P) si, et seulement si, la colonne A vérifie une
relation matricielle de la forme

MA =B

avec M € M, (R).
1= On précisera la matrice M et la colonne B.

5.b. Démontrer que le probleme (P) admet une, et une
seule, solution.
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Partie C. Une norme matricielle

On identifiera systématiquement le vecteur

(X1y.eayxn) €R"
a la colonne
X1

X= emn](]R)

B

Xn

qui représente ce vecteur dans la base canonique de R™.
L’espace R™ est muni de la norme produit :

X1 = max

X

et, pour toute matrice M € 9, (R), on pose

IMX]

N(M) = .
(M) = 2 T
X40

6. Démontrer que N est une norme sur My (R).
7.  Démontrer que

VA,B € M (R), N(AB)< N(A)N(B). ()

On admet que 'application N, définie par

1<i,j<n

est une norme sur M, (R). Cette norme vérifie-t-elle aussi
la propriété (x)?

8. Soit (Mp)p>1, une suite de matrices de M, (R) qui
converge vers une matrice M € M, (RR). On suppose que
cette matrice M est inversible.

8.a. Démontrer que, pour tout entier p assez grand, la
matrice M, est inversible.

8.b. Soit X € R™. En admettant que la matrice M,, soit
inversible, démontrer que

IMy X = M7TX]| < N(MTHN(M = M) [M;TX|

En déduire qu’il existe un entier po et un réel C, indépen-
dant du vecteur X € R™, tels que

Vp=po, [IMX|<CIMTX].

8.c. Démontrer que

Iim N(M

p—+oo

—1 —1
ST-MTh =o.

9. Qu’apportent les résultats précédents au cours?

Partie D. Discrétisation

Dorénavant, n est un entier supérieur a 3. On pose
alors
k

=kh=—.
Xk n+1

1
h=—— et YO<k<n+]1,
n+1

La famille (xx)ogkgn+1 définit une subdivision de l'inter-
valle I = [0, 1] de pas h (discrétisation temporelle).
On considere également le vecteur

Ty

et la matrice
H = Diag(p1,..-,pn) € Mn(R)
oll on a posé
Vi<k<n, frx=~f(xx)eR et px=pk) € Ry.

10. On suppose que les fonctions p et f sont de classe ¢
sur le segment I. Démontrer que la solution u du probléeme
(P) est de classe ¢ sur 1.

11. Soit u € ¢*(I,R). On pose

M = sup ]u(4](x)|.
x€l
11.a. Démontrer que
u(xx—1) — 2u(xi) + ulxi1) ‘ Mh?
h? P

u’(x) —

pour tout indice 1 < k < n.
11.b. Que devient cette inégalité dans le cas o1 u est la
fonction trouvée au 0?

On remplace le probleme continu (P) par le probleme
discret suivant : on cherche les vecteurs

ug
U= € My 1(R)
Un
tels que
Vicken, —WIEARTM o (D)
avec les valeurs particulieres up = 0 et upy1 = 0 pour

tenir compte de la condition (C).
12. Expliciter une matrice A € M, (R) telle que le pro-
bleme (D) puisse étre écrit sous forme matricielle :

~

A+H)U=F

Un vecteur X = (xi)1<kgn de R™ est dit positif lorsque

toutes ses coordonnées xi. sont des réels positifs.

De méme, une matrice Q = (Qij)1<ij<n de Mn(R) est

dite positive lorsque tous ses coefficients Qy; sont des réels

positifs.
13. Soit M € M, (R). Pour tout X € R™, on suppose que :
si le vecteur MX est positif, alors le vecteur X lui-méme est
positif.

Démontrer que la matrice M est inversible et que son

inverse M~ est une matrice positive.
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14. Soit X = (xx)1<kgn € R™. On suppose que le vec-
teur (A + H)X est positif. Démontrer que le vecteur X est
positif.

15 On pourra raisonner par I'absurde en considérant un indice
1 <k < ntel que
X = min xj.
1<ign
En déduire que les deux matrices A + H et A sont in-
versibles et que la matrice B = A~ est positive.

” Le probleme discret (D) admet donc une, et une seule, solu-
tion.

Partie E.

On souhaite comparer le vecteur U calculé en résol-
vant le probleme discret (D) au vecteur

Qualité de I'approximation

u(xq)
u= :
u(xn)
obtenu en échantillonnant la solution u € ¢ (1,R) du pro-
bléme continu (P).

15. Soit Fy € R™, le vecteur dont toutes les coordonnées
sont égales a 1. On considere les vecteurs

V=(A+H) "F, et W=A"TF,.

15.a. Soit Q € M, (R), une matrice positive. Démontrer
que

N(Q) = [[QFol|-

15.b. Démontrer que les vecteurs V, W et A(W —V) sont
positifs.
15.c. Comparer ||V|| et || W|. En déduire que

YXeR™, [(A+H)X| < WX

16. On cherche ici a donner estimer la valeur de |W]|.
16.a. Déterminer le réel a tel que la suite de terme géné-
ral

VkeN, yp=ak?

vérifie la relation de récurrence suivante :

Vk=1, —yx1+2yx —yxp1 =1.

16.b. En déduire les coordonnées du vecteur W, puis
que
Wil <
AN 8'
17. On pose

Z=(A+HU-F

17.a. Majorer ||Z|| au moyen de M et de h.
17.b. En déduire que

Mh?
96

u—uj < . 0

17.c. Discuter la qualité de I’approximation.
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Solution % Discrétisation d'une équation

différentielle

Partie A.
1.a.

Exemples
La solution générale de I’équation différentielle

Vxel, —y"(x) =1
a pour expression

2

y(x) =X Lax+b.

vVx el >

En tenant compte des conditions aux limites

y(0) =y(1) =0,

on trouve que le probleme (P) admet pour seule solution

la fonction
s x(1—x)
|-

Pour une équation différentielle du second ordre, une condi-
tion initiale est la donnée d’une valeur xo € 1 et du couple

(ulxo),u'(x0))-

Rien de tel ici, il s’agit de conditions aux limites et non
d’une condition initiale.

1.b. La solution générale de I'équation homogene (Eo)
est bien str
ae* +be ™™,

|| Ne pas perdre de temps avec les détails de calcul sur la copie!

a Si oo # +1, alors il existe une solution particuliere de

la forme

ce™™,

En injectant dans 1’équation (E), on trouve

1

C= ———
1 — o2

et en tenant compte des conditions aux limites, on obtient
une seule solution :

(eoc+1 _ ])ex + (ez _ eoc+])efx
(e —=T)(a? —1)

e(XX

Vx el

u(x) = +1—oc2'

On peut aussi exprimer cette solution sous la forme

chx
oz —1

(e*—chl1)shx
(x? —1)sh1

eLXX

1 —«?

mais ce n’est pas vraiment plus simple.

@ Si x = +1, alors il existe une solution particuliére de
la forme

cxe™ .

En injectant dans "équation (E), on trouve

-1 —«

‘T 2

(puisque & = %1!). En tenant compte des conditions aux
limites, on obtient & nouveau une seule solution :

xe*shx  axe*™

Yxel, u(x)= Yshl 2

Pour traiter cette question dans un délai raisonnable, il faut
connaitre parfaitement la méthode de résolution des équa-
tions différentielles d’ordre deux a coefficients constants et
utiliser les formules de Cramer pour déterminer efficacement
les constantes d’intégration.

Partie B.
2. Par définition, toute solution de (Eo) est de classe €2
sur . Par linéarité de la dérivation et continuité de p, I’ap-
plication

Résultats généraux

D=[u~ —u"+pul

est une application linéaire de (I, R) dans ¢° (I, R).
L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle

homogene (Ep), en tant que noyau de D, est un sous-

espace vectoriel de ¢%(I,R).

3.a. D’apresl’équation (Eo), pour tout x € I,

[u’(x)]z +p(x) [u(x)]z = [u’(x)]z +u(x)u’ (x)
= (uu')’(x).

Par conséquent, I'intégrale

1
J [W ()] + plx) [ulx))* dx

0

est égale a

1
J (uu’)’(x) dx = u(1u'(1) — u(0)u'(0),
0
quantité nulle d’apres les conditions (C).

@ La fonction

[x — [u’(x)]z +p(x) [u(x)]z}

est continue (puisque p est continue et que u est de classe
%?) et positive (puisque p est positive) sur l'intervalle
[0, 1]. Son intégrale est nulle, donc

Vxel, [u'(x)}z +p(x) [u(x)}z =0.
Les deux termes étant positifs, on en déduit que

vxel, u'(x)=0.

Comme I est un intervalle, on en déduit que la fonction u
est constante sur I. D’apres les conditions aux limites (C),
la fonction u est identiquement nulle sur I.

@ On a démontré que la fonction nulle était la seule so-
lution possible du probleme (Po).

Comme la fonction nulle est une solution évidente de

(Po), on a en fait démontré que la fonction nulle était la
seule solution du probleme (Py).

Ce n’est pas parce que la réciproque est archi-évidente qu’on
peut se permettre de n'en rien dire dans sa copie!

3.b. Le couple (p, f) est supposé fixé.
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Soient u et v, deux solutions du probleme (P). Comme
I'équation différentielle (E) est linéaire, la différence w =
u—v est une solution de I’équation différentielle homogene
(Eo) et w vérifie encore les conditions aux limites (C) :

w(0) =u(0)—v(0)=0—-0=0, w(1)=0.

D’apres la question précédente, la fonction w est la fonc-
tion nulle, ce qui prouve que u = v.
Le probleme (P) admet donc au plus une solution.

4.a. D’apres 0, toute combinaison linéaire de solutions
de (Eo) est encore une solution de (Eo). En particulier,
comme uq et uy sont des solutions de (Eo), la fonction g
est encore une solution de (Eo). Il est évident que g(0) = 0.
Side plus g(1) = 0, alors g est en fait une solution du pro-
bleme (Py), donc 0 g est la fonction nulle.
4.b. L’ensemble des solutions de (Eo) est un espace vec-
toriel de dimension 2.

Ce résultat, admis par l'énoncé, est une conséquence du
” Théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Par conséquent, le couple (u,u,) est une base de cet
espace si, et seulement si, c’est une famille libre. Nous al-
lons donc démontrer que g(1) = 0 si, et seulement si, le
couple (u7,u,) est une famille liée.

@ Sile couple (ug,u;) est une famille liée,
= ou bien la fonction u; est identiquement nulle et, dans
ce cas, la fonction g est a I’évidence identiquement nulle et
en particulier g(1) =0;
=> ou bien la fonction u; n’est pas identiquement nulle et,
dans ce cas, il existe une constante o telle que

Vxel0,1], uz(x)=au(x).

Mais alors
g(1) =u1(0) - g (1) — acuq (0) - uq (0) = 0.

a Réciproquement, supposons que g(1) = 0. D’apres la
question précédente, la fonction g est alors identiquement
nulle.
= Siug(0) £0, alors

u2(0)
u1(0)

donc u; est proportionnelle a u; et le couple (uy,u;) est
lié.

Il en va de méme si u, (0) # 0.
= Siu(0) = uy(0) = 0etuy(1) # 0, alors la fonction h
définie par

Vxel, wu(x)= ~uq (x)

Vxel, h(x)=uyx)— - (x)

est une solution de 1’équation homogene (Eg) qui vérifie
les conditions aux limites (C), donc 0 h est identiquement
nulle et u, est proportionnelle a u; et le couple (u,u,) est
lié.

Il en va aussi de méme si uq(0) =
u (1) #0.
= Enfin, si u7(0) = u,(0) = u; (1) = uy(1) =0, alors u; et
u; sont solutions du probléme (P, ), donc elles sont nulles
toutes les deux 0.

0 et

a Au terme de cette longue discussion, on a démontré
que g(1) # 0 si, et seulement si, le couple (u7,u;) était une
base de 1’espace des solutions de (Eo).

11 est sage de préparer une telle discussion au brouillon — a
moins de tenir absolument a rendre une copie degotitante.

5.a. Lexpression de u est celle de la solution générale de
I'équation différentielle (E) : somme d’une solution parti-
culiere de (E) et d"'une combinaison linéaire des fonctions
uy et uy qui forment une base de 1'espace des solutions de
I'équation (Eo).

Par conséquent, la fonction u est une solution de (P)
si, et seulement si, elle vérifie les conditions aux limites
(C), ce qui se traduit par le systéme

{7\m (0) + puz(0) = —v(0)
Mg (1) + puz(1) = —v(1)

ou sous la forme MA = B avec

C(wm(0) w(0)
_(mﬂ) uzU)) et B

5.b. Le déterminant de M est égal a g(1) et, d’apres la
question précédente, g(1) # O (puisque (uj,u2) est une
base de I'espace vectoriel des solutions de 1’équation ho-
mogene). Comme la matrice M est inversible, le systéme
MA = B admet une seule solution : A = M~ 'B.

D’apres la question précédente, le probléme (P) ad-
met une, et une seule, solution u.

Il
/l_\\
==
-2
~_

Partie C. Une norme matricielle

6. Comme le vecteur X n’est pas nul, le dénominateur
|X]| n’est jamais nul et tous les quotients sont bien définis
(et positifs).
@ Par homogénéité de la norme, pour tout vecteur X
non nul, le vecteur
1

U= X
[IX]

est un vecteur unitaire, donc

{M

X[ XERN XA o} c {IMu]l, U e R™, U] =1}.

Réciproquement, si U est un vecteur unitaire, alors

[MU]]

MU =
-’

donc l'inclusion réciproque est vraie elle aussi :

{M

X[ XERY XA o} S {IMUll, U e RM, [u) =1}

a Comme My 1 (R) est un espace vectoriel de dimen-
sion finie, la spheére unité de 9, ;(R) est une partie
compacte et I'application linéaire [U — MU] est continue.
Toute application continue sur un compact est bornée et
atteint ses bornes. En particulier, elle atteint un maximum,
donc il existe un vecteur unitaire U, tel que

IMU| < [MUo|

pour tout vecteur unitaire U.
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On a ainsi démontré que le réel positif N(M) était bien
défini pour toute matrice M € M, (R).
@ 5i la matrice M est la matrice nulle, il est clair que ce
maximum est nul.
Réciproquement, si ce maximum est nul, alors la ma-
trice M est la matrice nulle. En effet, pour tout vecteur
X € R™, il existe un vecteur unitaire U tel que

X=[X]-u
donc
IMX]| = [[IX]| - Mul| = [IX]| MU < [IX[N(M) = 0.

On en déduit que MX est la colonne nulle pour tout vec-
teur X € M, 1(R) et donc que M est la matrice nulle.
@ Par homogénéité de |||,

[AMX]|
X

IMX]|

VAER, VX #£0,
Xl

= [Al

et comme [A| > 0, on en déduit que
N(AM) = AIN(M).

@ Enfin, quelles que soient les matrices M; et M;, quel
que soit le vecteur unitaire U € R™,

(M1 +M)U|| < MUl + [MaU]| < N(Mq) + N(My)

puisque le maximum est un majorant. Le second membre
est indépendant du parametre U, on peut donc passer au
maximum et obtenir :

N(Mj +M;) = [max [(M1 + M2)U|| < N(Mq)+N(My).
fuf=1
@ On a démontré que N était effectivement une norme
sur M, (R).

Cette question ne présente aucune difficulté particuliere, il
faut s’assurer qu’on sait la traiter vite et bien.

7. Par définition de N comme maximum, pour tout vec-
teur X € R™ non nul,

IMX][ < N(MJ [|X]]. (%)
II est clair que cette inégalité est encore vraie si X est le
vecteur nul (les deux membres sont nuls).

Par conséquent, quelles que soient les matrices A et B,
quel que soit le vecteur X,

[(AB)X[| = [[A(BX)[| < N(A)[|BX]| < N(A).N(B)|X].
On en déduit que, pour tout vecteur X non nul,

[(AB)X]

< N(A)N(B).
XS (AIN(B)

Le second membre est indépendant du parametre X et
I'existence du maximum a été justifiée a la question pré-
cédente. On peut donc passer au maximum, ce qui nous
donne bien

N(AB) < N(A)N(B).

La norme N est donc sous-multiplicative.

Surtout pas de zéle! L'énoncé demande d’admettre que Ny
est bien une norme, il n’est pas question de se lancer dans la
moindre vérification, ce serait une perte de temps.

@ Le plus simple consiste a considérer la matrice M dont
tous les coefficients sont égaux a 1, ce qui nous donne
Noo(M) =1.

Le produit M? est alors égal a nM, ce qui nous donne

NOO(MZ) = nNoo(M) =n
et comme n > 2, on en déduit que N, (M?) nest pas ma-
joré par [N, (M)]2.

Certaines normes sur My (R) ne sont pas sous-
multiplicatives. 1l est facile de vérifier que toute norme sur
Mn(R) est équivalente a une norme sous-multiplicative,
mais la n’est pas la question...

8.a. On sait que le groupe GL, (R) des matrices inver-
sibles est un ouvert. Comme la limite M est supposée in-
versible, le groupe GL,, (R) est donc un voisinage de M et
comme la suite (M;,)p»1 converge vers M, a partir d'un
certain rang, tous les termes de cette suite se trouve dans
GL,(R).

On peut formuler la définition de la convergence d’une suite
sans € : la suite (My,)p>1 converge vers M si, et seulement
si, pour tout voisinage V de M, il existe un rang Ny tel que
M, € V pour tout indice p > Ny.

8.b. Comme M et M,, sont inversibles,

—1 “Ty — a1 —1 -1
M, X=M"'X=M, X-=M" "M,M, "X
=(In —M " "Mp) (M, 'X)
=M "M -=M""M,)(M;'X)
=M (M —M;) (M, 'X).
On peut déduire de 0 et notamment de la relation (x) que
M "X = MTTX] < N(MTHN(M = M) M X
a D’apres l'inégalité triangulaire,
IMZXI = [IMTIX] < N(MTON(M = My )M X|
c’est-a-dire
(T=NMHN(M — M) M, X] < [IMTTX].

Comme N(M — M,,) tend vers 0 lorsque p tend vers 1'in-
fini, on peut supposer que I’entier p est choisi assez grand

pour que
1

E .
Dans ces conditions, pour tout vecteur X € R™,

-1 -1
M, X|| < 2[[M77X]J.

N(MIN(M —M,) <

Dans (%), on peut remplacer 1/ par tout réel 0 < o« < 1:0n
trouvera dans ce cas

_ 1 .
IMZTX] < T <M X|

pour tout indice p "assez grand”. Le plus important ici est
que le rang po ne dépende pas du vecteur X choisi, ce qui se
voit clairement sur (%).
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8.c.  On déduit de la question précédente qu’'il existe
une constante réelle C > 0 et un rang po tels que

My "X —=M7'X|| S CN(MTHN(M — M, ) [IMTTX]|

pour tout X € R™ et tout indice p > po. On déduit alors de
(%) que, pour tout X € R™ non nul et tout indice p > po,
||M];‘X — MY
IX]

< CNMTIN(M —M,).N(M™).

Le second membre est indépendant du vecteur X, on peut
donc passer au maximum (dont I'existence a déja été prou-
vée) et obtenir

Vp=po, NM, =M 1) <CNM T)PZNM—-M,).
On déduit alors du théoréme d’encadrement que

lim N(M;'—M™") =0.

p—+oo

9. D’apres le cours, 'application [M — M™'] est conti-
nue sur 'ouvert GL,, (R). La conclusion de la question pré-
cédente ne dit rien de plus.

En revanche, on a trouvé un ordre de grandeur de
N(M, " — M), ce qui ne figure pas dans le cours.

Cet ordre de grandeur peut se déduire de I'Inégalité des ac-
croissements finis, puisqu’on peut démontrer que I'applica-
tion [M— M™1] est de classe €' sur GLn (R).

Partie D. Discrétisation

10. Par définition, la solution u est de classe €2 sur I (au
moins) et, d’apres I'équation différentielle (E),

vxel, u'(x)=pxulx)—f(x).
Si p et f sont également de classe €2 sur I, alors u” est de
classe €2 et par conséquent u est de classe €.
11.a. Pour toute fonction f de classe ¢ sur le segment
[a, b], l'inégalité de Taylor-Lagrange nous dit que, quels
que soient x ety dans [a, b],

K&?

52 53
_ £(3) -
24

—f"(x) — —

fly) = 100 = 8F(x) = 5 -

)| <
avec

S=y—x et K= sup [f(t)< sup [f¥(1).
texeyl tela,b]

On applique l'inégalité de Taylor-Lagrange en pre-
nant x = xy ety = xx41, ce quinous donne 6 =h:
h? h3

WXy 1 )—u(xk)—hu/(xk)—ju"(xk)—?um (xx)| <

Mh?
24

puisque [xi, xk+1] C [0, 1].
On recommence avec x = Xy ety = xx_1, et donc cette

fois & = —h, d’ot1 quelques changements de signe :
2 h3 Mh#
u(xkfl)_U(Xk)+hu,(xk)_7u//(xk)+?u(3)(Xk) S or

puisque [xx—1,xx] C [0, 1].

En sommant ces deux encadrements, on déduit de
I'inégalité triangulaire que

Mh*

[u(xie1) — 2u(xi) +ulxe—1) — h*u’ (x| < TR

L'encadrement souhaité s’en déduit en divisant par h?

(qui est strictement positif) et en changeant de signe dans

la valeur absolue.

11.b. La fonction u trouvée au 0 est polynomiale de de-

gré 2, donc sa dérivée quatrieme est nulle : M = 0 et sa

dérivée seconde est constamment égale a —1.
L’encadrement précédent devient donc

—u(xx—1) + 2u(xy) — u(xk11)

= ~1.

V1i<k<n,

12. Puisque up = un41 = 0, la propriété (D) devient

2u; —u
% +piur ="

pour k =1 et

—Un—1+ Zun

h2 +PnlUn = fn

pour k = n. Compte-tenu des définitions de la matrice H
et des colonnes F et U, la matrice

0
] \
A:ﬁ
1

2 -1

-1 \
0 \\ 0
0 -1 2

convient.

13. Soit X € IR™, un vecteur du noyau de M. Le vecteur
MX est nul, donc MX et —MX = M(—X) sont tous les deux
des vecteurs positifs. D’aprés ’hypothése sur la matrice
M, les vecteurs X et (—X) sont positifs, ce qui prouve que
X est le vecteur nul.

Le noyau de M est donc réduit au vecteur nul
Comme M est une matrice carrée, on en déduit que M est
inversible.

@ Notons Ey, ..., En, les vecteurs de la base canonique
de R™ et, pour tout 1 < k < n, notons Cy = M~ TEy.

On a donc MCy, = Ey et comme le vecteur Ey est
positif, on déduit de I'hypothese faite sur M que chaque
vecteur Cy est lui aussi positif. Mais, par construction,
Cx = M~ TEy représente la k-ieme colonne de M.

On a ainsi démontré que tous les coefficients de M~!
sont des réels positifs.

14. Suivons l'indication et supposons que 1'une des coor-
données au moins du vecteur X soit strictement négative.

@ Jln’y a qu'un nombre fini de coordonnées, donc l'une
d’elles est minimale et, selon notre hypothése, strictement
négative. De plus, on a posé x¢o = xn41 = 0, donc il existe
au moins un indice 1 < k < n tel que

0
0

0>xx= min x;.

o<i<n+1
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@ Une fois de plus, il n'y a qu'un nombre fini d’'indices
k vérifiant cette propriété, nous considérerons donc que ko
est le plus petit d’entre eux. De la sorte,

<i<k0>

VO Xko < Xi
Vke<i<n+l,

Xko < Xi. (%%)
@ On déduit alors de (D) que, pour tout 1 <k < n,

—Xk—1 + 2XK — Xk+1
h2

+prxk =0
c’est-a-dire

(24 prh?)xi = X1 + Xkp1-

Pour k = k¢ en particulier, on déduit de (%) que
(24 Pron®)Xig = Xico—1 4+ Xio 41 > 2Xip,s

ce qui est impossible car py,h? > 0 et x, < 0.
On a ainsi démontré par l'absurde que le vecteur X
était positif.

@ Nous pouvons donc appliquer ce que nous avons dé-
montré au 0 : la matrice A + H est inversible et son inverse
est une matrice positive.

@ La seule hypothese qui porte sur la matrice H est
qu’elle soit positive. On peut donc en particulier considé-
rer le cas H = 0,, ce qui nous montre que la matrice A
est elle aussi inversible et que son inverse est une matrice
positive.

Le probleme discret (D) admet donc une, et une seule, solu-
tion :

U=(A+H)"

Partie E.
15.a. On a démontré au 0 que

Qualité de I'approximation

N(Q) = max [IQX].

a Il est clair que ||Fo|| =1, donc

N(Q) > [|QFo[| = max ZQk,J

1<kgn

puisque tous les coefficients de Fo sont égaux a 1 et que les
coefficients de Q sont tous positifs.

@ Réciproquement, considérons un vecteur X € R™ tel
que || X|| = 1. D’apres les regles du produit matriciel, les
coordonnées de QX sont

V1i<k<n,

n
Yk = Z Qu,i%j-
=1

Comme la matrice Q est positive et que || X|| = 1, on déduit
de l'inégalité triangulaire que

n n
Vi<k<n, Wl <) Quilxl< ) Qi
=1 =1

8
On en déduit que
def =
: - IOF
IQXII=" max fyxl < glggxn;Qk‘; IQFall
et donc que
N(Q) = max [[QX]| < [[QFoll

\XH 1

@ Par double inégalité, on a démontré que

Q) = [IQFo]

pour toute matrice positive Q € M, (R).
15.b. Le vecteur Fy est positif et, d’apres 0, les matrices
(A + H)"'" et A~ sont positives. D’apres les regles du
produit matriciel, les deux vecteurs V = (A + H) " F; et
W = A~ 'F, sont donc positifs.

@ D’autre part,

AW=V)=Fy—AA+H)'F
=Fo+(A+H—-H)(A+H) 'F,
=Fy—Fo+HV =HV.

Or le vecteur V est positif et la matrice H est positive, donc

le produit
A(W—-V)=HV

est bien positif.

15.c. D’apres 0 et la question précédente, le vecteur
W-V=A""[AW-V)]

est positif (produit de la matrice positive A~! par une co-

lonne positive). Autrement dit,
vV1i<k<n, 0 < v <wyi

puisque le vecteur V est positif 0. On en déduit que

jmax vie = [[VI| < W]l = max wi.
a Soit X € R™. D’apres (xx) 0,
[(A+H) X[ <N(A+H)) [X].
Comme (A +H)~! est une matrice positive 0, on déduit de
0 que
N(A+H)™") = [[(A+H) "Rl =V
et, d’apres ce qui précede,
YXeR™, |[(A+H)TTX]| < [W]IX].

L'intérét de cette estimation est de majorer une expression qui
dépend de la fonction p (via le vecteur H) par une quantité
qui n’en dépend pas.

16.a. On substitue ak? a yy dans la relation de récurrence
et on constate rapidement que la suite de terme général

—K?

VkEN, ykZT

vérifie la relation de récurrence considérée.



MP/MPI 3 Composition du ler octobre 2025

On dispose d'une solution particuliére de cette relation de
récurrence linéaire. D’apreés le principe de superposition,
les autres solutions s’en déduisent en ajoutant les solu-
tions de I'équation homogene. L'équation caractéristique est
(A —1)2 = 0, donc la solution générale de la relation de ré-
currence est de la forme

kZ

VEkEN, ye=atbk— .

16.b. Par définition, le vecteur W = (wq,...,wy,) est la
solution de 1’équation

AW = Fo.

Ses coordonnées vérifient donc
—Wi—1 + 2wy — Wy
h2

si on prend soin d'imposer wy = w;, = 0 (pour que la rela-

tion de récurrence soit vérifiée aussi pour k = 1 et k = n).
On déduit de la question précédente les valeurs des

constantes a et b qui sont compatibles avec la contrainte

wWo =w, =0:

=1

V1i<k<n,

- n+1

a=20, b 2

o K l-k) kn41-k)
2  2(n+1)2

V1<k<n, W =

Avec beaucoup de flair, on pouvait éviter ces calculs, il “suf-

fisait” de remarquer qu’on connaissait déja I'expression des
wy depuis le 0 :

kh(1 —kh)
2
a L'expression y(1—y) est un trindme du second degré,
elle est donc extrémale au milieu des racines (c’est-a-dire
poury = /2), donc

V0<k§n+1, Wk:u(xk):

1—y)=-.
r&agy( y) 1

Comme W est un vecteur positif 0,

1
W] = max wy < <.
1<k<n 8

17.a. Par définition du vecteur F et du probleme (P),
VIi<k<n, fi=fla)=—u"(xx) +prulx)

tandis que, par définition de la matrice A 0, les coefficients
de la matrice (A + H)U sont

—u(xi 1) + 2ulxi) — u(xe 1)
h2

Vi<k<n, + pruxk)-

Les coefficients du vecteur Z sont donc

u(xx—1) = 2u(xy) + u(x41)
h2

vi<k<n, u’(x)—

et on déduit alors de 0 que

Mh?

Z|| £ ——.
121l < =5

17.b. Par construction du probleme (D),
(A+HU=F

donc
Z=(A+H)U-1)

et d’apres O,
u=ulf=[(a+H)~"Z| < W] ]Z].
On déduit alors de la question précédente et de 0 que

Mh?

u—uj < )
[ I'< —¢

17.c. En admettant qu’on sache calculer le vecteur ﬂ, SO-
lution du probleme discret, avec une précision suffisante
(ce qui est une hypotheése assez forte!), 'estimation précé-
dente donne un ordre de grandeur de 'erreur commise en
assimilant 1’échantillon U des valeurs calculées a 1'échan-
tillon U des valeurs exactes.

Le facteur h? est trés intéressant, car il suggere que la
qualité de I'approximation varie en O(h?) ot h est le pas
de la discrétisation : en divisant le pas par 10, on gagne un
facteur 100 en précision.

En pratique, on ne gagne pas autant en précision i cause des
inévitables erreurs d’arrondi.

La factorisation LU d"une matrice tridiagonale permet de cal-
culer U en O(n) opérations (algorithme de Thomas). En di-
visant h par 10, on multiplie n par 10 et on effectue environ
10 fois plus de calculs.

En revanche, le facteur M est assez encombrant, puis-
qu’il dépend de la solution u du probleme (P) étudié!

La relation () ne nous informe vraiment que sur la
qualité relative de I’approximation (= que gagne-t-on lors-
qu’on passe d'un pas temporel a un pas temporel plus pe-
tit?), mais ne nous permet pas de prévoir comment elle
varie en fonction des données f et p.

La qualité absolue de I'approximation reste donc assez
incertaine.



