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1. Soit () e N, une suite réelle ou complexe. On pose
n
VvneN, S,= E:Mk
k=0
11
VneN*, S,—5,.1=up
1.2
VneN, Syyo— S = uzni2+ Uzpqt
1.3
Vn €N, Sy1—Su-1= tous1+ Uon
1.4
n+p
V(np) e NXN* Spip—Su= Y u
k=n+1
2. Sommation télescopique
Soit (xn)nenN, une suite réelle ou complexe.
P
VYp=>n, Z(ka —XK) = Xpy1 — Xn-
k=n

3.2

3.3

4.

Série géométrique

n
VYm<n, Zlk:nfm+1.

k=m

Si g est un complexe différent de 1, alors

n n—m+1

k ml'_q
Y i =g ——

Vm<n, T
k=m -9

Dans toute algebre associative unitaire,

q-1) x (kijnqk) = (kinq") x(q—1)=q""" —q"

Séries et dérivation discreéte

L’application A définie par

est un endomorphisme de I'espace °(C) des suites complexes.

Alu)g=up et Vn=1, Au)y=uy—i, 1

L'application o définie par

n
VneN, o(u)y=Y u
k=0

est un endomorphisme de £°(C).

Sommes
I
Séries numériques
5. # Les séries dont le terme général uy, appartient a I'espace vecto-

riel E = R ou a E = C sont dites séries numériques.

6. = Convergence des séries télescopiques
La série Y (x, 11 — Xn) est convergente si, et seulement si, la suite
(Xn)nen est convergente. Dans ce cas,

+00
¥ ng, Z (Xps1—xn) = ( lim x,,) — Xy

= n—+00

I.1 Convergence absolue

7.1 # La série ) uy est absolument convergente lorsque la série
de terme général positif Y. ||uy|| est convergente.

8. = Dans un espace vectoriel de dimension finie, toute série abso-
lument convergente est une série convergente.

9. = Cas des séries numériques

Soit Y uy, une série réelle dont le terme général est de signe constant (a
partir d'un certain rang).

Une telle série est convergente si, et seulement si, elle est absolument
convergente.

Séries semi-convergentes

10.  # Une série y_ uy est semi-convergente lorsqu’elle est conver-
gente sans étre absolument convergente.

11. = La somme d’une série semi-convergente et d une série absolu-
ment convergente est semi-convergente.

Théoréeme de comparaison

12. Les différents théoremes de comparaison, qui relient tous
I'ordre de grandeur du terme général u,, a celui du terme géné-
ral d’une série connue Y v,, servent a vérifier si la série ) u, est
absolument convergente.

121 Ilestdonc impossible d’appliquer une version quelconque
du Théoréme de comparaison pour justifier la convergence d une
série semi-convergente.

122 Méthode

11 suffit a chaque fois d’étudier I'ordre de grandeur du terme général
pour conclure.

13. La relation u,, = O(vy) est en fait une comparaison entre
les quantités positives ||uy|| et ||v,| :

i TH:HO(’)(UH) = ||un|| VH:%OO(HUHH)-

En pratique, la suite (v,,),en est une suite de réels positifs.

14. Condition suffisante de convergence absolue

141 = Siu, = O(vy) et si Y vy est absolument convergente, alors
Y uy est absolument convergente.

14.2 Si0 < uy < vy pour tout n € N et si ), v, est conver-
gente, alors ) u, est convergente.

14.3 Si la série ) uy, est absolument convergente et si la suite
(vn)nen est bornée, alors la série Y 1,0, est absolument conver-
gente.

14.4 Si la série ) 1, est absolument convergente, alors la série
Y 2 est absolument convergente.

15. = Condition nécessaire de convergence absolue
Siuy = O(vy) et si ) uy n'est pas absolument convergente, alors y_ vy
n’est pas absolument convergente.
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16. Critere de convergence absolue

En pratique, la comparaison par équivalent n’a d’utilité que pour
les séries numériques.

16.1 = Siuy ~ vy, alors ) uy est absolument convergente si, et seule-
ment si, ), vy est absolument convergente.

16.2 = On suppose que u, ~ vy et que vy est de signe constant a
partir d'un certain rang. Alors les deux séries Y uy et Y v, sont de
méme nature.

Regle de Riemann

17. On applique ici les différentes versions du Théoreme de
comparaison en prenant une série de Riemann (convergente ou
divergente) comme série de référence.

18.  # La fonction ¢ de Riemann est définie sur |1, +oo[ par

T 1

{x) =Y

Vx>1, -
n:ln

19. = S'il existe o > 1 tel que

alors Y 1y converge absolument.
20. = S'ilexiste n < 1 tel que

L = O(lull),

n«

alors Y ||uy|| diverge et la série Y u,, n’est pas absolument convergente.

21. = S’il existe £ # 0 et un réel w tels que

l
M"Nﬁ’

alors

— ou bien o > 1 et la série ) uy converge absolument;
— ou bien « < 1et la série ) uy est divergente.

1.2 Reégle de D’Alembert

22. Comparaison logarithmique

La regle de D’Alembert donne une condition simple pour com-
parer une suite (#,),eN & une suite géométrique. On la formule
comme une condition suffisante pour que la série ) u;, soit ab-
solument convergente ou pour que cette série soit grossierement

divergente.

22.1 Si uy, et v, ne s’annulent pas et si
[#nsall _ longall
[[t4n]| [[onl

a partir d’un certain rang, alors u, = O(vy).

222 Sil existe un réel g et un rang ng € N tels que
u
vn>n0/ Ogu Tl+1”<q<1/
[t |
alors
_ n
Un = 0(q")

et la série ) u, est absolument convergente.

22.3 S’il existe un réel g et un rang ng € N tels que
Vnsny 1<gq< el
[l
alors
noo_
T e O(un)

et la série ) u, diverge grossiérement.

6.2

23. = On suppose que

ol
n—+oo ||yl

23.1 Condition suffisante de convergence absolue
Sil <1, alors la série Y u, est absolument convergente.
23.2 Condition suffisante de divergence grossiere
Si 0 > 1, alors la série ) uy est grossierement divergente.
23.3  Lorsque ¢ = 1, on doit s’abstenir de conclure.

24. = Séries de Poisson
Pour tout z € C, la série Y ="/ est absolument convergente et

—[27]

+o00 2
) prib exp(z).
n=0
25. = Exponentielle de matrice
Quelle que soit la matrice A € My(K), la série de matrices

1

ZE”M

est absolument convergente. La somme de cette série est une matrice
carrée, notée exp(A).

Défauts de la régle de D’Alembert

26. Pour tout entier n pair, on pose u, = 27" et pour tout
entier n impair, on pose u, = 37",

Alors la série ) u, est absolument convergente, mais la regle de
D’Alembert ne permet pas de le démontrer.

27. Si ) uy, est une série de Riemann, convergente ou diver-
gente, alors le quotient 1,11 /uy tend vers 1 : la regle de D" Alem-
bert ne s’applique a aucune série de Riemann.

La regle de Riemann [17] est donc plus souvent utilisable que la
régle de D’ Alembert — ce qui ne signifie pas qu’elle soit toujours
plus pratique a utiliser.

1.3 Applications de la convergence absolue

28. Constante d’Euler
Les nombres harmoniques

1=

n
Hy=)
k=1
sont les sommes partielles de la série harmonique.

28.1 La série . .
L[, -m(1+3)]

est absolument convergente.

28.2 11 existe une constante v, dite constante d’Euler, telle que
H, =/nn—+vy+o(1).
29. Formule de Stirling

Pour tout entier n > 1, on pose
n!
n— ———.
ne="\/n

29.1  Lasérie ) (wy11 — wy) est absolument convergente.
29.2 = [l existe une constante K > 0 telle que

wy =4

n! ~ Kn"e "\/n.

La constante K est égale a /27t

29.3
2n> 41
n N

—[32]
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Entrainement
30. Questions pour réfléchir
1. La suite (xy),en et la série Y (x,41 — xn) sont de méme

nature. On peut donc étudier la suite (x,),enN au moyen de la série
L(Xn41— Xn)-

2. Nature de la série Zn(*l)”.

3. Siuy = O(vy) etsi Y uy, diverge grossiérement, alors Y vy
diverge grossiérement.

4. Une série de Riemann est convergente si, et seulement si,
elle est absolument convergente.

5. Une série géométrique est convergente si, et seulement si,
elle est absolument convergente.

6. Une série géométrique est divergente si, et seulement si,
elle est grossiérement divergente.

7. Soit Y uy, une série réelle.

7.a  Si Y uy, est semi-convergente, alors les deux séries Y1, et
Y- u,; divergent.

7.b  Si Y uy, est semi-convergente, que dire du signe de 1, ?

8. La somme de deux séries semi-convergentes est-elle encore
une série semi-convergente ?
9.  Pour toute suite d'entiers (u,),eN qui tend vers +oo,

un! ~ V2mulre™ /iy,

31 L'espace M;(K) est muni de la norme produit ||-||..
Pour toute matrice A € M, (K) et pour tout entier n > 1,

1A oo < d" Y| Al

oo

32. Intégrales de Wallis
Pour tout entier n € IN, on pose

/2
W, = / sin” t dt.
0

1. La suite (Wy),en est décroissante et
VneN, (n+2)Wy=mn+1)W,.

2. Pour toutn € N,

T (2n 22 o\ 1
Wou = 5201 <n> et Wouy1 = il (n)

et, lorsque n tend vers oo, —[29.3]

2n\2  24n
n nm’

3.
iy 1 2
Y (—1)" én(l + —) =/{n=
o n T
33. Calculs explicites
33.1
+0c0
Y 27" cosnm =2/3
n=0
33.2
+0o0 B 1 eX
AEE N VLR s A
333  Soitx #0 (mod 2m).

1. Pour toutn € N,

i sinky — sin( %) sin( 241 x)
= sin(%)
i coskr — cos( ) sin( L x)
= sin(%)

2. Pour x = 0, on retrouve la valeur de ces sommes par-
tielles par passage a la limite.

3. Si la série de terme général 1, = sinnx est convergente,
alors u, tend vers 0 et comme

VneN, u,y1=u,cosx+cosnxsiny,

alors sinx = 0.

4. Pourtout x # 0 (mod 1), les séries ) sinnx et ) cos nx
sont grossierement divergentes quoique leurs sommes partielles
restent bornées.

34. Comparaison a une série géométrique

Etudier la nature des séries suivantes en fonction du parametre
AeRy.

AT A1 1
Zl+/\2n Zl+)\2n 21+/\2n
35. Calculs de sommes

11 faut parfois calculer une décomposition en éléments simples
pour faire apparaitre une somme télescopique.

*Z";" Snt+6 +Z°° n 1
nzln(n+1)(n+2)_ n:0n4+n2+1*2
R | 1 = 1
Y ——==+ Y In(1-—)=—/n2
a2 -1 2 = ( nZ)
+o0 1 1 +o0 —1)"
SRR SR SPOE L
= nn+1)(n+2) 4 o n
36. Fonction { de Riemann

1. Lafonction ¢ [18] est positive et décroissante sur |1, +co].
2. Enadmettant que {(2) = /e,

+oo 1 2 +oo 1 2
Z i1z 3 Z Pnr12 8
= n*(n+1) 3 = (2n+1) 8
et
ey
2 T 12
a1 n 12
Pouvait-on prévoir le signe de la derniere somme?
37. Pour tout x € R et tout n € N*, on pose 1, (x) = *"/.
1. Lasérie) u,(x) convergesi, etseulementsi, —1 < x < 1.

2. Il existe une suite (&) en de limite nulle telle que

—+00
Ynz1¥re 10, | ¥ w)|<an
k=n

3. Pour tout n > 1, le reste 212‘,’1 ug(x) est défini sur [0,1]
mais n’est pas borné sur cet intervalle.

38. Soit ) a,, une série absolument convergente.
381  Lasérie ) a,x" converge pour tout |x| < 1.
38.2 La série ) %4 x" converge pour tout x € R.

39. Développements asymptotiques

Un développement asymptotique du terme général permet par-
fois de décomposer une série en somme de séries dont la nature
est connue.

6.3
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39.1  Pour tout n € N*, on pose

Uy =4Inn+aln(n+1)+bin(n+2).

La série Y (—1)"u, est absolument convergente si, et seulement
si,a = —2 et b = 1. Dans ce cas, sa somme est égale a — /n?2.

39.2  Pour quelles valeurs de (a,b) € R? la série de terme gé-

néral
Up =Vn+avn+1+bvn+2

est-elle convergente ? Quelle est sa somme?
39.3  Nature des séries

(-1 (="
L jwrcnp D

en fonction du réel a.

40. Calculs de sommes [28]
40.1 Pour tout entiern > 1,
+Z°:° 1  Hy
= k(n+k) n’
40.2
+oo —1)"
Z (=1) =—/n2
n=1 n
40.3
3 b L 3 S 47
=2/n2 =3—4/n2
n;ln(z;q—m n Eln(nﬂ)(znﬂ)
40.4 Pour tout entier p > 1,
o1
= n2—p2  4p?
n#p
41. Pour tout n € IN, on pose
Uy = (2 —V/3)" et v, = (2+V3)"

Comme u; + v, est un entier pair pour tout n € IN, les deux séries
Y sin rtuy, et Y sin 7tv, sont absolument convergentes.

42, Pour tout entier n > 1, on pose

1 - 1
ul’l:wg(skfz) et Un:m.
On peut démontrer que la série ) 1, diverge de deux manieres.
42.1 A partir d’un certain rang,

Upt1 > Un+1
Uy Un

donc il existe une constante K > 0 telle que

dng>1,Vn>=ng uy= Koy
42.2 Comme la série
2 1
¥ (5 " e 1)
3 Uy

est absolument convergente, il existe une constante A > 0 telle
que
A

Un ™~ 273

6.4

43. Nature des séries suivantes.
:
()
o

Yol ri—L
Zén(l—&—%) ZCOS(HM)

Y /n+ (1) —/n

="
Z;Enn +(—=1)"

1 1
Dy Yo
Zsin(nn+ %)

(="
Z;En(n +(=1)")
y U

n!

44, Pour tout n € N, on pose
1 t”et ;
Uy = —— dt.
" 0o 1+et

441 Il existe une constante K > 0 telle que

1
VneN, OgungK/ " dt
0

mais on ne peut pas déduire la nature de la série ) 1, de la rela-
tion uy, = O(1/y).

442  Lasuite de terme général (n + 1)u, tend vers ¢/1 1.

443  Lasérie ) (—1)"u, est semi-convergente.

44.4 Soit x € R. La série ) u,x" converge si, et seulement si,
xe[-1,1]



IT INTEGRALESSUR I = [a, 4-00[

II

Intégrales sur [ = [a, +oo|

45. On suppose connu le concept d’intégrale pour une fonc-
tion continue par morceaux sur un segment.

45.1 On s’intéresse ici a une premiere généralisation de ce
concept en I'étendant aux fonctions continues par morceaux sur
un intervalle semi-ouvert de la forme [a, +o[.

Le maniement de ces intégrales est trés semblable a celui des sé-
ries absolument convergentes.

45.2  On étudiera plus tard le cas des fonctions continues par
morceaux sur un intervalle quelconque, qui est trés semblable a
celui des familles sommables.

45.3 On se limite aux fonctions a valeurs réelles ou com-
plexes : le symbole K désignera tantot IR, tantot C. Ce qui suit
peut étre étendu facilement aux fonctions a valeurs dans un es-
pace vectoriel de dimension finie.

II.1 Convergence d’une intégrale généralisée

46. Soit f : [a,4+00] = K, une fonction continue par mor-
ceaux.

46.1 # L'intégrale généralisée de f sur [a, +oo[ est dite conver-
gente lorsque la fonction

X
- {Jm—)/ f(t)dt}
a
tend vers une limite finie lorsque x tend vers +oo. Dans ce cas, cette

limite est notée
—+00
/ F(1) dt.
Ja

46.2 Lorsque la fonction F tend vers 'infini ou n’a pas de li-
mite, on dit que l'intégrale généralisée de f est divergente.

Cette expression signifie en fait que l'intégrale de f sur l'inter-
valle [a, +-00[ nexiste pas.

46.3 Si f est a valeurs positives, alors la fonction F est crois-
sante.

L'intégrale généralisée de f sur [a, +oo[ est donc convergente si,
et seulement si, la fonction F est majorée.

On peut noter, dans ce cas particulier,

/;mf(t) dt = +oo

le fait que l'intégrale généralisée de f soit divergente.
46.4 = Théoréme de comparaison
Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur I = [a, 4o00[

telles que
0<f(t) <g(t)

et si l'intégrale généralisée de g sur l'intervalle I est convergente, alors
U'intégrale généralisée de f sur I est convergente et

0< /:oof(t)dt < /:oog(t)dt.

YVt e [a,+oof,

47. Exemples fondamentaux
Les exemples les plus utiles sont des fonctions positives. —[49.4]

471 L'intégrale de Riemann frw % est convergente si, et

seulement si, le réel « est strictement supérieur a 1. Dans ce cas,

/+°° e 1
J1 oy —1°

47.2  Lintégrale exponentielle f0+°° e~ dt est convergente si,
et seulement si, le réel a est strictement positif. Dans ce cas,

+o0 1
/ e~ dt = =,
0 a

48. Supposons que l'intégrale généralisée de f sur [a, +oo|
soit convergente.

481  Pour tout x > g, I'intégrale généralisée de f sur [x, +oo]
est aussi convergente et

'/:wf(t) dt = /;oof(t)dt—/axf(t)dt.

48.2 Par analogie avec les séries, I'intégrale (usuelle)

F(x) = /ﬂxf(t) ar

est appelée intégrale partielle et I'intégrale généralisée

—+o0
Rx) = [ f(t)at
JX
est appelée reste.
48.3  Comme pour les séries convergentes, le reste tend vers 0
au voisinage de 4o :

+o00
li t)dt = 0.
Am, f, fBde=0
48.4 = Généralisation du Théoréme fondamental
Soit f : [a,+oo] — K, une fonction continue. Si l'intégrale générali-
sée de f sur [a, 400 est convergente, alors le reste

{x o [ r dt}

X

est une fonction de classe €' dont la dérivée est égale a —f.
48.5 Le reste R est la primitive de — f qui tend vers 0 au voi-
sinage de +oo.

I1.2 Fonctions intégrables

49. On considere une fonction f : [4,+00] — KK, continue
par morceaux.
49.1 La fonction | f| est une fonction continue par morceaux
et positive.
49.2  Par analogie avec les séries, on dit que I'intégrale géné-
ralisée
—+00
f(Hdr
a
est absolument convergente lorsque l'intégrale généralisée de la
fonction positive |f| est convergente.
49.3 # Une fonction continue par morceaux f : [a,4+o00] — K est
dite intégrable sur l'intervalle I = [a, +-co[ lorsque 'intégrale géné-

ralisée
—+00
/a |f(t)|dt

est convergente.
49.4 Une fonction de signe constant f est intégrable sur 1'in-
tervalle [a, +-00 si, et seulement si, l'intégrale généralisée

/a " ar

50. = Théoréme de comparaison (version globale)
Soit f, une fonction continue par morceaux sur [a, +-oo[. S'il existe une
fonction intégrable g telle que

est convergente. —[47]

Viea+oof,  [f(] <),

alors f est intégrable sur [a, +oo|.

51. = Si la fonction f est intégrable sur 'intervalle [a,+oo[, alors
Uintégrale généralisée de f sur [a, +oo[ est convergente et

/amf(t) dt‘ < /am £ (8)] dt.

6.5
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Fonctions localement intégrables

52. On considere une fonction f continue par morceaux sur
l'intervalle [a, +o0].

52.1 Une propriété est vraie au voisinage de oo lorsqu’elle
est vraie sur un intervalle de la forme [a, +oo (pour un réel «
convenablement choisi).

52.2 & La fonction f est intégrable au voisinage de +oo si, et
seulement si, il existe un intervalle [a, +oo[ sur lequel f est intégrable.
52.3 = Si f est continue par morceaux sur [a,+oo[ et intégrable au
voisinage de +oo, alors f est intégrable sur [a, +oo].

53. Théoreme de comparaison (versions locales)

La version locale du Théoréme de comparaison est plus simple a
appliquer que la version globale [50].

53.1 => Soit f, une fonction continue par morceaux sur I = [a, +o0].
S'il existe une fonction g, intégrable au voisinage de +co, telle que

ft), =_0(&®),

t— oo

alors f est intégrable sur [a, +oo].
53.2 = Soit f, une fonction continue par morceaux sur I = [a, +o0].

Si
f(1) 8(t),

alors : f est intégrable sur [a, +co[ si, et seulement si, g est intégrable
au voisinage de +co.

~
t— 400

54. Exemples

541  Lafonction [t —L

] est intégrable sur [0, +-oo] et

T+
/+°° . _m
0o 14t 27
542  La fonction [t — exp(—+/t)] est intégrable sur [1, +oo].
54.3  La fonction [t — ¢n(1+ ¢~!)] est intégrable sur [0, +oo].
544  Pour tout entier n > 1, la fonction [t + e~"] est inté-

grable sur [0, +oo].

Intégrales semi-convergentes

55.  # Sil'intégrale généralisée de f est convergente bien que la fonc-
tion f ne soit pas intégrable, on dit que I'intégrale généralisée

/:wf(t) dt

est semi-convergente.

56. Exemple fondamental
La fonction continue f définie par f(0) =1 et

sin t

fin =2

Vi>0,
t

n’est pas intégrable sur I = [0, +-o0[ mais 'intégrale généralisée
de f sur I est convergente.

Entrainement

57. II n’est ni nécessaire, ni suffisant qu'une fonction tende
vers 0 au voisinage de 'infini pour qu’elle soit intégrable au voi-
sinage de +-co.

58. Si une application f : R4 — R est uniformément conti-
nue et intégrable au voisinage de +oo, alors elle tend vers 0 au
voisinage de +-co.

59. Soient 0 < a < b. L'intégrale

+oc0 e*af _ e*bf
f(x) :/ T cos xt dt
0

est bien définie pour tout x € R.

6.6

60. En posant
+oco 37x2(1+t2)
= ——dt,
o(x) /0 1+#2

on définit une fonction ¢ sur R et

p(x) = O(efxz).

X—+00

61. Pour tout A > 0,

e/\n+1

tee At d
“Mgint|dt= ———— .
/0 e M|sint| AT A0 1)

62. Soit f, une fonction continue et strictement positive sur
I = [0, +co]. On suppose qu'il existe un réel 0 < o < 1 tel que
x+1
lim fi( +1) =
X——+o00 f ( x)

Alors f est intégrable sur [0, +oo].
63. Pour quelles valeurs de « € R la fonction f définie par

1) :exp(sin2t> 1

tﬂ(

est-elle continue par morceaux sur I = [0, 4+00[? Cette fonction
estintégrable sur [ pour 1 < o < 2.

64. La fonction f définie par

+ogint

flx) = A - dt
est dérivable sur ]0, +-oo[. De plus,
f(x) ~ —inx

x—0

car I’expression %ﬁ’t est bornée sur ]0, +oo|.
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III

Séries numériques

III.1 Critere spécial des séries alternées

65. & La série numérique (réelle) y_u, est alternée lorsque le pro-
duit (—1)"uy, est de signe constant.

66. = On considere une série numeérique alternée ) uy.
Si la suite de terme général |uy| tend vers 0 en décroissant, alors
1. la série y_ u;, est convergente;
2. pour tout n € N, le reste d’ordre n est du signe du premier
terme négligé :
VnelN, RyxXiyq =0

3. et dominé par le premier terme négligé :

VneN, |Ryl<|upiql

67. En particulier, si la série ) u, vérifie les hypotheses du
critere spécial des séries alternées [66], alors la somme de la sé-
rie est du signe du premier terme et son module est inférieur au
module du premier terme.

68. La transformation d’Abel permet d’étendre le critere
spécial des séries alternées aux séries complexes.

69. Transformation d’Abel
Etant données deux suites (u,),en et (Un)neN, On pose

n n
VneN, U,,:Zuk et Vn=ka.
k=0 k=0

69.1 Pour tout N € IN*,
N N-1
Z upVy = UNVN + Z un(vn - Vn+1)'
n=0 n=0
69.2  Silasuite (Uy),enN est bornée et si la suite (V) ,en tend

vers 0 en décroissant, alors la série }_ u,,V,, est somme d’une suite
de limite nulle et d’une série absolument convergente.

69.3 Si la série )z, est convergente, alors la série ) Zn/; est
convergente.

69.4 Pour tout 0 < x < 27, la série ) c0s"¥/, est convergente.

III.2 Comparaison d'une série et d’'une intégrale

70. L'intégrale d'une fonction sur un intervalle étant une
sorte de somme, il est souvent fructueux de comparer une inté-
grale a une somme.

Cela n’est possible facilement que dans le cas des fonctions mono-
tones.

71. Cas d’une fonction croissante
Soit f : I — R, une fonction continue par morceaux et crois-
sante.

f(p)
flp—1)

f(n+1)
f(n)

n n+1l p—1p

Etant donnés deux entiers 1 < p tels que [1,p] C I,

p-1 p p
Liws< [[fwdrs ¥ 0

k=n+1

et donc

4
finy+ [Mfeax< ¥ fio < [ fe axe f(p).

k=n

72. Cas d’une fonction décroissante
Soit f : I — R, une fonction continue par morceaux et décrois-
sante.

S
f(nj-(qg ~l
<3 _ _flr=1
fp)
n n+1 p—1p

Etant donnés deux entiers 1 < p tels que [1,p] C I,

P p p—1
Y fo< [ fedr< ¥ £k
k=n+1 n k=n

et donc

P
o+ [Mrwdr< Y s < fon+ [ a
Jn k—n Jn

73. Soit f : [n,4+oo[ — R, une fonction continue par mor-
ceaux, positive et décroissante sur l'intervalle [ = [n, +o0].

La fonction f estintégrable sur I si, et seulement si, la série ) f (k)
est convergente et dans ce cas

[T rma< ¥ pw < s [ o

k=n
Applications
74. Séries convergentes
741 Pour a > 1 ettoutentiern > 1,
i 1 <14 /” dt o n
=k S T a1
74.2 Pour touta > 1,
+Z°:° 1 1
k=n+1 ke (0( - 1)71“71 .
74.3 Lorsque « tend vers +-oo,
=1 1
Y= 05)
k=3
75. Séries divergentes
75.1 I:univalent des nombres harmoniques [28]
H, ~/nn
75.2 Lorsque n tend vers +co, pour & < 1,
n 1 nl*lx
kgll T 1oa
75.3
Inn!~ninn
75.4 Pour tout p € N¥,
n+p 1 2n
p 1
Y, - ~Z% alorsque ) —~/n2
P k=nv1 K
75.5

fj Vi = %n\/h O(Vn)
k=1
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76. Suite de [28] — Soit a € R.;. La série Y_a'" converge si, et
seulement si, a < 1/,. [75.1]
77.

L
= kin?k  {nn

78. ;
>k ~ntn’n
k=2
79.
3 L = {n(¢ O(1
kgzkgnk_ n(nn)+ ()
80. ) )
n
), fnk :Enz.énn—&—gn—z—&—o(l)
Pt k 2
81. La somme

—+o0
S(x)=Y eV
n=0

est définie pour tout x > 0. De plus,

2

2
, 21 et =< <1+
Vx>0 S(x) et S(x) + 2

donc S tend vers 1 au voisinage de +o0 et S(x) ~ 2/;2 au voisi-

nage de x = 0.
82. Pour tout entier n > 2, on pose :

e
Su=Y ;7
&, kink

82.1 Par comparaison avec une intégrale, la suite de terme gé-
néral
Uy =Sy — {n(fnn)
est bornée.
822  La série Y (uy41 — un) converge absolument et il existe
une constante c telle que
+o0 1
Sp—In(fnn)—c~ ——
n = én(tnn) kfz 2k2 Ink
=n+1

donc

1 1
Sn=fn(fnn)+ec+ 2nfnn +O<n€nn>'

III.3 Sommation des relations de comparaison

83. On considere ici une série ) 1, dont le terme général est
comparable (avec O, 0 ou ~) au terme général d"une suite positive
(an)nen, de telle sorte qu’on puisse en déduire la nature de la
série ) uy.

En pratique, ) a, est une série géométrique ou une série de Rie-
mann.

Séries convergentes

84. Dans le cas ot les deux séries }_uy et }_a, sont conver-
gentes, on compare les ordres de grandeur de leurs restes, qui
sont des infiniment petits.

85. Si Y- uy est une série absolument convergente, alors

iouk = (9(
k=n

—+oo

Y lul)-

k=n
86. = Soit ) ay, une série convergente de terme général positif.

6.8

86.1 Siu, = O(ay), alors la série Y uy, est absolument conver-
gente et
—+o0 —+o0
Yl = O ¥ a).
k=n k=n
86.2 Siuy = o(ay), alors
—+o0 —+o0
Yl = o Y a)-
k=n k=n
86.3 Siuy ~ ay, alors
—+o0 —+o0
Y~ (Z ak).
k=n k=n
Séries divergentes
87. Dans le cas de séries divergentes dont les termes géné-

raux sont de signe constant, on compare les ordres de grandeur
des sommes partielles, qui sont des infiniment grands.

88. On considere deux suites réelles (x,),eN €t (Yn)neN, en
supposant que la suite (y,),en tend vers +oo.

88.1 S’il existe deux réels A et B tels que

ngngA]/n"v‘B

a partir d’un certain rang, alors x, = O(yx).
88.2 On suppose que, pour tout réel ¢ > 0, il existe un rang
N¢ € N etunréel A; > 0 tels que

Vn>Ng, 0<x,< %]/n'f‘A&

Alors x;, = o(yn).

89. = Soit Y ay, une série divergente de terme général positif. On
note Sy, (resp. Ay), les sommes partielles de la série ) u, (resp. de la
série Y ay).

89.1 Siuy = O(ay), alors S, = O(Ayn).

89.2  Siuy = o(ay),alors S, = o(An).

89.3 Siuy ~ ay,alors S; ~ Ay,

Applications

90. Calcul approchée de la somme d’une série convergente

Si la série ) u, est convergente, alors on peut considérer que la
somme partielle d’ordre n est une valeur approchée de la somme
de la série, I’erreur commise étant le reste d’ordre n :

~+o0 n
Z U = Z Uy + R,.
k=0 k=0

90.1  Siu, = O(Yux) avecw > 1, alors Ry, = O(Ype1).
90.2  Siu, = O(q")avec0 < g < 1,alors R, = O(q").

91. Théoréme de Cesaro
Si la suite (1), converge vers {, alors

1 n
lim — up = 4.
n—-+oo 1 kgl k

92, Constante d’Euler [28]

92.1 N
® /1 k+1 1
Z _/n ~
k:;+1 ( k k ) 2n
92.2

H,,:Enn+'y+%+o(%)
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93. Suites récurrentes et équivalents
On considere une suite (u,),en de limite nulle, qui vérifie une
relation de la forme
VneN, upi1= f(un)
ol f est une fonction dérivable sur un voisinage de 0. Par consé-
quent,
. Up41 /
1 Intl — 1o
0, =10
et la valeur de f'(0) permet de préciser I'ordre de grandeur de
I'infiniment petit u,.
93.1 Convergence géométrique
Si|f'(0)] < 1,alorsil existe 0 < g < 1 tel que

tn = oq").

93.2 Convergence rapide
On suppose que f'(0) = 0.

1. La suite (uy)en tend vers 0 plus vite que toute suite
géométrique.

2. Si f estde classe ¥ au voisinage de 0, alors il existe une
constante K > 0 telle que

|f(x)| < K2

au voisinage de 0 et u, = O(g%") pour un certain réel 0 < g < 1.
93.3 Convergence lente
Si f/(0) =1, alors

Ups1 = f(un) =ty + o(uy).

Avec un développement limité plus précis de f, on peut trouver
un réel a tel que la suite de terme général

« «
Un = Uy g — Uy

converge vers une limite finie non nulle £.
1.  Leréel o, sl existe, est nécessairement négatif.
2. Sivy, tend vers ¢ € RY, alors u, ~ v/nt.
3. Sif(x) ={n(l+x),alorsa =—1etu, ~ 2/
4.

Si f(x) =sinx, alors e = —2 et uy ~ v/3/y.
Entrainement
94. Questions pour réfléchir
1. Soit f, une fonction continue et décroissante telle que la

série ) f(n) converge. Pourquoi la comparaison de cette série avec
une intégrale donne-t-elle une estimation médiocre de la somme de
cette série 7

2. Peut-on déduire de [75.3] un équivalent de n! lorsque n
tend vers l'infini ?

3.  Suite de [86] — Pourquoi ne compare-t-on pas les sommes
partielles des deux séries ?

4. On suppose qu'il existe deux réels A et B tels que

VneN, 0<x;,<Ay,+B.

Peut-on en déduire que x,, = O(yn)?

95. Soit (4, ),eN, une suite décroissante et positive telle que
la série ) u; converge. Alors

VpeN, 2R,> 2p.uzp 20
et nu, tend vers 0.
96. Existence et signe des sommes suivantes.
f =y f =y f (—=1)"s”
= (2n)! = on+1 = (2n)!

97. Lorsque n tend vers +oo,

& (=f :O( 1 )

g

k=n+1 k! n!
98. On considére les séries de termes généraux
(=" (="
= 7 et = )
tn n+2(=1)" et On n

La série }_ v, converge par le critére spécial des séries alternées,
les termes généraux u, et v, sont équivalents lorsque # tend vers
+00. Le critere spécial des séries alternées ne peut pas s’appliquer
a la série ) u,. Cependant, la série ) u, est convergente et son
reste est O(1/,) quand n tend vers +oco.

99. La série de terme général
up = m2n+(-1)"] —n2n

est convergente sans étre absolument convergente.

100.  Pour tout n > 2, on pose

" /Ink
=X
k=2
100.1  Lorsque n tend vers +co,
Mm%n

Sy~

2

Comme la série de terme général

_fnn m?n—*(n—1)

u f
" n 2

est absolument convergente, il existe une constante ¢ € R telle
que

In?
Sy = n2 " +c+o(1).
100.2 Il existe une constante K € R telle que
n E 2
YoRE = TR K1)
k=1 2

lorsque n tend vers +co.

101.  Pour tout n > 2, on pose

n
up =Y M2k
k=

La série )1/, est convergente. [77], [78]

102. Pour tout entier n € N*, on note

2n—1 1

Uy = -
! kgn 2k +1

Comme la suite (1, ),,>1 converge vers n2 et que
n>1 g 2 q

1

u —u ~ =
n+1 n ntoo 32137

alors

" B EnZi 1 + (1)
"hste 2 64n2  \2)
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103.  Application de la régle de Riemann
Pour tout entier n > 1, on pose

S :,;k_ et,sia >1, Ry(a kz k""
= n+1

1. Nature des séries ) Ry, («) et " Ru()
2. Suitede [75.2] — Nature de la série

g
(=)' +5u (/)
3. Suite de [75.5] — On pose u, = n*S,(—1/2). Nature des
séries Y uy, et Y (—1)"u, en fonction de « € R.
104.  Comparer l'ordre de grandeur du reste d’ordre n des sé-

ries (—1)" (—1)"
-1 -1
- 7 t - 7
)y 2 C )y 1
qu’on peut déduire du critere spécial des séries alternées [66]
avec celui qu’on peut déduire du théoreme [86].
105. Siay, = (—1)" et uy, = 1/n, alors u, = o(ay,) et la série
Y_ay, est divergente. Cependant,

w)- [74.2]

n n
Y ug~tnn et Y a=0(1)
k=1 k=1

Expliquer.

106.  Série harmonique alternée
Pour tout n > 1, on pose

Ry = f (Df

k=n-+1

1.  Leréel Ry est égala — /n2. [40.2]
2. Pour toutn > 1,

(71 n+1 )
R;, — R = t R R .
n n+1 n1 e n+t Ryp1 = k;+1kk+1)
3. Le reste R;; est équivalent a a (=1)""/y, et la série Y_ R, est

semi-convergente.

107. Il existe un réel C tel que
< 1 1 1
Z =C——+ 0(7>.
SR+ Vk " "
108. Suite de [28] — 11 existe un réel C tel que
! 1
—— =Imn+C+o(1).
L vk W
109. Suite de [28] — 11 existe un réel A tel que
n -1 k e/\
[1(+E) ~ 2
k=2 vk vn
110.  Comparaison avec des intégrales
1. La fonction ¢ tend vers 1 au voisinage de +o et

Z(n )—1+2—n+0(3n>
2. La fonction ¢ tend vers +oco au voisinage de 1 et

lim (=17 (@) = 1.

3. Lorsque n tend vers +co,
1 2@ 1
LRk +0(52):
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111.  Pour tout k € IN, on pose

X

Vx>0, m

ug(x) =

1. Pourtout x > 0, la série }_ uy(x) converge. On note S(x),

sa somme et
—+00

Ry(x) = Z u(x).

k=

Vx>0,

=

2. Pour tout x > 0,

T x T 1
2 Z x2+k2 2 "
3.  Comparer
n n
lim lim Y wue(x) et lim lim ) ue(x).

Nn—+00 Xx—+00 X—+00 n—r+00

k=0 k=0

4. Pourtoutx > Oettoutn € N,
X
Ry (x) > Arctan —.

n

S'il existe une suite (M), eN telle que

VneN, Vx>0 0<R,(x)<M,,
alors la suite (M;),eN ne tend pas vers 0.
112.  Pour tout x > 0, on pose
+00 (71)71
S(x) = —_—
(%) n;) (n+x)n!
1. 11 existe une constante K > 0 telle que
1
Vr <5 |S(1+h) —S(1)| < K|h.

2. Il existe une constante C € IR telle que

Vx>0, xS(x)—S(x+1)=C.
3.  Pour x voisinde 0, ona S(x) ~ 1/x.
4. Il existe deux réels a et b tels que

5(x) = 2+ 55 +0(/w)

lorsque x tend vers +-co.

113.  Lasomme
+o 1
G =
) 7; n+n2x
est définie pour tout x > 0 et
¢ 1
), 50 +90a)

Obtient-on un résultat aussi précis en comparant G(x) a une in-
tégrale?

114.  Soit (un)neN, une suite de réels strictement positifs telle
que la série ) u, diverge. On note S, la n-ieme somme partielle
de cette série.

1. Pour 0 < a < 1, a partir d'un certain rang,
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2. Poura > 1,
Sn
tn / dt.
S S, %

3. Nature de la série }_ ¢ en fonction du réel a.
n

115.  On considere la suite (u,),eN définie par la donnée de
ug = 1 et la relation de récurrence suivante :

1

VneN, e
Z}’::o U

Upt1 =

1. Lasuite (u,),en est bien définie, strictement positive et
tend vers 0.

2. La série ) u, diverge.

3. Il existe une fonction dérivable f telle que f(0) = 0,
f(0) =1etque

VneN, Upi1 = f(un).

On en déduit [93.3] que u, ~ v/1/2;,, ce qui confirme la divergence
de la série Y uy,.

v

Ensembles dénombrables

116.  Les ensembles dénombrables sont en quelque sorte les
plus petits des ensembles infinis.

116.1 # Un ensemble E est dénombrable s’il existe une bijection de
N sur E.

116.2 L’ensemble N est dénombrable.

116.3  Si E est dénombrable, alors il existe une suite (x),eN
d’éléments deux a deux distincts tels que

E = {xy, n € N}.

La suite (x,),en est une énumération de E.
116.4 L’application

o2

est une bijection de N sur Z : I'ensemble Z des entiers relatifs est
dénombrable.

117.1 # Un ensemble E est au plus dénombrable lorsqu’il existe une
bijection d'une partie de N sur E.

117.2  Unensemble est au plus dénombrable si, et seulement si,
il est fini ou dénombrable.

117.3 = S'il existe une injection de E dans IN, alors I'ensemble E est au
plus dénombrable.

117.4 = Axiome du choix

S’il existe une surjection de Eq sur Ey, alors il existe une bijection d’une
partie Ey de Eq sur Es.

117.5 = S'il existe une surjection de N sur E, alors I'ensemble E est au
plus dénombrable.

117.6  Les parties infinies de IN (famille des entiers pairs; fa-
mille des entiers impairs; famille des entiers premiers...) sont des
ensembles dénombrables.

117.7 = Toute partie d'un ensemble dénombrable est au plus dénom-
brable.

Opérations sur les ensembles dénombrables

118. Produit d’ensembles dénombrables

On sait que le produit cartésien d'un nombre fini d’ensembles
finis est encore un ensemble fini.

118.1  Le produit cartésien d’un ensemble fini non vide et d'un
ensemble dénombrable est un ensemble dénombrable.

118.2  Quels que soient les entiers 0 < p < 1, on pose

(@ +P) = (pn—p)

L'application ¢ ainsi définie est une bijection de N sur N2.

118.3 = Pour tout entier d > 2, 'ensemble N9 est dénombrable.

118.4  On suppose que les ensembles Ey, ..., E; sont dénom-
brables et, pour tout 1 < k < d, on note ¢y, une bijection de N
sur Ey. Alors I’application ¢ définie par

V(n1,...,nq) €NY  g(ny,...,ng) = (p1(m),..., palng))

est une bijection de N sur le produit cartésien E; x - - - x Ey.
118.5 = Un produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.
118.6 = Un produit fini d’ensembles au plus dénombrables est au plus
dénombrable.

119.  Unions d’ensembles dénombrables

Soit (Ey)xen, une famille d’ensembles dénombrables. Pour tout
k € N, on note ¢y, une bijection de N sur Ey.

119.1  Pour tout g € N et tout 0 < r < d, on pose

@(qd+71) = ¢r(q)-

Alors1’application ¢ est une surjection de N sur 1"union finie E; U
- UEy.
119.2  Quel que soit (1,k) € N2, on pose

(k) = pr(n).
Alors I'application ¢ est une surjection de N sur 1'union dénom-

brable
U Ex
keN

119.3 = L'union d’'une famille finie ou dénombrable d’ensembles au
plus dénombrables est un ensemble au plus dénombrable.

120.  Soit f : E — F, une application.
L'image de f, notée f.(E), est définie par

f+(E)={f(x), xeE}={yeF:3xecE y=f(x)}

120.1 = Soit E, un ensemble au plus dénombrable. Pour toute applica-
tion f : E — F, l'ensemble f,(E) est au plus dénombrable.

120.2  Siles ensembles E; et E; sont des parties au plus dénom-
brables de C, alors les ensembles

Ey+E = {x+y, (x,y) € E; x E5}

et
E{-E, = {X]/, (X,]/) € E; x Ez}
sont des parties au plus dénombrables de C.

Exemples classiques

121. = Les ensembles N, N2, 7, 72 sont dénombrables.
122. = L'ensemble

Q= {g (p.q) € leN*}

des nombres rationnels est dénombrable.

123. Support d'une famille sommable

On cherche une condition suffisante pour définir la somme d"une
famille de vecteurs comptant une infinité de termes. La notion de
série convergente permet de définir une telle somme dans le cas
(tres) particulier ou la famille (u,),enN est indexée par N.
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123.1  Soit (uy)kes, une famille de vecteurs de (E, ||-||) indexée
par un ensemble quelconque I. (On ne suppose pas que 1'en-
semble I est ordonné.)

On note PBy(I), 'ensemble des parties finies de I et, pour toute
partie finie | € Po(I), on note

s() = 1 el € R

ke]

123.2 # Une famille (uy)rey de nombres réels ou complexes est dite
sommable lorsque I'ensemble

{s(), J € Po(D)}

est une partie bornée de R.

123.3 #» Plus généralement, dans un espace vectoriel normé de dimen-
sion finie, une famille de vecteurs (uy)xey est sommable si, et seule-
ment si, la famille de réels positifs (||ug|)xey est sommable.

123.4  Sila famille (uy ) est sommable, alors pour tout € > 0,
l'ensemble

L={kel: |u|>c¢}
est fini.

123.5 = Si (uy ) ke est une famille sommable, alors son support
I():{kEI : Mk#O}

est au plus dénombrable.

124.  L'ensemble Z[X] des polyndmes a coefficients entiers et
I’ensemble Q[X] des polyndmes a coefficients rationnels sont dé-
nombrables.

zX] = | Zn[X]
nelN

Q[X} = U QH[X}

nelN

125.  Un nombre complexe z est un entier algébrique lorsqu’il
existe un polynéme P € Z[X] non nul tel que P(z) = 0.
L’ensemble des entiers algébriques est une partie dénombrable
de C.

126.  Pour tout entier n > 1, il existe une application surjective
de N" sur I'ensemble des parties a n éléments de IN.
L'ensemble des parties finies de IN est dénombrable.

127. L'ensemble X* des mots (finis) écrits sur un alphabet fini
X est dénombrable.

Contre-exemples classiques

128. Tout réel positif x admet un, et un seul, développement
décimal propre : il existe une suite (d,),cz d’entiers compris
entre 0 et 9 telle que

ANy EZ_,Vn<Ny, dy=0
et que

VNEZ In>N, dy#9.

On peut déduire la partie entiére et la partie fractionnaire de x
par la relation :

0 +0oo
x= Y d,107"+ Y d,107".
n=Np n=1
—_—
eN €[01]

128.1  Procédé d’extraction diagonale

Soit (xx)ren, une suite réelle.

Pour tout k € N, on note (di ,)ncn, le développement décimal

propre de xy.

On pose d;; = 0 pour tout entier n < 0 et, pour tout entier n > 1,
— sidy, #0,onposed, =dy,—1€{0,1,...,8};

— sidy, =0,onposed, =1.
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La suite (dy), ez est un développement décimal propre et le réel
—+00
x=) d,07"
n=1

est différent de tous les termes de la suite (¥ )renN-
128.2 = L'ensemble R. des nombres réels n'est pas dénombrable.

128.3  Un intervalle ouvert non vide de IR n’est pas dénom-
brable.
128.4 = L'ensemble C des nombres complexes n’est pas dénombrable.
129.  Produit infini d’ensembles
129.1  L’application

—+00

(€n)neN — Z Enzi(rwl)
n=0

(dite représentation binaire) est une surjection de {0,1}N sur
I'ensemble non dénombrable [0, 1].

129.2  Le produit cartésien d"une famille infinie d’ensembles de
cardinal supérieur a 2 n’est pas dénombrable.

130.  Parties d’un ensemble

130.1  Indicatrice d’ensemble

L'application [A + 1,4] est une surjection de PB(N) sur l'en-
semble non dénombrable {0,1}N.

130.2  Sil’ensemble E est infini, alors I'ensemble P3(E) des par-
ties de E n’est pas dénombrable.

Entrainement
131.  Questions pour réfléchir

1. S'il existe une surjection de E sur un ensemble non dénom-
brable F, alors E n'est pas dénombrable.

2. Le produit d'un nombre fini d'ensembles finis est fini. Quel
est son cardinal 7

3. L'union d'une famille finie (Ej)1<r<g d'ensembles finis est

un ensemble fini et

d

max #(E,) <#(EqU---UE;) < #(Ep).
Kk@l(k) (Eq ) k;(k)

Etudier les cas d’égalité dans cet encadrement.

4. L'union d'une famille dénombrable d'ensembles finis peut-
elle étre un ensemble fini?

5. On suppose que E = FUG, ou F est dénombrable et E
n'est pas dénombrable. Alors G n'est pas dénombrable.

132.  L'ensemble G(N) des permutations de N n’est pas dé-
nombrable.
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v

Familles sommables

133.  Par définition [123.2], une famille complexe (i
sommable si, et seulement si, la famille de réels positifs (
est sommable.

134.  Comparaison avec les séries absolument convergentes
1341 Lorsque I = N, on peut définir la somme de la famille
(un)pes au sens des séries :

Jker est
Ukl ker

(seulement si la série ) u, est convergente) ou au sens des fa-
milles sommables :
Y tn

nelN

(seulement si la famille (1,),cn est sommable).
134.2 = La suite (uy)peN est sommable si, et seulement si, la série
Y- uy est absolument convergente et dans ce cas,

—+00
Yo=Y un.
n=0

nelN

135. = Toute sous-famille d"une famille sommable est elle-méme som-
mable : si la famille (uy)rey est sommable, alors pour tout sous-index
Iy C I, la famille (uy) ey, est sommable.

136. = Théoréme de comparaison
Si (vx ke est une famille sommable et si

Vkel, \uk\g\vk\,

alors la famille (uy)eg est sommable.

V.1 Propriétés de la somme

137. Pour définir la somme d’une famille sommable, il faut
discuter sur la nature du terme général.
137.1 @ Si (uy ) est une famille sommable de réels positifs, alors

Y u= sup{zuk, J € 2130(1)}-

kel keJ

137.2 # Si (uy)eg est une famille sommable de nombres réels, alors
(u ker et (uy )xey sont deux familles sommables de réels positifs et

Yu=Yuf - T

kel kel kel

137.3 @ Si (uy)xeg est une famille sommable de nombres complexes,
alors (Re(ug)) o, et (Jm(uy)), ., sont deux familles sommables de
nombres réels et

Z Up = Z %e(uk) +1 Z ﬁm(uk).

kel kel kel

137.4  Soient (uy)key, une famille sommable de vecteurs de E,
espace vectoriel de dimension finie et Z = (e;)1<¢<4, une base
deE.

Alors, pour tout 1 < ¢ < d, la famille de scalaires (ez (uk))

sommable et le vecteur

> (Leiu) e

(=1 kel

ker St

qui ne dépend pas de la base % choisie, est pris comme définition
de la somme.

138.  Caractérisation de la somme

Si la famille (u)ge; est une famille sommable de vecteurs d’un
espace vectoriel de dimension finie E, alors la somme de cette
famille est I'unique vecteur S € E tel que

Ye>0,3J €Poll), V] eEBo(l),

hes = Js-puf<e
keJ

139. = Permutation des termes
Si (ug)keq est une famille sommable, alors la famille (1 (x) ) ke est som-

mable et
Yo to) = Y Uk

kel kel
quelle que soit la permutation o € S(I).

140. = Si la série complexe Y uy est absolument convergente, alors,
pour toute permutation ¢ € &(N), la série Y iy, est absolument
convergente et

—+o0 —+o0
Yo=Y tg(n)
n=0 n=0

141. = Inégalité triangulaire
Si (uy)e; est une famille sommable, alors

‘ Z”k‘ < ) Jugl.

kel kel

Positivité de la somme

142. = Soit (uy) e, une famille de réels positifs, sommable ou non.
Pour toute partie Iy C I,

0 < Z U < Zuk.
kel kel

143. = Soient (uy)keg et (vy)rer, deux familles sommables de réels.
Siuy < vy pour tout k € 1, alors

Zuk< ka.

kel kel

Additivité de 1a somme

144. = Soit (uy)xey, une famille sommable. On suppose que 1'en-
semble des indices est I'union de deux parties disjointes : I = I U I.

Alors
Zuk: Z Up + Z Up.

kel kel kel

145. = Linéarité de la somme
Soient (uy)rey et (vg)ker, deux familles sommables. Pour tout scalaire
A, la famille (Auy + vy )geg est sommable et

Z(/\uk+vk) :AZukJr Z‘Uk.

kel kel kel

V.2 Sommation par paquets

146. # Une partition de I est une famille (1;)jcy de parties deux a
deux disjointes de I dont I'union est égale a I :

I=|]I
j€l

147. Méthode usuelle
En général, on définit une partition de 1'index I au moyen d’une
application

f:1—E

En effet, pour tout i € I, il existe un, et un seul, x € E tel que
f(i) = x, si bien qu’en posant

VyxeE, L={iel: f(i)=x},

on définit une partition (Iy)ycr de I.
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Théoréme de Fubini

148. La premiére partie du théoreme [149] sert a démontrer
qu’une famille (1 )xe; est sommable en prenant a; = |uy|.

La seconde partie du théoreme [150] permet de calculer la somme
d’une famille sommable comme la somme d’une série (absolu-
ment) convergente.

149. = Condition nécessaire et suffisante de sommabilité
Soit (ax)xeq, une famille de réels positifs et (I;);c}, une partition de I.
149.1  S'il existe une sous-famille

(ak)kelfo

qui n'est pas sommable, alors [135] la famille (ay)xe; n'est pas som-
mable.

149.2  Si chaque sous-famille

(ak)keg

est sommable, alors on peut définir les sommes partielles

—+o0
vVie], o= Y. a
:kGIj

Dans ce cas, la famille (ay)ie; est sommable si, et seulement si, la fa-
mille des sommes partielles (0;);cy est sommable et, en cas de somma-

bilité,
lek = Z Z A

kel JET kel;

150. = Calcul de la somme d’une famille sommable

Soient (uy)ye, une famille complexe sommable et (I}) e, une partition
de I.

Pour tout j € ], la famille (uy )k, est sommable et

Lue=T(Lu)

kel j€I kel

Application aux séries doubles

151. Une série double est une famille réelle ou complexe in-
dexée par I = N2

Dans ce cas, ] = N et on considere en général la partition de I
définie par

VneN, I,={(mn) meN}
ou par
VmeN, Iy={(mmn), necN}.
152.  Soit (@m,n) (sm,n)en2, une famille de réels positifs.

1521  Convention

Si )Y uy est une série divergente de terme général positif, alors la
suite de ses sommes partielles tend vers +oo et on peut alors no-
ter

—+00
Z U = +00.
n=0
1522 On pose
VneN, ;=) amn€ Ry U{+oo}
meN
et VmeN, 1,= Z amp € Ry U {400}
neN
152.3  Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. Lafamille positive (am,n) (,n)en2 est sommable.

2. Pour tout n € NN, la série ), a,» est convergente et la
série ) 0y, est convergente.

3.  pour tout m € NN, la série ), ay,» est convergente et la
série ) Ty, est convergente.

6.14

153.  Si la famille complexe (xXym,n)(y,n)en> €st sommable,
alors :
1. Pour tout n € N, la série ), x;;,» converge absolument;
2. Pour tout m € IN, la série ), x;;,» converge absolument;
3.  Lesséries de termes généraux

—+oo —+oo
Sn = Z Xm,n et tm = Z Xm,n
m=0 n=0

convergent absolument et leurs sommes sont égales :
+o00 —+o0
Y osu=) tm.
n=0 m=0

Exemples

154.  La famille (k%]l(k>n))(k,n)€N2 est sommable si, et seule-
ment si, « > 2 et

400 +oo 1 —+00 1

Y Y oa-Y

n=0k=n+1 k=1

Je—1"

155.  Soient a et b, deux réels strictement positifs. La famille
des réels ,
_ ,—ap—
upg=e P
ot (p, q) parcourt N2 est sommable. Quelle est sa somme ?

156. Condition sur &« € R pour que la famille

1
(G777 e

soit sommable.

157. Pour quelles valeurs de z € C les familles suivantes sont-
elles sommables ?

p P
<Z_!>(M)€1NZ <ﬁ>(m)€lNz

V.3 Produit de Cauchy

158. Soient ) uy et ) v,, deux séries complexes. On pose
VY (k,0) € N?, X ¢ = ULy
158.1  Outre les partitions de I = N2 vues au [151], on consi-

dere la partition définie par

VneN, Iy={(kn—k),0<k<n}=[k+{=n].
158.2 = Si les deux séries ) u, et y_ vy, sont absolument convergentes,
alors la famille (xy ) (k ¢ 2 est sommable.

158.3 4 Le produit de Cauchy des séries Y uy et Y vy est la série de

terme général
n

Wy =
k=0

URUy—f = Z X, 0-
(k0)el,

158.4 = Si les deux séries ) uy ety vy, sont absolument convergentes,
alors leur produit de Cauchy ) w, est une série absolument conver-

gente et
—+o0 —+o0 —+o0
3wy = (Zun) (ZU,,).
n=0 n=0 n=0
158.5  Le produit de Cauchy est une opération commutative et

associative sur les familles sommables.

159. Séries de Poisson

Quel que soit (A, #) € €2, 1e produit de Cauchy de la série Y"A"/u1
par la série " 1"/, est la série Y- (A +1)" /1. —[185]



V  FAMILLES SOMMABLES

160.  Séries géométriques
160.1  Le produit de Cauchy de deux séries géométriques de
raisons q; # g2 admet
gl — gptt
q1 — ‘72

pour terme général.

160.2  Le produit de Cauchy de deux séries géométriques de
raison g admet (1 + 1)g" pour terme général.
161.  Pour toutn > 1, on pose
_ (="
n = \/E .

La série ) uy est convergente, mais le produit de Cauchy de ) u,
par )_ uy est une série divergente. Commenter.

Entrainement

162. Soit (x4),en, une famille sommable. Alors la famille

(X%X0) (k) N2
est sommable et
2
Y el = (X d)
(k,)eN? keN
En particulier [1.130],
) 2
> < (X )
keN keN

(Cette inégalité peut étre démontrée facilement avec la théorie
des séries.)

163.  Soienta > letb > 1. Pour tout (p,q) € N?, on pose

1 1
Upg = —— et Uy, = —.
pA al + i P4 P

La famille (vp,4)(p,q)cn> est sommable [158.2] et, par comparai-

son, la famille (11p,9) (p g)en2 €st sommable.

P4

164. Suite de [160] —
s 1 P q
- n =
e L' =gy
g 2 sy (1+9)
n+1)(n+2)q" = n2qh =1
n;)( )(n+2)q E ngb A
et en particulier
=X nn4+1)

n=1

165.  Quel que soit (a,b) € C?, la famille complexe

aPbi
<W) ()N

est sommable. Pour @ = b, sa somme égale a (a + 1)e? et, pour
a#b,a

bel — ae*
b—a
166.  La famille (a;;)(; ;N> de terme général
_ it
Bij = S5

est sommable et sa somme est égale a 8.

167.  Lafamille (p;;); j)en2 de terme général
1
Pij = 2111

est sommable et [24] sa somme est égale a e.

168.1  La famille (u;;)(; j)en2 de terme général
_ it
ul‘,j = T]'

est sommable et [24] sa somme est égale a 2¢2.
168.2  La famille (p; ;) ; j)en2 de terme général

1\iti
pi=(3)

est sommable et sa somme est égale a e.

169. Suite de [40.4] - Comparer les sommes
+00 +oo +o00 +o00
YYroop ot LY,
p=1n= 17 n=1p= 17

n#p p#n

et commenter.

170.  Pour tout couple (p,q) € N2, on pose
_ 2p+1 p p+1
apq = — — .
p+g+2 p+qg+1 p+qg+3
Comparer les sommes
+00 4o +o0o +o00
)y (Z “m) et ), (Z “m)
q=0 "p=0 p=0 q=0

et commenter le résultat.

171. Fonction { et constante d’Euler [28]
1. Nature des séries

Y-, pll oo g

+o0 xk+1
-1< 1, =—x—/{n(1-
v x < k; K1 x—{n(1—x)
172.
y 1 s
() enxne (PHE)(p+g>+1) 6
173.  Sia| < 1, la famille (a”(zﬁl))(nrq)eN*xN est sommable
et
+oo ab +oco a2p71
p; 1—a? *p; 1—a2~ 1
174.  Lafamille (tm,n) (n)en+» N+ de terme général

1

u - - @@
T 20 + mn2 4 2mn

est sommable.
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175.  Soit } pi, une série convergente de terme général positif.
En posant

v (Yl,k) € ]NZ/ Uy = pk]l(léngk)/

les sommes
—+00
Sk=) Unk
n=0

—+00
Rn = Z Pk et
k=n

sont bien définies pour tout n > 1 et tout k € N. De plus, la série
Y. R, converge si, et seulement si, la série }_ kpy converge et, dans

ce cas,

—+00 —+00

Z Rn = Z kPk

n=1 k=0
176.  On considere la famille réelle (up,q) (, 4)cn2 de terme gé-
néral

Upg = 2-37-p—(p+q)?
et la partition (I,),en de I définie par
In={(pqg) €l

1. Pour tout n € N, la sous-famille (1)
mable et

VneN, i pt+g=n}.

p.q)el, est som-

[27n(n+1) _ 27(n+1)(n+2)]_

W =~

Z Upg =

(pg)el,

2. La famille (),
égale a 4/3.

pq)eN2 est sommable et sa somme est

177. Pour k, n > 1, on pose
(—D)F
Xn = 2 ]l[Kngk]-
1771 Pour tout k € N*,
+o00 71)k
L on =
n=1

donc la famille (x,;) (1 »)en-x N+ N'est pas sommable.

177.2  Pour tout entier n > 1, on pose
+too 1)k
ey D
k=n

1. Lasuite (uy),>7 estbien définie et la série } u, est abso-
lument convergente.

2. N N
vNz1 Y -2

VN2>1,

N
=
n=1

4. Ona donc [40.2]
—+00 400

+
Z Z Zxk,n:—énZ
k=1 =1

”Mz

bien que la famille (xg ;) (t 4)e N+« N+ D€ S0it pas sommable.

6.16

178.
1781

Onnote A = N* x IN*.
Pour tout n € IN*, on pose

ILn={(kp) € A: kp=n}.

Si (uk,p) (k,p)e 2 st une famille sommable, alors

—+o00 400 —+o0
Yo Y up =Y, )L iy
k=1p=1 n=1(k,p)el,
1782  Soitx € ]—1,1[.
1. Lafamille (x) (k,p)e A est sommable.
2.
—+o0

Zll—xk Zd,,x

ot d;; est le nombre des entiers naturels qui divisent n.

Questions, exercices & problémes

Approfondissement

179.
La série

Séries de Bertrand

1

L n(fnn)«

est convergente si, et seulement si, « > 1.

180.  Nature de la série
5 1
ninnin(fnn)’
181.  Régle de Raabe-Duhamel

Soit ) 1y, une série dont le terme général est strictement positif.
Si le quotient u,1/u, tend vers 1, la regle de D’Alembert ne
permet pas de conclure.

Dans le cas particulier des séries de Riemann [27],

u o 1
a2 S lf—+o(—>.
Uy n—r+oo n n
Nous allons en déduire une technique qui permet parfois de dé-
terminer la nature de la série ) u;, en considérant la suite de
terme général

vy = En(nﬁ Un)

pour une valeur de f bien choisie.
181.1  On suppose qu'il existe un réel a tel que

u « 1

Uy n—r+oo n n
Avec B = w, la série Y (v, 41 — vy) est absolument convergente et
il existe un réel A > 0 tel que

A
Uy ~ —.
n—-+oo ¥
181.2  On suppose seulement que

u o 1
dnrloo— oSy 0<7>.

Uy n—+oo n n

1. Dans ces conditions,
B rel5)

Upt1 — Oy = —— o0

T e n n

La nature de la série }_(v,11 — v,) s’en déduit si, et seulement si,

o # B.
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2. Sia > 1, alorsil existe 1 < B < «. On en déduit que la
suite (v,),en tend vers —oo et donc que la série ) u, converge
absolument.

3. Sia < 1, alors il existe # < B < 1. On en déduit que la
suite (v;) e tend vers +oo et donc que la série (de terme général
positif) " u, diverge.

181.3  Cette méthode ne permet pas de déterminer la nature des
séries de Bertrand [179].

182.  Théoreme de De Morgan
On considere une série de terme général u,, = 1/p(n) et on étudie
le quotient

o (x) =

182.1  Que dire de 1, lorsque n tend vers +co dans le cas des
séries de Riemann? dans le cas des séries de Bertrand [179]?
182.2 * Soit ¢, une fonction croissante et strictement positive de classe
€1 sur )1, 4+o0[. On suppose que le quotient (x) tend vers une limite
¢, finie ou infinie, lorsque x tend vers +oo.

Alors, par comparaison avec les séries de Riemann,

— pour £ > 1, la série Y u, converge;

— pour £ < 1, la série y uy diverge.
182.3  On pose ¢(t) = t{n’t : la régle de De Morgan peut-elle
s’appliquer ? Quelle est la nature de la série ) u, ?

182.4  Utiliser la regle de De Morgan pour démontrer la conver-
gence de la série

1

(G-t

183.  Pour tout n € N*, on suppose que u, = 1/, si n est un
carré parfait et que 1, = 1/,2 dans le cas contraire. Nature de la
série Y uy,?
184.  Espérance d’une variable aléatoire discrete
On considere une suite réelle (a,),cN, décroissante et de limite
nulle, telle que ay > 0.
1. Onposeuy=0etu, =n(a,_1—ay) pour toutn > 1.
1.2 Que dire du signe de u;, ?
1.b

N N-1
VNeN, Y up= ) ay,— Nay.
n=1 n=0

I1.c

P
VN <P, 0<N(ay—ap) < Z Up.
n=N+1

2. La série ) a, converge si, et seulement si, la série ) u,
converge et, dans ce cas, leurs sommes sont égales.

3. Soit X, une variable aléatoire a valeurs dans IN. Elle ad-
met une espérance si, et seulement si, la série },P(X > n) est
convergente.

Dans ce cas,

—+00
E(X) =) P(X>n).
n=0
185. Deux irrationnels
On pose
+c0 1 +c0 (_1)k
Xg = Z E et yo = Z il
k=0 "" k=0 .

1. Onsuppose qu'une suite réelle (u,),eN converge vers x.
Sinlu, € Zetsi0 < n!|x —uy,| < 1pour tout n assez grand, alors
x est irrationnel.

2. Leréel yj estirrationnel car

(1 _
k:%l k! ne_+ooo(ﬁ>

3. Leréel x( estirrationnel car
P 1
V=1l 0< ) <.
s k! n.n!
=n+1
4. Comparer xy aux sommes suivantes :

Pt 2 n(n— e un—1)(n—
P ;()(ml) (n-1)(n-2)

n=0 n!
et en déduire que :
+o0 400 oo 2
n+1 n—1 nc—2
Z ' =2x9 et Z ' :Z ' =0.
n=0 n n=0 n: n=0 n
186.  Pour toutn > 1, on pose
1 k
u —fI{nn
" k; K241
1. Par concavité de /n,
n 1
Vn>2 u < ——<0.
= n n—-1 7’12 +1 n
2. Lorsque n tend vers +oo, ona u, —u, 1 = O(1/2) etla
suite (1), >1 converge vers un réel a.
3. Lasérie) (—1)"(u, — a) est semi-convergente.

4. Comme |u, — «| < 1/2 & partir d’un certain rang, la série
Y (un — )" est absolument convergente.
1

5. Comme u, < 1/2 pour tout n > 1, la série ¥ i
187. Produits infinis
A une suite (i1, ) p>n, de nombres réels non nuls, on associe la suite

(P)n=n, définie par

diverge.

n
Vn=ng, Pyp= ][] uk=tingttngs1---thn.
k:I’lg

187.1 # Le produit infini [Tu, est dit convergent lorsque la suite
(Py)n=n, converge vers un réel non nul, qui est alors noté

+o00
I un
n=ny
Le produit infini T]u, diverge lorsque la suite (Py)y>y, diverge ou

tend vers 0.
187.2  Exemples [35]

M=o p=2 [o50-

2
n=1 n=2 n n=2
187.3  Sile produitinfini [T u, converge, alors la suite (i) >y,
tend vers 1.
187.4  On suppose que (uy),eN est une suite de nombres réels

strictement positifs.

1. Le produit infini [T u, converge si, et seulement si, la sé-
rie ) fnu, converge.

2. Le produit infini [](1 + u,) converge si, et seulement si,
la série ) u;, converge.

3. On suppose que 0 < u,; < 1 pour tout n € N. Alors le
produitinfini [T(1 — uy,) converge si, et seulement si, la série }_ 1y,
converge.

4. Une suite de terme général strictement positif (v,)en
converge si, et seulement si, le produit infini [](vn+1/y,) est
convergent.

6.17
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Pour aller plus loin

188.  Produit de Cauchy

Soit E, une algebre associative unitaire de dimension finie munie
d’une norme sous-multiplicative [|-]|.

188.1  Si les deux séries ) uy et Y v, sont absolument conver-
gentes, alors la famille

(k,0) (k 0y enz = (Ui * 00) (1 0 N

est sommable.
188.2  Le produit de Cauchy de ces deux séries, c’est-a-dire la
série ) w;, de terme général

n

Wy = U * Uk,
k=0

est absolument convergent et

—+o0 ~+o0 ~+o0

Y owp= (Y un)x (Y 0n)

n=0 <n:0 ) <n:0 )
188.3  Si A et B sont deux matrices de M, (K) qui commutent,
alors

exp(A+ B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).

189.  Familles absolument sommables

Ce qui suit est tiré du livre Topologie de Gustave CHOQUET (1964).
189.1  Soit (4;);¢1, une famille de vecteurs de E, espace vectoriel
normé par ||-||.

189.2  On note .#, I'ensemble des parties finies de I et, pour
toute partie | € .%, on note

A] = ZLZ,‘ € E.
ie]

189.3 # La famille (a;);c1 est sommable lorsqu’il existe un élément
S de E possédant la propriété suivante : pour tout € > 0, il existe une
partie finie Jo de I telle que, pour toute partie | € F contenant ],
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L’élément S est appelé la somme de la famille.

189.4 Lasomme d'une famille sommable est bien définie, car il
existe au plus un élément S de E qui possede la propriété précé-
dente.

189.5  Soit (4;);c1, une famille sommable de vecteurs de E.
Pour toute permutation o de I, la famille (ag(l-))l-e 1 est sommable

et

Z 110.(1-) = Z a;.
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189.6  Si (a;);cg et (b;);es sont deux familles sommables de vec-
teurs de E, alors la famille (c;);c; de terme général

Viel, C,‘IIZ,'—‘rbi

est sommable et

ZCI‘ = Zai + Zbl
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189.7  Une famille (a;);c; de réels positifs est sommable si, et
seulement si, 'ensemble

{A],]Gﬂ.}

des sommes finies est majoré. Dans ce cas,

Zai = sup A].
i€l JeF

189.8 # Une famille de vecteurs (a;);c; est dite absolument som-
mable lorsque la famille de réels positifs (||a;||);c; est sommable.
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189.9  Toute sous-famille d’une famille absolument sommable
est elle aussi absolument sommable.

189.10 Dans un espace vectoriel de dimension finie, une famille
(a;);e1 est sommable si, et seulement si, elle est absolument som-
mable.

189.11 Soient E, F et G, trois espaces vectoriels de dimension
finie et f, une application bilinéaire de E x F dans G.

Si (a;)er est une famille sommable de vecteurs de E et si (b;);c]
est une famille sommable de vecteurs de F, alors la famille
(¢ij)(i,j)e1x de terme général

Viel, Vje], Ci,]':f(aj/bj)

est une famille sommable de vecteurs de G et

Y. flaiby) = f(Zal-, ij>.
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