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Sommes

04-01

Pour tout entier n pair, on pose u, =2~ ™ et pour tout
entier n impair, on pose un, =37

Alors la série ) u,, est absolument convergente, mais
la regle de D’ Alembert ne permet pas de le démontrer.

Exercice 1

Exercice 2 04-02

Pour tout n € IN, on pose

1 tnet
Uy = | ——
" L 1+et

1. Il existe une constante K > 0 telle que

dt.

1
YneN, OgungKJ ttdt
0

Peut-on en déduire la nature de la série }_uy, ?

2. La suite de terme général (n + 1)u,, tend vers ¢/1 ; e.
3. Lasérie ) (—1)™u, est semi-convergente.

4. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur
x € R pour que la série } u,x™ converge.

Exercice 3 04-03
Pour tout p € N*,
n+p 2n
1T p 1
Z o n alors que Z K~ n2.
k=n+1 k=n-+1
Exercice 4 04-04
La somme

+oo
S(x)=) e V"
n=0

est définie pour tout x > 0. De plus,

Vx>0, Sx)>1 et

x2
donc S tend vers 1 au voisinage de 400 et S(x) ~ 2/2 au
voisinage de x = 0.

Exercice 5 04-05

On considére les séries de termes généraux

o (=nm ot v _(=nn
S n42(-1n T oon

n

La série > v, converge par le critere spécial des séries
alternées, les termes généraux u, et v, sont équivalents
lorsque n tend vers +o0. Le critere spécial des séries alter-
nées ne peut pas s’appliquer a la série ) u,. Cependant,
la série Y u, est convergente et son reste est O(1/n) quand
n tend vers +oo.

Exercice 6 04-06

Pour tout n > 2, on pose

= ink
Sn=) =

k=2

1. Lorsque n tend vers +oo,

Comme la série de terme général

tn*n—tn?n-—1)
n 2

est absolument convergente, il existe une constante c € R
telle que
n’n

2
2. Il existe une constante K € IR telle que

Sh = +c+of(1).

n

2
Zk‘/k:n+m7n+K+o(1)
k=1

lorsque n tend vers +oo.

Exercice 7 04-07
II existe un réel C tel que
=1 1 1
——=C—— —).
]; k2 + vk nte (n)
Exercice 8 04-08
I1 existe un réel A tel que
n -1 k A
H(1 + =D ) ~
bl Vi vn
Exercice 9 04-09

1. La fonction ( tend vers 1 au voisinage de +o0 et

n) =1+ zinﬂf)(sln)

2. La fonction C tend vers +oco au voisinage de 1 et

Iim (x—1)(ax) =1.

ax—1+

3. Lorsque n tend vers +oo,

[ P 1
gk(nkﬂ)_ o)

Exercice 10 04-10

Pour tout x > 0, on pose

+oo (71).,1

S0 = 2 T

n=0

1. Il existe une constante K > 0 telle que

V<5, [S(T+h) =S| <Klhl.

M| —
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3
2. Il existe une constante C € R telle que Exercice 14 04-14
Vx>0, xS(x)—S(x+1)=C. La famille (ai ;)i j)en2 de terme général
i+
3. Pour x voisinde 0, on a S(x) ~ /. 45 = 51
4. Iedste deuxréels a et b tels que est sommable et sa somme est égale a 8.
a b
Six) = L2 O(1/x*) Exercice 15 04-15

lorsque x tend vers +oo.

Exercice 11 04-11

1. Lasomme

+oo 1

Glx) = Z n—+n2x

n=1

est définie pour tout x > 0 et

- 2o(k)

Xx—+oo X

Obtient-on un résultat aussi précis en comparant G(x) a
une intégrale?
2. Lorsque x tend vers 0,

G(x) ~ —Inx.
Exercice 12 04-12
1.
“+o0 Tl+1 B 2
3n 4
n=0
2.
“+oo q
Z nq" = 2
n=0 (1 B q)
3.
“+o00o 2
n+1)n+2)q" = ——
XN+ 20 =
4. N
x> 1+q)
Z ann _ q(
—q)3
— (1—q)
et en particulier
“+o00
Z M —16.
anl
n=1
Exercice 13 04-13

1. Quel que soit (a,b) € €2, la famille complexe

( aPbd )

(p+q)!/ (p,q)en2

est sommable.

2. Pour a =b,sasommeégalea (a+1)e et,poura # b,

N

a
beb — aed

b—a

1. Nature des séries

((n)—1 (—=1)"™¢(n)
Z(C(n)—]), ZnT et Z%

2.
+o0 +oo
5 ¢(n) —1 (=D"¢(n)
nzziz‘l*'y et nzzf:’y

en admettant que
+
X yk+1

= k+1

V—-1<x<1, =—x—{In(1—x).

Exercice 16 04-16

Silal < 1, la famille (a™Z97V), 4jenxn est som-
mable et

+oo aP +oo azp_1
Z],GZp _Z1,azp71'
p=1 p=1

Exercice 17 04-17

Pour k, n > 1, on pose

(=1

Xen = 7 Trgngk-

1. Pour tout k € N*¥,

+oo N _ (_1 )k
E k,n K
n=1

donc la famille (xk n)(k,n)en+xn+ N'est pas sommable.
2. Pour tout entier n > 1, on pose

+oo (7])]<
Un = Z k2
k=n

2.a. La suite (un)n>1 est bien définie et la série } un,
est absolument convergente.

2.b.
N N N
(=1 (=1
ety y By O
n=1k=n k=1
2.c
N N (71 )k
VN >1, Zu“_NuN+1+Z K
n=1 k=1
2.d. Onadonc
+00 400 +00 +o0
Z ZXk‘n = Z Z Xk,n = —4{n2
n=1k=1 k=1n=1

bien que la famille (Xi,n)(k,n)en+xn+ Ne soit pas som-
mable.
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Exercice 18 04-19 Exercice 25 pg23S3-b
Nature des séries Soit « > 1. Pour tout entier N > 1, on pose
gLy G N reo |
VN 4+ (=1)n ne 4 (—=1)n SN:ZT et Ry = Z —
. L, n=1 n n=N+1 n
en fonction du réel o.
Déterminer la nature de la série >_ ';—E en fonction de «.
Exercice 19 04-20
Pour toutn > 1, on pose Exercice 26 pg23S3-c
n s 1. Nature de la série de terme général
Un = —. 1
o 3k Up = COS [mtz En(1 — E)}
1l exis’fe 'deux réels a -et b tels que inuy, = afnn+b+o(1) 2. Nature de la série de terme général
etla série ) u, est divergente.
_ ="
Exercice 20 04-21 tn = fn(1 TR )
Soit (ai)ier, une famille de nombres complexes. )
1. On suppose que la famille (a;)icr est sommable, de Exercice 27 pg23S3-d
somme S € C. Pour tout ¢ > 0, il existe une partie finie Nature de l'intégrale généralisée suivante.
F C I telle que
s=Y aif<e JM e g
— ) ai| < —— dt.
e o T+t
pour toute partie finie ] telleque F C J C L.
2. Onsuppose que la famille (a;)ic1 n’est pas sommable. .
Exercice 28 pg23S3-e

Pour tout z € C et pour tout R > 0, il existe une partie finie
F C I telle que
Y

ieF

> R.

Exercice 21 04-22

Soit 0 : N* — IN*, une application injective. La famille

( o(n) )
n? /neN*
est-elle sommable ?
Exercice 22 04-23
Pour tout entier p > 1,
+Z°° 1 3
2_ 2 aApn2°

—=ni—ps dp

n#p
Exercice 23 04-24

La famille (W n) (m,n)en+xn+ de terme général

1
T m2n 4 mn? 4+ 2mn

Umn

est sommable.

Exercice 24 pg23S3-a

N

Donner un développement asymptotique a trois
termes de la somme

“+o0 1
R = —_—
n § le
k=n+1

lorsque n tend vers +oo.

Déterminer le terme général u,, de la série dont la n-

ieme somme partielle S;, est égale a =~

e
Exercice 29 vt24S3-a
Déterminer la nature de la série
y (—1m i 1
n4+l = 2k+1
Exercice 30 vt24S3-c

On consideére la série ) u,, dont le terme général est
positif et on suppose que

2n 1 n
vneN* ug < — Uyg.
Y welyw

k=n+1 k=1

Démontrer que la série ) u, converge.

Exercice 31 vt25S3-c

1. Démontrer que la suite de terme général

Ld 1

m = 1101+ 5)

k=0

converge vers une limite £ € ]1, +ool.
2. On consideére une série ) u,, de terme général positif,
telle que

2n 1 n
Vn>1 e < — Uk.
SHD A
k=n+1 k=1

Démontrer que la série > un converge.
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Exercice 32 vt25S4-a

Exercice 35 vt25S4-d

Pour tout entier n € N*, on pose

1. Démontrer que
LR
2 i n e VR
et en déduire que la suite (un)n>1 tend vers +oco.

2. Démontrer que la série de terme général

_ 1
VK

est convergente. En déduire qu’il existe une constante
réelle C; telle que

+2(Vk—=T—VXk)

Vk

3. Démontrer de maniére analogue qu’il existe une
constante réelle C, telle que

=

"]
> = Inn+Cy+o(1).
- n—-+oo

4. En déduire un équivalent de u,, lorsque n tend vers
+00.
vt2554-b

Soient a et b, deux réels strictement supérieurs a 1.
Exprimer la somme

Exercice 33

a l’aide de la fonction (.

Exercice 34 vt25S4-c

Pour tout entier n > 1, on note d(n), le nombre de
diviseurs de n.
1. Pour tout entier n > 2, l'entier d(n) est au moins égal
a2etil est égal a 2 si, et seulement si, ’'entier n est premier.
2. Pourtouts > 1, la série

am)
S

est convergente et

On note (px)ken, une énumération de la famille (dé-
nombrable) des nombres premiers.
1. Démontrer que, pour tout k € N, la famille
(o)
PO°PY ! PRS/ (o ENEH
est sommable et que sa somme est égale a

k
Pj

el Sl

2. Endéduire que

1 . 1
s> 71y —kEToo]_H(‘ —p;)~

Exercice 36 0ff2017-190
Soit p € IN.
1. Démontrer que l'intégrale généralisée
+oo p+1
Sh = J x e " dx
o ex—1

converge pour tout entier n € N.
2. Démontrer que l'intégrale généralisée
+oo

x%e ¥ dx

I'a,b) :J

0

converge quels que soient a € N et b € N*. Calculer
I'(a, b) sachant que

+oo
vVneN, J the tdt =nl.

0

3. Démontrer que la suite (Sn)nen converge vers 0.
4. Démontrer que

Vne N

= 1
So=(P+11}_ 1557 +Sn-
k=1

En déduire que

J+oo Xp+1

+o00
1
. ex_1dX:(p+])'];ka.

Exercice 37 rms132-535

Déterminer deux réels a et b tels que

n—1

Z nn+k) = ninn+an+b+o(1).
n oo

k=0

—+

Exercice 38 rms132-571

Pour x > 1, on pose

24nx _t
F(x):J € 4t

nx

=

Déterminer la limite de F au voisinage droit de 1.
2. Démontrer que F est injective.
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Exercice 39 rms132-599

Pour x > 0, on pose

+o00
1
f) = Z 1+n2x2’
n=1

1. Etudier la continuité de f.
Calculer un équivalent de f au voisinage de +oo.
3. Calculer un équivalent de f au voisinage de 0.

g

Exercice 40 rms132-1116

Pour tout entier n > 1, on pose
up, =ann+ovnn+1)+cnn+2).

Déterminer la nature de la série }_ u,, en fonction des réels
a, betc.

Exercice 41 rms132-1160

Déterminer la nature de la série

an(l + _E )

nn+1)

Exercice 42 rms132-1161

On considere la suite (un)nen définie par la donnée
de 0 < up < met par la relation de récurrence :

VneN, upy1 =sinuy,.

1. Démontrer que la suite (un)nen converge et préciser
sa limite.

2. En considérant un41 — un, démontrer que la série
> ud converge.

3. Enconsidérant nu, ;1 — nu,, démontrer que la sé-
rie }_u? diverge.

Exercice 43 rms132-1162

Pour tout entier n > 2, on pose
L
ARVEERESIE

(=D"
ol

et v, =

1. Vérifier que

u = v —l—l—(_”n—i—o( 1 )
Thoteo T M nym nym/’

2. Déterminer la nature des séries > u, et ) vy.
3. Démontrer que u, ~ vy. Conclusion?

rms132-1163

On considére une suite positive (an)nen et la suite
réelle (un )nen définie par la donnée de uy € R et lare-
lation de récurrence suivante :

Exercice 44

Un + /U2 + a2

vVneN, Ung] = >

1. Démontrer que

an

VneN, upi1t—up < 35

2. Démontrer que : si la série ) a, converge, alors la
suite (Un)nen converge.
3. La réciproque est-elle vraie? On pourra considérer la
suite de terme général

n

un:m.

Exercice 45 rms132-1213

1. Calculer la limite de

2. Calculer un équivalent de



SOMMES (SOLUTIONS)

Solution 1 04-01

Comme 0 < 13 < 1/, il est clair que
VTlGN, 0<un<(1/z)“

et comme 0 < 1/ < 1, la série géométrique ) (1/2)™ est convergente.
D’apres le Théoreme de comparaison pour les séries de terme général positif, la série }_u, est donc absolument
convergente.
@ Lorsque n = 2p est un indice pair,

Unt1 _ W2pst1 _ 3-(@p+l) 1 ) (2)“
Un Uzp 2—(2p) 3

et lorsque n = 2p + 1 est un indice impair,

U o U2p+1 T3-2pth) 2 .

Un+1  W2py2 2-(2p+2) 1 (3)n
2

Le quotient w1 1/uy, alterne donc entre des valeurs proches de zéro (lorsque n est pair) et des valeurs infiniment
grandes (lorsque n est impair), donc ce quotient n’a pas de limite et on ne peut donc pas appliquer la régle de D’ Alem-
bert.

Solution 2 04-02

1. La fonction

et
f=lt———
[ '_)1—1—6‘}

est continue sur le segment [0, 1] et donc bornée : il existe donc un réel K > 0 tel que

vtelo,1, 0< - <Kt™

1+e

Par positivité de 1'intégrale,

—_

VneN, OgunéKJ t“dt:L
0 n+1
doncu, = O(1/n).
@ Comme la série harmonique }_ 1/n est divergente, on ne peut pas appliquer le théoréme de comparaison. On ne peut
donc pas déduire la nature de la série ), de I'encadrement précédent.
2. Onintegre par parties :

1
M+ Dy = J (L + (L) dt

= [t““ f(t)} 1

1
—J (1) dt
0 0

e 1
= —J (1) dt.
1 +e 0

Comme f’ est continue sur le segment [0, 1], le raisonnement de la question précédente montre que

e

(n+Nu, = ¢ +O<l)

1+e n/ no+o 1+e’

On en déduit que
e 1

u ~ R
M"noteo T4+e n

etcomme ) 1/, est une série divergente de terme général positif, on peut cette fois appliquer le théoréeme de comparaison
et en déduire que la série Y u, est divergente.
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3. Comme |(—1)™un| = u,, on a déja démontré que la série }_(—1)"u,, n’était pas absolument convergente.
On a vérifié plus haut que la suite (u, )nen tendait vers 0. Enfin, comme la fonction f est positive,

VneN,Vtel0,1], 0<t™f(t) <t™f(t)

donc
VnelN, 0<up<u,

par positivité de l'intégrale. Comme la suite (un)nen tend vers 0 en décroissant, la série alternée > (—1)™u, est bien
convergente (critere spécial des séries alternées).
4. Onsait que la série ) u,x™ converge pour x = —1 et diverge pour x = 1.

Pour [x| < 1, ona unx™ = o(x™) (puisque la suite (1, )nen tend vers 0). Par comparaison avec la série géométrique
> x™, on en déduit que la série )} u,x™ est absolument convergente et donc convergente.

Enfin, pour x| > 1,

e x™

1+e'n

UpX™ ~

et par croissances comparées u,x" tend vers l'infini lorsque n tend vers +oo, donc la série ) u,x" est grossiérement
divergente.
Ainsi, la série )_unx™ est convergente si, et seulement si, —1 < x < 1.

Solution 3 04-03

Pour chaque entier 1 < k < p, il est clair que

L 1/71

n+k Tl—)’\jroo
:oo 1/n + O(Vn)-

n—+
On peut sommer terme & terme un nombre de développements asymptotiques, donc
P
1 1
> s el
n+k n—+oon n

k=1
P
~ "
n—+oo T

@ Cette méthode ne peut pas s’appliquer pour étudier la somme

car cette fois le nombre de termes n’est pas fixé (il y a (n + 1), ils sont donc de plus en plus nombreux).
@ On compare cette somme a une intégrale. Tout d’abord, sur une figure,

aqr
Y q>n, JT ZE

n k=n

N

et d’autre part, sur une figure aussi,

q
1 9 dt
—_ < .

On en déduit, selon la manipulation habituelle, que

En particulier, pour q = 2n, on obtient
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Le majorant et le minorant tendent tous les deux vers {n 2, donc

2n 1
) —
k n—+oo
k=n-+1

d’apres le Théoreme d’encadrement.
@ La méme comparaison de somme et d’intégrale pouvait s’appliquer pour q = n + p. Mais dans ce cas le Théoreme
d’encadrement donnait seulement

n+p
1
> g
k n—+oo
k=n+1
ce qui est moins précis que ce qu’on attendait.
Solution 4 04-04
Pour x < 0, le terme général u,, = e V™ ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers 400, donc la série ) u, diverge
grossierement.
Pour x > 0,

nu, = exp(—xyn +2nn) — 0
n—-+o0o

donc u, = o(1/n2) etla série ) u,, est absolument convergente.
La fonction S est donc définie sur ]0, 400l (et seulement sur cet intervalle).
@ La somme d’une série de terme général positif majore chacun des termes de la série, donc

Vx>0, S(x)=1=e*¥0

@ Soit x > 0. La fonction
f= [t — e*"ﬁ]

est une fonction continue et strictement décroissante sur [0, +ool.

Uo

On en déduit que

et que
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En posant t = u?,ona dt = 2udu, donc

a a
Vaz>0, J e Vidt = ZJ ue " du.
0 0
En intégrant par parties,
Jﬁ pe M du o Ve wva Toe e
0 x x?

et 'expression trouvée tend vers /2 lorsque a tend vers +oco.
Comme la série ) u,, converge, on peut donc faire tendre n vers +oco et passer a la limite dans I'encadrement des
sommes partielles, ce qui donne :

2 2
@ D’apres ce qui précede,
2
Vx>0, 1<SKx) <1+ =,
X

donc S(x) tend vers 1 au voisinage de +oo (par encadrement).
On a aussi démontré que

Vx>0,

ce qui prouve que

au voisinage de 0. Autrement dit,

2
S(X) ~ XT.
Solution 5 04-05
On démontre la convergence de la série alternée > u,, au moyen d'un développement asymptotique de u,, :
(=™ 2 1
un = —— -5 +0(=5). (1)

(Le terme général tend évidemment vers 0, mais on peut vérifier que |u, | n’est pas une fonction décroissante de n : il est
donc impossible d’appliquer le Critere spécial des séries alternées.)
Posons donc
(="
n

Vn = et wpn=u, —vn.

On peut évidemment appliquer le Critere spécial des séries alternées a )_v,,. D’autre part, on a démontré avec (1) que

-2
Wy ~ —
n2’

donc ) w;, est une série absolument convergente.
En tant que somme de deux séries convergentes, la série ) u,, est convergente.
@ Notons R,,, R}, et RZ, les restes respectifs des séries 3 wn, 3 vn et 3 wy,. D’apreés l'inégalité triangulaire,

Vn>T, Ral <RI+ IRZ )
D’apreés le Critere spécial des séries alternées,

vnz1,  RY< —
n+1

donc
R! = (9(1). 3)

n
Comme ) 1/n2 est une série convergente de terme général positif et que wy, ~ —2/n2, alors

+oo 1
2
Ri~2) o
k=n+1
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(théoreme de sommation des ordres de grandeur). On sait que

donc

On déduit alors de (2), (3) et (4) que

4)

#y Pour obtenir une meilleure précision, il faudrait améliorer I'ordre de grandeur du reste de y_ vy, : le Critere spécial fournit un

encadrement simple mais (ou : donc) assez grossier du reste.

Solution 6 04-06
1. La fonction f définie par
Int
est de classe ¢! et 1t
—{n
donc f est décroissante sur [e, +oo[ et max;~o f(t) = f(e) = e .
@ La figure suivante :
1 2 3 4 n ~
justifie 'encadrement
n n n—1
Vn>4, Y f(k) < J fo)de< y (k)
k=4 3 k=3
On en déduit que
f(2)+J' f(t) dt+ f(n) < Sn gf(2)+f(3)+J f(t) dt (5)
3 3
or ™1 1
Vn >4, J —{ntdt= {f(’.nzt}
3t 2 3
et comme f tend vers 0 au voisinage de +oo, on déduit de (5) que
2
Sn— o) ©)
2
et donc (ce qui est moins précis) que
tn’n
Sn ~ 7 (7)

a Lorsque n tend vers +oo,

nn—1) = €n{n<1 — %)} ={nn— % +O(/n2)

et par conséquent

2¢ {
tn*(n—1) =n’*n — nn+o( n;n)
n n
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d’ot1 enfin 0 0 : :
nn nn
wm=0(07) =0 wm) ==(n) :
" n? v nyn/ T Y\ ®
relation qui prouve que ) _u, est absolument convergente (par comparaison avec une série de Riemann convergente).
En notant U, la somme de la série }_u,,, on a donc

> we=U+o(1)
k=2

lorsque n tend vers +o00, mais aussi (somme télescopique)

2

= = n’k—n%(k—1) n“n
§ Uk —'sn'_ E 7 —»Sn-— P .
k=2 k=2

On en déduit que
2
S = enzn + U+ o)

lorsque n tend vers +oo.
Ce développement asymptotique est plus précis que (7), et aussi plus précis que (6) (toute suite convergente est bornée
mais la réciproque est fausse).

# On peut facilement étre plus précis ! En effet, par définition de c,
+o00 n +00
=Y w=Yur ¥ ow
k=2 k=2 k=n-+1

c’est-a-dire

in’n =
Sn = +c— Z Uk

2 k=n+1
et le Théoreme de sommation des ordres de grandeur nous dit que
5 e 2 5 =<()
uk — 0 ﬁ — o —=
k=n+1 kent1 / v
d’apres (8). Finalement,
tn*n 1
Sn =5 +c+o(—n). )

2. On fait le lien avec ce qui précede :
Vk>1, Kk =exp g“Tk = explf(k)].
D’apres le développement limité & ’ordre 2 de exp au voisinage de 0, il existe une suite (vi)x>1 telle que
V=1, k" =14k +v etque vy T O(f2 (k). (10)

Comme

s, 'k 1 1
k) = N 'k\/E_o(sz)

et que la série ) 1/xv/x est une série convergente de terme général positif (série de Riemann), on en déduit que ) vy est
(absolument) convergente et donc qu’il existe un réel

tel que
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lorsque n tend vers +oo.
On déduit alors de (14) que

n n n n
D K= T4 f(k)+ ) we
k=1 k=1 k=1 k=1

2

¢
=n+ [% +C+o(1)] + [T+ o(1)]
n2
—nt =T 4 (e T) +o(1)
2 ~——
K
lorsque n tend vers +oco.
Solution 7 04-07
Lorsque k tend vers +oo,
1 1
e A T

1 P 2.z e on] ’ IN
Or }_ 7 est une série convergente de terme général positif, donc la série ) uy est (absolument) convergente et d’apres le
théoréme de sommation des équivalents,

+oo +oo 1 .I B .I 1
Y ou~ Y ogrn=nte(y)
k=n+1 k=n+1

lorsque n tend vers +oo.

#> [l est bon de connaitre I'équivalent classique du reste de la série de Riemann.

Par conséquent, en notant U, la somme de la série >_ uy,
n “+00 .I ]
we=U— —U-—— (f)
pIRT D W Lrely
k=1 k=n+1

lorsque n tend vers +oo.

# Comparer la somme a une intégrale est toujours une bonne idée, mais l'intégrale qu’on obtient ici n’est pas treés agréable...

Complément

Un usage futé des séries télescopiques permet d’obtenir une meilleure précision sur 1'ordre de grandeur du reste

de la série.
@ La série télescopique de terme général

S1=1 et Vk>2 d=-——r

k k-1
est convergente et
n
1
Vnx1, ) &= —.
k=1
Par conséquent, la somme de cette série est nulle et
+o00 R
Vn > 1, Z 5k_ = ?.

k=n+1

a Les calculs précédents ont montré que
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lorsque n tendait vers +o0. On va donc poser
VkeN, vi=ux+ .
En tant que somme de deux séries convergentes, la série ) vy est convergente et
+o00 +00 +o0 5 . -
Vk = ug + = —.

Or, pour tout k > 2,
1 1 1

:k2+\/]z+i_k—1

Vi
et, lorsque k tend vers +oo,
—1
KB
(a vérifier par développement limité). La série ) —1/3 est une série convergente dont le terme général est de signe constant.
Par conséquent, toujours en appliquant les théorémes de sommation des relations de comparaison,

+oo +o0 1 1
2 v~ ) 35~ g

k=n-+1 k=n+1

Vi ~

et donc
e 1
2 we=g g o)

lorsque n tend vers +oo.
@ Bien entendu, on peut continuer de la méme maniere, en considérant une nouvelle série télescopique >_ ¢y de
somme nulle et telle que
+oo
Y =3
€ =55
2n?

k=n+1

On considére la série de terme général

W = Vi + € = U + O + €k

1 1
:\)k

T2 T2
et comme :
T VK
(vérifier cet équivalent!) alors
> s
k ~ 2
k=n+1 Sn \/ﬁ

Solution 8 04-08

Tous les facteurs du produit

sont strictement positifs, donc le logarithme de p., est la somme partielle de rang n de la série de terme général

Uy :{Zn(1 + (_\1ﬁ3k).
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D’apres le développement limité a I’ordre 2 de {n(1 + x) au voisinage de x = 0, il existe une suite (v )r>> telle que

Nk 1
) b

N

Vk>2, Ux =

et que 1
Vi k—>:+oo O(W)

a Comme ) 1/s3/2 est une série convergente de terme général positif, la série ) vy est (absolument) convergente.
D’apres le théoréeme de sommation des ordres de grandeur et 'équivalent bien connu des restes des séries de Riemann,

oo foo 1
2 weo( X o) =olR)
lorsque n tend vers +o00. En notant 03, la somme de la série } vy, on en déduit que
= 1

kgzvk =03+0 <\/ﬁ>

lorsque n tend vers +oo.
@ Comme !/yx tend vers 0 en décroissant, la série _ (—1)"/x vérifie les hypotheses du critere spécial des séries alter-
nées. Par conséquent, cette série est convergente et, pour tout n > 1, le reste d’ordre n est majoré en valeur absolue par

le premier terme négligé, donc
+oo _1\k
> wolm) =olR)
VK n+1 Vvn

k=n+1

lorsque n tend vers +oo. En notant o7, la somme de cette série alternée, on en déduit que

£ o)

lorsque n tend vers +oo.
@ Enfin, la série ) 1/2x est une série divergente de terme général positif (série harmonique) et plus précisément

A {nn
Zﬁ:T—i_CJ’_O(”
k=2

lorsque n tend vers +oo.
s Finalement,

= —t
Y =5+ (01 + C+ 03) +ol1)

lorsque n tend vers +oo. En composant par exp, on en déduit que

ek

—nn
Pn = exp(z) -exp(K) - explo(1)] ~ 7n
lorsque n tend vers +o0 (puisque exp tend vers 1 au voisinage de 0).

# Sion ne connait pas la constante d’Euler et qu’on sait seulement que Hy, ~ {nn, c’est-a-dire H,, = {nn + o(¢nn), alors on
a seulement

Z ug = —Eznn + o(fnn)
k=2

et l'ordre de grandeur de exp[o({nn)] est inconnu (on ne peut méme pas savoir si une telle quantité est bornée).
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Solution 9 04-09

1. Onrappelle que > 1/~ est convergente pour tout & > 1.
@ On commence par remarquer que

R
Va1, c(oc)=1+2—“+zk—a. (11)
k=3
La fonction f définie par
1
Vt>0, f(t)= == e—xint

est continue et décroissante sur ]0, +-00[. Cela permet de majorer la somme au second membre de (11) par une intégrale :

P

1 1 P dt
Vp =3, Zk7<37+,[3 T
k=3

Ce serait mieux avec une figure!
Comme la série converge et que

J’pdt 1 (1 1 ) 1
3t a—1 \3x T pal/) poioe’ (—1)3%]

on peut faire tendre p vers +oo dans (11) :
&1 1
Ya>1, 0< E — K 5o

On en déduit que

w =0(5%) (12)
et donc que

1 1
(o) =1+ 55 +o(37)
lorsque o tend vers +oo.
En particulier, ¢ tend vers 1 au voisinage de +oo.
2. On procede de maniére analogue mais avec un encadrement :

< < 4
Vo >0, oc—1\C(oc)\oc—1+1°‘ (13)
ou
1 ) Jp dt
—— = lim —.
x—1 po+oo )y t&

On déduit immédiatement de (13) que (x — 1)((x) tend vers 1 lorsque « tend vers 1. Par conséquent,

Cla) ~ ¥-

a—1 o —1

En particulier, ¢ tend vers +oo au voisinage de 1.

3. Pour tout entier n > 1 fixé,
1 1 1

knk+1)  n kK2

et comme la série } 12 converge absolument, on en déduit que la somme étudiée

—+o00 1
Sn :; k(nk+1)

est bien définie pour toutn > 1.
On ne peut pas appliquer un théoréme de sommation des ordres de grandeur : ces théoremes s’appliquent aux
sommes partielles ou aux restes de séries et pas au cas ot1, comme ici, le terme général dépend d'un parametre.
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Néanmoins, il est intelligent de commencer par calculer un développement asymptotique : pour tout entier k > 1
fixé, lorsque n tend vers +oo,

1 1 1 1
_ Ty 14
Kmk+1)  nk? Mw+4ﬁ) (14)

Pour le moment, on n’a rien prouvé mais on a au moins compris pourquoi on compare

- - =.
ki]k(nk—l—]) nk:]k
Comme
vknsi v v 1
77 k(nk+1) nk?2 nk?(nk+1)°
alors

1 1 1
- _ < .
nk?z k(nk+1) = n2k3

Vk,sn>1, 0<

A fixé, les quantités qui apparaissent dans cet encadrement sont les termes généraux de trois séries convergentes, ce
qui permet de sommer ces encadrements de k = 1 jusqu’a l'infini :

N

((2) — Sn < - 1(3).
n

On déduit de ce nouvel encadrement que

-5 0(h)

n
c’est-a-dire () :

Sn="7 +0(3)
lorsque n tend vers +oo.

# En poussant plus loin le développement (14) et en reprenant les encadrements, on obtiendrait un développement plus précis de
la somme étudiée. Par exemple :

¢2) ¢3)  c4) o) 1
Sn = n  n2 + S ERY +O(E)'

Solution 10 04-10

1. Ilestclair que

1
Vx>0, un(x) = o(—)
n—-4oo n!
et comme la série de Poisson ) 1/n1 est absolument convergente, on déduit du théoréeme de comparaison que la série
> un(x) est absolument convergente.

#y On peut aussi déduire la convergence de la série ), (x) du Critére spécial des séries alternées. De cette maniere, on ne prouve
pas que la série est absolument convergente, mais on obtient facilement une estimation du reste d’ordre n.

a Pour h] < 12, onal+h > 0. Les réels S(1 + h) et S(1) sont donc les sommes de deux séries convergentes. Par
linéarité de la somme,

ISEGLMEEN 1
S(]—Fh)—s(”:Z oy [n+1+h_n+1]

n=

7§ﬁFU“ h
_nﬂ nl m+Tn+1+h)"
Comme [h] < 1/,

VyneN, n+1+h>

N =

et par conséquent
(7] )n+1 h ‘ B 2
n m+E)n+1+h)| " (n+1)

VneN, ‘ hy
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ce qui prouve que

1
VI <35, SO +h) =S <K
ot K est la somme d’une série convergente :
+oo
2
K=>
= -+

#o Cette propriété qui ressemble a la propriété de Lipschitz (mais qui n’est pas la propriété de Lipschitz) montre que la fonction S
est continue au point x = 1.
2. Par linéarité de la somme, pour tout x > 0,
+o00 (_] )nX +o0o (—])n

nl(n+x) _Zon!(nJH +x)

n=1 n=

+o00 n +oo _1\n
ey (-1) X)ZO( (—)(n+1)

— nl(n+x n+DIn+1+x)
+oo “+oo

B (=)™ (—=1)™n

=1 +T; nl(n+x) +T; nl(n+x)

Cela prouve que l'expression xS(x) — S(x + 1) est bien indépendante de x > 0.
3. Onadémontré que S était continue au point x = 1. Par composition de limites, S(1+x) tend donc vers S(1) lorsque
x tend vers 0 et I'identité précédente permet alors de conclure que

+o0 (_])n +oo (_] )n

+ n
lim xS(x) :S(1)+Z YR Z (n+1)! +Z (_r:!)

x—0

n=0 n=0 n=0
+o0o +o0o
—_1)n 1"
B S
n=1 : n=0 :
=1.
Autrement dit,
1
S(X) X:O ;

# On a remarqué plus haut que les conditions d’application du Critere spécial des séries alternées étaient satisfaites. En particu-
lier,

1 1
Vx>0, ’S(X)_’: Ro(x)| < [wi(x)| = <1
X T+x
Cela prouve en particulier (et sans effort) que
1
Sx) = —+0(1),
x—0 X
ce qui est plus précis que I"équivalent précédent !
4. D’apres l'identité établie au [2.],
1
S(x) = E+ S(x+1)
X X
_C n C n S(x+2)
Cox o x(x+1) 0 x(x+1)
_c,._c . C S(x+3)
Cox o ox(x+1) x(x+1D)x+2)  x(x+1)(x+2)

Pour tout x > O et toutn € N,
(—n" ‘ o]

’(ner)n! ~xn!
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Par inégalité triangulaire,

et en particulier

ce qui prouve que
S(x+3) B 1
x(x+ D(x+2) x—>_+ooO< )

Par ailleurs, lorsque x tend vers +oo,

et finalement

(sans terme en 1/3).

Solution 11 04-11

1. Pourtoutn > 1 et tout x > 0, on pose

11 est clair que

Vz>0, 1—z< <1
T+z
et donc que
1 1 1
Vn}],VX>O, @*Wgunbdgﬁ
En sommant sur n, on en déduit que
2 2
Vx>0, c) ——C(i) < G(x) < {2
X X X
c'est-a-dire 5 3
Vx>0, G(x)—@’ ng)
X X
et donc en particulier que
) 1
S 5. 5 o)

. La fonction

1
t [ —
[ ~ t—i—tzx}

est évidemment continue et décroissante sur [1, +ool.

Pour tout entier N > 1,
N N
dt 1 X N 1+x
L t(]—i—tx)_L (¥_1+xt) dt_en(1+xN' 1 )

N
dt 1+x 1

li = = 1+ —).
N—1>I—0I—100L t(1 + tx) tn X €n< + )

donc
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En comparant (faire une figure!) la somme partielle

i 1 a l'intégrale JN &
ki]k—l—kzx & 1t t2x

et en faisant tendre ensuite N vers 400, on obtient que

1
x+1

Vx>0, fn(1+%)<G(x)<€n(1+%)+

Cet encadrement prouve seulement que G(x) est compris entre '/, et Z/x lorsque x tend vers +oo, c’est moins précis que
I’équivalent trouvé plus haut.
2. Enrevanche, lorsque x tend vers 0, on peut récrire I'encadrement précédent sous la forme

1
Vx>0, —Enx+€n(1+x)<G(x)<—fnx+m+€n(1+x)

ce qui prouve que

G(x) O—Enx+(’)(1)~—€nx.

X—

Solution 12 04-12

1. Pourtoutn € IN, on pose

_
=3
Le produit de Cauchy de }_ u, et > v, estla série >_ w,, définie par

U = Vn

= n+1
VneN, wn:Zukvn,k: I
k=0

Comme la série géométrique de raison 0 < 13 < 1 est absolument convergente, la série )} w, est absolument conver-

gente et
+o0 +o0 +oo 1 9
2= (Z u“) (Z ”“) -

n=0
2. Cette fois, on pose
YynelN, u,=v,=q"

Le produit de Cauchy est la série }_ w,, définie par
VneN, w,=mn+1)q".

Comme 0 < q < 1, la série géométrique > q™ est absolument convergente, donc la série ) w,, est absolument conver-

gente et
+oo 1

Z(n+1)q“:m.

n=0

Avec le changement d’indice n = k + 1, on obtient

+o00 +o00 +o00o
Z qun — Z qun — Z(k+ 1)qk+1
n=0 n=1 k=0

“+oo
=q) (k+1)q"
k=0

et donc

Variante. On peut aussi poser
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mais up = q° = 1 et vo = 0. Dans ce cas,

n—1

Wy = E UkVn—k + Unvo =ngq"™

k=0
et
“+oo “+o0 “+o00
Yo (L) (L)
n=0 n=0 n=1
)
1—q/\1—¢q (1—q)*
3. Onpose

YynelN, u,=Mm+1)q" et vy,=q"
Dans ce cas, le produit de Cauchy a pour terme général

n

wn =) (k+1)gq"*
k=0

n+1
_ . (m+T)n+2) |
= (T =

Comme la série géométrique ) ™ est absolument convergente (0 < q < 1) et que la série ) u,, est absolument conver-
gente (on 1’a démontré ci-dessus, grace au Théoreme de Cauchy), la série )} w, est absolument convergente et

+o00 +o00o +o00 1 1
T;)Wn = <Z un) (Z Vn) = (] — q)z . m

n=0 n=0

Par conséquent,

4. Onremarque que
VneN, n=mn+1)(n+2)-3n-2

(astuce attribuée & Newton himself dans le folklore). Par combinaison linéaire de séries convergentes, la série Y n?q™
est convergente et

+oo

+o00o
Z nq" = Z(nJr n+2)q™
n=0

e +o0o +o0
—3an“—ZZ q".
n=0 n=0

Apres quelques simplifications, on obtient
+o0o

1+q)
Y niqh= q( .
—q)3
n=0 (1 q)
@ Avec le changement d'indice k =n —1,
+o00 +o00
nmn+1
Y MU S e k2 00
n=1 k=0

En appliquant la formule trouvée plus haut (possible, car 0 < /2 < 1), on en déduit que

Enn+1) 2
Z n—1 :(1_1/2)3:]6'

n=1
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Solution 13 04-13

1. Pour tout (p, q) € N2, on pose
aPbd
Uy g = —.
P p+ )l
@ On note « = max{|al, |bl} et on remarque que
oPt+a
V(p,q) € Nz) |U~p,q‘ < m

Nous allons démontrer que la famille de réels positifs

(v ) < Pt )
»q)(p,q)eN2 =
Poa7tp-q P+ (pqren:

est sommable. A cet effet, il est naturel de considérer la partition
NZ = |_| I
seN

otl les couples (p, q) sont regroupés selon la somme de leurs éléments :

I ={(p,q) EN* : p+q=s}.
Pour tout s € N, I'ensemble d’indices I est fini, donc les sommes partielles
0s = Z Vp.q
(pyq)els

sont bien définies. On constate sans peine que

S

oo =(s+1)- >0
S.

et on en déduit que
Osi1 s+2 s!

0. s+l s+ ¥ oie

Comme la limite est strictement inférieure a 1, la régle de D’Alembert nous assure que la série ) o5 est absolument
convergente.

D’apres le Premier théoreme de Fubini, la famille (v q) (p,q)en2 est une famille sommable.

D’apres le Théoreme de comparaison, la famille (1, ) q)en2 est aussi une famille sommable.
2. Nous pouvons donc appliquer le Second théoreme de Fubini pour calculer la somme de cette famille, en réutilisant
la partition définie plus haut.

@ Commencons par supposer que a = b, de telle sorte que
aS

VseN,V(p,q) e, up,q:?.

On en déduit que

(s+1)as
VsEN, Y upg=o
(p,q)els
et que

+oo

(s+1)a®
2 wa=) g
(p,q)EN? s=0
+o00 as +oo as
DR
S. S
s=0 s=0

+o0 s—1 +o00

a a’
=a) oty

s=1 s=0

= (a+1)e".
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@ Pour a # b, la formule de la somme géométrique donne

N
aPbs—p 1 bs+1 _ as+1
Z up’q:Z s! _s!< b—a >

(p,q)€ls p=0

pour tout s € N et le Second théoréme de Fubini nous dit que

D Unp= +ZOO ((n

(n,p)eN? s=0 ,plel
b “+o00 bs a “+o00 Cls
T b—a Sg sl b-a Sg sl
~ be® —ae
T b—a
Solution 14 04-14

On considere une famille de réels positifs indexée par I’ensemble dénombrable I = N2.
@ Dans un premier temps, nous allons démontrer que cette famille est sommable en appliquant le premier théoreme
de Fubini a la partition
I=||In

neN

ot I, ={(i,j) €I : i+j =n} pour tout n € N (tranches diagonales).
Pour tout n € N, I'ensemble d’indices I,, est fini, donc on peut poser

Sn = E Qaij.

(i,j)€ln
Quel que soit (i,j) € I, le terme a; ; est toujours égal a n/2™ et comme l'ensemble I,, compte (n + 1) indices :
(O,TL), (1,11— 1),...,(1’1— ]>1)) (T\.,O)

on en déduit que

nmn+1)
Vn S N, ST‘L = T
On en déduit que
Sn41 _ n+2 1<1
Sn 2n no+oo 2

ce qui prouve que la série } s, est absolument convergente (régle de D’Alembert), c’est-a-dire que la famille (sn)nen
est sommable.
D’apres le premier théoréme de Fubini, la famille (a; j)(i,j)er est donc sommable.
@ Comme la famille (a;;j)i,j)er est sommable, on peut appliquer le second théoréme de Fubini pour calculer la
somme :

Y -3 (T w)

(i,j)GI n=0 (ivj]€I11
1 +oo 1\ n—1
n=1
1 +oo 1\n
=2 Y (e Dm+2)(5)
n=0
1
Tt

# Le calcul explicite de la derniere somme peut se déduire du Théoreme sur le produit de Cauchy (cf [04-12]) ou d'un des
principaux résultats du cours sur les séries entieres.

@ On pouvait aussi calculer la somme en appliquant le second théoréme de Fubini avec d’autres partitions de I.
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Pour tout (i,j) € I, on pose

bi; = PES

de telle sorte que
N (‘L,J) € I, 0< bi)j < aij et 0< Cij < aij.

Comme la famille (ai ;) (i,)c1 est sommable, on en déduit que les deux familles (by ;)i j)e1 et (ci,j) (1,j)e1 Sont sommables
(théoreme de comparaison).
En appliquant le second théoréme de Fubini, on obtient

> o=5 (S 45)

(i,j)el =0

(partition de I au moyen des K; ={(i,j), j € IN}, tranches verticales) ainsi que

> i3 (3 5)

(i,j)el j=0

(partition de I au moyen des L; = {(i,j), i € IN}, tranches horizontales). Les indices étant muets, on en déduit que

oo. +oo1
> o= Y =2 5(Xy)
(i,j)el (i,j)el 10 j=0

->
_Zi+1

En interprétant cette somme au moyen d’un produit de Cauchy (cf [04-12]), on trouve qu’elle est égale a 22 = 4 et

finalement
Z aij = Z bi,j + Z Cij = 2x4=28.
(i,j)el (1,j)el (i,j)el
Solution 15 04-15
1. D’apres [Ch.4 -27.3],
(:()—1+1++Zoo1 1+]+0(1)
2771 o kn TL—H—oo 27 3“

@ On en déduit que
(=1~ (12"

n—-+oo

Comme la série géométrique ) (1/2)™ est absolument convergente, la série ) _[{(n) — 1] est donc absolument convergente.
@ [l est clair que

C(n);] — o(C(n) _ ])

n n—-+oo

et comme ) [{(n) — 1] est absolument convergente, la série

C(n) -1
XN

est absolument convergente.
a Enfin, I’Astuce taupinale nous indique que

(=n"cm) _ (=0 (=DrMem) — 11

La série
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est donc convergente, en tant que somme de la série harmonique alternée

(="
2

(série alternée et 1/, tend vers 0 en décroissant) et d'une série absolument convergente (étudiée précédemment).
2. Nous allons utiliser la Formule d’Euler, qui donne un développement asymptotique des nombres harmoniques :

Hy = N+ + o1) (15)

lorsque N tend vers +oo. (Voir Chapitre 4 - 111.3)
& Nous allons aussi utiliser une formule issue du cours sur les Séries entiéres :

+00
X
—1,1 —n(1—x) = E —. 1
Vxel-1,1], In(1 —x) PA (16)
Cette formule est vraie encore pour x = —1:
+oo +o00
oy (=D (=D"
EnZ—HE:] = ]+n§:2 mat (17)

@ (a). Sommabilité de deux familles réelles
Convenons de noter I = N** x IN** o1 (notation trés personnelle!)

N™ =N\ {1},

et posons
(=n"

1
Xen = et Yin=(—1)"xn=

pour tout (k,n) € L.
@ Lafamille (xi,n)(k,n)e1 est une famille de réels positifs. Nous allons démontrer qu’elle est sommable grace au Premier
théoréme de Fubini.
Pour cela, nous considérons la partition

= ] 18)

oul, = {(k,n) el ke JN**}.
Pour tout entier n > 2, la sous-famille

1 1

X — 1k
( k‘n)[k,n]EIn (n kn)kEN**

est sommable puisque, au facteur constant '/, pres, c’est une série de Riemann d’exposant n > 2. Sa somme est égale a

+oo 1 +oo 1 1
Sn:ZXk,n:EZkT:E'[C(n)_”
k=2 k=2

et on a montré précédemment que la série ) _s,, était absolument convergente.
D’apres le Premier théoréme de Fubini, la famille (xi ) (k,n)e1 est bien sommable et

+oo

Y =y ML 19)

(k,m)el n=2

@ Comme [yy n| = xx,n pour tout (k,n) € I et que, d’apres I'étude précédente, la famille (xx n)(x,n)e1 est sommable,
la famille (Yxn)(k,n)e1 €st sommable.
@ (b). Calcul de la premiere somme
Considérons maintenant une autre partition :

I= ] I (20)

keIN=**

o Ji = {(k,n) € I, n € N**}.
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Pour tout entier k > 2, en tant que sous-famille d"une famille sommable, la famille (xy n)(k,n)ey, €st sommable et
d’apres (16), sa somme s’exprime comme suit :

©> -1 1
I o
n=2

De plus, d’apres le Théoréeme de Fubini (le Premier ou le Second, puisque le terme général est positif), la famille

(oK )ken++ est sommable et
&1 k—1
Z xkn—Zak——Z E—H’,nT . (21)

(k,m)el k=2

Par télescopage partiel,

=1 kT au

S (gre) = Xtk n -t
:2 k=2

Hn—1)+ (@n1—¢nN)

~

—_ —

N—+o0 Y= T +ell)

d’apres la Formule d’Euler (15). Finalement, en combinant (19) et (21),

y Wl s

n=2 (k,n)el
—1
=—§ ( +in )-1—y.

 (c). Calcul de la deuxiéeme somme
On I'a vu plus haut, la famille (yx n)(k,n)e1 st sommable. En appliquant le Second théoréme de Fubini aux deux

partitions (18) et (20), on arrive a
+o00 (_1)n +o0o 1 B +o0 r+oo (71/k)n
Yl LE

n=2 k=2 k=2""n=2
c’est-a-dire (avec (16))

D’apres (17),

L A e B N DLYA I IR D

D’autre part, avec le télescopage partiel habituel,

L[ w-)

—1

REPRUC SRy

1
(Hy —1) — [InN — {n 2] —ﬂn(] + N)
=(n2—1+vy)+o(1) (pour . — +o0)

avec la formule d’Euler (15). On obtient ainsi

+o0 1)
e

=2

3
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Solution 16 04-16

Soit a € C tel que |a] < 1.
@ Quels que soient les entiers n et g, on pose

I, ={(n,q), e N} et Jq={(n,q), neN}.

I est clair que (In)nen et (Jq)qen sont deux partitions de I = N* x IN.
@ Nous allons démontrer que la famille (1, ¢)(n,q)c1 de terme général

un,q _ an(2q+1)

est sommable en appliquant le (premier) théoréme de Fubini a la famille (v q)(n,q)e1 de terme général positif

2q+1 2q+1
Vi = lun,ql = 1a"29T) = (ja2arhyn,
Pour tout q € N, lasérie } | v, q estabsolument convergente en tant que série géométrique de raison 0 < la29+! <

1, donc la famille (v q)(n,q)e], €St sommable et sa somme est égale a

|an+1

q - ZV” 97 _|a|2q+1

Comme |a| < 1, alors
|a|2q+1

=lal- (Ja]*)9

Va e T
et comme la série géométrique de raison 0 < |al? < 1 est absolument convergente, la série Y V, est absolument conver-
gente.

D’apres le théoréme de Fubini, la famille (w1, q)(n,q)c1 est donc sommable.
@ Nous pouvons donc calculer la somme de cette famille en appliquant de deux manieres différentes le (second)
théoreme de Fubini.
Pour tout q € N, la famille (un ) (n,q)ej, est sommable (en tant que sous-famille d"une famille sommable). Comme

Vyn > ]> Un,q = (a2q+1)n’
la somme de cette famille est égale a
a24a+1
Sa = Z Un,qg = 7" 2q+1°
Pour toutn > 1, la famille (un ) (n,q)e1, €st sommable (en tant que sous-famille d'une famille sommable). Comme

ng]N) un’q:an,(aln)q’

la somme de cette famille est égale a

1
%—Zunq—a e

D’apres le théoreme de Fubini, les familles (sq )gen et (on)n>1 sont sommables et leurs sommes sont toutes les
deux égales a la somme de la famille sommable (1, q) (n,q)e1- Donc

+
a24a+1 oo an
Z Un,g = Z]_a2q+1 Z]_azn
(n,q)el n=I1

et le changement d’indice p = q 4 1 montre que

a249+1

1 _ an—H 1—a2p—1°
p=1
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Solution 17 04-17

1. Pour tout (k,n) € [, on pose ayx,n = [xk,n|- Par définition, la famille (xx n)(k,n)en2 est sommable si, et seulement si,
la famille (ax n)(k,n)e1 est sommable.

Comme les ay, sont des réels positifs, le premier Théoreme de Fubini va nous permettre de voir si cette famille
est sommable.

» Considérons la partition

I:ka

k>1

ol on a posé
VkeN*, I*={(kn), neN}

Pour tout k € N*, la sous-famille (ax n)(x,n)ec1« est sommable si, et seulement si, la série } | ay . est convergente.
Or le terme général de cette série est nul a partir d’un certain rang (précisément pour tout n > k), donc la série est

convergente. On pose alors
+o0 k 1 1
Vke N, O—k:r?:]ak,n:nE:]k*z:E.

Il est alors clair que la série ) _ oy est divergente (série harmonique), ce qui prouve que la famille (ai n)(x,n)er n'est
pas sommable et par conséquent que la famille (xi n)(k,n)e1 N'est pas sommable.

I:L“n

n>l

» On peut aussi considérer la partition

oll on a posé
vneN, I,={(kn), keN}.

Pour tout n € N*, la sous-famille (ax n)(k,n)e1, est sommable si, et seulement si, la série ), ay » (de terme général
positif) est convergente.
Comme il s'agit de la série de Riemann }_ . (privée des (n — 1) premiers termes), c’est bien une série convergente
et on peut donc poser
+oo 1
* _
VneN* t,= Z W
k=n
D’apres le premier Théoreme de Fubini, la famille (ay n)(k,n)e1 est sommable si, et seulement si, la série } T, est

convergente. Or (comparaison )_/ [ classique)
1

~  —

n
n—+oo 1

donc la série } T, est divergente.

On a ainsi re-démontré que la famille (xi n)(x,n)e1 N'était pas sommable, mais d"une maniére qui demandait d’étre
un peu plus savant.
2.a. Lasérie Y (—1)%/k? est une série alternée et comme la suite de terme général |(—1)%/k?| = 1/2 tend vers 0 en
décroissant, on peut appliquer le Critere spécial des séries alternées.

D’apres ce théoreme, u,, est bien défini en tant que reste d’ordre (n — 1) d’une série convergente; il est du signe du
premier terme négligé : (—1)™/n?, c’est-a-dire du signe de (—1)™ et

vns, Iun|<]

D’apres le Théoreme de comparaison pour les séries de terme général positif, la série )} [u,| est convergente, donc la
série > u, est absolument convergente.
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2.b. SoitN > 1.
N N N N
(-1)* (=1)*
2> =2 ) iz lnencken
n=1k=n n=1k=1
NNk
=) > 2 Li<n<ian)
k=1n=1
Ly oy LU
- 2
k=1n=1 k
—_—
(*)
_ i (—1)*
ok
puisque (x) est une somme de k termes tous égaux.
2.c.  On doit remarquer que
- (1"
ViI<n<N, n—Z 2 4+ UN1
k=n
On en déduit que
N )k
Zuﬂ_NuN+‘+Z<Z >
=1 =n
- (1"
= Nun1 + Z .
k=1
d’apres la question précédente.
2.d. Comme [un| < V/n2 pour toutn > 1, on en déduit que
Iim Nuynsq =0.
N—+o00
Par ailleurs, la série ) (—1)* /k vérifie aussi les conditions d’application du Critere spécial des séries alternées, donc elle

est convergente.

Par passage a la limite dans la relation précédente, on obtient

et on sait que cette derniere somme est égale a — {n 2 (résultat classique).

# On a donc démontré que les deux sommes

“+o00 +o00

ZZanqun o) ) Mem=)

n=1k=1

étaient égales bien que la famille (Xi n) (x,n)ec1 ne soit pas sommable!
w Le second Théoreme de Fubini énonce donc une condition suffisante pour permuter deux signes ) , mais il ne s’agit pas
d’une condition nécessaire — alors que le premier Théoréme de Fubini énonce une condition nécessaire et suffisante pour qu’une

famille de réels positifs soit sommable.

Solution 18

k=1n=

04-19

Rappelons les deux théoremes que nous allons employer dans la suite. Un peu de rigueur ne peut pas nuire...
Critere spécial des séries alternées.
Si ) un estune série alternée telle que [u, | tende vers 0 en décroissant, alors la série ) _u,, est convergente.

Théoreme de comparaison par équivalence.
Siun ~ vy lorsque n tend vers +oo et si les v, sont de signe constant, alors la série ), est convergente si, et
seulement si, la série } v, est convergente.
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a Sia > 0, les deux séries étudiées sont alternées et leurs termes généraux tendent bien vers 0. En revanche, la
décroissance de [uy| n’est pas évidente, ce qui doit rendre prudent : le Critere spécial des séries alternées ne s’applique
peut-étre pas!

@ Pour toutn > 2, on pose

Lorsque n tend vers +oo,

/2 «
1) _1)n+T
= [ e ()]
- (;3/)2 - nslc/z + O<n3lc/2 ) (Eq. 1)
On pose alors
Vyn>2, v,=u, (T;:/);
de telle sorte que
Vn>2, n*(_:/);—kvn
et que, d’apres (Eq. 1),
R (Eq.2

lorsque n tend vers +oo.
Par ailleurs, la série (de Riemann)

1
Z nScx/ 2
est une série dont le terme général est de signe constant et on sait que cette série converge si, et seulement si, 3a¢/2 > 1,
c’est-a-dire si & > 2/3. On déduit alors de la relation de comparaison (Eq. 2) que la série } v, est convergente si, et

seulement si, « > 2/3 (Théoréme de comparaison par équivalence).
Pour tout & > 0, le Critére spécial des séries alternées s’applique évidemment a la série

(=D"
Z ne/2°
qui est donc convergente. Ainsi donc,
— sia>2/3,lasérie ) un est convergente (somme de deux séries convergentes);
— si0 < o0 < 2/3,lasérie ) u, est divergente (somme d’une série convergente et d"une série divergente);
— si a =0, le dénominateur s’annule pour tous les entiers n impairs!

— sia < 0,lasérie ) u, est grossierement divergente.
Finalement, la série ) u, est convergente si, et seulement si, x > 2/3.

# Pour des séries ) an et ) by dont les termes généraux ne sont pas de signe constant, le Théoreme de comparaison dit
seulement que : si an ~ by, alors la série Y a, est absolument convergente si, et seulement si, la série 3_ by, est absolument
convergente.

En appliquant ce théoréme a la relation :
(="
no/2?

Up ~

on peut seulement démontrer que la série ) wun est absolument convergente pour tout « > 2 et qu’elle n’est pas absolument
convergente pour « < 2. Il est impossible d’en déduire que la série est (semi-)convergente dans le cas 3/ < & < 2.

@ La méme méthode s’applique pour la série de terme général

(="

Up = ne —|—7(—1)n .
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Si ¢ > 0, lorsque n tend vers +oo,

—

e S )

1= S o)

()

— R

On pose donc

de telle sorte que
—1
~ n2«

Z 1

n2«

est une série dont le terme général est de signe constant. Donc, d’apres le Théoréme de comparaison par équivalence, la
série > vy, est convergente si, et seulement si, la série de Riemann

1
2 3=

lorsque n tend vers +oco. La série de Riemann

est convergente, c’est-a-dire si & > 1/2.
Par ailleurs, il est clair que la série

(="
> e
converge pour tout « > 0 (d’apres le Critere spécial des séries alternées).
En conclusion, puisque

(="

noc

VTLZZ, Uy, = +Vn)

la série ) u,, converge si, et seulement si, & > 1/> (méme discussion que plus haut).

Solution 19 04-20

Comme u,, est un produit de réels strictement positifs,

_y _ L
nu, = ]; €n<1 3k>

et comme {n(1 —x) ~ —x lorsque x tend vers 0, il semble logique de comparer {nu,, ala somme

U

@ On pose donc
1 1
> = _— _—
Vk>1, v €n<1 3k>+3k
de telle sorte que

| n
Vyn>1, {nu,= ?Hn—k ka,
k=1

ol on a noté H,,, la n-ieme somme partielle de la série harmonique.
D’apres le développement limité & 1’ordre deux de {n(1 + x) au voisinage de x =0,

1
ve=0(i3)
lorsque k tend vers +oco. Comme la série de Riemann ) /2 est une série convergente de terme général positif, la série
>~ vy est absolument convergente, et donc convergente. On en déduit que
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pour tout n > 1, puis que
-1

nu, =
nu 3

[tnn+y+o(D)]+ D vi+o(1)
k=1

d’apres le développement asymptotique "bien connu" des nombres harmoniques et le fait que le reste d"une série conver-
gente soit foujours o(1).
En posant

-1 —y +oo
a=— et b= T + Z Vi,
k=1
on obtient bien que

nuy, =ann+b+ o(1)

lorsque n tend vers +oo.
@ En posant maintenant K = e, on en déduit que

1
Un = explnu,] = —= x K x ec()

vn
et comme exp tend vers 1 au voisinage de 0, on en déduit enfin que

K
I

lorsque n tend vers +oo.
Comme la série de Riemann

1
S
est une série divergente de terme général positif, cette relation démontre que la série ), est divergente.

# L'expression o(1) indique une quantité (variable...) qui tend vers 0. Comme la fonction exp tend vers 1 au voisinage de 0,
I'expression e®V) indique une quantité qui tend vers 1. Cette remarque est treés utile pour mettre en évidence une équivalence,
puisque :

an~by, & b, =a, x e,

@ Il faut toujours savoir quel est le parametre variable dans une expression...
Lorsqu’on écrit
1 —1
( (1 - 7) ~
BRIV AT
il est clair que c’est le parametre k qui varie (et qui tend vers +o0).

Lorsqu’on écrit
=1
— ~{
g L~ n
k=1

il est clair que c’est le parametre n qui varie (et qui tend vers +oc). Le parameétre k, en tant que variable muette (ou variable
locale), n’existe tout simplement pas...
Lorsqu’on écrit

nefl) = En ()

le parametre variable dans la premiere relation est k tandis que le parametre variable dans la seconde est n. Ecrire une telle implica-
tion est donc une monstrueuse absurdité. Et si vous lisez votre cours avec un peu de soin, vous verrez que cela n’a rien a voir avec
un théoreme de sommation des relations de comparaison.
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Solution 20 04-21

1. Onrevient a la définition de la somme en commencgant par le cas des familles réelles positives, puis en traitant le
cas des familles réelles quelconques et en étendant le résultat aux familles complexes.
@ Sia; € R4 pour tout i € I, alors (par définition)

S= sup Zai
JePBo(D) iy

ol Po(I) est I’ensemble des parties finies de I. Par définition de la borne supérieure,

Ve>0,3J ePoll), S—e<Y ai<s

i€]e

et comme les a; sont tous positifs,
S—e<) a;i<S
i)
pour toute partie finie ] € PBo(I) telle que J. C J.
@ Sj les a; sont des réels de signe quelconque, alors les deux familles de réels positifs (a; )icr et (a; )ier sont som-
mables et, par définition,
S = Z al — Z a; .
i€l i€l

On applique ce qui précede aux deux familles positives sommables : pour ¢ > 0, il existe deux parties J§ € Po(I) et
Je € Po(l) telles que

Sai-eeYaeYa e Ya-c<Y a<Ya

i€l ie]t i€l i€l i€ i€l

Enposant J. = Jf UJ; € Po(Il),ona

Zaj—egzaiézafézaféza?

iel ieJd i€]e ie€] iel
et ) a;y—e<) ar<) 6y <) o <) q
i€l €] i€J. ieJ iel

pour toute partie ] € Po(I) telle que J. C J.
Par différence,
S—e<) ai<S+e
i€]
pour toute partie | € Po(I) telle que J C J.
@ Enfin, siles a; sont des nombres complexes, alors les deux familles réelles (9Re ai)icr et (Jmai)icr sont sommables

et, par définition,
S = Z%eai+i23mai.
icl il

# Pour éviter de confondre avec I'indice de sommation i, on note ici %1 les racines carrées complexes de —1.

A nouveau, on applique ce qui précéde aux deux familles réelles sommables : pour ¢ > 0, il existe deux parties
finies JT € Po (1) et JL € Po(I) telles que

T £

ViePolD), JiC] = Z%eai—Z%eai <3
i€] iel

et VJePo(l), JiC] = |) Tmai—) Jma; <§.
ie] i€l

En posant F = JL UJL € PBo(I), on a (inégalité triangulaire)

Zai—S‘ < Zﬂ%eai—Z%eai

i€] i€] iel

+

ZTJmai—Z’Jmai

ieJ iel

<e¢

pour toute partie ] € Po(I) telle que F C J.
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2.  Onsuppose que a; # 0 pour tout i € L.

#v Supposer que 'index 1 est en fait le support de la famille ne change ni la nature de la famille (sommable ou non), ni la somme
de cette famille (si elle est sommable).

On décompose l'index I en quatre sous-index :

L = {i el : 4 <Arg(a;) < 7T/4} I = {i el : vy <Arg(ai) < 37'(/4}
I3={iel: 3" <Arg(a;) <57} Ii={iel: 5 <Arg(a;) <7}

de telle sorte que chaque indice i € I appartienne a un, et un seul, sous-index Ij.

# Comme les a; ne sont pas nuls et que 1=7/4,77/4] est un intervalle semi-ouvert de longueur 2, on a bien défini une partition
de 1 : on a regroupé les complexes a; en fonction du quart de plan dans lequel ils se trouvent.

s De la sorte,

s s |ai| o s |(11'.|
siie€ Iy, alorsRea; > E, siie€ly, alorsIma; > 2
siie I3, alorsRea; < _lad etsiie Iy, alorsTIma; < _lail

’ 1 \/E’ ’ 1 \/z

a Pour toute partie finie F C Iy,

S e

ieF

> ‘%eZai

ieF

DITED N

ieF i€eF
De maniere analogue, pour toute partie finie F contenue dans I, dans I3 ou dans 14,

lail
Z ai > Z E

ieF ieF

w Par inégalité triangulaire, pour tout z € C et toute partie finie F contenue dans I'un des sous-index Iy,

2= Yl | Y| > (5 Ylaul) e

ieF icF icF

=

a Comme la famille (|ai|)ic1 n’est pas sommable, alors il existe (au moins) un entier 1 < k < 4 tel que sous-famille
(lail)ier, ne soit pas sommable (sommation par paquets — avec un nombre fini de paquets).
Pour tout R > 0, il existe donc une partie finie F contenue dans 1'un des sous-index Iy telle que

Y a

ieF

> R.

#1 On a ainsi démontré (par contraposée) que, s'il existe un nombre complexe S tel que

Ve>0 3FCI ‘S—Zai <e

i€]

pour toute partie finie | telle que F C ] C 1, alors la famille (a;)ic1 est sommable.
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Solution 21 04-22
Tout d’abord, comme on étudie une famille de réels positifs, la somme
o(n)
Se= 2 o
neN=

est bien définie (égale a +oo0 si, et seulement si, la famille n’est pas sommable).
@ Considérons deux entiers 1 < n < p et supposons que

1< o(p) < o(n).

On vérifie alors sans peine que

GT(;U n 0;123) > UT(LE) n 0]5121)_

(*)

# Sion interpréte ces deux quantités comme des barycentres, le résultat est intuitivement clair : c’est en attribuant la plus forte
pondération a la plus grande valeur qu’on obtient la plus grande moyenne.
Comme o(n) > o(p), la moyenne pondérée du systeme

[(Vn2, o), (o2, o(p))]
(ott la plus grande valeur : 1/n2 est affectée du plus grand poids : o(n)) est supérieure a la moyenne pondérée du systeme
[(1/712) U(P))» (1/1’2» O'(Tl))}

(o1 la plus petite valeur : /2 est affectée du plus petit poids : o(n)).

@ Avec les notations précédentes, notons T, la transposition de N* qui échange les valeurs o(n) et o(p).
On a donc
Too(n)=o(p) et Too(p) =o(n).

Comme o est injective,
VkeN"\{n, p}, o(k)¢{omn),ofp)} et Tooflk)=o(k).

On a donc

Se= Y ML ot o

2
kg{n,p} " P
o(k)  alp)  an)
Stoo = Z 2 T T p2
kg{n,p}
et on déduit de (x) que
So > Stoo- ()

# En "remettant deux termes dans l'ordre”, on a minoré la somme S . Pourquoi s’arréter a deux termes seulement ?

a Fixons un entier N > 2. Il existe une application injective
on : N* — N*

telle que
{o(k), ke N*} = {on(k), k € N}

et que
1<on(]) < - <on(N) avec Vk >N, on(k)>on(N).

@ [’ensemble des valeurs prises par o est une partie non vide de N*, donc il admet un plus petit élément n; (Axiome
de bon ordre). Par injectivité, il existe un unique entier k; € N* tel que o(ky) =nj.
Si (1) =14, on ne change rien.
Sinon, on compose o par la transposition T qui échange o(1) et n¢. L'application T o o est une application injective
de N* dans N* et

Vk>1, Tocr(k)>’co(7(1)d§f'm.
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On recommence avec T o o et I'entier
n, = min[o.(N*) \ {n;}] = min(t 0 0).([2, +ool)

et ainsi de suite.
Avec N transpositions tout au plus, on aura "remis dans I'ordre" les N plus petites valeurs prises par o.

# Félicitations a ceux qui ont prononcé le mot magique : tri sélection.
@ Lapplication on peut donc s’écrire sous la forme
TN O+++0 T‘] o0

ol T est une transposition sur N* ou I'identité de N*. De plus, chaque transposition vérifie les conditions d’application
de (}), donc
VN > 2, So = Sopn-

«a Par construction,

donc

# Propriété bien connue des "extractrices”.

Comme S, est une somme de termes positifs, on en déduit que

Yook L &k
SO'N >Z?>ZEZHN'
k=1 k=1

On a ainsi démontré que
VN> 2, Ss = Hn

et comme on sait que la série harmonique est divergente, on en déduit que S, = +o0.
@ Quelle que soit 'application injective o : N* — N*, la série

o(k)
2 e
est donc divergente.

Solution 22 04-23

L’entier p est fixé, le terme général de la série est donc équivalent a 1/,,2, ce qui prouve que la série est convergente et
que son reste d’ordre N est équivalent a '/n. On peut donc commencer par vérifier ’exactitude du résultat attendu : ¢a
marche plutdt bien.

def somme_partielle(p, N):

s =0
q = px*2
for n in range(1l, N):
if nl=p:
s += 1/(n*xx2-q)
return s

for p in [2, 3, 4, 5]:
valeur_theorique = 3/(4x*p*x2)
print(valeur_theorique)
for N in [1000, 10000, 100000]:

s = somme_partielle(p, N)
print(f"\t{s}")
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# Pour démontrer ce résultat, il faut passer par une série télescopique, donc revenir aux sommes partielles et procéder avec
rigueur pour ne pas se perdre en cours de route.
On rappelle la définition des nombres harmoniques :

n
VneN,  Hp=)»
k=1

&=

ainsi que leur développement asymptotique a o(1/n) pres :

1 1
Hn T €nn+y+ﬁ+o(a).

a [’entier p > 1 est fixé une fois pour toutes et on vérifie sans peine que
1 1 1 1
V N —_—— —_— .
n e NAP, n? —p? Zp(n—p n+p)
Nous allons calculer la somme partielle

1
Spiq = Z nZ —p2

1<n<p+q
n#p

pour q € N*. Cette somme est la somme de deux sommes partielles :

Slﬁq:znz_pz+ Z nZ—p2°
n=1 n=p+1
| —
Spi Sp.q

# On a démontré que la série converge (absolument), il suffit d’étudier des sommes partielles bien choisies pour trouver la somme.
Et si les notations sont elles aussi bien choisies, c’est plus simple.

. Tout d’abord,

P

12 1 g 1, o R 11
Spo1 = zp(nZ_1 T ) = zp(k_] KL kT 2 (5~ Hap1).
De la méme maniére,
1 p+q 1 p+q 1 1 91 2p+q 1 1
Spa=5-( > ——— — ) == —— —)=—(Hq+Hz —H _
o 213(np+1r1—1) n%1n—|—p) Zp(];k k%ﬂ k) Zp( q T M2p 2p+q)

# On résume assez bien le Discours de la méthode pour bien conduire sa raison, et chercher la vérité dans les sciences
(1637) en rappelant un principe trop méconnu : Une chose a la fois!

Par conséquent,

1 /1 3 1
Sp+q - E(E + HZp - H2p71 + Hq - H2p+q> - E - E(HZerq - Hq)-
Or )
q+2p
1 2
0<Haprqg—Hg= Egip (*)
q+1
k=q+1

puisque la somme compte 2p termes qui sont tous majorés par le premier terme (pour lequel k = g + 1). Comme p est

1111[ Sp+q — 2"
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# Un encadrement tres simple de (x) nous a suffi pour conclure. On aurait pu utiliser le développement asymptotique des nombres
harmoniques : lorsque q tend vers +oo,

1
Hgq =fnq+v+ﬁ + o(Y/q),

H2p+q =1In(q+2p) +v+ +O(1/q)>

1
2q +4p
2 2
H2p+q q = fn(] + Ep) + O(]/q) (r

On obtient un ordre de grandeur a peine plus précis !

Solution 23 04-24

Il s’agit d’une famille de réels positifs, donc il n’est pas nécessaire de prendre la valeur absolue pour appliquer le Théo-
réme de Fubini-Tonelli.

# On distingue parfois le Théoréme de Fubini-Tonelli (caractérisation des familles sommables) et le Théoréme de Fubini (associa-
tivité généralisée de la somme, ne s’applique qu’aux familles sommables).

@ Fixons m > 1.1l est alors clair que
1
tm,n n—>:+oo O(ﬁ)

et comme la série ) 1/ est absolument convergente, la sous-famille (U, n)nen+ €st sommable. Sa somme sera notée
Om :

VmeN o,= Zum,n.

Remarquons alors que

1 1 1 1
> Y (R
vmn =1, tmn = +2 (n m+n+2) ()
si bien que
1 < /1 1
Yym>1, m=—— )
m ¢ m(m+2)§<n m+n+2> (1)

# L'identité (%) résulte bien d'une décomposition en éléments simples. Comme la fraction est simple, peu importe la méthode
pourvu qu’on obtienne rapidement le résultat.

@ Le second membre de () fait bien apparaitre une série convergente (on s’est contenté de mettre une constante en facteur), mais
cette série apparait maintenant comme la somme de deux séries divergentes. Ce péril apparait assez fréquemment lorsqu’on cherche
un télescopage et il n'y a qu’une seule maniere de s’en tirer : revenir aux sommes partielles.

Pour tout entier N > m + 2,
1 m+2 4 Nfme+2 1

1i(n_m—kn—i—Z) Zi_ Z n’

n=N+1

La derniere somme compte (m + 1) termes et le plus grand terme de cette somme est le premier (pour n = N + 1), donc

N+m+2

o< Y %<(m+1)

n=N+1 N +]

L’entier m étant fixé et N tendant vers 4o, on en déduit que cette somme tend vers 0 et donc que

1 aE
> 1, =" -
vm Om m(m+ 2) ];k

On connait un équivalent simple des nombres harmoniques :

1
Om — nm =
mH+OO me

mﬁ)'

Comme la série de Riemann ) 3 — est absolument convergente, on en déduit que la série ) o,,, est absolument conver-
gente et donc que la famille (um,n) (m,n)eN*xN+ est sommable.
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Solution 24 pg23S3-a

On sait que la série de Riemann ) 1/,2 est convergente. Par conséquent, le reste R,, est bien défini et il tend vers 0
lorsque n tend vers +oo.

@ Le premier terme du développement asymptotique (dit terme principal) est en fait un équivalent de R,. En compa-
rant la somme a une intégrale comme on 1’a fait en classe, on arrive a

1

n ~Y
n—+oo N
c’est-a-dire a

Rim = oY)

n n—+oo
et il s’agit maintenant de découvrir ce qui se cache sous ce o(1/n).
# Cet équivalent et tous les équivalents qui suivent ne sont pas vraiment au programme. 1l faut donc savoir qu’on les obtient
tous en comparant la somme a une intégrale et il n’est pas mauvais de retenir la formule générale, qu'il est facile de mémoriser.

@ Puisqu’on ne compare bien que ce qui est comparable, écrivons la partie principale de R,, comme le reste d"une
série télescopique :

e 1§ (] 11
= 2 (@i tw)
k=n-+1
+o00 1
- Z K3 —k2°
k=n=1

Le terme général de ce nouveau reste est équivalent a 1/3, qui est positif et terme général d'une série convergente.
D’apres le Théoreme de sommation des équivalents,

1 1
o ™ 2 i
k=n+1
et d’apres 1’équivalent calculé en cours
1 —1

Rhn—— ~ —.
™ N notoo 2n2

Autrement dit,

1 1 1
Ro == 32 *o(2)
et il s’agit cette fois de deviner ce qui se cache sous ce o('/n2).

@ Reprenons la méthode précédente, puisqu’elle a bien fonctionné!
Par sommation télescopique,

+o0
T:Z_k_z (( _11)2 1:2>
=n+1

Nous allons donc étudier le reste

R 4,l,+,414,47 Eiﬁ ( _4 + 1 4,41,)
" n o 2n2 k3—k2  2(k—1)2 2k?

k=n+1
- 2 — 43 + 2K
k=n+1

Le terme général de ce reste est équivalent a '/2x* et, a nouveau d’apres le Théoreme de sommation des équivalents,

11 < 1
R i e 2 36

=n+1
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(puisque la série de référence ) /21 est une série convergente dont le terme général est de signe constant).
Une nouvelle fois, on a vu en cours que

y Lo L
k4 no+oo 3n3
k=n-+1
et finalement
R _1 N 1 1
" n T 2nZ notoo 6n3
ou encore
R 1 1 n 1 N 1
"noteon  2n?2 | 6n3 O(F)'

# Sion a du temps devant soi, on peut continuer aussi longtemps qu’on veut...

Solution 25 pg23S3-b

Comme o > 1, la série de Riemann }_ # est convergente, donc Ry est bien défini et Sy tend vers un réel () > 0
lorsque N tend vers +oc.
@ La comparaison habituelle avec une intégrale nous assure que

1

RN e (o — 1)Na—T

et donc que
Rn 1 1

SN Novtoo (a— 1)¢(c) No—T°

Par comparaison a une série de Riemann (dont le terme général est positif), la série }_ E—: converge si, et seulement
si, la série >_ ﬁ converge, c’est-a-dire si, et seulement si, (x — 1) > 1.
La série )_ Ry converge donc si, et seulement si, o« > 2.
SN

Solution 26 pg23S3-c

1. Comme '/, tend vers 0 lorsque n tend vers +oo,

mto{1=1) =+ 1+ -0

2n?  3n?
)

@ Par conséquent,

T 1 o (=" 1
Un = (1 “sin{— @ (—)} = O(—)
n=(=1) 3n © ( n? 30w 9\
La série ) (~1)"/,, est convergente (Critere spécial des séries alternées). D’autre part, la série de Riemann ) 1/,2 est
absolument convergente, donc toute série ) v, telle que v, = O(1/n2) est absolument convergente (Théoreme de com-
paraison par domination). Par conséquent, la série ) u, est convergente, en tant que somme de deux séries conver-
gentes.

# Pour appliquer le Théoréme de comparaison a partir de la relation

Vn ~  Wnq,
n—-+oo

il faut que la série ) wy, soit absolument convergente, il ne suffit pas qu’elle soit convergente.
On ne peut donc pas conclure a partir de la comparaison

(=1)"K
Un  ~
n—-+oo n
puisque la série }_1/n est divergente.
@ Comme
" 1
n n Ajroo 3 n
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et que la série ) 1/n est une série divergente dont le terme général est de signe constant (positif), alors la série ) Ju,| est
divergente (Théoréeme de comparaison par équivalence). La série Y u,, est donc semi-convergente.
2. Cette fois,

(="

1 1
Ol
On a décomposé le terme général en somme du terme général d'une série convergente
s
vn

(Critere spécial des séries alternées) et du terme général d"une série divergente :

déf. (-nm 1

vh = u ~
n n \/ﬁn—H—ooZn

(Théoréme de comparaison par équivalence, la série harmonique étant une série divergente de terme général positif).
Par conséquent, la série > u,, est divergente.

Solution 27 pg23S3-d
Pour t € I = [0, +o0[, on pose

Il est clair que la fonction f est continue sur l'intervalle I.
a Lorsque t tend vers +oo,

TF(t) ~ T e Vi= exp(—\/{ + (o — 1)€nt)
et donc, par croissances comparées,

Va1, f(t) = o(tlm)

Comme la fonction [t — /=] est intégrable au voisinage de +oo pour tout réel « > 1, on en déduit que la fonction
continue f est intégrable sur l'intervalle I et donc que l'intégrale généralisée est convergente.

Solution 28 pg23S3-e
Tout d’abord,

Plus généralement, pour tout entier n > 1,

Up =Sp —Sn1 = - =
n
On a ainsi déterminer 1'unique série ) u,, telle que

n
YneN, Y we=-—.
= n+1

#o 1 est clair que la suite (Sy)nen converge (vers 1). Comme la série ), est télescopique, on savait d’emblée que la suite
(Un)nen serait convergente (elle tend vers 0).

Solution 29 vt24S3-a

#v ]l s’agit manifestement d’une série alternée. La valeur absolue du terme général

| = 1 i 1
“’n+1k102k+1

peut étre lue comme la moyenne des (n + 1) premiers termes d'une suite de limite nulle et le théoreme de Cesaro nous assure alors
que le terme général tend vers 0. 1l reste a étudier le sens de variation de la suite (|un|)nen.



Sommes 42

@ On peut aussi remarquer que (1. + 1)|un | peut s’exprimer a 'aide des nombres harmoniques. 1l s’agit de la somme des harmo-
niques impairs et I'astuce taupinale nous indique alors que :

2n+1 n
1

1 1
M+ Dunl = Z I_Z 7K = Han 1 _EHn'
i=1 k=1

Si on est savant, on peut utiliser la formule d’Euler :

a Premieére méthode
Nous allons appliquer le Critere spécial des séries alternées : la série > u,, est une série alternée dont le terme
général tend vers 0.
Ayant interprété 'expression [u, | comme une moyenne, on peut interpréter ensuite [u, 41| comme une moyenne de
moyennes (ce qu’on appelait associativité du barycentre quand c¢’était au programme).
Pour toutn > 1,

1 n+1 1

|u““|:n+2k202k+1

1 LI 1
n—l—Z(];)Zk—l—] +211—0—3)
n+1 1 1
o n+22n+3"

Pour tout 0 < k < n, il est clair que

En sommant sur k, on en déduit que

puis que

et enfin que

u uw + uw Un|.
n+11 X n n n

Les conditions d’application du Critere spécial des séries alternées sont satisfaites, donc la série }_u, converge.
a Deuxieme méthode
Comme on I'a remarqué,

( ])n 1
n> Uy = — = .
A > 1, n 1 (H2n+1 an)

On déduit alors de la formule d’Euler que

B n/2m(2n+1)—{Inn Y 1
Un 51 ( 2n+1) +2(n+1))+0(ﬁ)'

Cela nous donne une décomposition de la série ) _u,, en somme de trois séries :

— la série alternée 20n(2 1)—1¢
nfitnZn+1)—4tnn
> =0 2 )

Z(_”n<zny+ 2)

qui converge (les conditions d’application du Critere spécial sont clairement vérifiées)
— et une troisiéme série absolument convergente d’apres le Théoréme de comparaison (le terme général étant
dominé par le terme général d'une série de Riemann convergente).

— la série alternée
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Ainsi, la série ) u, converge si, et seulement si, la série alternée

a/2m(2n+1)—tnn
Z(in ( 2n+2 )

converge. Il est clair que le terme général de cette série tend vers 0. Il ne reste qu’a vérifier la propriété de monotonie.

Posons
~ 2n(2x —1) —dn(x — 1)

X

Vx>1, f(x)

de telle sorte que

2in(2n+1) —nn 1
== 1).
G rewan B 1L
Lorsque x tend vers +oo :
—Inx
f,(X) ~ 2

ce qui prouve que f’(x) < 0 pour tout x assez grand et donc que f est décroissante au voisinage de +oo.

Par conséquent, la suite de terme général f(2n + 1) est décroissante & partir d'un certain rang (qu’il est inutile de
chercher a préciser) et on peut conclure & 1’aide du Critere spécial : la série ) _u, est convergente en tant que somme de
trois séries convergentes.

Solution 30 vt24S3-c

#y Comme la série Y_uy est une série de terme général positif, la suite (Sy,)n>1 de ses sommes partielles est croissante.
Une suite monotone (Sy)n>1 est convergente si, et seulement si, elle admet au moins une suite extraite (S, ))xen conver-
gente.
En reformulant I'hypothese de I"énoncé au moyen des sommes partielles de la série, on obtient

1
Vn=1, Sy < (1 n 7)sn.
n
Cela doit suggérer d’étudier la suite extraite (Syx )xen.

D’apres ’énoncé,
1
VkEN, SzkH <(1+7)Szk

On en déduit par récurrence que

k—1
VkeN, szkgszn(wgi).
Or
10 ]) kie (1+279
{n 1+~ )= n t
H0+z) -2
et :
Bn(] +271) i*}?OO f

On déduit alors du théoreme de comparaison que la série

D m(1+27Y
est convergente. Par continuité de la fonction exp, on en déduit que la suite de terme général

k—1

re= 10 x)

1=

converge également, ce qui prouve que la suite extraite (S;x )xen est majorée.
La suite (Sn)n>1 est donc convergente et majorée, donc elle converge. Autrement dit, la série ) u,, est convergente.
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Solution 31 vt25S3-c

1. Pour tout p € IN*, le réel 7, est le produit de (p + 1) entiers strictement supérieurs a 1, donc 7r, > 1 et

P
1
Inm, = Z €n(1 + 27)
k=0

Lorsque k tend vers +oo, le réel 27 tend vers 0 et par conséquent

1 1

(14 5)  ~ o
T2 ) kT 2
Comme la série ) 1/>x est une série (géométrique) absolument convergente, on déduit du Théoreme de comparaison
que la série
1
> 1+ 5)
est convergente.
Comme c’est une série dont le terme général est strictement positif, sa somme o est un réel strictement positif.

Par continuité de la fonction exp, la suite de terme général 7, converge et sa limite est égale a e” € |1, 400 (puisque
o> 0).

# La suite de I'exercice repose sur une astuce qui peut servir dans des circonstances analogues — c’est pourquoi il faut prendre
le temps de bien observer les données qui menent a cette astuce.
L'énoncé compare deux sommes (la deuxiéme est une moyenne de Cesaro, mais c’est sans importance ici) et il faut d’abord
constater que ces deux sommes ont le méme nombre de termes : 1.
Il faut ensuite remarquer qu’une somme fait intervenir les n premiers termes de la suite (un) et que l'autre somme fait
intervenir les n termes suivants. Puisque I"hypotheése porte sur les termes

UgyeeeyUn et Un+1y..yU2n,

on va pouvoir exploiter I'hypotheése de maniere itérative en considérant les sommes indexées par les puissances de 2.

wy wy +u2

up +up Uy +uy +u3z +uy

U+ +uy Uy +---+ug+---+usg

w +---F+ug+ -+ ug w+--F+us+-o-t+ug+ -+ Ueee.

2. Parhypothese, la série ) u,, est une série de terme général positif. Par conséquent, la suite de ses sommes partielles
n
=) u
k=1

est une suite croissante et la série >_ u,, est convergente si, et seulement si, la suite (S,,) est majorée.

Mieux : comme la suite (S,,) est croissante, elle est majorée si, et seulement si, une suite extraite (S, (;,)) est majorée
(quelle que soit I’extractrice ¢ considérée).

Nous allons donc considérer les sommes

P
Up: E Uk
k=1

en remarquant que

2p+! 2.27
0‘p+1—g Uy + E U = 0p + E Uk.
k=2P+1 k=2P+1

En appliquant 'hypothése de I'énoncé avec n = ZP, on obtient

w0 = (14 37) v

Comme o7 =u; > 0, on en déduit par récurrence que

GP+1 g Gp +

VpeN, o0py1 <mMp-07.

D’apres la question précédente, la suite (71, ) est convergente. On en déduit que la suite (o, ) est convergente et donc que
la suite (S,) des sommes partielles est bornée.
La série ) u, est donc convergente.
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Solution 32 vit25S4-a

1. La fonction [t — v/t] est une fonction continue et croissante sur [0, +oco[. Une comparaison classique entre une
somme et une intégrale nous donne alors

dt

Z NTE N S

@ Chaque réel u,, est défini comme un produit de réels strictement positifs, donc

nu, = kE:] Zn(1 + 7\/12)
Or : :
tn(1+ 7) oo VR

et ) 1/vk est une série divergente de terme général positif. D’apres le Théoréme de comparaison, la série
> 1+ L )
vk
est divergente et ses sommes partielles {nu,, tendent vers +oco.

En composant avec exp, on en déduit que la suite (un)n>1 tend vers +oo.
2. Lorsque h tend vers 0,

h
VI—h=(1-n"2=1-2+0(r).
En posant h = 1/,
1 1
et R nr o)) -olR)
Par comparaison a une série de Riemann, la série ) vy est absolument convergente et donc convergente.
@ On en déduit que, lorsque n tend vers +oo,

n “+oo
> vie=) vito(l)
k=1 k=1

#> Pour toute série convergente, la somme partielle d’ordre n est la différence entre la somme et le reste d’ordre n.

Mais, en reprenant la définition des vy et en identifiant une partie télescopique dans le terme général, on obtient

aussi (pour toutn > 1) :
Swe=Y L2y (AT-vi =Y oo
o (- vk

k=1 k=1

~
~

Ainsi,
+oo
Z = 2y/n+) vi+o(l)
\/]Z nHJroo —

3. Une autre Comparaison entre une somme et une intégrale montre que
n
Z —H—oo

# Cette fois, la fonction est décroissante : [t — 1/].

On procéde de méme en cherchant le terme général wy, d’une série telle que

=

iwk = Z X —{nn.
k=1

k=1

On n’a pas le choix : il faut prendre (pour n = 1)
wi = 1
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et (pour n > 2)

n—1

o 1
wn—];wk—];wk—E—fnn—i—(’,n(n—]).

Le développement limité de ¢n(1 — h) au voisinage de h = 0 nous donne alors

wo = 0():

ce qui prouve que la série ) w,, est absolument convergente (comparaison a une série de Riemann) et donc convergente.
Comme plus haut, on en déduit d’une part que

+oo

n
S = Y wetell
k=1 k=1

et d’autre part que

n n 1
Yn > 2, Zwkzzifﬁnn.

k=1 k=1
Par conséquent,
n 1 +o0
]; X nieo €nn+l;wk+o(1).

4. Lorsque k tend vers +oo,
1 1 1
Bn(1+—> =— - +z

vk/ o Ve 2k
ou :
X kotoo © (Tﬁ)’

ce qui prouve que la série }_ zy est (absolument) convergente et qu’il existe donc une constante Cj telle que

Ezk = Cz+o(1).
n—-+oo
k=1

@ Par conséquent, pour toutn > 1,
Enun:iﬂn(]_i_i) :ii_lil—i_zzk
= Vk vk 2 k
et on déduit des études précédentes que

fun = 2Vm— &‘T“ 4+ (Cy4+Cy+C3)+o(1).

En composant par exp, on en déduit que
e2VT o—(tnn)/2 ,(C1+C2+C3) Lo(1)

et donc que
eV

n—-+oo Ko. \/ﬁ

ot Ko =exp(Cqy +C2 4+ C3) € RY.

@ On rappelle que o(1) désigne une quantité qui tend vers 0 et que, de ce fait, e®1) est une quantité qui tend vers 1.

# On peut souhaiter vérifier numériquement I'exactitude de cet équivalent et calculer une valeur approchée de la constante Ko,
mais c’est assez difficile.
Comme les uy, tendent vers +oo, on va rencontrer un dépassement de capacité (overflow in double_scalars) dés n =~
1,3.10%. Il est donc préférable de s'intéresser aux Inw,, qui croissent beaucoup moins vite.
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En reprenant les différents calculs, on constate que les développements asymptotiques des vy et des zy sont connus a O(1/y/x)
pres. Le Théoreme de sommation des relations de comparaison (cas convergent) nous assure alors que le reste, que nous avions
résumé a o(1) plus haut, est en fait O(1/ /) : certes, il tend vers 0 comme le veut sa nature de reste, mais il tend trés lentement
vers O et il est bien difficile de vérifier numériquement la convergence.

Typiquement, pour n = 10°, les calculs sont assez longs (plusieurs secondes) et on obtient une valeur approchée de la limite a
1073 pres seulement.

Et on n’a pas tenu compte des inévitables erreurs d’arrondi dans I'exécution de ces calculs!

Solution 33 vt25S4-b

Pour tout x > 1, on sait que la famille (n™*),ecn~ est sommable et, par définition,

+oo 1
¢(x) = e
n=1

#o Réflexe a avoir : la famille (U )nen~ est sommable si, et seulement si, la série )y, est absolument convergente.

@ Puisque les deux familles (m~%);men+ et (") nen~ sont sommables, on sait (cf. cours sur le produit de Cauchy)
que la famille

( n q n t ) * *
(TTL,TI)E]N x N

+o00o 1 +o00 1
(2 ) < (X ) = drzow).
n=1

@ Quel que soit le couple (m,n) € N* x N*, son pged m /A n est un entier d appartenant a N*. On peut donc définir
une partition de I'index :
N*xN*= | | I
deN*

en posant
VdeN*, Iqg={(mmn)eN*xN: mAn=d}.

# On rappelle que la maniere la plus naturelle de définir une partition d'un index 1 consiste a définir une fonction
f:1—E
et a considérer les lignes de niveau de f :
Vxek, I,=1{x})= {i el: (1) :x}

pour obtenir

1=|_|1X.

x€E

Puisque la famille (m~9n~") (m,n)eN*xN+ st sommable, on en déduit d"une part que, pour tout d € IN*, la sous-
famille

(mianib) (m,n)ely

1
$a = Z m—an—b’

(mvn)eld

est sommable, de somme

d’autre part que la famille (sq)gen- est elle aussi sommable et enfin que

Yose= Y =A@,

deN* (m,n)eEN*xN*

# On vient seulement de prouver que la somme a calculer S est bien définie : il s’agit de la somme sy et nous avons justifié que
c’était la somme d’une famille sommable.
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@ Soient m et n, deux entiers supérieurs a 1. On sait que le pgcd de m et n est égal a un entier d € N* si, et seulement
si, il existe deux entiers k et { supérieurs a 1 tels que

m=kd, n=4{0d et kAL=1.

Autrement dit, 'application
I] — Id
(k,€) — (kd, £d)

est une bijection et par conséquent

x 1 1
VAENS sa= D ey T geret

(k,0)el;
Ainsi,
+oo 1
tla)i(b) = p  —orp st =sicla+b)
d=1
et on peut conclure :
1 ¢(a)¢(b)
S=s1= Z anb :
oy men {(a+b)
mAn=1
Solution 34 vt25S4-c

1. L'entier n = 1 n’est divisible que par 1, donc d(1) = 1.
En revanche, tout entier n > 2 est divisible par 1 et n (avec n # 1), donc d(n) > 2. Et si d(n) = 2, alors n n’est
divisible que par 1 et par n, donc n est premier.

2. Pourtouts > 1, la série de Riemann
1

ns
est absolument convergente, donc la famille (n™%),cn+ est sommable et, d’apres le cours sur le produit de Cauchy, la
famille

() w (1)
m,p) (m,p)eN*xN m %) (mop) e

est sommable et

(m,p)eN*xIN*
# Puisque I'énoncé évoque le carré d'une somme, il est naturel de penser au produit de Cauchy...

@ Pour tout entier n € IN*, on pose
I, = {(m,p) e N* x N* : mp =n},

ce qui nous donne une partition de I'index :
N* x N* = |_| L.
neN*

Comme la famille (W p)(m,p)en-x N+ est sommable, on déduit du Théoreme de Fubini que, pour tout n € N*, la sous-
famille

(Um,p) (m,p)eln

est sommable, de somme

et que la famille (sn )nen~ est elle aussi sommable avec

Z Sn = Z Ump = C(S)z-

nelN* (m,p)eN*xIN*
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@ Fixonsn € N*. Lorsque (m,p) € I, ona m*p® = (mp)® =n?, si bien que

T #(n)
STL = Z E = TLS .

(m,p)eln

Et, si on fait attention a la définition du sous-index I,,, un couple (m, p) appartient a I, si, et seulement si, I’entier m est
un diviseur de n. Par conséquent, le cardinal de I,, est égal au nombre d(n) de diviseurs de n.
On a déja justifié (Théoreme de Fubini) que la famille (sn)nen~ était sommable, donc la série

est (absolument) convergente et

Solution 35 vt25S4-d

1. Pour tout k € IN, comme py est un nombre premier, on a px > 2, donc la série géométrique

1
2o

est absolument convergente. Autrement dit, la famille

1
(ﬁ) neN
est sommable.

@ D’apres le cours sur le produit de Cauchy, si deux familles (un )nen et (Vn)nen sont sommables, alors la famille

(umvn)(m,n)E]N2

est sommable et de plus

5w (£ ) (S )

(m,m)eN2 meN neN
On en déduit (par récurrence sur k) que : si, pour tout k € IN, la famille (uy n )nen est sommable, de somme
Sk = Z Uk,n,
neN

alors, pour tout k > 2, la famille
(uO,nou1,n1 v 'uk,nk)(no,‘m ooy JENK AT

est sommable et sa somme est égale a
k
| | Sj.
j=0

@ On applique ce qui précede a

Ukn =
n p{;_
et on conclut en remarquant que, pour tout k € NN,
+oo
1 1 Px
Sk = —_— = = .

n=0

2. Pour tout s > 0 et tout k € NN, le réel p} est strictement supérieur a 1. On peut donc appliquer le raisonnement
précédent a

Pk
Uk n = s avec Sk = S
Px 1—pi
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On en déduit que

1 P;
2 e il e
(Mo,mi,ee,ni ) ENKH (po P1 P ) j=0 P; !
k -1
1
-(I10-))
j=0 pi
pour tout s > 0 et tout k € IN.
a Lorsque le multi-indice (no, n1,...,nk) parcourt NKk+1 les entiers

no..m1 Ny
Po P1 " Pk
parcourent 'ensemble, que nous noterons Qy, des entiers naturels (non nuls!) dont tous les diviseurs premiers se
trouvent parmi po, p1, ..., Pk-

11 est clair que
VkEN, QkCQk+1.

Comme tout entier naturel non nul admet une factorisation unique en produit fini de facteurs premiers, chaque
entier n € IN* appartient a I'un des Qy (et donc a tous les Q) tels que { > k). Autrement dit,

N* = U Qy.
keN

@ Comme la série (de Riemann) ) /s est absolument convergente, la famille

()en

est sommable. Par conséquent, pour tout k € IN, la sous-famille

()sco

est sommable elle aussi et les calculs qui précedent ont montré que

VkeN, ZTIS:Hpjspif

neOy j=0

@ Comme (Qy)ken est une suite croissante de parties de N* dont 'union est égale a N*,

. 1 1
Jm Yo T e
neo neN*

#o Cette affirmation repose sur le Théoreme de continuité monotone, qui figure dans le cours de Calcul des probabilités.

On en déduit que

# Supplément a caractere culturel
@ Pour bien comprendre ce qui suit, il faut savoir que

infinfu; ; = infinfu;; efque supsupuij =supsupu,;j
telje] jeJiel i€l jeJ jeJ iel

pour toute famille (Wi ;) (1 5)c1x de nombres réels — les bornes étant prises dans la droite achevée R =RU{+o0).
La démonstration de ces égalités est un excellent exercice, qui demande de la rigueur.
@ La monotonie des suites et des fonctions considérées nous permettent de remarquer que

NeN*

N
Vs>0, ((s)= sup Z%
n=1
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puis que
! oy
lim ((s) = sup su — = sup su —
LR N P
any
- NEIEOO Z E = oo
n=1
On déduit de ce qui préceéde que
3
1
lim lim [T(1--;) =o0.
s—1 k—+o0 i—o p).
Les mémes arquments de monotonie nous permettent d’en déduire que
- 1 - 1
0= inf inf (1 — T) = inf inf H(1 — T)
s>1keN =0 ‘pj keEN* s>1 piry pj
- 1
Par composition de limites,
k
. 1
k1—1>1:rkloo j;o €n(1 B E) -

Comme p; tend vers +-oo lorsque j tend vers +oo,

En(l — ]31)) j—:-oo ;J]

et comme il s’agit de séries dont le terme général est de signe constant (négatif), on peut déduire du Théoréme de comparaison que

la série
5 I
Pj

est une série divergente (de terme général positif).
- Notons P, 'ensemble des entiers premiers :

P={pjj €N}
et Q, l'ensemble des carrés parfaits :
Q={n* neN}.
On a démontré que la famille (1/n)nep n'était pas sommable (la série diverge) et on sait que la série de Riemann
IEEDI:
- K2
neqQ n kEN* k

est convergente. On interprete ces deux propriétés en disant qu'il y a beaucoup plus de nombres premiers (éléments de P) que de
carrés parfaits (éléments de Q).

Solution 36 0ff2017-190

1. Pour tout x € I =]0,+o0[, on pose

Xp+1

fo(x) = pe—

et VnelN* f,(x)=e ™fo(x).

« La fonction fy est continue sur l'intervalle ouvert 1.

w Lorsque x tend vers 0,
1
xP T

fo(x) ~ =xP

X
donc fo peut étre prolongée en une fonction continue sur Iy = [0, +o0o[ en posant

fo (X) =0.
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De ce fait, la fonction fy est intégrable au voisinage de 0.
a Lorsque x tend vers +oo,
fO (X) ~ Xp+1 e X = Xp+1 efx/l . efx/z _ O(efx/Z)'

Or la fonction [x — e~*/2] est une fonction de référence, intégrable au voisinage de +oo, donc f, est elle aussi intégrable
au voisinage de +oo.
@ La fonction fy est donc intégrable sur l'intervalle 1.
@ En tant que produit de la fonction fy, qui est intégrable sur I, par la fonction [x — e~ ™*], qui est continue et bornée
sur I, la fonction f,, est intégrable sur I pour toutn € N*.
Par conséquent, I'intégrale généralisée S, est (absolument) convergente, quel que soitn € N.
2. Quels que soient a € N et b € IN*, la fonction

fap = [x — x%e "]

est continue sur l'intervalle Iy = [0, +00[. Comme plus haut,

fap(x) = ole”™/?)
xX—+00
et comme b/2 > 0, on en déduit que fq 1, est intégrable sur l'intervalle Io.
Par conséquent, l'intégrale généralisée I'(a,b) est (absolument) convergente quels que soient les entiers a € N et
b e IN*.
@ On vient de prouver que la fonction fq 1, est intégrable sur Io.
Comme b > 0, on peut effectuer le changement de variable affine y = bx avec dy =b dx:

+oo 1 “+o0 1 “+oo
J x%e P dx = J (bx)%e ®*(b dx) = J y%e Ydy
0

o patl o T pat]
donc |
" al

V(a,b)G]NX]N, r(a,b):W

3. La fonction f( est continue sur 'intervalle ouvert I. De plus, elle tend vers 0 aussi bien au voisinage de 0 qu’au
voisinage de +oo. Par conséquent, elle est bornée sur I et

vxel, [folx)] < [[foll.-

On en déduit que
VneN, Vxel, [fa(x)] < [[folle ™.

D’apres l'inégalité triangulaire pour les intégrales et la positivité de I'intégration, on en déduit que
] o —nx gy — Mfolloo
YneN [S,]< follo € dx = g
0

On déduit du Théoreme d’encadrement que la suite (S, )nen tend vers 0.
# Par positivité de I'intégration, on peut aussi vérifier que la suite (Sn )nen est décroissante.
4. Pourtoutx >0,
T e
ex—1 T—ex’

On reconnait une somme géométrique de raison 0 < e™ < 1:

v N* 1 _ < —kx __ ef(nJr])x - —kx __ e " = —kx
neN*, ex_1*Ze =4 +) e *ex_1+Ze :
k=1 k=1 k=1

Comme les fonctions fy sont toutes intégrables sur I, on déduit de la linéarité de l'intégrale que
“+oo
X
0

n
Vn e N*, sO:sn+ZJ PHTe—kx qx
k=1

=Sa+ ) Tp+1,k
k=1

LI
:Sn‘Hp"H)!kaH'
k=1
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@ On reconnait une somme partielle d’une série de Riemann convergente. Et comme on sait que la suite (Sp)nen

converge vers 0, on en déduit enfin que
“+o00

1
So=(P+1') 1553
k=1

c’est-a-dire
“+o00 Xp +1

VpeN, J

dx = (p+ 1IL(p + 2).
0 ex —1

# On aurait aussi pu appliquer le Théoreme d’intégration terme a terme (version lebesguienne).

Solution 37

rms132-535

Tout d’abord,
n—1 n—1
Z nn+k)=ninn+ Z Bn(l + E)
k=0 k=0 n

a- Ensuite, comme la fonction f = [t — {n(1 + t)] est continue sur le segment [0, 1],

n—1 1
T K
lim k}_ozn@ +E) _J tm(1+t)dt=2n2—1>0

n—+oco N 0

(théoreme sur les sommes de Riemann). Donc

—+00

n—1
Z inn+k)—ninn ~ (2n2—-1)n
k=0 "
et par suitea =2{n2—1.
- Enfin, on s’intéresse a la différence
1

n—1
kZ_OEnO + %) —nL in(14t)dt

qui peut aussi s’écrire (relation de Chasles)

nol o(k+1)/n

J n[f(kn) — f(t)] dt.
k=0 k/T

» La fonction f est de classe €2 sur [0, 1] et

1

tel0,1], f'(t)=-—— ") = <1
Ve, f=qp  1F0]= g
Alors, d’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange, pour tout entier 0 < k <n,
k k+1 Ka—t] _1/k 2 1
— Km) — - S5lz— <53
vie [n’ = J ‘f(/) f(t) 1+k/n) Z(n t m2

On peut alors borner chaque intégrale de la maniere la plus classique qui soit : pour tout entier 0 <k <mn,

J‘(k—H )/n

k/n 1 +k/Tl k/m 1 +k/n

et par inégalité triangulaire, la quantité

n—1 1 n—1  (k+1)/n
Kk t_k/n
k§0€n(1+n)nJ fn(1+t)dt+k§ J N dt‘

0 _oJk/n

est majorée par '/2n (il y a n termes dans la somme).

Tl(f(k/n) ) — %/ —t) dt‘ . J»(k+1)/nn‘f(k/n) ) — K/ —t’ <

1

= 2n2
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» Il reste a calculer

! ety t— ¥ 1 I (" dt  tn2
2 g, Z“ AR EL il SE D e e S e
k=0 k/n n k=0 0
: Finalement, on a trouvé
{n2 1
Y tm+k) = nan+(2m2-ln-—=+0(_)
(ce qui est méme un peu plus précis que prévu).
Solution 38 rms132-571

Tout d’abord, la fonction

t
f= I:t!—)e:|
t

est continue sur R’ et, pour tout x > 1, le segment [{nx, 2 {nx] est contenu dans |0, +-o0o[. Par conséquent, 1'expression
F(x) est bien définie pour tout x > 1 (intégrale d"une fonction continue sur un segment).
1. Soitx > 1. Par croissance de la fonction exp,

e@nx 2{nx 2

X e e X
Vte nx, 2L Z = <=< ==,
€ [Inx, 2 {nx], . T ST S T
Par positivité de 'intégrale,
2¢nx 2¢nx
dt dt
Vx>, XJ —éf(x)gsz' —
fnx t fnx t
c’est-a-dire
vVx>1, xfn2 < f(x) < x*n2.

On peut conclure par encadrement :
lim f(x) =4{n2.
x—1+
# Variante plus compliquée, qui permet néanmoins de réviser plusieurs idées intéressantes...
On peut aussi utiliser le développement en série entiere de la fonction exp.
Si le rayon de convergence d’une série entiere est infini, il y a convergence normale sur le segment [{nx, 2 {nx] (quel que soit
x > 1) et par conséquent

2¢nx 1 +0o0 tk71 2{nx +o0 £k 1
f(x) = J -+ dt=In2+ J dt (linéarité)
tmx t k=1 k! {nx ]; k!
+00 2 0nx tk 1
={n2+ Z L o dt (intégration terme a terme)
k=1 nx *
) tn* x
={n2+ Z k k'

On vérifie sans peine que le rayon de convergence de la série entiere

Z (2 —1)uk
k.k!
est infini. Sa somme est donc continue sur R et par composition de limites,

+oo
R -
Lim k! ~ 00 =0

Nmkx . & 2k —1)uk
= lim } k!

On a ainsi redémontré que f(x) tendait vers {n 2 au voisinage de 1.

2. D’apres le Théoreme fondamental, la fonction F est de classe ¢ Tsur]1, ool et

2 eZan 1 eenx x—1
1, F)=2- SLI S .
Vx>, (x) x 2fmx x Inx fnx >0

Comme F est strictement croissante sur 'intervalle ]1, +o0, elle est injective.
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Solution 39 rms132-599

Une remarque préalable : pour tout x # 0, le terme général de la série est O(7/n2) et pour x = 0, le terme général ne tend
pas vers 0, donc f est bien définie sur R*.

Comme elle est évidemment paire, il suffit de I'étudier sur ]0, +ool.
1. Pour toutn € N¥, la fonction u,, définie par

1

VX>0, un(x):m

est continue sur |0, +-oo[. De plus, par monotonie de u,,, pour tout a > 0,
Vx>a, 0<up(x)<un(a)

ce qui prouve que la série de fonctions )} u, converge normalement sur l'intervalle [a,+oo[. La somme f est donc
continue sur

U [a, +o0[ =10, +o0l.

a>0
2. Essayons de deviner 1'équivalent de f(x) :

Vn € IN*, un(x) ~ 2.2
X—400 M<X

on peut imaginer que

2
~ b

x—+oo 6Xx2

Il reste a vérifier cette conjecture : pour tout x > 0,

7_[2 o0 1 1 +o00 1
_— f = — = _—
6x? &) T; [nzxz 1+ nzxz} HZ:1 n2x2(1 +n?x?)

et on en déduit que

Par conséquent, lorsque x tend vers +oo,

1 m? 1 s
1= v 0() - o vol) ~
() 6x2 + x4 6x2 to x2 6x2
# Variante : pour tout x > 0,
+o0o Xz
X = _—
) Z 1 + -n_ZXZ

n=1

et cette nouvelle série de fonctions converge normalement sur 0, +ool puisque

x2 x2 1

Vx>0, O<1+n2x2<n2xzzﬁ'

On peut alors appliquer le théoréme d’interversion des limites :
2 +o0o
. 1
lim x? E lim ﬁ = E —
x— 400 x%+oo 1 +n4x n
n
et retrouver ainsi I'équivalent calculé ci-dessus.

3. Lorsque x tend vers 0, le terme général de la série tend vers 1 : cela permet de deviner que f tend vers +o0o mais pas
de deviner son ordre de grandeur...
11 est temps de remarquer que la fonction ¢ définie par

V(t,x) e Ry xRy, o(t,x) = T
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est une fonction continue, positive et décroissante de t pour tout x € R,.. Comme on a démontré que la série }_ ¢(n,x)
était convergente pour tout x > 0, on en déduit que [t — @(t, x)] est intégrable sur [0, +-oo[ pour tout x > 0 et nous allons
pouvoir comparer cette intégrale a la somme f(x).

En s’aidant d"une figure, on arrive a

o dt o dt
v 0 ——— < f(x) < — -
x>0 L T S JO T+ t2x2
Avec le changement de variable u = xt, on en déduit que
1
Vx>0, —- (E fArctanx) < f(x) < l.
x \2 2x
Cet encadrement prouve que
7r
f ~
& x—0+ 2X
et en particulier que f tend vers +oo au voisinage droit de 0.
# Comme f est une fonction paire, on en déduit que
T
x—0— 2‘X| ’
Solution 40 rms132-1116

Lorsque n tend vers +oo,

un:(a+b+c)€nn+b€n(1 +%) +c€n(1+%) :(a+b+c)€nn+bizc+0(%).

» Sia+b+c#0,alors lasérie } u, diverge grossierement.

» Sia+b+c=0etb+ 2c #0, alors
b+ 2c

n—-+oo n

et )_u, diverge (mais pas grossierement).
» Enfin,sia+b+c=b+2c=0,alors u, = O(1/n2), donc la série }_u, converge (absolument).

#v Dans ce dernier cas,onab = —2a et ¢ = a, donc
Un = aflnn —2n(n+1)+n(n + 2)]

et on reconnait une série télescopique :

YN>2 Y ui=a [fenzunmiiz}

donc la somme de la série est égale a —a {n 2.

Solution 41 rms132-1160

Lorsque I'entier n tend vers 400,

w0 R o] = hrelR)

En notant u,, le terme général de la série, on en déduit que

U, = (71)n+0<%).

notoo M

Par conséquent, la série ) 1, est la somme de la série convergente

Y
n
(Critere spécial des séries alternées) et d'une série absolument convergente (puisque son terme général est dominée par

1/n2, qui est le terme général d’une série absolument convergente).
La série ) u, est donc convergente.
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Solution 42 rms132-1161

1. Ilestclair que l'intervalle ]0, 7[ est stable par sin, donc la suite (i, )nen est bien définie et prend toutes ses valeurs
dans cet intervalle. De plus,
Vo<x<m 0<sinx<x

donc la suite (un )nen est strictement décroissante. Comme elle est minorée (par 0), elle converge vers un réel £ € [0, {].
Puisque sin est continue sur ]0, 7t[, si ¢ appartenait a cet intervalle ouvert, ce serait un point fixe de sin :iln’y en a
pas. La seule possibilité qui reste compatible avec la monotonie de (un)nen est donc: £ = 0.
2. Comme u, tend vers 0, on peut utiliser le développement limité de sin :
3

—u3

Untl — Up =SiNUR — Uy ~
no+oco 6
La suite (un)nen étant strictement décroissante, on vient de comparer deux séries dont les termes généraux sont de
signe constant (négatifs) et on déduit du Théoréeme de comparaison que les séries 5 (1,11 — 1, ) et > ud sont de méme
nature.
Or ) (un41—uyn) est une série télescopique et la suite (un Jnen est convergente, donc la série > ul est convergente.
3. Comme u, tend vers O par valeurs strictement positives,

2 2

B _,osinu, _un 5 N
nupy; —nu, =4n - —Kn(1 c +o(un)) e TG

Avec le méme raisonnement, les séries Mun1 —nu,) ety uZ sont de méme nature.
+ n
Mais comme la suite (un )nen tend vers 0, alors la suite de terme général {nu,, tend vers —oo, donc la série télesco-
pique Y (fnun 1 — {nu,) diverge et, par comparaison, la série 5_ u?2 diverge.

# Pourtout x € R,
2

u —
o3 [ SN 2 oL n 2 24
un.q —u, =sin un—un—un-{o— c +o(un))—1} BN

En choisissant o = —2, on constate que la différence uy ; —uyy converge vers une limite finie non nulle (égale a 1/3). On en déduit
que la série télescopique est grossierement divergente et que sa n-iéme somme partielle

n—1
D>y —uf) =uld - uf ~ g
k=0
est aussi équivalente, lorsque n tend vers o0, a ™/3. Par conséquent,
3
n ~ )
n—-+oo n
ce qui explique tout ce qui précede !
Solution 43 rms132-1162

1. Par définition,

Up = (?/1%“ . (1 + (?/]%n)1

et comme (—1)™/y/n tend vers 0 lorsque n tend vers +oco, on peut utiliser le développement limité de (1 + x)~ " au
voisinage dex =0
14+x)""=1T—x+%x%+ o(x?)

pour en déduire que

NG L LR BN
ez S - S el
et le résultat cherché s’obtient en développant ce produit.
2. Lasérie } v, converge d’apres le critere spécial des séries alternées : c’est une série alternée et, de fagon évidente,
la valeur absolue du terme général tend vers 0 en décroissant.

D’apres le développement précédent,

—1
Un —Vn ~
n—+oco M
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donc la série ) (u, — vy ) est divergente (série harmonique). Par conséquent,
2 un =0 [un—va)+) v
—_——— ——
DV cv

est divergente.

3. Ledéveloppement de la premiére question a beau nous indiquer que u,, ~ vy, les séries >~ u,, et >_ v, ne sont pas
de méme nature : le théoreme de comparaison par équivalence s’applique aux séries DONT LE TERME GENERAL EST DE
SIGNE CONSTANT, il ne peut pas s’appliquer aux séries alternées.

Solution 44 rms132-1163

1. Soitn € N. D’apres la relation de récurrence,

Gn 2 2
un+1_un<7 — un+an_un<an
— Jui +ai <up + an.

Or les an sont positifs (par hypothese) et les u;, aussi (par hypothése pour ug et par récurrence pour n > 1), donc

VU2 + a2 Suptan &= Ul +ad < (untan)? =ud +dd + 2unan.

On a ainsi démontré que
an

5
2. Pour appliquer le théoreme de comparaison aux séries ) (un41 —un) et ) ay, il faut encore vérifier que

VneN, Upii—Un <

VneN, 0<up —un.

Or, d’apres la relation de récurrence,

VUi +ad —un

2

Un41 —Un =

11 est clair que
>0

2
n

\/ui + (l% = ‘unl = Un.

YVneN, 0<upp —uy <

>u

BN

2
u; +a

et comme u,, > 0, on en déduit que

On a donc en fait
an

5
Comme la série ) _a, est convergente, on déduit du théoréeme de comparaison pour les séries de terme général
positif que la série télescopique ) (un41 —un) est convergente et donc que la suite (1, )nen est convergente.

3. D’apres la relation de récurrence,
VJuZ +aZ =2un i —up

et donc
(131 = (2un 41 _un)z _ui =M1 (Ungr — Un).
En prenant u,, = n%q, on a alors
a2_4(n+1) <n+17 n )_4(n+1) 1 4
n"on42 n+2 n+1/ n4+2 mM+2)n+1) noteon?’

Comme les a,, sont positifs, on en déduit que
2
an ~ —.
n—+oo N
D’apreés le théoreme de comparaison pour les séries de terme général positif (bis), la série Y a,, est divergente (puisque
la série harmonique est divergente).
La réciproque de la propriété établie plus haut est donc fausse.
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Solution 45 rms132-1213

1. Lafonction [t — €n(1 + t)] est continue sur le segment [0, 1]. Donc les sommes de Riemann R,, convergent vers
! 1
J tn(1+t)dt=[(1+t)n(1+1t) —t], =22 1.
0

2. Chaque réel S;, est un produit de réels strictement positifs, donc

.I n
nS, = o Z In(n+k)=Imn+ R,.
k=1
Par conséquent,
S. —m.efn o~ q.ettn2-1 _4n
n = =—.

n—+oo e

# Variante avec la formule de Stirling
Si on remarque que

on peut tenter d’appliquer la Formule de Stirling :

|
(2n)! - \[2 Ce 4

n! no+too

Autrement dit,

: (2n)! e\ .
nEIJIrloo n! (R) _ﬁER+'

On a ici une suite réelle (un )nen de terme général strictement positif, qui converge vers une limite £ > 0. Par conséquent,

¢f. {
ul/m g exp Mt exp(0) = 1.

n n—-+oo
En l'occurrence,
Iim S, =1
n—+o0 4

et on retrouve bien le résultat précédent.
Attention! En général, la composition d’équivalents produit des résultats hasardeux. C’est pourquoi on a pris soin ici de
composer des limites.



